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A hozzárendelési probléma egy általánosítása 
. és annak megoldása 

1. Bevezetés 

Jelen dolgozatunkban az előregyártott elemekből megvalósított szerkezet
optimalizálási' probléma matematikai modelljével és megoldásának módszeré
vel foglalkozunk. A szerkezet-optimalizálási problémát úgy értelmezzük, hogy
keressük az adott típuselem készletből előállítható, adott geometriájú szer
kezet olyan tervét, melyben szereplő elemekre teljesülnek az egyensúlyi,
kompatibilitási és lineáris korlátozó feltételek, továbbá valamilyen szem
pontból (súly, költség vagy ezek aránya) a szerkezet optimális.

Jelen dolgozatban nem foglalkozunk a szerkezet-optimalizálási probléma
müszaki-gazdasági hátterével - ez egy másik dolgozat [17] tárgyát képezi -
csak a probléma megoldását szolgáló algoritmus kidolgozásával.

A szerkezet-optimalizálási probléma matematikai rnegfogalmazásából ki
indulva [17] a következő modellt kapjuk:
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az i-edik elem súlya, költsége vagy ezek aránya
1, ha az ·i-edik elemet alkalmaztuk és= 0 ellenkező esetben,
a probléma műszaki tartalmára jellemző paraméterek,
a szerkezet k-adik helyén alkalmazható elem-típusok
indexhalmaza,

Az (1)-(3) feladat abban különbözik az irodalomban ismertettektől (klasz
szikus hozzárendelési probléma, általánosított hozzárendelési probléma [_10],
speciális szállítási feladat [4]), hogy a (3) feltétel bal oldalán egy kvadrat1k1;1s
függvény áll, míg a fent említett problémákban vagy lineáris egyenlőtlenseg
állt, vagy egyáltalán nem szerepelt feltétel. . ,
Ross és Soland [10] megmutatták, hogy a klasszikus hozzárendelési probléma

a ( 4) - ( 6) feladatnak egy speciális esete:
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Az (1)-(3) feladat esetén viszont belátható, hogy (4)-(6) ugyanakkor az
(1)-(3) feladatnak egy speciális esete (bkif = 0).

2. A feladat transzformálása egy speciális ,,0-1" lineáris 
programozási feladatra 

Felhasználva azt, hogy x1 = x7, a (3) feltételeket átírhatjuk a következő
képpen [14):
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Vezessük be a következő jelöléseket:

A,,= {a1r1j} 
és
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;E~ a,"1x,x1 =X'AkX, 
i=l j=l

ahol X = (xv ... , xr,) és A1r (n X n)-es mátrix. A továbbiakban mindig fel
tételezzük, hogy A,( szimmetrikus mátrix (a,,11 = a1rfi), mivel

X'A,,X = _!:_X'(A,, + A;,) X, 
2 

ahol !_ (A,, + Aí,) már szimmetrikus mátrix.
2 

Most bizonyítsuk be a következő tételt:

1. tétel. Az (1)- (3) feladatot a következő feladattá lehet transzformálni:
fl
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n(n - 1) 
Vezessük be

2 
új ,,0-1" változót és 3n(n - 1) feltételt [5J. Ezek

után az (1)-(3) feladat ekvivalens a következő feladattal, figyelembe véve,
hogy A szimmetrikus mátrix:
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i·1, u1iE {0, 1} (i, j = 1, 2, ... , n).

Az uI1 változó akkor és csak akkor egyenlő l-el, ha xI = x1 = 1, a többi ese
tekben u1i = 0. Figyelembe véve a (8) feltételt, minden Qk (kE K) halmazon
egyidejűleg csak egy x1 változó lehet egyenlő l-el, tehát

u;j a== 0, ha j, iE Qk (kE K).

(
i, j = 1, 2, ... , n) 

i <j 

Ennek következtében az u;i változók és a feltételek számát jelentősen lehet
Csökkenteni.

A továbbiakban feltételezhetjük, hogyha k1 < k2, akkor a Qk, halmaz
tetszőleges eleme kisebb a Qk, tetszőleges eleménél, ellenkező esetben az is
rneretlenek egyszerű átszámozásával ez mindig elérhető.

Ra áttérünk a zI1 = 1 - u11 .,0-1" változóra, akkor ezzel bebizonyítot
tuk., hogy ( 1 )- (3) feladat ekvivalens a (P) feladattal. ,
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3. A speciális ,,0-1" lineáris programozási feladat 
megoldásának módszere 

Ebben a fejezetben a (P) feladat megoldására bemutatunk egy olyan le
számlálási algoritmust, mely a Geoffrion és Marsten. [7] által közölt, az egész
értékű feladatok megoldására alkalmas általános algoritmus (general algo
rithmic framework) elvein alapszik. E'z az algoritmus három fő eljárásból
tevődik össze: szeparálás (separation), _relaxáció (relaxation) és kizárási kri
térium (fathoming criterion).

3 .1. Relaxáció 

A javasolt algoritmus hatékonyságát nagyméretű (P) feladat esetén növeli
az, hogy a nehezen kezelhető lineáris programozási feladat többszöri meg
oldása helyett felhasználjuk o feladat sajátosságát és relaxáció segítségével
visszavezetjük a feladatunkat egyritka mátrixszal rendelkező halmaz-lefedési
probléma megoldására, melyre több hatékony algoritmus is ismert [l, 3, 8]
az irodalomból. ·

A továbbiakban a következő jelöléseket fogjuk használni: y = (x, zj, 
a (8)- (10) feltételek együttható mátrixát jelöljük A-val, a (11)-(12) felté
telek együttható mátrixát B-vel, és a 'megfelelő jobb oldalakat b-vel.

Most tekintsük meg a következő halmazlofedési problémát, melynél az
együttható mátrix minden sorában két egyes áll:

ex+ }.(b 

X; + Z;j~ l 
Xj + Z;j 2] 
X;,Z;jE{O,l}

Ay) -~ m\n,

(
i E QT · jE a. l 
-r: < ~ -r:; ~ E 1( 
(i, j = ], 2, ... , n), 

ahol .:l Lagrange-föle multiplikátor.
(P)-vel jelöljük U, (P) feladatnak megfelelő lineáris programozási feladatot,

melyben Y; folytonos változó és .teljosül a O ·Y; _s 1 föltétel. ~- megfelelő
célfüggvényórtékeket c(P), c(P) és c(PR,.)-va,l fogjuk jelölni, ?.-val pedig
az Ay 2 b feltételnek és a (P) feladatnak mogfolelő optimális Lagrange-tole
mult iplikátort. · · · 

Az, hogy a (PR,.) feladat mogoldása mennyire l(özelíti meg az eredeti (.P) 
föladat megoldását, függ_ a A Lagrango-félo multiplikátor választásától. Az
ilyen értelemben legjobb}. vektort rt kövctk z{í feladat megoldásaként választ-
hatjuk ki: . . 

(D) max c(P.R,,.) ..
,i;;;,;o 

Itt meg kell jegyezni, hogy a· (8f foltótBlek ogyonlöségek, ezért a megfulelő
A; értékekre nincs e1őjelkorJátozál'l, Noss 16.s Soland [Iü lmcgmutatté.k, hogy
hit a (8) föltételnek rpcgfolold .:l1 óitélfoket egyenlfrvé tesszük a 'Qi halmazon
a második Icgkischl: együtthatóval, akkor a (P) feladat megoldása megegye
zik a következő feladat m goldásávnl:

,, I(* 

~C;X; - ~ /J1c(L - ~ x1) »min,
i I k I i(Qk 
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~ ~ ·~ ~ (aki;Xi - 2akijzij) ~ s~ . (k .1, 2; .... , k*}
T=l s=r+l iEQ, jEQ, 

X; + Xj + Z;j :S: 2 
X; + Z;j2 1
x1 + Z;j>l 
X; és Z;j E {O, l}

(
i E Q. j E Q, ) 
T < s T, s EJ{ 

(i, j . 1, 2, ... , n)., 
ahol ~" - a második legkisebb e; érték a QI< halmazon. Tehát az ált.alánosság
megszorí,~_áf!a _né~kül feltételezhetjük, hogy a .D feladatban az egyenlőségnek
megfelelo A; értékek konstansok: · · ·

A (P); (PR{) és· (D) feladatok kapcsolatára vonatkozóan Geoffrion [6] be
bizonyította a következő tételt:

2. tétel. Ha a (P) feladatnak létezik megoldása és a tetszőleges ?. :2: O vet/
torra nézve teljesül ·

c(PR,.)· · ·c(PR,,_),- 
akkor

. (13,} 
·.•

c(P) = c(PR-) = c(D). ). (14) 

A (PR,._) feladat B ~gyÚÜJ~ató mátrixa egy teljesen unimoduláris mátrix a kö-
vetkező tétel [18] alapján: .. . · • , .

3. tétel. B mátrix teljesen unimodulá;:is, ha teljesülnek· a következő fel-
t.ételek: . . .. . · ' . . . · .

. l. Minden egyes eleme O vagy ± l. · . · · .
2. Egy oszlopban sincs több, mint két nullától különböző .elem.. .
3. A B mátrix sorait két diszjunkt halmazra (R1 és R2) lehet bontani:
a) Ha egy oszlopban két hasonló előjelű, nullától különböző elem van,

akkor az egyik R 1, a már-ük pedig R2-n0k az eleme;
b) ha egy, oszlopban két különböző előjelű és nullától is különböző elem

van, akkor mindkettő vagy az R1-nek vagy az R2-nek ,az elem~.
' I • ·•. • • ' ., ' • ' • '

Figyelembe véve azt, hogy B teljesen unimodulárism átrix és a''(PR,._) feladat
teltételeinek jobb oldalán egészértékű számok vannak, a (PR,._) feladatra
tetszölcgcs }, 2 O esetén teljesül (13), tehát a 2. tétel állítása is teljesül.

Ha :cl (T1) lineáris programozási feladat a méretei miatt vagy nagyon nehe
zen vagy egyált,/1,lán nem oldható meg, akkor célszerű megoldani a {D) fel
adatot, mivel az az Agmon•Motzkin-Shoenberg-féle módszer segítségével
.(lásd 3.3 fejezet) visszavezethető egy sorozat halmaelefedési probléma meg
oldására külön bözö J. vektorokkal. Ba viszont a (P) feladat megoldható, akkor
a J. értékét nem a (D) feladat megolµásaként ,lrnpjuk, hanem a (P) feladat
megoldá,;ának megfelelően állítjuk elő. A továbbiakban csak az első esettel
foglalkozunk, mivel a ,;zerkezet-optimalizál(tsi feladat méretei általában nem
teszik lehetővé a (P) feladat megoldását. · ·

, Ha a (PR2) feladat optimális y megoldására nem teljesül az Ay 2 b feltétel,
akkor szepará.lási változók bevezetésével a 'megfelelő· Q1r (k EK) halmazon
(P'') részfeladatokat kapunk: A széparálási -változók segítségével a megfelelő
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Qk (k EK) halmazokat általában két diszjunkt részhalmazra bontjuk és egy
speciális szeparálási feltételnek a (P) diszkrét programozási feladathoz val6
hozzáadásával kapjuk a (Pk) részfeladatokat.

3.2. Szeparálás 

A szeparálási változ6 választását61 nagymértékben függ az algoritmus
hatékonysága, ezért ezeket mindig úgy szokták megválasztani, hogy minél
jobban kihasználják a feladat sajátosságát.

Tegyük fel, hogy a Qk, halmazon a (PR,.) feladat optimális y megoldására nem
teljesül az Ay 2: b feltétel.

Valamilyen szempontból kiválasztjuk az x$, Xs+i E Qk, szeparálási változ6-
kat, s akkor a (Pk) és a megfelelő (PRn feladatokat így írhatjuk fel:

(PRn 

ahol

{
c1(P Ix. + xT+l + ... + X5 = 0}},
c2(Plxs+l + +x1=0J 

{
c1(PR,. I XT + + X5 = 0) } 
c2(PR,. [ x!+l + + x1 = 0) '

Qk,= {-r, 't' + 1, ,8,8 + 1, ... ,t}.

Ilyen szeparálási feltételeket először Beale és Tomlin [2] alkalmaztak olyan
feladatok megoldásánál, ahol a (8) feltétel is szerepel.

Jelöljük K'-vel (K' e K) a Qk halmazok azon indexeit, melyekre nem telje
sül az Ay 2: b Ha a ( 10) feltétel nem teljesül és x1 E Qk,, valamint xi E Qk,, 
akkor ki, k2 EK'. A megfelelő (Pk) (kE K') feladatok képezik a részfeladatok
listáját (candidate list).

Az általánosság megszorítása nélkül a továbbiakban feltételezhetjük, hogy

C1 < C1+1 ('r/1 E Qk, k EK),
ezek után térjünk vissza a szeparáláai változók megválasztásával kapcsolatos
szempontokra. Ezek a következők:

a) A (PR,) feladat optimális y megoldására a Qk halmazon nem teljesül
a (8) feltétel, vagyis

~xi> l vagy
iEQ•

Az első esetben a Qk halmazt annyi páronként diszjunkt részhalmazra osztjuk
szét, ahány l-el egyenlő értékű. ismeretlen van és azon belül a szeparálás úgy
történjék, hogy minden részhalmazba csak egy ilyen ismeretlen kerüljön.
A második esetben pedig, ha -r a legkisebb és t a legnagyobb index a Qk hal
mazban, akkor a szeparálási változót a következőképpen választjuk:

s=[t 2 -rJ·

b) A (PR1) feladat optimális y megoldására a Qk halmazon nem teljesül
a (9) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesül, akkor a szeparálás az
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a) pont szerint történik. Ellenkező esetben azt a változót, melynek értéke
egyenlő l-el, választjuk szeparálási változónak is.
_ e) A (PR;.) feladat optimális y megoldására a Qk, és Qk, halmazon nem tel
jesül a (10) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesül a Qk, vagy Qk, 
halmazon, akkor a szeparálás ezen a halmazon az a) pont szerint történik.
Ha a (8) feltétel mindkét halmazon teljesül, de nem teljesül a Qk, vagy Qk, 
halmazon a (9) és (10) feltétel, vagy csak a (10) feltétel nem teljesül, akkor
ezen a halmazon azt a változót választjuk szeparálási változónak is, melynek
értéke egyenlő 1-el.

3.3 Kizárási kritérium 

Az előző pontban leírtuk azt, hogy kapjuk meg a (P) feladatból kapott
részfeladatok listáját. Ebben a pontban viszont leírjuk azt a kizárási krité
riumot, amely szerint eldöntjük, hogy valamely részfeladatot figyelmen kívül
hagyjunk-e a további vizsgá.latokban vagy sem. .

Ha a részfeladatok listája ismert, akkor megoldjuk a megfelelő (PR~) fel
adatokat. Jelöljük ezeket yk-val. Geoffrion [6] megmutatta, hogy ha egy adott
A vektornak megfelelő v" teljeaíti a következő három feltételt:

1. yk a (PR}) feladat optimális megoldása,
2. Ayk 2 b, 
3. A(b - Ayk) = 0,

akkor v" a (Pk) feladat optimális megoldása.
Ha s" a három feltételből csak az első két feltételt teljesíti, akkor il a (P) 

feladat e-optimális megoldása, ahol

e = J.(Ay1c - b).

Tehát a mi esetünkben, ha a (PRf) feladat optimális yk megoldása nem teljesíti
a 2. és 3. feltételt, vagyis yk a (Pk) feladatnak nem megengedett megoldása,
akkor módosítjuk a }. vektort. A 2. tétel alapján a A vektor legjobb értékét
a (Pk) vagy a (Dk) feladat optimális megoldásaként kapjuk. Nagyméretű
(P) feladat esetén hatékonyabbnak látszik a (Dk) feladatok megoldása, mivel

a) a (PRi) feladat feltételeinek száma jelentősen kisebb, mint a megfelelő
(Pk) lineáris programozási feladatnál;

b) a (PRi) feladat egy ritka mátrixszal rendelkező halmazlefedési probléma,
melynek megoldására hatékony módszerek ismertek az irodalomból [l, 3, 8];

c) a (PRf) feladat struktúrája a (P) feladat megoldása folyamán változatlan
marad (csak a szeparálási feltételek változnak), ami számítástechnikai szem
pontból nagyon előnyös.

_ Mint ahogy azt már említettük, a (Dk) feladat megoldására az Agmon 
Motzkin-Shoenberg-féle módszert alkalmazzuk [15]. E módszer segítségével
megoldunk egy sorozat (PRf) halmazlefedési feladatot, amelyben a J.k+l 
vektor új értékét a következő képlet alapján határozzuk meg:

J..}/1 = max pk+ 0Hb - Ayk), 0} (v = 1, 2, ... ),

egy pozitív szám, mely bizonyos feltételeknek felel meg [16],
a (Pk) feladat jelenlegi Lagrange-föle multiplikátora.

ahol 0k 
J.J; 

6
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A íll (k E IC) kiinduló értéket egy heurisztikus eljárás segítségével kapjuk,
a megfelelő (Pk) feladat Yk megengedett megoldása segítségével. A szerkezet
optimalizálási feladat műszaki tartalmából kiindulva konstruálható egy olyan
heurisztikus eljárás, mely vagy a (Pk) feladat optimumához közelálló megen
gedett megoldást szolgáltat, vagy az a következtetés vonható le, hogy a (Pk) 
feladatnak nincs megoldása. Az utóbbi esetben a (Pk) feladatot töröljük a rész
feladatok listájáról. Itt azonban erre nem térünk ki.

Amennyiben a (PRk[íl.rn feladatot egy Ieszámlálási módszer segítségével
oldjuk meg, akkor az iterációk során mindig az előző feladat y): optimális
megoldását használjuk fel a következő (PRk[íl.;:+1]) feladat korlátjaként, mivel
Yk a (PRkp.k+1]) feladatnak is egy megengedett megoldása.

Ha valamely }," vektornak megfelelő yJ; vektor teljesíti a 2. feltételt, vagyisy" a (Pk) feladat megengedett megoldása és c(P~) < z*, akkor a z* korlát értéket
egyenlővé tesszük a megfelelő c(P~) értékével. Ha c(P~) ~ z*, a megfelelő
(Pk) feladatot kizárjuk a részfeladatok listájáról. Ugyanúgy kizárjuk a rész
feladatok listájától ezt a feladatot, ha valamely y;; vektorra teljesül a három
feltétel, a z* korlát értékét viszont ugyancsak egyenlővé tesszük a c(P~) érté
kével. Abban az esetben, ha a (PR}) feladatnak nincs megengedett megoldása,
akkor nincs a megfelelő (Pk) feladatnak sem, mivel

ahol JJ(Pk) és H(PR}) megfelelően a (Pk) és (PR1) feladat lehetséges megoldá
sainak halmaza.

Ilyenkor a Q" halmazon más szeparálási változót választunk és újra vizsgál
juk a módosított (Pk) feladatot.

Ha a részfeladatok listáját kimerítettük, akkor az aktuális korlátnak meg
felelő megengedett megoldás egyúttal a (P) feladat optimális megoldása is.
Ha viszont a részfeladatok megoldása során a (P) feladatnak egyetlen meg
engedett megoldása sem volt, akkor a (P) feladatnak nincs megoldása.

4. Az algoritmus leírása 

1. Heurisztikus eljárás segítségével előállítjuk a (P) feladatnak egy y1 meg
engedett megoldását 6s a megfelelő íl.1. vektort. Az* korlát értékét egyenlővé
tesszük a megfelelő c(P) értékével. Ha a (P) föladatnak nincs megengedett
megoldása, akkor a J l. lépésnél folytatjuk _

2. Megoldjuk a (D) feladatot, vagyis k iszámíl.juk a íl vektor értékét.
3. Megoldjuk a (PR,.) föladatot. Ha y a (PR,) feladat optimális megoldása

~s egyben a (P) feladatnak is, akkor a 11. lépésnél, egyébként a 4. lépésnél
folytatjuk.

4. Előállítjuk a részfeladatok listáját.
5. A részfeladatokból kiválasztjuk azt, amelyre nézve teljesül:

{ "' k max ,,,;;;;,, a;1y1 ««: J 

Ha a részfeladatok listája üres (JC = fJ), akkor a 10. lépésnél, egyébként a 6.
lépésnél folytatjuk.
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6. Heurisztikus eljárás segítségével kiszámítjuk a megfelelő }.k vektor érté
két. Ha a (Pk) részfeladatnak nincs megoldása, akkor K' = K'/{k} és vissza
térünk az 5. lépésre, egyébként a 7. lépésnél folytatjuk.
_ 7. Megoldjuk a (Dk) feladatot. A (Dk) feladat optimális megoldását jelöljük
A.1,-val.

8. Ha a c(PR"J.k) 2 z*, akkor c(Pk) 2 z*, tehát ezt a részfeladatot kihagyjuk
a részfeladatok listájáról:

K' = K'"'{k }. 
Visszatérünk az 5. lépésre, egyébként folytatjuk a 9. lépésnél.

9. Ha a (PR-xk) feladat f/ optimális megoldása a (Pk) feladatnak egy megenge
dett megoldása, akkor z* = : c(Pk). Mindkét esetben a (Pk) részfeladatot ki
hagyjuk a listáról (JC= K'"'{k} és visszatérünk az 5. lépésre.

10. Ha a részfeladatok listája üres és a (P) feladatnak találtunk legalább
egy megengedett megoldást, akkor a z* korlátnak megfelelő megengedett
megoldás egyúttal optimális is.

11. Vége.

Az egyszer{í.ség kedvéért az algoritmus 2. és 7. lépésben nem tértünk ki arra
az esetre, ha a (D) vagy a (Dk) feladat megoldása sor/in a (PR().i]) vagy meg
felelően a (P R[AU) feladat optimális megoldása ugyanakkor a (P) feladatnak
is egy megengedett megoldása.

Ebben az esetben, ha c(PP[?n) < z* vagy c(PR[}.U) < z*, akkor a korlát
értékét megváltoztatjuk:

z* = : c(PR[).iJ) vagy z* = : c(PR[AU). 

(Beér kezeü: 1977. november l-én.) 
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fTHE GENERALCZATION OF THE ASSIGNM.ENT PROBLEM AND ITS
SOLUTION

We deal with a generalization of the assignment problem obtained from the mathe
matical model of a sbruoture optimization problom. Furthermore, (L theorem will be proved
whereby our problem is reduced to the solution of a "0-1" linear programming problem
with variables of n2 order of magnitude. Making use of the part.icularrty of tho problem
an enumeration algorithm is presented consisLing of the solution of a series of sot covering
problems.

O~HO 113 06061.I.(EHl1vl 3A~AY11 0 HA3HAYEHl111 1-1 EE PEWEHl-111

8 /:(aHHOH CTaTbC H3y<1ae-rcn OAHO H3 oóoóuieHHll 33AaYH O H33Ha•1CiiHH, «oropan ll0JlY'l3CTCfl 
B peaynsrarc 33TTHCH M3TCMaTHllCCI(OI-! MO,[(CJlH 33,[(a•IH OTTTHMH3a!.1HH l(OIICTPYI(L{HH 3,[(aHHfl. 
~Ol(a3b1BaeTC51, nanee, reopeaa, nocpe1~CTBOM xoropoü uaura aanasa CBOAHTCH I( pewe1-IHIO L{CJlO 
l!HCJTCHHOj;\ 33,[(aYH (10- l* nporpaMMHpoeaHHf[ e YHCJJOM nepeacnuux nopsmca n2. v!CnOJtb3YH 
ocoöennocra JWHHOH 33A3YH npHBOAHTCfl T31(Qj;\ anropara ncpeöopa, xoropuü OCH0Bbl83CTC.fl Ha 
MHOr01<paTHOM peurenaa 3a,[(a•1H O TTOl(pbiTHH. 


