GrOsz MIRLOS

A hozzarendelési probléma egy altalanositisa
és annak megoldasa

1. Bevezetés

Jelen dolgozatunkban az elfregyartott elemekbdl megvalésitott szerkezet-
optimalizalasi probléma matematikai modelljével és megolddsanak médszeré-
vel foglalkozunk. A szerkezet-optimalizaldsi probléméat tgy értelmezziik, hogy
keressiik az adott tipuselem készlethdl elallithatd, adott geometridja szer-
kezet olyan tervét, melyben szerepld elemekre teljesiilnek az egyensilyi,
kompatibilitdsi és linedris korlatozé feltételek, tovabbad valamilyen szem-
ponthdl (saly, koltség vagy ezek ardnya) a szerkezet optimélis.

Jelen dolgozatban nem foglalkozunk a szerkezet-optimalizaldsi probléma
miiszaki-gazdasigi hatterével — ez egy mésik dolgozat [17] téargyat képezi —
csak a probléma megoldasit szolgdld algoritmus kidolgozdsdval.

A szerkezet-optimalizaldsi probléma matematikai megfogalmazasabdl ki-
indulva [17] a kovetkezé modellt kapjuk:
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ahol ¢, az i-edik elem sulya, koltsége vagy ezek ardnya
x; — 1, ha az i-edik elemet alkalmaztuk és = 0 ellenkez§ esetben,
8is dipy bk,»j a probléma miszaki tartalméra jellemzd paraméterek,
) a szerkezet k-adik helyén alkalmazhaté elem-tipusok
indexhalmaza.

Az (1) (8) feladat abban kiilonbozik az irodalomban ismertettektdl (klasz-
szikus hozzdrendelési probléma, altalanositott hozzarendelési probléma ['10],
specidlis szallitasi feladat [4]), hogy a (3) feltétel bal oldalan egy kvadratlkl’ls
fiiggvény 4ll, mig a fent emlitett problémakban vagy lineédris egyenlStlenség
allt, vagy egyéltalin nem szerepelt feltétel. ) ;

Ross és Soland [10] megmutattak, hogy a klasszikus hozzérendelési probléma
a (4)—(6) feladatnak egy specidlis esete:
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Az (1)—(3) feladat esetén viszont belathat6, hogy (4)— (6) ugyanakkor az
(1)—(3) feladatnak egy specialis esete (by; = 0).

programozasi feladatra

2. A feladat transzformalisa egy speciilis ,,0—1"’ lineéris

Felhasznélva azt, hogy a; — a7, a (3) feltételeket atfrhatjuk a kovetkezs-
képpen [14]:

ahol

és

n n
' S(Lk,-/x,«ij.?k (k: 1,2, . .,k*),
41 j=1
Jiv brij» ha 1549
kif~ / I hs RIS
Qyi + Opijy  ha 1 = ).
Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket :
4y = {”’kij}
S ¥ X4
. a Yij Ty = KAy

ahol X = (z,, - .

=1 j=1

tételezziik, hogy A, szimmetrikus méatrix (ariy = ay;), mivel

X'4,X = ; X'(4x + Ap) X,

1 - - y
ahol r (Ay + Aj) méar szimmetrikus matrix.

Most bizonyftsuk be a kivetkezs tételt:

1. tétel. Az (1)
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(3) feladatot a kivetkezs feladatté lehet transzformélni:

(k=1,2,..., k%

(k=1,2,..., k%

o @) 68 Ay (nxn)-es matrix. A tovabbiakban mindig fel-
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(P) z+a;+2;<2 i€Q, (10)
Ti +2t121 T<8 ( )
z;+zy>1 7,8€ K (12)
Ly ZUE {0, 1},
ahol

k* k*

S,'(I.S‘k—z 2 222&1“'1- (k:1,2,...,k*)

=1 s=7+1 {€Qr jEQs

K={l,2,...,k*).

Bizonyitds:
Vezessiik be Eﬂ;—l) 4j ,,0-17 valtozét és 3n(n — 1) feltételt [5]. Ezek

utdn az (1)—(3) feladat ekvivalens a kovetkezd feladattal, figyelembe véve,
hogy A szimmetrikus métrix:

n
2> ¢;; — min,
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2 Xy = l, (k E K)
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n

2 2 (o + 2auy) > s, (k€ K),

i=1 j=i+1
z+2—u <1 2, 3=, 2 <ol
x> Wy 1 <j

xj 2> wy

Ay uUE {0, 1} (’l./, ? === 1, 2, aile ’n).
Az w;; valtozé akkor és csak akkor egyenls 1-el, ha z; = x; = 1, a tobbi ese-
tekben u;; = 0. Figyelembe véve a (8) feltételt, minden @ (k€ K) halmazon
egyidejileg csak egy x; viltozé lehet egyenld 1-el, tehét

uy =0, ha j,1€Q, (k€ K).
Ennek kovetkeztében az w;; viltozok és a feltételek szdmét jelentdsen lehet

¢sokkenteni.
A tovébbiakban feltételezhetjiik, hogyha k, <k, akkor a @, halmaz

tetszGleges eleme kisebb a Q,, tetszleges eleménél, ellenkezs esetben az is-

Meretlenek egyszer(i 4tszdmozdsaval ez mindig elérhetd.
Ha 4ttériink a 2z, = 1 — u;; ,,0 -1 véltozéra, akkor ezzel bebizonyitot-

tuk., hogy (1)—(3) fe]la,dat ekviéalens a (P) feladattal.
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3. A specialis ,,0—1" linearis programozasi feladat
megoldasanak modszere

Ebben a fejezetben a (P) feladat megoldasira bemutatunk egy olyan le-
szamldldsi algoritmust, mely a Geoffrion és Marsten [7] dltal kozolt, az egész-
értékii feladatok megolddsdira alkalmas 4ltaldnos algoritmus (general algo-
rithmic framework) elvein alapszik. Ez az algoritmus hiarom 6 eljarashol
tevidik ossze: szepardlas (separation), relaxdcié (relaxation) és kizdrasi kri-
térium (fathoming criterion).

3.1. Relaxdcio

A javasolt algoritmus hatékonysdgdt nagyméretii (P) feladat esetén niveli
az, hogy a nehezen kezelhets linedris programozési feladat tobbszori meg-
olddsa helyett felhaszniljuk e feladat sajatossigit és relaxfcié segitségével
visszavezetjiik a feladatunkat egy ritka métrixszal rendelkezs halmaz-lefedési
probléma megolddsdra, melyre tobb hatékony algoritmus is ismert [l 3, 8]
az irodalombol.

A tovabbiakban a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni: Y = (02),
a (8) - (10) feltételek egyiitthaté matrixat jeloljiik 4-val, a (11)— (12) felté-
telek egyiitthaté matrixat B-vel, és a megfeleld jobb oldalakat b-vel.

Most tekintsiik meg a kovetkezd halmazlefedési problémat, melynél az
egyiitthaté matrix minden sordban két egyes all:

cx + AMb - Ay) —~ m'i:n,
4231 (1€Q, jEQS

x; + 2> 1 T =iy "E',h'EK

%,2;€{0,1} (5,j=1,2,...,n),

ahol A Lagrange-féle multiplikator.

(P)-vel J(‘lul]ul\ a (P) feladatnak megfeleld linedris programozdsi feladatot,
melyben ¥, folytonos viltoz6 és to]Jowl a 0 <y, < 1 feltétel. A megfelels
(('lfu;\gvcmcltokoket (( %), e(P) és ¢(PR,)-val f();.,jllk jelolni, Z2-val pedig
az Ay b feltételnek és a (P) feladatnak megfelels optimélis Lagrange-féle
multiplikatort.

Az, hogy a (PR,) feladat megoldisa mennyire kozeliti meg az eredeti (P)
feladat megoldasat, fiigg a 1 Lagrange-féle multiplikitor vilasztasatol. Az
ilyen értelemben legjobh 4 vektort a kovetkezd feladat megoldasaként vélaszt-
lmtjuk ki:

(D) 4, o max t(PR)

20
[tt meg kell jegyezni, hogy a (8) feltételek (‘gzvenlm(gek ezért a megfeleld
A értékekre nines elGjelkorlatozas: Ross 'és Soland [10] m(wrmututtél\, hogy
ha a (8) feltételnek megfelels 2, értékeket egyenldvé tessziik a (; halmazon
a mésodik legkisebb egyiitthatoval, akkor a (P) feladat megolddsa megegye-
zik a kovetkezs feladat megoldasdaval:
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é‘ P ¥ Z(Qkii‘ii“zakijzij)zs;f vz 1, 24i s s, %)
=1 s=7+1 i€Q; jEQ, . )

i+ x+2;< 2 (iEQT j€Qs )

Z; + 2y 2> 1 7<8 T,8€K
z; + 2 2> 1

& 6 z;€{0,1}  (Gj=12...,0),

ahol B, — a mésodik legkisebb ¢; érték a ), halmazon. Tehét az 4ltaldnossig
megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a D feladatban az egyenl@ségnek
megfeleld 7; értékek konstansok: :

A (P), (PR;) és (D) feladatok kapesolatédra vonatkozéan Geoffrion [6] he-
bizonyitotta a kovetkezd tételt:

2. tétel. Ha a (P) feladatnak létezik megolddsa és a tetszileges A > 0 vek-
torra nézve teljesiil

¢(PR,) = ¢(PR,); (13)
akkor
¢(P) = ¢(PR;) = c(D). (14)

A (PR,) feladat B (";zyilitfl'mt(’) métrixa egy teljesen unimoduldris matrix a ko-
vetkezG tétel [18] alapjén:

3. tétel. B matrix teljesen unimoduldris, ha teljesiilnek a kovetkezd fel-
tételek: : , -

1. Minden egyes eleme 0 vagy +1.

2. Egy oszlopban sines tobb, mint két nullatol kiilonbozs elem.

3. A B matrix sorait két diszjunkt halmazra (£, és R,) lehet bontani:

a) Ha egy oszlopban két hasonls el§jeldi, nullitdl kiillonbozs elem van,
akkor az egyik R, a misik pedig R,-nek az eleme; . ;

b) ha egy oszlopban két kiilonbozs elSjelii és nulldtdl is kiilonbozd elem
van, akkor mindketts vagy az R,-nek vagy az R,nek az eleme.

Figyelembe véve azt, hogy B teljesen unimoduldrism étrix és a (PR,) feladat
teltételeinek jobb oldalan egészértékii szdmok vannak, a (P]a’.l) feladatra
tetszGleges 4 > 0 esetén teljesiil (13), tehat a 2. tétel él.lité,sa is teljesiil.

Ha a (P) linedris programozési feladat a méretei mlz}tt vagy nagyon nehe-
zen vagy egyéltalin nem oldhaté meg, akkor célszeri megoldani a ([{) ’Iel—
adatot, mivel az az Agmon-Molzkin-Shoenberg-féle  médszer  segitségével
(lasd 3.3 fejozet) visszavezethets egy sorozat halmazlefedési probléma meg-
olddsira kiillonbozé 2 vektorokkal. Ha viszont a (P) feladat megoldhato, akkor
a A értékét nem a (D) feladat megolddsaként kapjuk, hanem a (P) feladat
megoldasanak megfelelGen dllitjuk el6. A tovabbiakban csak az elsG esettel
foglalkozunk, mivel a szerkezet-optimalizdldsi feladat méretei altaldban nem
teszik lehetGvé a (P) feladat megoldasdt. -

Ha a (PR;) feladat optimélis y megoldisara nem teljesiil az Ay > b feltétel,
akkor szepardlisi véltozok bevezetésével a’ megfeleld Q (k€ K) llillnlaZ()l‘l’
(PY) vészfeladatokat kapunk. A szeparéldsi vdltozok segitségével a megfelels
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Q, (k € K) halmazokat &ltaldban két diszjunkt részhalmazra bontjuk és egy
specidlis szeparéldsi feltételnek a (P) diszkrét programozési feladathoz valé
hozzéadasaval kapjuk a (P¥) részfeladatokat.

3.2. Szepardlis

A szepardlési valtozé vélasztdsitél nagymértékben fiigg az algoritmus
hatékonysdga, ezért ezeket mindig ugy szoktdk megvalasztani, hogy minél
jobban kihasznaljak a feladat sajatosségat.

Tegyiik fel, hogy a @, halmazon a (PR;) feladat optimélis ¥ megoldasdra nem
teljesiil az Ay > b feltétel.

Valamilyen szempontb6l kivélasztjuk az z,, ¢, € Q,, szepardlési véltozo-
kat, s akkor a (P¥) és a megfelels (PRY) feladatokat igy irhatjuk fel:

(P 'cl(P|x,+x,+1+... +xs=0)l'

(P | %y + - .- +2,=0)
(PRY) lcl(PRA!:c,—{—...—l—xsz()) ]'
. ¢o(PR, |Zgy + .. . +2,=0)
aho

o= {014 L.ouwtig 4+ Liccut)

Ilyen szepardlési feltételeket elészor Beale és Tomlin [2] alkalmaztak olyan
feladatok megoldésandl, ahol a (8) feltétel is szerepel.

Jeloljiik K'-vel (K’ C K) a @, halmazok azon indexeit, melyekre nem telje-
siil az Ay > b Ha a (10) feltétel nem teljesiil és x; € Q,, valamint z,€ @,
akkor k,, k, € K'. A megfelels (P¥) (k€ K') feladatok képezik a részfeladatok
listdjat (candidate list).

Az &ltaldnossfg megszoritésa nélkiil a tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy

¢ <ty (Vi€Qx, k€ K),

ezek utén térjiink vissza a szepardldsi véltozok megvilasztésival kapesolatos
szempontokra. Ezek a kovetkezlk:

a) A (PR;) feladat optimélis ¥ megolddsdra a @) halmazon nem teljesiil
a (8) feltétel, vagyis

Sar>1 vagy SaF=0.

i€Qx i€Qx
Az els6 esetben a @, halmazt annyi paronként diszjunkt részhalmazra osztjuk
szét, ahény 1-el egyenls értékii ismeretlen van és azon beliil a szeparilis tgy
torténjék, hogy minden részhalmazba csak egy ilyen ismeretlen keriiljon.
A mésodik esetben pedig, ha 7 a legkisebb és ¢ a legnagyobb index a @, hal-
mazban, akkor a szepardlasi valtozét a kivetkezSképpen véalasztjuk:

i1 —7
8 == :
i)
b) A (PR;) feladat optimdlis ¥ megolddsira a @, halmazon nem teljesiil
a (9) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesiil, akkor a szeparéilas az
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a) pont szerint torténik. Ellenkezd esetben azt a valtozét, melynek értéke
egvenls 1-el, valasztjuk szeparaldsi valtozonak is.

¢) A (PR;) feladat optimalis ¥ megoldéséra a @, és @, halmazon nem tel-
jesiil a (10) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesiil a @, vagy @,
halmazon, akkor a szeparilds ezen a halmazon az a) pont szerint torténik.
Ha a (8) feltétel mindkét halmazon teljesiil, de nem teljesiil a @, vagy @y,
halmazon a (9) és (10) feltétel, vagy csak a (10) feltétel nem teljesiil, akkor
ezen a halmazon azt a véltozét vélasztjuk szepardlisi valtozénak is, melynek
értéke egyenld 1-el.

3.3 Kizdrdsi kritérium

Az el6z6 pontban leirtuk azt, hogy kapjuk meg a (P) feladathdl kapott
részfeladatok list4jat. Ebben a pontban viszont lefrjuk azt a kizdrdsi krité-
riumot, amely szerint eldontjiik, hogy valamely részfeladatot figyelmen kiviil
hagyjunk-e a tovabbi vizsgilatokban vagy sem.

Ha a részfeladatok listdja ismert, akkor megoldjuk a megfelels (PR%) fel-
adatokat. Jeloljitk ezeket y*-val. Geoffrion [6] megmutatta, hogy ha egy adott
A vektornak megfelels y* teljesiti a kovetkezd héirom feltételt:

1. y* a (PRY) feladat optimélis megoldésa,
2. Ay* > b,
3. b — Ay =0,

akkor y* a (P¥) feladat optimélis megoldésa. =
Ha y* a hérom feltételbsl csak az els két feltételt teljesiti, akkor y* a (P)

feladat e-optimélis megoldésa, ahol
& = Ady* —b).

Tehét a mi esetiinkben, ha a (PRY) feladat optimélis y* megolddsa nem teljesiti
a 2. és 3. feltételt, vagyis y* a (P¥) feladatnak nem megengedett megoldésa,
akkor médosftjuk a A vektort. A 2. tétel alapjin a 2 vektor legjobb értékét
a (PK) vagy a (DF) feladat optimalis megoldésaként kapjuk. Nagyméret i
(P) feladat esetén hatékonyabbnak latszik a (DK feladatok megolddsa, mivel

a) a (PRY) feladat feltételeinek szdma jelentésen kisebb, mint a megfeleld
(P linedris programozési feladatnal; I

b) a (PRY) feladat egy ritka métrixszal rendelkez halmazlefedési probléma,
melynek megoldésara hatékony médszerek ismertek az irodalombél' (L3N8

¢) a (PRY) feladat struktirdja a (P) feladat megoldésa folyamén V'altgzatlan
Mmarad (csak a szepardldsi feltételek valtoznak), ami szdmitéstechnikai szem-
Pontbél nagyon elényos.

Mint ahogy azt mér emlitettiik, a (D¥y feladat megoldéséra az Agmon—
Motzkin — Shoenberg-féle médszert alkalmazzuk [15]. E moédszer segitségével
megoldunk egy sorozat (PRY) halmazlefedési feladatot, amelyben a A5t!
vektor Gj értékét a kiovetkezd képlet alapjén hatérozzuk meg:

Mt = max {A; + 64(b — 4y?), 0} v=12...),

ahol 07 — egy pozitfv szdm, mely bizonyos feltételeknck felel meg [16],
A2 — a (P¥) feladat jelenlegi Lagrange-féle multiplikdtora.
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A 7k (k€ K') kiindulé értéket egy heurisztikus eljards segitségével kapjuk,
a megfelels (P¥) feladat y} megengedett megoldésa segitségével. A szerkezet-
optimalizdlasi feladat miiszaki tartalmabol kiindulva konstruélhaté egy olyan
heurisztikus eljérds, mely vagy a (P¥) feladat optimuméhoz kozeldllé megen-
gedett megolddst szolgaltat, vagy az a kovetkeztetés vonhaté le, hogy a (P¥)
feladatnak nincs megolddsa. Az utébbi esetben a (P¥) feladatot toroljiik a rész-
feladatok listdjarsl. Itt azonban erre nem tériink ki.

Amennyiben a (PR¥[2)) feladatot egy leszdmlaldsi médszer segitségével
oldjuk meg, akkor az iterdciok sordn mindig az eléz§ feladat yf optimélis
megolddsat haszndljuk fel a kovetkezd (PR¥[2311]) feladat korlatjaként, mivel
vy a (PR 2311]) feladatnak is egy megengedett megolddsa.

Ha valamely 27 vektornak megfelels y vektor teljesiti a 2. feltételt, vagyis
yk a (P¥) feladat megengedett megolddsa és ¢(PX) < z*, akkor a z* korlat értéket
egyenl6vé tessziik a megfelels c(P%) értékével. Ha ¢(PF) > z*, a megfelels
(P¥) feladatot kizdrjuk a részfeladatok listdjarol. Ugyanigy kizérjuk a rész-
feladatok listdjatol ezt a feladatot, ha valamely y} vektorra teljesiil a hdrom
feltétel, a z* korlat értékét viszont ugyancsak egyenl6vé tessziik a c(P¥) érté-
kével. Abban az esetben, ha a (PRY) feladatnak nines megengedett megoldésa,
akkor nines a megfelels (P¥) feladatnak sem, mivel

H(P*) € H(PR)),

ahol H(P¥) és H(PRY) megfeleléen a (P¥) és (PRY) feladat lehetséges megoldé-
sainak halmaza.

Ilyenkor a @, halmazon més szepardlasi véltozot valasztunk és ajra vizsgil-
juk a moédositott (P¥) feladatot.

Ha a részfeladatok listdjat kimeritettiik, akkor az aktudlis korldtnak meg-
felel6 megengedett megoldds egyittal a (P) feladat optimélis megolddsa is.
Ha viszont a részfeladatok megolddsa sordn a (P) feladatnak egyetlen meg-
engedett megolddsa sem volt, akkor a (P) feladatnak nines megoldésa.

4. Az algoritmus leirdsa

1. Heurisztikus eljards segitségével elGallitjuk a (P) feladatnak egy y, meg-
engedett megoldisat és a megfelels 2, vektort. A z* korlat értékét egyenlévé
tessziik a megfelels ¢(P) értékével. Ha a (P) feladatnak nincs megengedett
megolddsa, akkor a 11. 1épésnél folytatjuk. .

2. Megoldjuk a (D) feladatot, vagyis kiszémitjuk a 1 vektor értékét.

3. Megoldjuk a (PR;) feladatot. Ha y a (PR;) feladat optimdlis megolddsa
és egyben a (P) feladatnak is, akkor a 11. lépésnél, egyébként a 4. 1épésnél
folytatjuk.

4. Elallitjuk a részfeladatok listdjat.

5. A részfeladatokbdl kivélasztjuk azt, amelyre nézve teljesiil:

max {2‘ ”1/?/}' bi} o=y (k€K’).
J

(3¢

Ha a részfeladatok listdja iires (K’ = #), akkor a 10. 1épésnél, egyébként a 6.
lépésnél folytatjuk.
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6. Heurisztikus eljards segitségével kiszamitjuk a megfelels AL vektor érté-
két. Ha a (P¥) részfeladatnak nincs megolddsa, akkor K' = K'[{k} és vissza-
tériink az 5. lépésre, egyébként a 7. 1épésnél folytatjuk.

; 7. Megoldjuk a (D¥) feladatot. A (D¥) feladat optiméalis megolddsat jeloljiik
w-val.

8. Ha a c(PRj,) > z*, akkor c(P¥) > 2*, tehat ezt a részfeladatot kihagyjuk
a részfeladatok listajarol:

K =k}

Visszatériink az 5. lépésre, egyébként folytatjuk a 9. 1épésnél.

9. Ha a (PRj,) feladat 7* optimélis megoldésa a (P¥) feladatnak egy megenge-
dett megolddsa, akkor z* — : ¢(P¥). Mindkét esetben a (P¥) részfeladatot ki-
hagyjuk a listardl (K’ = K'"\{k} és visszatériink az 5. lépésre.

10. Ha a részfeladatok listdja iires és a (P) feladatnak taldltunk legaldbb
egy megengedett megolddst, akkor a z* korldtnak megfelel6 megengedett
megoldas egyuttal optiméalis is. »

11. Vége.

Az egyszeriiség kedvéért az algoritmus 2. és 7. lépésben nem tértiink ki arra
az esetre, ha a (D) vagy a (D¥) feladat megoldésa sorén a (PR[A]) vagy meg-
felelGen a (PR[J}]) feladat optimélis megolddsa ugyanakkor a (P) feladatnak
is egy megengedett megolddsa.

Ebben az esetben, ha ¢(PP[A]) < 2* vagy ¢(PR[2]) < 2*, akkor a korl4t
értékét megvaltoztatjuk:

2* = 1 ¢(PR[A]) vagy 2* = :c(PR[A)).

(Beérkezett: 1977. november 1-én.)
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ITHE GENERALIZATION OF THE ASSIGNMENT PROBLEM AND ITS
SOLUTION

We deal with a generalization of the assignment problem obtained from the mathe-
matical model of a structure optimization problem. Furthermore, a theorem will be proved
whereby our problem is reduced to the solution of a “0—1"" linear programming problem
with variables of n* order of magnitude. Making use of the partic ulu,nty of the problem
an enumeration algorithm is presented consisting of the solution of a series of set covering

problems.

OJIHO M3 OBOBIUEHHA 3ANAYM O HABHAYEHHWHW U EE PEUNIEHHWH

B maHHOi craTthe H3yyaercst 0/(H0 13 0606ueH It 3aa4n 0 HABHAYCHHH, KOTOPAST 10JTyYaeTCst
B pesyJsibTaTe 3aruCH MATeMATHUYCCKOH MOJEJH 3aJa4ud ONTHMH3AIHH KOHCTPYKIIHH 3JTaHHUSI.
JlokassiBaercs, jasee, Teopema, nocpeICTBOM KOTOPOii Haia 3ajiavya CBOJIUTCS K PEIIeHHIO 11eJ10-
YHCJIEHHOH 3a/iaun «)— 1» IPOrpaMMHPOBAHHS C YMCJIOM NMEPEMEHHBIX MopsifKa n*. Mcrnosnbayst
0C0GeHHOCTH JAHHOM 3a1auM IPUBOUTCS TAKOH aaropuTm nepebopa, KOTopwiii 0CHOBLIBAETCS HA
MHOTOKPATHOM PEUIeHHH 3a[a4H O MOKPBITHH.



