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A Nash-féle kooperativ megoldasi koncepcié
altalanositasarél

A I'=@m;8;,...,8; ¢, ..., ¢, szimbblumot n-személyes jatéknak
n

nevezziik, ha 8,,..., 8, tetsz6leges halmazok, S X Sis D(gy) = S (k =
A

=1,2,...,n), Rip) c R. Ekkor az 8, halmazokat stratégiahalmazoknak
nevezziik, az S halmazt szimultén stratégiahalmaznak, a ¢, figgvényeket
pedig kifizets fiiggvényeknek. A jaték (Nash-féle) egyensilypontjén olyan
a* = (af,...,ak) €8 stratégia n-est értiink, amelyre tetszbleges (af, .. .,
Ty -+, 23) €S mellett fenndll, hogy

DB 10 e o o5 Blos o b o L) = @l s Bhne - 3 XL

Ez kézgazdasagilag azt jelenti, hogy egyetlen jitékos sem novelheti meg
az egyensulyponthoz tartozé kifizetését stratégidjdnak egyoldali megvéltoz-
tatasaval. Mas szavakkal, az egyensulyponthoz tartozé stratégia valamennyi
Jatékos szémébra optimdlis, feltéve, hogy az Osszes tobbi jatékos is az egyen-
sulypontnak megfelel§ stratégidkat vélasztja. A gyakorlati alkalmazésok
sordn a Nash-féle egyensilypont gyakran nem a valédi helyzetet frja le, ami-
kor nem az 6sszes jAtékosnak érdeke az egyensilypontra valé térekvés. Ilyen
esetek olyankor fordulnak els, amikor egyes jatékosok az egyensulypontban
irredlisan nagy kifizetéshez jutnak, mésok viszont nagyon kis nyereséget kap-
nak, esetleg veszteség éri Gket, hiszen ezeknek a jétékosoknak az egyensily-
Stratégidk vélasztdsa érdekeikkel ellentétben 4ll. Ilyenkor a jatékosok wn.
kooperatfv megoldast vélasztanak. Kooperativ jitékok megolddsdra tobbféle
elvileg kiilonbozé koncepcié ismeretes. Ezekrél jé osszefoglalds taldlhaté
a 2], [7], [8] irodalomban. Az egyik megoldasi felfogds Nash-t6] ered. Olyan
kifizetést fogad el kooperat{v megoldésnak, amely minden jétékos szdméra
nelég j67 és néhény természetesnek tinG axiéménak is eleget tesz. Nash csak
bimatrix jatékok esetére bizonyitotta a megoldéds létezését és egyértelmiiségét.

Dolgozatomban ezt a megoldési koncepciét 4ltalanositom n-személyes,
nem feltétleniil linedris kifizets fiiggvényekkel rendelkezs jatékok esetére.
A tanulmény eredményei specidlis esetként természetesen tartalmazzék Nash
megfelels tételeit.

Legyen most I' = (n; Sy ee o 8 @1 - - - @p) valamilyen n-személyes jaték.
Jelslje S a jatékosok szimultdn stratégiahalmazét. Nem koveteljilk meg,
hogy § — Syx ... xS, legyen. Jeldlje tovabb4a a

@ = {f|f = (pu@), - . ., pnla)), 2€ 8} (Y

halmaz a lehetséges kifizetések halmazat, valamint L a @ konvex burkoléjét.
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A tovibbiakban megengedjiik I tetszGleges elemét, mint kifizetést. Legyen
(p2(@D), . ., pu@D) €D (i =1, 2, . . ., m esetén), ekkor tetszGleges 0 <~ 7; < 1

1=si<m), X A; == 1 konstansok -mellett a;

=1

m
21,«(/ (x®), .. .,2).,(/” v ¢ L

i=1

kifizetés példaul tey johet létre, hogy a jaték sokszori lejatszasa esetén az
5 =14 =
2@ stratégia n-est a jatékok 100 ; szdzalékdban jatszik a jatékosok. Tegyiik
112 £ L B oy g
tovabba fel, hoey adott egy f* kifizetés, az Gn. status quo pont, amely azt
. o 5 » . ’ » 5
jelenti, hogy amennyiben a jatékosok nem tudnak megegvezdésre jutni, akkor
az f* pontnak megfeleld stratégidkat jatszanak. Ily modon barmely n-személyes
jaték az (L, f*) parral jellemezhets. A jatékosok torekvése, koopericiéjuk
esetén, egy f*-nal alkalmasabb f¢€ L kifizetés konstrudldsa és jatszdsa. Nyilvan-
valéan természetes feltétele a megegyezésnek, hogy f esetén egyetlen jétékos
se jarjon rosszabbul, mint f* esetén.
Ezek utén ratérhetiink a kooperativ megoldas definiciéjara

Definicio. Egy y fiiggvényt kooperativ. megoldésfiiggvénynek neveziink,
ha teljesiilnek a kovetkez6 axiomak:

1. D(p) = {(L, [*)| L. € R" korlitos, zart, konvex halmaz, f*¢€ R" és létezsik
olyan f€ L, hogy f - f*}

R(yp) < R", ahol D az értelmezési tartomany, R pedig az értékkészlet jele;

2. (L, f*) € L (lehetségesség);

3. p(L, f*) = f* (racionalitas);

4. Ha fe L, [ =y (L, [*), akkor [ = y(L, f*) (Pareto-optimalités);

5. Legyen L, L, valamint y(L, f*) € L,, akkor

(L, f*) = p(Ly, f*)

(kedvezditlen alternativiktol vald fiiggetlenség);
6. Legyenek a, > 0, 8,(1 < k <= n) tetszileges konstansok, f* = (f¥, ..., f¥)
€ R", L, ¢ R™ korlatos, zdrt, konvex halmaz, y(L, f*) = (y,, . . ., y,) tovabbé

f*l . (“lfll‘l I ﬂl' PALIE) “nfﬁ t ﬁu)'
[’I = {(xl[l i— :Hl' E "alllll }' /’)u)l (/]' & "fn)e [‘}

Ekkor (L', [*') = (201 +-Br - - o % + B) (n6vekvs transzformaciotol valo
fliiggetlenség);

7. Ha létezik olyan i, j index, hogy f — (f, .. [,, )€ L akkor és csak akkor,
amikor @ = (py, .. @) €L (@ = fio b #41, k435, 9i= [, ¢;=1), vala-
mint az f* = (ff, ..., ft) vektorra ff = ft, vl\km' & WL, 1*) = (P v« 2 W0)
vektorra is Vi =y (“&/Anllllbtlhb)

Az elsG axioma a p nu'g()l(lwsf1|ggvmv értelmezési tartoméanyat és értékkész-
letét adja meg, a masodik axiéma szerint a kooperatiy mogol(las megenged-
het6 megoldas kell legyen. A harmadik axioma azt (L“It_]d, hogy a kooperativ
megoldas legaldbb annyi klh/( tést biztositson valamennyi jatékos esetén, mit
amennyit a ,status quo” pontban kapnianak. A negyedik axiéoma jelenti
a Pareto-optimalitst, az otodik pedig azt mondja, hogyha egy lesziikitett
lehetséges halmazra esik a kooperativ megoldas, akkor a lesz(ikitett és az ere-
deti feladat megoldasa egyezzen meg.
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A hatodik axiéma a kooperativ megoldéas linedris transzformaciétol vald
fiiggetlenségét adja meg, példdul més pénznemben szdmolva a kifizetéseket a
kooperativ megoldés ne valtozzon meg. A hetedik, szimmetria axiéma a jaték
azon tulajdonsdgit adja meg, hogy ha két jatékos sem a lehetséges hal-
mazban, se a ,status quo’” ponthan nem kiilonboztethetd meg, akkor ugyan
annyi kifizetést kapjanak a kooperativ megoldas esetén.

A dolgozat {6 eredménye az alabbi tétel.

Tétel. Pontosan egy y megoldasfiiggvény létezik.

Bizonyitds: A tétel bizonyitdsa tobb 1épésbal all. :

a) Legyen L, f* az 1. axiomanak megfelels. Legyen r > 0 az a legnagyobb
szdm, amelyre i,, . . ., i, alkalmas indexek mellett létezik olyan ¢ = (¢4, - . -,

, @) €L, hogy @ = f* = (f¥, ... [%), valamint :g; > fA(1 < k < 7). Be-
bizonyitjuk, hogy ekkor nem létezik olyan ¢ = (@y, . . -, §,)€ L, ¢ = [*, hogy
valamilyen i -= i, (1 << k <C r) mellett @; — ¥ legyen. Ha lenne a feltételnek

Yo b Lo Y . . L .
megfelels ¢ € L, akkor L konvexitdsa miatt ¢= (¢, ..., ¢,) = ry (+gq)€EL és

L Ay 1 ,
%.-T*2‘¢ik+5‘7n-/""2"f?2- ‘|'Ef:(;:"z";’ (1_<k§?")
= 15 1 | 1

Qi = s @i + o Pi /E f¥ 'l‘gfi = ft,

amely ellentmond r vélasztasinak.
b) Legyen most L, [*, r, iy, ..., i, az el6z3 allitdsnak megfelels. Tekintsiik
ezutdn a kovetkez6 nemlinedris programozasi feladatot:

peL

9§ = gluy, - w) = JI (e — [%) > max,
k=1

ahol most ¢ = (¢, - - -, @), Pt = (Ll <k 1), @y =117~ 0, 1 < k < ).

A feltételnek eleget tevs uy, . . ., u, vektorok halmaza korlatos, zért, a cél-
fiiggvény folytonos, fgy létezik optimalis megoldds. Bebizonyitjuk, hogy az
optimdlis megoldds egvértelmii. Tegyiik fel, hogy (uy, ..., %) és (5 5 5 UL)
I8 optimalis megoldas. Nyilvdnvalo, hogy k=1,2,...,7 esetén w;, > fX,
uj, - f*, hiszen ellenkezs esethen a célfiiggvényérték zérus volna, viszont ¢
megfelel§ komponenseit valasztva pozitiv értéki és ez ellentmondana a meg-
oldésok optimalitisinak. Legyen k = 1,2, ... r esetén a; = w — fir b=

1 = 5 P
up, — f*, ekkor az uy = — (u;, +wu) (1 = k = r) komponensii vektor az L
2
konvexitédsa alapjan megengedett megoldds és
o b ar _ BT T o
1 I el —
glaty; « vs, )= /] =2 Iy Vabs = 1o I by = gy, - + ~» Uy)-
k=1 k=1 k=1

2 k=1
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Ttt egyenléség kell fenndlljon az (uy, . . ., u,) optimalitdsa miatt, az pedig csak

akkor lehet, ha k = 1,2, ..., r esetén a, = by, vagyis u, = ;.
¢) Legyen ezutdn %, ..., u, a ( ) fela,da,t optimélis megoldésa, valamint
= (@15 - - - Pn)s (mk—uk(l/k ff (J = % 1 < k < r). Legyen

1p = (L, f*). Belatjuk, hogy ayp = ¢ valasztés megfelel a definicié axiéméinak.
Az 1. nyilvanvaléan fennéll; a konstrukeié alapjan 2., 3. és 4. is teljesiil. Az 5.
fennallasa abbdl adédik, hogyha a y(L, f*) optimélis megoldés az L halmazon,
akkor L, < L, w(L, f*)€ L, kovetkeztében optimumot szolgéltat a szlikebb
L, halmazon is. A 6. tulajdonsig egyszerfien lithaté be a kovetkezSképpen.
Legvenek o >0, B (1 <k <n) alkalmas konstansok, L, f*, r, iy, ...,1%,
az a) allitdsnak megfelels. Legyen L', f*" a 6. axiéménak eleget tevs, akkor
a transzformdlt jaték esetén r’ = r és az iy, - - - 1, indexek itt is ugyanazzal
a tulajdonsigokkal birnak, mint az L, f* jaték esetén. Az 4llitds kozvetleniil
leolvashat6 abbdl, hogy tetsz8leges f = (f,, . . ., f,) esetén

g = s - o, [ (i 12) = 2, - - i, g (P
k=1

A 7. axiéma belatdasira van mar csak sziikségiink. Tegyiik fel, hogy az 4, j
indexek eleget tesznek a feltételeknek. Legyen ¢* = (p% ..., ¢¥) ahol ¢f =
(k=i k9, of = of =1F. Ekkor a feltcve%unk alapjén ¢* = f*.
Lo ycn tovabbd ¢ = (¢, - . ,q),,) (2) megoldésa, valamint ¢ = (p,, ..., ¥,)
(V=@ kb #0 k 3§, 9= @5 p;= ¢:). Ekkor @€ L akkor és csak akkor,
ha € L, valamint zE {ty,...,4,} akkor és csak akkor, ha j€ {i,,...,1,}.
Ha 1, ;q {iy . . . 1.}, akkor (}9, = p; = [¥, igy nincs mit bl/()llyito,mmk. Ha
%, 4€ {450 - via et (kaor a @; = @; (vagyis ¢ = ) azonosség a ¢* és f* egyenls-
%eg(‘bol és a (2) feladat ()ptmlumhcly('n( Ik egyértelmiiségébdl adodik.
d) Legyen ismét L,r, iy...,1, /* az a) pontnak megfelels. Bebizonyitjuk,
hogy a (2) megoldasabdl nyert ¢ = (¢, . . ., ¢,) vektor maximalizalja

h(g) = V (II P /,‘,)] Pis
J#k

fiiggvényt az L halmazon. Tegyiik fel, az allitassal (‘llontétl)en hogy létezik
olyan ¢ = (¢y, . . ., p,) € L, hogy h(p) > h(p). Legyen 0 < 1 esetén

@ =@ + elp — ).

Ekkor egyszer(i szamoldssal 1athatd, hog
4

9@) = J[ l95— 15+ eloy, — ¢i)]1 = 9(@) + ehlp — ¢) + (Fay + . . . + £'a,),
j=1

ahol az a,, . . ., a, alkalmas (e-t6l nem fiiggs) konstansok, valamint % linearitésa
alapjan A(p) — h(g) = hlp — ¢) > 0. fgy olyan 0 < ¢ < 1 esetén, amelyre
h(p — ¢) > — eay. .. e la,, nyilvanvaléan g(p) > g(¢), amely ellent-

mond ¢ megvalasztasinak.

e) Végiil belatjuk, hogy a definiciénak eleget tevd fiiggvény sziikségképpen
a (2) feladat megoldésaval azonos. Legyen most is L, f*, r, iy, . . ., i, az a) pont-
nak megfeleld, legyen tovibba ¢ a (2) feladat optimalis megolddsa, valamint

H={p|hlp) 2@, o= (9 - 0@ = @i=frli=4, 1<k 1))
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Ekkor nyilvdnvaléan H D L,, ahol
Li=LN{p|p=r}

Vezessiik ezutdn be az

i e TR
ph=2e e pcn p—g (i, 1<k<r)

Pir — f;';:

linedris transzforméciét. Ekkor f* és ¢ transzformdltja
R=0(AZkZn), ' =f (=4 1<k,
=1 010Zk<7r), =g (=0 1<EZ7),

igy a H halmaz képe:

!
HH:kﬂthghwhz&q#=ﬁ (4 k=1,2...,7),

k=1

amely az i, indexekben szimmetrikus. Tehat a 7. axiéma alapjin a ' =
= W - - - Pn) = p(H', f*') vektorra o), =), (1<k, I <7r) é a Pareto-
optimalitds miatt v}, =9/, = 1 (1 =k, I < r), amelyet a 6. axiéma alapjin
visszatranszformalva azonnal adddik, hogy y(H, f*) = ¢. Azonban a 3. axiéma
alapjan (L, f*)€ Ly, gy tehdt az 5. axioma kovetkeztében (L, f*) =
= (L4, f*) = ¢, amit bizonyitanunk kellett. Ezzel a tételt teljes egészében
belattuk.

Shapley bimétrixjatékokra vonatkozé felfogasinak esetiinkben az

»=max min gz, ...,2,)
xg  xi(i#k)
vilasztds felel meg, azaz a jatékosok maximin stratégidi 4ltal meghatérozott
n. , biztonsdgi szint” legyen a status quo pont.

Status quo pontként valamely egyensilypontot is vélaszthatunk, ’azonbzm
problémat jelent az, hogy tobb egyenstlypont esetén melyiket valassm}k,
hiszen 4ltalaban nem vérhat, hogy létezik egy minden jatékos szémdira
egyenletesen legjobb egyensilypont. o

A (2) programozisi feladat megolddsit nagymértékben megkonnyiti az a
tény, hogy L elemei felirhatok, mint legfeljebb n + 1 @-beli elem konvs,x li-
nedris kombindciéja. fgy (2)-ben a ¢ € L feltétel a konnyebben kezelhetd

4k ,
P — > la®) =0,
i=l

A4i=0

ey, st

alakban is felirhatd, ahol f(z®) = (7‘1(93(i)), o q“n(x(i))), és a dontési valtozok
a® 2 (1<i<n+1).
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A programozasi feladat megolddsa sok dimenzis feladatok esetén igen
bonyolult is lehet, {gy egyszerfisitésére és gyakorlatban is jol alkalmazhaté
algoritmus kid()lgmasm a tovébbi kutatdsok szitkségesek.

( Beérkezett: 1977. mdreius S-dan.)
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ON THE GENERALIZATION OF NASH’S COOPERATIVE SOLUTION
CONCEPT

In the paper a general method is pwm'ntul for the solution of cooperative games.
Nash’s solution concept for bimatrix games is generalized for the case of n- person games.
In this we look for a Pareto-optimum satisfying an adequate axiom-system. It is shown
in the paper that the axiom-systemn has precisely one solution and it is proved that this
unique solution is equivalent to the solution of a nonlinear programming problem.

OTHOCHUTEJIbHO OBOBIMEHHWST KOHIETTIIMHM KOOTTEPATHMBHOI'O
PEINEHMST HOIIA

B pacemarpusaemoii paGore jaercst o01Hit METOJT PEIIeHust KoonepaTuBHpix Hrp. KoHuenus
Howa no pewennio OumMarpuKcHpix Hrp 00001aeTcst OTHOCHTEILHO HI'P € YHCIOM YUACTHHKOB
. B janHom ciyuae uuiercst ontumym Ilapero, yoBiaeTBopsionuii HeKoTopoii npuMeHumoit
cucTeme akcnom. B paGore ykasbiBaeTcsi, 4To CHCTEMa aKCHOM HMEET TOJLKO OJJHO PelIeHHe H
JIOKA3BIBAETCST, 4TO TAKOC PEUICHHE HKBHBAJICHTHO PEIICHHIO 3a/Ia4l HEJIMHEIHOr0 nporpammu-
POBaHMSL.



