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A preferencia-fiiggvényekben szerepld stlyok
egyszeri meghatdrozasarol

Mihalyffy Laszlo, Poloskei Pal és Réti Janos [1] alatti cikkiikben Ragnar
Frisch altal felvetett néhany probléméra adnak vélaszt. Megmutatjik:

— hogyan lehet eldonteni, hogy a silyardanyok valamely /7 halmaza mini-
malis-e;

— adott minimdlis halmaz segitségével miként lehet a teljes stulyardny mét-
rixot meghatarozni;

— mekkora az egymdstdl kiilonb6z6 minimdlis halmazok szama.

A szerzk a silyardany matrix elemeit egy | szallitasi feladat” valtozéiként
fogjak fel; kolesonosen egyértelmi megfelelkezést mutatnak ki a matrixok
minimalis halmazai és a szdllitdsi feladat bézisai kozott. fgy a H halmaz
minimalis voltanak eldontése a szallitdsi feladat egy bazisanak azonositasa
révén torténik. A teljes salyardny-matrix meghatarozasa a szallitasi feladat
dudlis egyenietrendszerének a megoldasat igényli. Végiil ebben az ébrazolas-
ban sikeriil a szerz6knek R. Frischnek a minimdlis halmazok szamdra vonat-
koz) sejtését igazolni.

Az alibbiakban megmutatjuk, hogy a fenti kérdések grafmodszerekkel
torténd megkozelitéshben kozismert tételek alapjin trivalis médon megva-
laszolhatok és a megoldasok egy graf rajzan végrehajtandé elemi szamolga-
tasokkal megtalalhatok. ‘

Tekintsiink egy n elem( salyrendszert: Py, P,,..., P, ¢s a hozza tartozo

P;
P:(pij); Y’ij?-_'F
/)
stulyardny mdtrixot. Rendeljiink a problémahoz egy n szogpontu, hurok-
mentes, teljes grafot:
Ge=1(X1l1)

ahol X = (P, Py,..., P,) ¢és U= X&X (X onmagdval vett szubdirekt
szorzata, azaz az X halmaz elemibdl képezheté nem rendezett elemparok
Osszessége).
Minthogy
pri=1(=1,2 .::,n) 68 p,»/:“l—u,
Pji

a graf éleit a sulyardnyok képviselGinek tekintjiik, azzal a megjegyzéssel,
hogy a p; alakt trivdlis salyardnyokat nem dbrézoljuk és hogy valamely



220 BOD PETER

w = (P;, P)€e U él attdl fiiggden abrazolja a p;; vagy a pj; stilyardnyt, hogy
P;-bsl Pj-be vagy megforditott iranyban haladunk-e at rajta.
Ebben az abrazolashan minden

H = (pij Pras Pgr - - )
stlyardnyhalmaznak megfelel a (¢ grif éleinek egy U részhalmaza, amely vég-
pontjaival egyiitt a graf egy G = (X, U) részgrafjat alkotja. @ definici6jabol
vilagos, hogy nem tartalmazhat elszigetelt pontokat.

Vegyiik észre, hogy ha G-ben létezik ciklus, akkor H nem fiiggetlen. Tekint-
siink ugyanis egy ciklust G-ben, amely a

PilvPi‘z" i 'Pik——l‘Pt'l:vPil

cstcsokon megy at és £ élbdl all. Haladjunk végig a cikluson, akkor érvényesek
a kovetkezs osszefiiggések:

e P
8= =
Py
Py
Disjis = —/—
Py
- Pik-l
P-4t =
Pl'k
p _ Py
if,il — = .
' 5
Py

Fentiek szorzata alapjan
Pirge * Pinjis * ++ - * Pik—r,ik * Pik,in = 1
adodik, vagyis a silyaranyhalmaz nem fiiggetlen.

Fiiggetlen silyaranyhalmazoknak tehat csak @ ciklusmentes részgrafjai
felelhetnek meg. Ha viszont olyan fiiggetlen rendszereket keresiink, amelyek
az R. Frisch-féle értelemben minimdlisak: tehdt lehetGvé teszik barmely p;, ¢ H
eloallitasat fiiggetlen elemek szorzataként — akkor az ilyeneket abrazold
részgrafoknak nyilvan tartalmazniuk kell X minden elemét. Vagyis minima-
lis halmazoknak csak olyan ciklusmentes részgrafok felelhetnek meg, amelyek-
ben X = X.

Fiiggetlen elemek segitségével azonban akkor tudjuk csak valamely p;; ¢ H
stlyarinyt meghatarozni, ha a P; és P; esticsok kozotti ¢l a I elemei dltal meg-
hatarozott élekkel egyiitt a @ grafban ciklust alkot.

Meggondolasainkat osszefoglalva az adodik, hogy a minimalis halmazol-
nak (/ olyan n szogponti — tehat feszitett — ciklusmentes részgrifjai felel-
nek meg, amelyek rendelkeznek azzal a tulajdonsiggal, hogy egy tetszGleges
aj ¢l felvétele a grafba létrehoz egy ciklust. De ezzel a felismeréssel mar tel-
jesen célnal vagyunk.

Emlékeztetiink az an. fik definiciojara. Egy ¢ — (X, V) grafot, amely leg-
alabb két esuesot tartalmaz, | V| = 1 fanak neveziink, ha osszefiiggs és ciklus-
mentes. Kozismert azonban a kovetkezo:
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Lemma: Ha a @ = (X, V) grafban |G| = n > 1: az aldbbi allitdsok egy-

massal ekvivalensek: .
i. @ osszefiiggd és ciklusmentes,

ii. @ ciklusmentes és n —1 éle van,

iii. @ osszefiggd és n—1 éle van,

iv. @ ciklusmentes ¢és ha egy uj élt huzunk be két nem szomszédos csucs
kozott: pontosan egy ciklus jon létre,

v. @ osszefiiggd és ha barmely élét toroljik, megsziinik Osszefiiggd lenni,

vi. @ barmely cstesparja kozott pontosan egy ldnc huzodik.

Bevezetd meggondoldsaink ¢és a Lemma (iv.) pontja alapjan kimondhato az

1. Tétel. A H halmaz akkor és csak akkor minimélis halmaz, ha a neki meg-
felels6 @ = (X, U) graf: fa.

A Lemma (ii.) pontja alapjan kovetkezik a

Korolldrium: n véltozds preferencia-fiijggvény esetén barmely minimdlis
halmaznak n — 1 eleme van.

Az egyméstol kiilonboz6 minimalis halmazok széma pontosan annyi, ahdny
kiilonhozs feszitett fat lehet taldlni az n szogponti teljes grafban. Ez a szémn
a grafelméletben Cayley tétele néven ismert klasszikus eredmény szerint: n" 2.
[2] Tehat:

2. Tétel; n valtozos preferencia-fiiggvény esetén az egyméastol kiilonbozo
minimélis halmazok szama: n"2.

Tekintsiink ezek utin egy H silyardnyhalmazt. Kérdés, tartalmaz-e H
minimélis halmazt. Allitsuk sorba a sulyaranyokat valamilyen redjuk vonat-
kozo preferencia alapjan. Vegyiink fel n diszkrét pontot a papiron és menjiink
sorba a sulyvaranyoknak megfelels é¢leken. Valamely sorrakeril élt felvesziink
a @, grafba, ha a mar korabban felvett élekkel nem zar ciklust. Az eljirds
kétféle modon ér véget:

a) Elfogy valamennyi jelolt ¢l és nem sikeriil n — 1 ¢élt berajzolnunk. Ebben
az esetben H nem tartalmaz minimalis halmazt.

h) Taldlunk n —1 berajzolhaté élt. Ebben az esetben a G-ben megjelend
éleknek megfelels sulyaranyok minimdlis halmazt alkotnak: H, S6t, ez a
minimalis halmaz rdaddsul még a salyardnyokra vonatkozdé preferencia sor-
rendiink szerint ,optiméalis” is.

H, birtokdban mér most minden hidnyzé sulyaranyt egyszertien kiszamol-
hatunk. Legyen p;; ¢ H,. Tekintsiikk Gy-ban a Pi-bél Pj-be vezet$ egyetlen
ldncot (Lemma vi. pontja). Irdnyitsuk a linc éleit Pi-bdl Pj-be. Hizzuk meg
a PP, élt a grifban. Ezzel Gy-ban pontosan egy ciklus keletkezik és a keresett
ismeretlen salyarany egyenlé o ldncot alkoto élek dltal reprezentalt stlyard-
nyok szorzatival.

A leirt modszer alkalmazisa mindaddig nem igényel semmiféle szdimités-
technikai appardtust, amig a graf papiron dttekintheté. Nagy n esetén az
elvégzends szamitésok egyszerti linearis algebrai feladatokkd alakithatok,
amelyek konnyen gépesithetdk.

( Beérkezett: 1978 mdjus 18-dn )
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