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A preferencia-függvényekben szereplő súlyok
egyszerű meghatározásáról

K i há l y f f y László, ~ö l ö s k e i Pál és ő é t i János [I] alatti cikkükben Ragnar
• r i s c hé által felvetett néhány problémára adnak választ. Megmutatják:

hogyan lehet eldönteni, hogy a súlyarányok valamely H halmaza mini
mális-e;
adott minimális halmaz segítségével miként lehet a teljes súlyarány mát
rixot meghatározni;
mekkora az egymástól különböző minimális halmazok száma.

A szerzők a súlyarány mátrix elemeit egy ,,szállítási feladat" változóikónt
fogják fel; kölcsönösen egyértelmű rnegfelelkezést mutatnak ki a mátrixok
minimális halmazai és a szállítási feladat bázisai között. Így a I halmaz
minimális voltának eldöntése a szá!Iítás.i feladat egy bázisának azonoaítása
révén történik. A teljes súlyarány-mátri x meghatározása a szállítási feladat
duális egyenietrendszerének a megoldását igényli. Végül ebben az ábrázolás
ban sikerül a szerzőknek R. Frischnek a minimális halmazok számára vonat
kozó sejtését igazolni.

Az alábbiakban megmutatjuk, hogy a fenti kérdések gráfmódszerekkel
történő megközelítésben közismert tételek alapján trivális módon megvá
laszolhatók és a megoldások egy gráf rajzán végrehajtandó elemi szárnolga
tásokkal megtalálhatók.

Tekintsünk egy n elemű súlyrendszert: ~i e ~2, ••• , ~p és a hozzá tartozó
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súlyarány mátrixot. Rendeljünk a problémához egy n szögpontú, hurok
mentes, teljes gráfot:

- G PX e p n 

ahol X = (Pi, P2, ... , P,,) és D = X &X (X önmagával vett szubdirekt
szorzata, azaz az X halmaz elemiből képezhető nem rendezett elempárok
összessége).
Minthogy

(. ) , 177pp = 1 i = 1, 2, ... , n es ~ej = -- ,
Pjr 

a gráf éleit a súlyarányok képviselőinek tekintjük, azzal a megjegyzéssel,
hogy a ~ u alakú trivális súlyarányokat nem ábrázoljuk és hogy valamely
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u = (Pi, P ní U él attól függően ábrázolja a PiJ vagy a Pp súlyarányt, hogy
Pi-ből Pj-be vagy megfordított irányban haladunk-e át rajta.

Ebben az ábrázolásban minden

H = (P;1,P1,1,Pq,, · · -) 

súlyarányhalmaznak megfelel ~ G gráf fleinek egy t= részhalmaza, amely vég 
pontjaival együtt a gráf egy G = (X, U) részgráfját alkotja. (} definíciójából
világos, hogy nem ta.rtalrnazhat elszigetelt pontokat.

Vegyük észre, hogy ha G_:-ben létezik ciklus, akkor H nem független. Tekint
sünk ugyanis egy ciklust G-ben, amely a

csúcsokon megy át és k élből áll. Haladjunk végig a cikluson, akkor érvényesek
a következő összefüggések:
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Fentiek szorzata alapján

P i h1he • ~ i cei . · · · · • ~ il r Rréel k • ~ il c ei l = 1
adódik, vagyis a súlyarányhalmaz nem független.

Független aúlyarányhalmazoknak tehát csak G ciklusmentes részgráfjai
felelhetnek meg. Ha viszont olyan független rendszereket keresünk, amelyek
az R. Frisch-féle értelemben minirnálisak: tehát lehetővé teszik bármely PiJ ~ I 
előállítását független elemek szorzataként - akkor az ilyeneket ábrázoló
részgráfoknak nyilván tartalmazniuk kell X minden elemét. Va,gyii; minimá
lis halmazoknak csak olyan ciklusmentes részgráfok felelhetnek meg. [Lm lyek
h e n X = X. 

Független elemek segítségével azonban akkor tudjuk csak vala.mely PiJ ~ H 
súlyarányt meghatározni, ha a ~i és P1 csúcsok közötti él a �� elemei által meg
határozott élekkel együtt a Q gráfban ciklust alkot.

Meggondolásainkat összefoglalva az adódik, hogy a minimális halmazok
nak O olyan n szögpontú - tehát feszített - ciklusmentes részgráfjtii felel
nek meg, amelyek rendelkeznek azzal a tulajdonsággal, hogy egy tetszőleges
új él felvétele a gráfhn létrehoz egy ciklust. De ezzel a felismeréssel már tel
jesen célnál vagyunk.

Emlékeztetünk az ún. fák definíciójára. Egy G = (X, V) gráfot, amely leg
alább két csúcsot tartalmaz, I VI > 1 fának nevezünk, ha összefüggő és ciklus
mentes. Közismert azonban a következő:
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Lemma: Ha a G = (X, V) gráfban I GI = n > I: az alábbi állítások egy-
mással ekvivalensek: '

i. G összefüggő és ciklusmentes,
ii. G ciklusmentes és n - I éle van,

iii. G összefüggő és n - I éle van,
iv. G ciklusmentes és ha egy új élt húzunk be két nem szomszédos csúcs

között: pontosan egy ciklus jön létre,
v. G összefüggő és ha bármely élét töröljük, megszűnik összefüggő lenni,

vi. G bármely csúcspárja között pontosan egy lánc húzódik.
Bevezető meggondolásaink és a Lemma (iv.) pontja alapján kimondható az
7. Trf!el. AH Jrnlmaz akkor és csak akkor minimális halmaz, ha a neki meg-

felelő G = (X, U) gráf: fa.
A Lemma (ii.) pontja alapján következik a
Korolláriurn : n változós preferencia-függvény esetén bármely minimális

halmaznak n - I eleme van.
Az egymástól különböző minimális halmazok száma pontosan annyi, ahány

különböző feszített fát lehet találni az n szögpontú teljes gráfban. Ez a szám
:1 gráfolméletben Cayley tétele néven ismert klasszikus eredmény szerint: nn-2. 

i-2] Tehát:
2. Tétel; n változós preferencia-függvény esetén az egymástól különböző

minimális halmazok száma: nn-2.

Tekintsünk ezek után egy H súlyarányhalmazt. Kérdés, tartalmaz-e H 
minimális halmazt. Állítsuk sorba 11 súlyarányokat valamilyen reájuk vonat
kozó preforcncia alapján. Vegyünk fol n diszkrét pontot a papíron és menjünk
8orlrn, a súlyarányoknak megfelelő éleken. Valamely sorrakerülő élt felveszünk
a, G0 gráfba, ha a, már korábban felvett élekkel nem zár ciklust. Az eljárás
kétféle módon ér véget:

u) Elfogy valamennyi jelölt él és nem sikerül n - I élt berajzolnunk. Ebben
az esetben H nem tartalmaz minimális halmazt.

h) Találunk n- l horajzolhat.ó élt. Ebben az esetben a G-l>en megjelenő
éleknek megfelelő súlyarányok minimális halmazt alkotnak: H0. Sőt, ez a
m inimális halmaz ráadásul rn ;g it súlyarányokra vonatkozó preferencia sor
rendünk szor int ,,optimális" is.

J/0 birtokában már most minden hi~1yzó súlyarányt egyszerűen kiszámol
hatunk. Legyen P;; ~ Ji11• Tel, intaük G0-bn,n a P;-ből Prbe vezető egyetlen
láncot (Lemma, vi. pontja)._frányítsuk a lánc éleit P;-ből Prbe. Húzzuk meg
a P;Pi élt a, gráfhn,n. Eílzel G0-ban pontosan egy ciklus keletkezik és a keresett
ismeretlen súlyarány egyonléí it láncot alkotó élek által reprezentált súlyará
nyok szorzatával.

A leírt módszer alk a.lmazása mindaddig nem igényel semmiféle számítás
technikai apparátust, amíg a gráf papíron áttekinthető. Nagy n esetén az
el vógzcndö számítások egyszerű lineáris algebrai feladatokká alakíthatók,
amelyok könnyen gépesítheWk.

(Beérkezett: 7978 rnáj1ts 18-án)
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