Huxvyap1r LAszré

Egy terjedési folyamat elemzése
(A hélabda-modell )

Bevezetés

Az elmult ¢vekben néhany alkalommal egy érdekes jaték terjedt el hetek alatt
szinte az egész orszaghan. Egyre tobben kaptak olyan levelezélapot, amely a
jatékba val6 bekapesolodasra szolitott fel. Akar-e On 5 hét alatt 25 000 Ft-ot
nyerni? Ha igen, kiildjon 10 Ft-ot egy megadott cimre és gondoskodjék arrol,
hogy tovabbi 5 személy bekapesolodjék a jatékba! (Meg kell jegyezni, hogy ez
a,,megadott cim” egy kordbbi jatékos cime volt.) Ha mindenki becsiiletesen jat-
szik, 5 hét alatt 25 000 Ft iiti a markat!

A szoveg természetesen nem pontosan igy szolt, de a jaték lényege ez volt.

Egy vagy tobb személy elinditotta a ,,holabdat”, s az ,,becsiiletesen’” ment is
egészen addig, amig eljutott arra a pontra, ahol mar szinte mindenki ismert,
8 ha pontosan nem is tudtak, de érezték, hogy ezen méar nem lehet nyerni.
A jatékot természetesen betiltotték, hiszen konnyen belathaté, hogy egyesek
— a jaték elinditoi, illetve azok, akik az elején bekapesolédtak — valoban nagy
Osszeget nyernek, masok viszont, ha kicsiben is, de pontosan ezt az Osszeget
veszitik el. A | holabda’ tehit megdllt, de matematikai elemzése mégsem ha-
szontalan, hiszen belathato, hogy sok tarsadalmi, gazdasagi folyamat ,,hélabda-
szeriien” zajlik le, s kozos fejlodési, novekedési torvényszertiségeik éppen a ,,steril
hélabda’ modell segitségével irhatdk le.

Az informécio terjedése, a fogyasztoi szokdsok (divat) elterjedése, a nagy-
értékii, tartos fogyasztasi cikkek elterjedése éppen gy osszefiiggéshen van a
hélahda folyamattal, mint példdul a fertézs betegségek elterjedése. Mindezen
folyamatok kozos jellemzGje az, hogy adott egy véges szamu elemet tartalmazo
zirt kozeg, melynek elemei koziil az indul6 allapotban egy, vagy néhany bizo-
nyos kitiintetett tulajdonsaggal rendelkezik (az informécié birtokdban van,
van szines televizioja, fert6z6 beteg sth.). Ez a kitiintetett tulajdonsag terjed,
mégpedig ugy, hogy idGegység alatt minden elem 4tlagosan a tovabbi elemnek
adja tovabh egészen addig, ameddig az osszes elem nem rendelkezik ezzel a
tulajdonsdaggal. E modellel kapesolatban tobb feladat is megfogalmazhato.
Keressiik mindenek el6tt a folyamatot leir6 filggvényt, vizsgaljuk ennek tulaj-
donsagait, majd adott megfigyelések esetén becsiiljiik a folyamat paramétereit,
elire jelezziik varhato alakulasét és a prognézisra meghizhat6sagi intervallumot
készitiink.

A fenti leirds természetesen erdsen leegyszer(isitett, modellszer(i. A késébbiek
sordn — elsGsorban a gazdasagi alkalmazésokat tekintve — 14tni fogjuk, hogy
a kiilonboz6 folyamatok nem teljesen analogok a hélabda folyamattal, viszont
az is nyilvanvald, hogy alapmotivdcidjuk megegyezik, igy a hélabda folyamat
elemzése jo kiindulopontot jelent ezeknek a folyamatoknak a vizsgilatdhoz.
Ezen beliil is — most mar a kozgazdasigi jellegii feladatnal maradva — elsG-
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sorban a fogyasztas, a fogyasztéi szokasok, a divat és méas hasonld folyamatok
idGbeli lefutasianak elméleti és okonometriai vizsgalatara alkalmazhaté ez a
modell.

A hasonlé jelenségeket a matematikai-kozgadasigtan altalaban a logisztikus-
fitgguény segitségével vizsgalja. Ennek a fiiggvénynek a tulajdonsagai altalano-
san ismertek [4], [7], paramétereinek becslésére kiilonféle eljarasokat dolgoztak
ki [17, [3], [6], és létjogosultsagat nagyszamu, sikeres gyakorlati alkalmazas is
bizonyitja. Valdsziniinek latszik, hogy hasonlé folyamatokkal més tudomanyok
(pl. fizika, bioldgia stb.) is foglalkoznak, de ezeknek a kutatésoknak az ered-
ményei a kozgadasigi kutatok szaméra ismeretlenek, igy természetesen ered-
ményeiket sem hasznosithatjak. (Ennek kapesan felmeriil a kiilonboz6 tudo-
méanyok, tudomanyégak kozos fejlédési torvényszeriiségeit egyiittesen vizsgalo,
interdiszciplinaris, rendszerszemléleti megkiozelités — bizonyos vonatkozasok-
ban méar régéta siirgetett — sziikségessége.)

A cikk elss része a hélabda modell elméleti vizsgalataval foglalkozik. Kimu _
tatja, hogy a legegyszeriibb, elméleti esetben a folyamatra vonatkozo, egymés-
t6l esak csekély mértékben kiilonhozo feltételezések milyen modellre és milyen
novekedési folyamatra vezetnek. Megvizsgalja tulajdonsagaikat és a legegysze-
riibb esetre megadja a novekedési fiiggvény explicit megoldasat is. A mésodik
6 rész a gyakorlati vonatkozasokat targvalja. Kiterjeszti az elméleti modellt
ugy, hogy az mar numerikus felhasznélasra is alkalmas legyen, tsszehasonlitja
a ,hélabda” folyamatot a logisztikus folyamattal, majd konkrét példan is
bemutatja a hélabda folyamat dkonometriai alkalmazasit. A cikket az ered-
ményeknek és a megoldatlan problémdaknak az tsszefoglalisa és az irodalom-
jegyzék zarja.

1. Az elméleti modell

Vezessiik be a kivetkezé jeloléseket:

N: az adott zart kozeg elemeinek szama

n: a vizsgalt, kitiintetett tulajdonsig terjedési sebessége; jelentese az,

hogy At id6 alatt egy kitiintett elem n elemnek adja 4t ezt a tulajdon-
sagot;

8,0 a kitiintetett tulajdonséggal rendelkezik szima a ¢-ik idGponthan.

A fenti mennyiségekre az alabbi relaciocknak kell teljesiilniiik:

0 << N < oo (hiszen véges szamu elembdl 4ll az alaphalmaz);

0 < n < oo ésinteger (hiszen n darabszimot jelol);|

0 < s, <~ N (definici6 szerint):

0 < t< oo ésinteger (hiszen a folyamat lefutdsat diszkrét idépontokon

vizsgaljuk).

A tovabbi vizsglatok soran esak az n — 1 esettel foglalkozunk, ami az elmé-
leti modell esetében nem jelenti az dltalanossig megsértését, hiszen At tetszés
szerint valaszthaté meg, ugy, hogy az n = 1 éppen teljesiiljon.

1. 1. A modellek megfogalmazdisa és a folyamat leirdsa

Az elméleti modellt — melynek alapkérdését mar a bevezet6ben megadtuk
— két valtozatban fogalmazzuk meg. Mindkét valtozat kozos jellemzGje, hogy
egy kitiintetett tulajdonsiaggal rendelkezd elem ezt a tulajdonsdgat a folyamat
sordn nem veszti el, s6t aktiv marad, azaz a tulajdonsig terjesztésében részt
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vesz. Kozos jellemzGje a két valtozatnak az is, hogy a Kkitiintetett elemek a
folyamat lezajlasa soran egyenld valdszintiséggel adjak at tulajdonsigukat az
osszes tobbi elemnek. Itt meg kell jegyezni, hogy a tulajdonsig terjesztésé-
nek szdmszer(isitésekor valamely elem sajat maga felé vald terjesztését (azaz
a tulajdonsag terjesztésének elmaraddsat) is figyelembe vettiik. Ez a megoldas
vitathato, és elsGsorban az igy adddd egyszeriibb formulék indokoljak, ugyan-
akkor megjegyzendd, hogy az ,onfertézés” kihagyasa esetén a korrektebb
megoldés elvi Gtja teljesen megegyezik az itt leirtakkal, gyakorlatilag pedig —
féként elég nagy N esetén — a két megoldas egyenértékii.

Az els6 (Gn. alapmodell) valtozat fontos feltételezése az, hogy a tulajdonsag
terjedése meghatéarozott idé-intervallumokban torténik, egy iddintervallumon
beliil a fert6zés idébeli sorrendiségétdl eltekint, hiszen ezen az intervallumon
beliil az ijonnan megfert6zott elemek még nem aktivak, a kitiintetett tulajdon-
sdg csak bizonyos késleltetéssel, lappangési idGvel terjed. Ez az eset fordul el6
a hélabda folyamatndl, ahol — legalabbis elvben — a kitiintetett tulajdonsag
egy hetes kvantumokban terjed, de kizel all ehhez a modellhez a lappangési
idével jard fert6zG betegségek terjedési folyamata is.

A miésodik (az Gn. tovabbfejlesztett) modell ezzel szemben a megfert6zott
elemek kozt idébeli sorrendiséget tételez fel, azaz ugy szamol, hogy egy elem
megfert6zGdésekor azonnal aktiv lesz, igy a kivetkezs fert6zés kialakitasakor
mér szerepet jatszhat. Ez az el6z6 — szakaszos — terjedéssel szemben valami-
féle folyamatos terjedést ir le. Ugy tinik, hogy ez a mésodik eset realisztiku-
sabb, az alapmodell kezelése, megoldédsa viszont egyszer{ibb. Mint késSbb
kimutatjuk, a két valtozat egymashoz kozel 4116 eredményeket szolgaltat. Végiil
utalni kell arra, hogy a modell az itt specifikalt két valtozaton kiviil nyilvan-
valéan tobb valtozatban is felirhat6. Egy ilyen véltozat lehet példaul az, amikor
egy elem egy bizonyos mennyiség(i informaciot ad at a masiknak, amely azon-
ban csak akkor aktivizalédik, ha a kapott informécié volumene meghalad egy
meghatérozott hatdrt. Valosziniinek latszik, hogy ezek a feladatok is hasonl6
folyamatokhoz vezetnek, béar itt csak az emlitett két valtozatot vizsgaltuk meg
részletesebben.

1.1.1. Az alapmodell

Keressiik tehat a kiemelt tulajdonsiggal rendelkezd elemek szamdnak id6-
beli alakuldsét, feltéve, hogy a tulajdonsig a At idintervallumon beliil idébeli
sorrendiség feltételezése mélkiil terjed. Ekkor a kitiintetett elemek széma
! = 1 id6pontban

8 = 8+ 8¢ — Jo = 28 — Yo

lesz, azaz a kiindulé (¢ = 0) id6pontban a kitiintetett elemek szama (s,), azok
szdama akiknek ezek tovabbadtak s, (hiszen n = 1 feltétel volt) és levonandé
azon elemek szama, amelyek a ¢t = 0 id6pontban méar rendelkeztek a tulajdon-
sdggal és masodszor is megkapték. Lathat6, hogy g, valdészinliségi véltozo,
mely a (0; s,) intervallumban vehet fel egészszamu értéket. Mivel a tovabbi
elemzések soran g, (illetve g,) fontos szerepet jatszik, vizsgéljuk meg eloszlasat !

Azonnal 14thaté, hogy g, eloszlasnak meghatérozésakor egy egyszer(i min-
tavételi feladattal allunk szemben. Adott az Osszes elem szdma N, mely két
csoportba sorolhatd

— a kiemelt tulajdonsaggal rendelkezik s, db;

— nem rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal N—s, db.
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Vegyiink egy s, elem{i mintat, és vizsgaljuk meg mi a valészin(isége annak,
hogy a mintaban éppen L db a kiemelt tulajdonsaggal rendelkezd elem lesz!

P(g, = e $o ioo _ZY___SU 8
(9o = 0) ( 0) ’N =
b [1) (N) N ,
8 So|% (N — s, |5 K
e L L s S() 0| [4Y — 5 r
P(gy = k) [AJ [N ’ = i,

o= 3 5

A fenti eloszlas ismeretében a folyamat mar szamitoégépen szimuldlhato, de
tulajdonsagainak jobb megismerése ¢érdekében hatérozzuk meg a véarhato
értéket is. Ismeretes, hogy a fenti binomidlis eloszlds varhato értéke

. s 83
E(g,) = s 2\;' = ’A‘; ’

s ezt felhasznalva s, varhato értéke

S5

E(sy | 8y) = 8y + 8, — E(g,) = 28, — o

lesz.

Mivel a folyamat a tobbi idépontra is hasonléan irhato fel:

8y =28 — ¢

Sy = 28, — g,

a varhato értékekre is igaz, hogy

2
8)) = 28 — ;;

E(s,

8?'
E(s;,, | 8) = 28, — S A
t+1 | St t I,
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A folyamat idébeli lefutasénak vdrhaté értékét tehat egy elsérendi, nemline-
aris rekurziv formula hatérozza meg, ami természétesen felirhaté differencia-
egyenlet alakjaban is az aldbbi médon:

EH 8
As :31+1_st=31_x‘;231( _Z—Vl— .

Ez a forma egyértelmiien meghatarozza a folyamat varhat6 értékét minden
t idépontra, de miel6tt elemeznénk, illetve explicite id6fiiggvényre megolda-
nénk, felirjuk a tovabbfejlesztett feladatot.

1.1.2. A tovibbfejlesztett modell

Ez a modell — mint arra mér utaltunk — csupan abban kiilonbozik az el6z6-
t6l, hogy itt egy elem a megfeleld tulajdonsigot nem csak egy mésiktoél kaphatja
meg. A modellt — az el6z5 jelolések megtartdsival — a kovetkezSképpen ir-
hatjuk fel:

8 =8 +8—Go=28+h

82 :81—+—81——9'1=81+ﬁl

=8 +8—§ =8+ ﬁzv

ahol k, azon elemek szémét jeloli, amelyek a (f;¢ + 1) idSintervallumban a
kiemelt tulajdonsagot megkapték. Keresend§ h, eloszlésa és varhaté értéke,
melyek segitségével a folyamat szimuldlhato, illetve varhaté értéke felirhato.
(Az itt kovetkezs levezetés soran az egyszer(iség kedvéért a t indexet elhagyjuk.)

Definidljunk egy s elem(i z = (&, &, . . . &) vektort a kovetkezSképpen

& = 0, haazi-edik elem olyan elemnek adja 4t a tulajdonsagot, amely mar
rendelkezett vele;

& = 1, ha a tulajdonsigot olyan elem kapja, amely még nem rendelkezett
vele.

Nyilvanvalo, hogy & a 0 értéket csak gy veheti fel, ha minden elem csak mér
,fertézott” elemnek adja 4t a tulajdonsigot, azaz valamennyi & 0 értéket
vesz fel, tehat

P(h=0)=P(=0;...5=0).

h az 1 értéket tobbféleképpen veheti fel. Vagy az elsd elem taldl ,,ij, még nem
fertGzott’’ elemet és a tobbi nem, vagy a masodik stb . . . Fontos megjegyezni,
hogy az egyes elemek aktivizalodasa kozt idébeli sorrendiséget tételeztiink fel.
Ez jogos lehet abban az esetben, ha egy homogén sokaségot vizsgalunk, hiszen
két | fertdzés” tokéletes iddbeli egybeesése gyakorlatilag kizart. Ezért pl. a
mésodik elem ,,fertézési esélyei” fiiggnek attol, hogy az elsé elem talalt-e 4j,
még nem fertézott elemet a mintdban, azaz &, és £, valészinfiségi valtozok egy-
méistol nem figgetlenek. A megfelel§ valoszintiségek az elmondottak értelmében
a kiovetkezSképpen irhatok fel: i
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Ph=1)=PE=1)PE=0|5=1)P(E =08+ &=1)+.
+PE=0PE=1{L=0)P(E;=0|8§+ &= 1)+ ...

+P6=1F t=o
i=1
P(k = k) = P(&,= 1) P(&; =1/t = ). (am-olz&—kj

i=1

" Ph=9)=P(&=1)P(,=1|t,=1)...P

Eszlls‘l&i:s—ll.
1=1

Lathato, hogy A eloszldsa, bar meglehetésen bonyolult, a folyamat szimulcio-
ara alkalmas!, de zart formaban aligha oldhaté meg. Meghatérozhaté viszont
k vdrhaté értéke az alabbi médon:

Bh) =B+ &+ ...+ &) =B+ B&) + ...+ B(E)

. N —s
E(&) = -

E(Eg):E(Ezlfle)P(51=O)+E(Ez|.’,51:I)P(El=l)=
N—s s —8~1 N—s N——.sN—l]_

e A N N (W

N —s 1 N—s¢ 1
e — B(&) — — E(L,).
N N N (%) N (%)

Altalanossagban is felirhat6, hogy

B(&) = E [&kzg.—o, Se,-=o]+

i=1

=1

k-1 k-1
+E@ 5 b J *a=q+

j Al k—1
+ B g a:k—11¢2a=k—ﬂ=

Il

k-1 k-1 ! k—1 .
Ea2&=4P2&=4- (1)

j=0 =1 -1

1 Erre F. Liska Tibor végzett kigérleti szamfitédsokat.
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Konnyen belathato, hogy
8 —
qua—ﬂ———mi

(ez &; definiciojabol kovetkezik), s igy az (1) formula az alabbi alakot 6lti:

mm—3N2v7P§%=Q=

Jj=0 i=1
k=1 N — k=1 j k=1 3 k-1
= “p(Su=i|- 3 +P(3 =i
= e - SN OGS
Mivel
k=1 _ (k=1
P[ E; == ]] =T
=0 =1
és
k=1 (k=1 k-1 k-1
2#¢2&=4=E =3 B,
j=o i=1 i=1 i=1
&, varhato értékre az alabbi Osszefiiggés adodik
N —s 1 k-1
E(5)y = —— M E(). 2
(Ex N ¥ g (&) (2)
A (2) képletbdl teljes indukeiéval belathato, hogy az alabbi rekurzié érvényes
. 115
B = [1 = ] B, (3)
hiszen '
N—ap  lykg?
Béy) = —— — — ¥ E(&
(Sx—1) N N = (&)
és
N —s =t N =
(&) (6:) 7 N = () ( Y

1
= B(&_,) — ATE(Ek—l)-

A (3) képlet felhasznaldsival
N —s
N

E(E1) 5

mm=1—§mm

. 1 lk—l1 B ik_l N —s
MM=P—§JQJ=(—§]LW~P—H [N)
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adodik. Ekkor £ keresett varhato értéke mar megkaphat az al4bbi médon?:

1
N

T

N

|

By = SEE) =" 3 (1 LA 1%]”' AN e

i=1 i=1

1)8
= (N —g)f1 — (1q- .
N
A kapott formulét érdemes tovébb vizsglni a szogletes zaréjelben levé
kifejezés binomidlis kifejtésével:
l —
AW e -

N R R

ilﬁ(l 4~_§+(;)§“...]=§+Rl,

h varhat6 értéke ekkor az

Eh) = (N — s) Aj 4o By (4)

alakot olti, ahol R, a maradéktag és nagysigéra becslés konstrudlhato.

A tovébbfejlesztett modell bemutatésa utdén megmutatjuk, hogy az alap-
modell ennek specidlis esete. Az itteni felirsnak megfeleléen az alapmodell
esetében b — s — g és az it definidlt & karakterisztikus valdszin(iségi valtozok
az alapmodell esetében egyméstol fiiggetlenek. A fiiggetlenség abbél kivetke-
zik, hogy a At idGintervallumon beliil nem tételeztiik fel az Gjonnan fertézitt
elemek aktivizalodasat. ’

Ekkor, mivel P& =1) = N—s
N
s
és I) E —_— O —_— ——'-—,
(6= 0) N
; P N —s
8 1gy E(&) = v

a h= i‘& valtoz6 binomidlis eloszlist kovet (N — s)/N, illetve s/N para-

-1
méterekkel, és virhat6 értéke E(h) = s(N — s)/N lesz.

Ekkor az is ldthato, hogy a két feladatban kozponti fontossaga E(h), illetve
E(h) érték csak egy maradéktagban tér el egymdstol, amibdl arra lehet kovetkez-
tetni, hogy egyik a masikkal jol kozelithetd.

Visszatérve a tovébbfejlesztett modellre, annak &ltaldnos tagja az aldbbi
rekurzioval fejezhets ki

g Ly B ey e
E(s11]8) =8 + (N 31)[1 »1 NJ ]

*Hasonlé, de nem teljesen azonos feladat megolddsdt idézi mds levezetéssel Prékopa. A
[5]. '
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Ez a formula nem tilsdgosan attekinthets, éppen ezért a tovabbiakban az
elemzést a lényegesen egyszeriibb alapmodellen végezziik el és numerikus széa-
mitésokra is azt hasznaljuk. Ahhoz azonban, hogy az alapmodell tulajdonsagait
a tovabbfejlesztett modellre is kiterjessziik, becsiilni kellene az R, maradéktagot
és elemezni viselkedését. Ez a vizsgalat eddig nem késziilt el.

1. 2. Az alapmodell tulajdonsdgai és explicit megolddsa

2
Az 8, = 25 — ;—' alak alapmodell olyan folyamatot ir le, melynek leg-

fontosabb tulajdonsigai az alabbiak:

— 8, monoton novekvd;
— 8, felsd korlatja N, és végiil
— 8, hatérértéket — oo esetén N.

A fenti tulajdonsigok koziil az elsé ketté bizonyithaté a rekurziv formula
alapjan. Az els6 tulajdonsig azonnal belathato, ha az egyenletet differencia-
egyenletként irjuk fel, hiszen a As, = s,(1 — s,/N) formdban 0 < s, < N (ami
kiindulé feltétel volt) biztositja As, pozitivitasat, ami s monoton novekedését
jelent.

A mésodik tulajdonsdg bizonyitdséra irjuk fel az s, < N kiindul6 feltételt az
alabbi modon:

$;+e=N, e>0
Azt kell belatni, hogy s,,, < N. A bizonyitds igen egyszer(, hiszen
8% (N — ¢)?
8., =928 ——+—=2(N — &) ———=
t+1 vTE ( ) N
2_ 9N 2 2
e el oD RN i sy g e el e 7,
N N N

azaz, 8., < N adodik, ami az N felsé korlat voltdt bizonyitja.

A harmadik tulajdonség bizonyitéisat az explicit megoldott idéfiiggvény
alapjan lényegesen egyszeriibb elvégezni. Ezért, most elébb megadjuk az alap-
modell megoldasat, azaz a folyamat virhaté értékének explicit iddfigguényét®.

Kiindulva az s,,, = 2s, — sf/N alakbdl, szorozzuk meg mindkét oldalt — N-
nel és adjunk mindkét oldalhoz N%-et, igy a jobb oldal teljes négyzetté vilik

N? — Nsy,, = 8 — 23, N + N?,
azaz
NN — sp1) = (N — s
Bevezetve a Z, == N — s, helyettesitést, azt kapjuk, hogy
Z2
Ly == =

N

3 Ez a megolddsi méd Tihanyi Ambrustol szdrmazik.
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Kiindulva Z, értékébdl sorozatosan képezhetjiik a Z; értékeket

722
2 72 —) 74 P
Z_ZO'ZAA]“‘ W L
g == o ) e = IR £ e =R L Jt—' .
N N N N3 N1
Visszatérve az eredeti valtozora
(N — s5,)*
e 0
N—g==4
‘V2‘—1

és atlakitdsok utdn

8,12
8 = N[] — (l — ”] J
N
adodik.

Ez a novekedési folyamatok leirdsara a szakirodalombdl mar ismert Gom-
pertz fugguény (1] egy specidlis vdltozata. Specialis két okbol:

— egyrészt azért, mert az 6konometria ezeket a fiiggvényeket folytonos fligg-
vényként értelmezi, mig itt csak diszkrét t értékek mellett vesz fel értékeket ;

— mésrészt azért, mert az iddvdllozé a 2 alapi hatvdny kitevdjeként szerepel,
mig az altalénos esetben az idGvaltoz6é hatvanyalapja tetszGleges pozitiv
értéket vehet fel.

Az explicit megoldésfiiggvény ismeretében most mér a harmadik tulajdonség
is konnyen belathato, hiszen

8,12 g )2
lim N l—«!l—r— 79} :N—Nlim{lw—‘l =t AT
N N

t—+oo {—> oo

Az eddigiek alapjan a hélabda folyamat elméleti vizsgalata az aldbbi dssze-
foglalo kovetkeztetésekhez vezetett:

— az alapmodell Gompertz tipusi novekedést mutat, a kiemelt tulajdonsiggal
rendelkezdk szdma monoton novekszik, eleinte lassd, majd gyorsulo, végiil
ismét lassulo iitemben, és elég sok lépés utan kozeliti meg a felsé korldtot,
mely az Osszes elem szdmaval egyenld.

— a tovabbfejlesztett modell hasonlé tulajdonsigot mutat az alapmodellhez,
a ketté minden lépéshen csak egy maradéktagban tér el egymastol, de erre
a maradéktagra eddig jo becslést nem tudtunk adni;

— a fenti modell alapjan ki lehet mutatni a hélabda jaték , inkorrekt’ voltat,
pontosabban azt, hogy kinek milyen esélye van a nyerésre és a vesztésre,
de ez természetesen nem célja e cikknek. Sokkal inkéabb célunk az, hogy az
eddigi eredményeket kiterjessziik egy olyan formara, amely mér konkrét
Okonomteriai szamitdsok céljara is alkalmas. Ezzel foglalkozik a kiovetkezs
érsz.

2. Gyakorlati alkalmazisok

A gyakorlati alkalmazdshoz elGszor a modellnek azt a médositasit készitjiik
el, amelynek alapjdn numerikus szamitdsok végezhetdk, majd rdmutatunk az
itteni eredmények és az Gkonometridban hagyomanyosan alkalmazott eljards
kozti kiilonbségre, végiil pedig szamszer(i példat mutatunk be az elmondottak

illusztralaséra.
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2.3. A statisztikai modell

Az alapmodell (és a tovabbfejlesztett modell) azért nem alkalmas kozvetleniil
numerikus szdmitdsokra, mivel feltételeztiik, hogy idSegység alatt az dtaddsok
szdma (a terjedési sebesség) egységnyi. Ezt egy elméleti modellben fel lehetett
tételezni, hiszen az idGegységet tetszés szerint valasztottuk meg, de gyakorlati
szamitasok esetében az iddegységet a statisztikai adatbdzis hatdrozza meg és semmi
sem garantdlja, hogy a terjedési sebesség egységnyi legyen.

A probléma megoldasa érdekében definidljuk n-t a korabbiaktol eltéréen
olyan 0 és 1 kozé esé szamként, amely azt mondja meg, hogy egy elem atlagosan
milyen valdszinfiséggel adja tovabb a kiemelt tulajdonsagot. Az elméleti mo-
dellek esetében ez a szam 1 volt, azaz a tovabbaddst biztos eseménynek felté-
teleztiik. Ez a némiképp zavaré jelolés azért indokolt, mivel n ez esetben is a
terjedési sebesség mutatoja.

Definialjuk az Gj & (i = 1, 2, . .. s) valtozokat (a t index 4tmeneti elhagyé-
sdval) a korabbi &; véltozokhoz hasonlé mdédon, de mar az uj, fenti feltételek
mellett.

& = 0 ha az i-edik elem olyan elemnek adja 4t a tulajdonsagot,
amely mar rendelkezett vele;

& =1 ha a tulajdonsdgot olyan elem kapja, amely még nem
rendelkezett vele

] — §
Mivel & = n & és K(&) = nE(&) az alapmodell esetében E(h) = SDEE) =
g 7=}
-n > B(&) = nE(h) = ns(N — s)/N, avagy a [ indexek bevezetésével:
i

r ,
— N 8t

E(h) = ns, — (5)
N
Az (5)-bdl pedig felirhaté az alapmodell statisztikai valtozatanak differen-
ciaegyenlete az alabbi médon:
et
N)’

nsy
N

Erre a folymatra a kordbbiakhoz hasonlé médon belathaté az s, értékek mo-
notonitasa. A forma explicit megoldésa ezideig nem sikeriilt és semmi sem bi-
zonyitja, hogy ez a megoldas (¢, illetve s, fiiggvényében) zart alakban el6allit-
haté. Ezért a mésodik és harmadik tulajdonsigot, nevezetesen azt, hogy N a
sorozat felsd korlatja és egyben hatarértéke ¢ —+ oo esetén, a (6) formula
alapjan bizonyitjuk. Ehhez ismét az

8 =N —¢, 0. e N

As; = 814y — 8 = ns,

avagy
(6)

Sy = (4 1) 8, —

felirdst haszndljuk. Ekkor

sH_l:(n+1)(N—e)—~-A;:N—s(l an—f—% {
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A zardjelben levé kifejezésre az alabbi egyenlGtlenség érvényes:

ne
0<l—n+4+—<1,
N

hiszen n—1 < ne/N, ami a baloldali egyenlGtlenség, valamint —n + ne/N < 0,
ami pedig a jobboldali egyenlitlenség fennallasat igazolja. A baloldali egyen-
16tlenségbdl az kovetkezik, hogy s,,, << N, azaz N a sorozat felsé korlatja.
A jobboldali egyenlétlenség pedig azt jelenti, hogy N-hez tetszés szerint kozel
esG s, esetére is igaz az, hogy s,,, még kozelebb esik N-hez, azaz N a sorozat
supremuma. Ez egyben azt is jelenti, hogy N a sorozat, illetve a folyamat
hatarértéke.

A tovdbbfejlesztett modell statisztikai valtozata némiképp bonyolultabb, de
levezetése teljesen analog az elméleti valtozatéval.

N-—s

Ismeretes, hogy P(& = 1) = nP(§ = 1) = n— =

8 ezekbdl

L N—s
KE(&) =n e

A £ valtézoknak a korabban leirt osszefiiggése alapjan

E(gz) == E(5z|‘§1 = O) P(él 5 0) 5 E(le gl 2 ])P(él = l) =

N—gs N —s N-—-s—1 N —s
=f—— |1 —n—]+n & ) i
N ( N ’ N N
N —-s n = n
=2 frsmman B 2 e (& G
N N (&) 3 (1)
Ekkor (2)-nek megfelelGen:
’ N inkel
BE)=n—"— 23 EF)
NS
1 n\k=1 (N s
E 5‘ = 1 ] - — e et
(&1) ’L( N) ( N
- n §
Eh) = (N — )1 1——| |.
() = ( >[ e ]

Ez sorbafejtés utan K(h) = ns —A—,j + R, alakra irhato.

Ez a forma analég az alapmodell megfelel6 formajaval, de részletes elemzé-
sére csak az R, maradéktag ismeretében lehet vallalkozni.
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2.4. A holabda folyamat és a logisztikus novekedés

A telitettségi szinttel rendelkezi gazdasagi folyamatokat (példaul a tartos
fogyasztési cikkek allomanyéanak id6beli alakuldsit) az okonometridban a
leggyakrabban a logisztikus figgvénnyel irjik le. A logisztikus fiiggvényt a
Robertson differencidlegyenletbdl [4] szoktak levezetni, amelynek alakja:

dy b
i Gt
Ennek megoldasa:
— k
it 14 ae®

az emlitett logisztikus fiiggvény. Erdemes ramutatni a Robertson egyenlet és
a (6) képlet kozti hasonlésagra, amely az alabbi alakba is felirhato:
n

A8 = ¥ (N — s)).

Még szemléletesebb az analdgia, ha a logisztius fiiggvény diszkrét pontokra
felirt formajat tekintjiik. (Ezt a format a logisztikus fiiggvény paramétereinek
becslésekor szoktdk haszndlni [6]).)

RE e 1 1 —0h
Ynn = ”‘e{' e Y — T : o YiYiqa -
b
Ha elvégezziik az —° = ii és a k = N helyettesitést, akkor az
¢
. 7
Y =@+ 1Y — < %Y (7)
N

alakhoz jutunk, melynek ,,parja’” a hélabda esetében az
J ! 1

n
Sy =(n+ 1) 8 — N S+ 8 (8)

alak. A két folyamat Osszevetésébdl az alabbi kovetkeztetések vonhatok le:

— a két folyamat egymdshoz val6 viszonya a folytonos és a diszkrét modell,
illetve megoldas kozotti kiillonbségre vezethets vissza;

— a ,,hélabda’-modell, mint diszkrét folyamat jobban reprezentilja a gaz-
dasigi valosdgot, elméletileg megalapozottabb és ennek folytan alkalmas
arra, hogy a terjedési folyamatokhoz minden egyes id6pontban valészin{iség-
eloszlast és ennek segitségével konfidencia intervallumot hatarozzunk meg;

— a logisztikus fiiggvény folytonossagandl fogva bizonyos esetekben kényel-
mesebben kezelhetd, explicit idéfiiggvénye konnyebhen megoldhato, a folya-
mat tulajdonsdgai jobban elemezhetdk;

— a (7) formula alapjan lathat6, hogy amennyiben a megfigyelési idGponto-
kat ,,sfiritjilk”, a két figgvény kozti kiillonbséget okozé tagok egymdshoz
kozelitenek, hiszen

im y, Y00 = Y1
At-+0
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— bédr a paraméterbecslésr6l — amely a numerikus alkalmazhatosig egyik
fontos kérdése — csak a késGbbiekben lesz sz6, azt mér az eddigiek alapjan
is megéllapithatjuk, hogy mindkét folyamat alkalmazésinak vannak els-
nyos és hatranyos oldalai. Ezért nem is vetjiik fel azt a kérdést, hogy
melyik jobb, hanem arra hivjuk fel a figyelmet, hogy a két elemzés eqymdst
kiegésziti; ismereteinket teljesebbé, a gyakorlati alkalmazist hatéko-
nyabbé teszi az egyiittes vizsgélat;

— visszatérve az alapmodell megoldisara a Gompertz és a logisztikus fiigg-
vény bizonyos kapcesolatara is fény deriil. Megjegyezziik, hogy korabban
[7]a két fiiggvény kozott — mas megkozelités alapjan — rokonsagot lehetett
kimutatni.

A tovdbbiakban a paraméterbecsléssel kapcesolatos problémékat tekintjiik
at, s az elmondottakat szamszer(i példaval is illusztraljuk.

2.5. Paraméterbecslési eljdrdsok és mumerikus eredményel:

Az okonometria gyakorlata a logisztikus figgvény paramétereit két f6 médon
beesili: az explicit idéfiiggvénybdl nemlinedris norméalegyenletrendszer fel-
haszndlasdval (kozonséges legkisebb négyzetek modszerével), vagy a (7) re-
kurziv Osszefiiggésrendszer felhaszndlasaval két paraméterre linearizalt for-
mabol, a harmadikra pedig iterdcioval. Ezek az eljarisok meglehetdsen bo-
nyolultak, bar a szamitastechnika fejlédésével egyre hatékonyabbd valnak.
A konvergencidjuk sincs megnyugtaté modon tisztazva, ezért alkalmazisuk
nem minden probléma nélkiili. A paraméterbecslési eljardsok osszefoglalo
ismertetése ¢s értékelése részletesen megtalalhatsé a szakirodalomban (3], [7].

A hélabda folyamatra javasolt paraméterbecslési eljdrds elénye egyszer(iségé-
ben van. Kiindulva a statisztikai modell (6) osszefiiggésébdl az alabbi linedris
regresszio irhato fel:

Y=0,2 | 0Ty |+ U

ahol y = s, o, = 8, _,, &, = (s,_,)% w pedig a maradékviltozot jelenti.

Az ismeretlen «, és a, paraméterek a kozonséges legkisebb négyzetel modszeré-
vel becsiilhetGk, majd a becsiilt paraméterekbdl meghatirozhatok az eredeti
folyamat paraméterei is az aldbbi médon:

n=c — 1
F - T
%,

A folyamat harmadik paramétere (az induld dllapotot kifejezd paraméter)
kozvetleniil adott, mint a megfigyelési értékek iddsoranak elsé tagja. Meg-
jegyzendd, hogy az indulé dllapot ilyen meghatarozasit a folyamat tisztan rekur-
ziv jellege teszi indokoltt4.

Az elmondottakat a radidelifizetck szamdanak alakuldsat leiré fiiggvény
peldajan illusztraljuk®. A radideldfizeték szamanak alakuldsa tipikus ,ho-
labda” folyamat, hiszen jol definidlhat6 felss korlattal rendelkezik (az orszig
csalddjainak szdma), és a tulajdonsig (a radiézds, mint szokés) elterjedése

YA példat egy kordibbi, részben e témdval foglalkoz6 tanulménybol [2] vettem dt.
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valéban a feltételezett egyszer(i torvényszerliséget koveti. A megfigyelési
adatokat a KSH megfelels évkonyvébdl [8] vettik. A megfigyelési idGszak
1950—1969-ig terjedt. A kapott regresszids fiiggvény

¥ = 1.2903 z, + 0.0001126 x,
volt, ahonnan n = 0.2903, N = 2578 adddott. Tehat a folyamat

i 2903 s?
8= 1.9908 & — 9-25?188‘

alakot olti. (A radidel6fizet6k szamét 1000 db-ban fejeztiik ki.) A fiiggvény
(I. 1. 4bra) igen kedvezs statisztikai mutatokkal rendelkezik. Az R? értéke
0.99 felett van, a relativ hiba pedig 1,59, ami végsG soron azt jelenti, hogy
a vizsgalt jelenséy lényeges jellemzdi a modell feltételezéseivel nagymértékben kon-
formak.

1000 db

2000
tenyadatok
logisztikus
1000 ——- hélabda

1950 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 év

1. dabra

Az bsszehasonlitds kedvéért bemutatjuk az abran az ugyanebbdl az idGsor-
bol beesiilt logisztikus fiiggvény értékeit is. Ez a fliggvény ugyancsak jol
illeszkedik a tényadatokhoz, relativ hibaja 1,49 %, tehat valamivel kisebb,
mint az el6bbi folyamatnal. Bz feltehetéen abbdl adédik, hogy a logisztikus
fiiggvény purmnétéreit meglehetGsen bonyolult eljardssal, minden paraméterre
optimélisan beesiiltiik [1], mig a ,holabda’ s, paraméterét nem becsiiltiik,
hanem kozvetleniil az idGsorbol vettiik at. A két becslés kozotti igen csekély
eltérés arra is utal, hogy az itt javasolt becslési eljards (legalabbis ebben az
esethen) lényegileg egyenértékii a lényegesen bonyolultabb és attekinthetet-
lenebh eljarassal. .

A bemutatott példa kapesén néhany megjegyzést kell tenni. Egyrészt arra
hivjuk fel a figyelmet, hogy a numerikus alkalmazéshoz alaposan meg kell
fontolni, hogv a wizsgdlt idésor valdban az elméleti modellben megfogalmazoty
viselkedést tikrizi-e. Ha példaul ez esetben nem a rddideléfizetSk szédmét,

L N5
 Szigma
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hanem a radiokésziilékek allomanyét vizsgaltuk volna, nem kaptunk volna
ilyen jo eredményt, hiszen akkor a masodik, harmadik stb. . . késziilék belé-
pése megzavarta volna a folyamatot. Méasodszor utalni kell arra, hogy még a
leggondosabb el6készités mellett is szamolni kell azzal, hogy a gazdasdgban
— és altaldban a tarsadalomtudoményokban — a torvényszeriiségek tenden-
ciakban érvényesillnek, ami az eredmények mas szemlélet{i értékelését koveteli
meg, mint a természettudomanyokban. Végiil megemlitjiik, hogy a becslés
soran nem vettiink figyelembe egy sor olyan, skonometriai jellegii problémét,
mely a becslési eredményeket ronthatja, igy

— a magyardzo viltozok s, és s7 kozt karos multikollinearitas léphet fel és
ez jelentésen ronthatja a becslések értékét;

— a hagyomanyos okonometria dltaliban feltételezi, hogy a magyardzé vil-
tozok nem valdsziniiségi valtozok, és ilyen feltételek mellett ad idGsoros
modellek esetén a kozonséges legkisebb négyzetek moédszere konzisztens,
sGt legjobb becslést. Mar a szimultdn egyenletek esetén is el kell tekin-
teni ettdl a feltételezdstdl, hiszen a magyardzé véltozok egy része ott is
valosziniiségi valtozoként van specifikélva. Ebben az esetben a magya-
raz6 viltozok valodi valdszinfiségi valtozok, ezt az esetet az dkonometria
wHrrors in the variables” (hibdkkal terhelt viltozok) c. specialis fejezete
kezeli, melynek beeslési modszerei kevégsé kidolgozottak;

— bér a folyamat jellegéhdl természetesen kivetkezik az indul6 s, érték meg-
valasztdsa, az dltaliban nem vezet optimalis illeszkedéshez. Erdemes lenne
a késébbiekben megvizsgélni, hogy nem lehet-e valamiféle egyszerti és
elméletileg indokolhaté megolddst talilni arra, hogy a kiindulé érték
megvalasztdsa egyben az optimélis illeszkedést is biztositja.

Megjegyezends, hogy a logisztikus fiiggvény paramétereinek hecslésére
szolgald eljardsok egy része (pl. a Tintner-modszer) a paramétereket az itteni-
hez némiképp hasonlé rekurziv formula felhasznilasiaval hatérozza meg. Igy
ezeknél a modszereknél a fent emlitett probléméak hasonléképpen jelentkez-
nek.

A numerikus szémitasi eredmények bemutatdsa utin szolni kell még a kon-
fidencia sdvrdl is, hiszen, mint emlitettiik, a hélabda folyamat egyik nagy
elénye a hagyomanyos médszerrel szemben, hogy tobbé-kevéshé megalapo-
zott konfidencia sivot tud meghatérozni. A fenti numerikus példdhoz nem
tudunk konfidencia savot mellékelni, mivel a statikus modell esetére (n == 1),
nines elég jol miikods gépi szimuldcids program. Ehelyett egyszerii esetben,
fiktiv példan szimuldltuk az alapmodell konfidencia sévjdnak alakuldsit.®

Helyhidny miatt nem mutatjuk itt be ezeket a szamitdsokat, csupan egy
fontos tapasztalatra utalunk. Nevezetesen arra, hogy a konfidencia siv a
folyamat kozépss értékeinél a legnagyobb, az alsé és fels§ szakaszndl egyre
sziikebb, azaz a folyamat ,szabadsiga’” a kozépsé szakaszon a legnagyobb.
Ez érdekes és fontos eredménynek tiinik, hiszen azt jelenti, hogy a siv nem
monoton taguld, hanem egy idé utén osszesziikiil, azaz az elérebecslés a folya-
mat felsé szakaszdban lényegesen megbizhatobb lesz, mint a kozépss szaka-
szon, s6t megbizhatdsdga az inflexids ponton til egyre nivekszik. A konfidencia-
sdv alakjat a 2. dbra jellemzi.

® A gépi szdmitésokat F. Liska Tibor végezte, akinek ezért, valamint a megolddg egyéb.
részeihez kapcesoléd6 Stleteiért koszonettel tartozom.
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2. abra

A konfidenciasdv emlitett tulajdonsiga egyébként logikailag konnyen
belathato. A konfidenciasav az elérebecsiilt értékeken is megkonstrualhato.
gy az elérejelzés jobban értelmezhets és megbizhatobb lesz, mint a hagyoma-
nyos eldrejelzések, amelyek ,,csak” az elGrejelzés varhaté hibdjat adjak meg,
vagy esetleges konfidenciasavjuk erds, gyakorlatilag nehezen értelmezhetd
feltételezéseken nyugszik. A becslés és elérebecslés kérdését roviden még az
aldbbi két gondolattal kell kiegésziteni.

Egyrészt a konfidenciasdv megkonstrudlasanal eltekintettiink a folyamat
paramétereinek becslési hibaitol. Elméleti konfidenciasévot hatdroztunk meg
azzal a feltételezéssel, hogy a paraméterek értékei rogzitettek. A masik meg-
Jegyzés azzal kapesolatos, hogy a paraméterbecslések hib4ja nagy mértékben
figg attol, hogy a folyamat mekkora szakaszét ismerjiik megfigyelések alap-
jan. Ezért a megbizhatosdg vizsgdlatakor a jelenleginél sokkal mélyebh elem-
zésre van szitkség, s ugy tiinik, hogy a hélabda folyamattal kapesolatos
tovabbi kutatasokkal éppen ezeket a — gyakorlati alkalmazhatdosig sempont-
J4bal alapvets — kérdéseket kell elsGsorban tisztdznunk.

Osszefoglalas

A cikk témdja egy eléggé dltaldnos terjedési folyamat vizsgdlala és elemzése
a matematikai modell kidolgozasitol egészen a numerikus szamitas problé-
mdjiaig. A folyamat ilyen vizsgalata némiképp eltér a hagyoményos okono-
metriai kezeléstél, s ezaltal egy sor érdekes eredménnyel jarul hozza a folya-
mat megismeréséhez és alkalmazisahoz.

A folyamatot alapvetGen nem idéfiiggvényként, hanem rekurziv sémaként
fogtuk fel. Ennek nagy elénye, hogy megmagyardzza a folyamat alakuldsat
akkor is, ha a konkrét idébeli lefutasban valami kiils6 ok miatt zavaré hatds
lépne be. A folyamat valdszin(iségszamitasi megalapozisa lehetGséget adott
konfidenciasiv meghatdrozisara, amely elsésorban az elGrejelzések készité-
sénél jatszik fontos szerepet. A rekurziv felirs tovdabbi elénye az is, hogy
@ paraméterek becslésére igen egyszerit eljaras volt konstrudalhato. Végiil ered-
ménynek tekinthets az is, més hasonl6 folyamatok hasonld szellem(i megoldé-
Séhoz is iranyt mutathat ez az elemzés.

A feladat megoldisa soran természetesen megoldatlan problémdk is marad-
tak. Nem foglalkoztunk a folyamattal n>1 esetén (ennek értelmezése sincs
teljesen tisztazva). Nem sikeriilt explicit megoldast taldlni sem a tovdbbfej-
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lesztett feladatra, sem pedig az alapfeladatra az n =1 esetben®. Nincs még
becslésiink az alapmodell és a tovabbfejlesztett modell kapesolatit meghaté-
roz6 maradéktagra. Végiil utalunk a paraméterbecslésnél, valamint a konfi-
denciasav meghatirozisanal felmeriils skonometriai problémdkra. A feladat
igy meglehetGsen sok heurisztikus megoldast tartalmaz, matematikailag sok
még a kiegésziteni vald rajta. Ennek ellenére gy vélem, hogy a kérdés fel-
vetése és az elért eredmények gondolatébresztéek lehetnek az dkonometria
egyes problémainak jobb megoldasihoz.

( Beérkezett: 1977. oktéber 13.-dn.)
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ANALYSIS OF A SPREADING PROCESS
(The snowball model)

Starting from the basic idea of ,,snowball” game the article examines a spreading pro-
cess suitable for the analysis of various economie and biological problems.

In Part One the theoretical model is formulated in two variants. The theoretical model
relies on the assumption that there is a given cloged medium containing a finite number of
elements where a marked property is spreading among the elements subject to simple
laws. The basic model (firgt variant) assumes that this property is spreading discontinous-
ly with a lag, while the improved model (second variant) reckons with continuous spread-
ing. In Part One of the article beside reviewing the models also their difference equation
is presented and the characteristics of the time-path of the process are analyzed.

Part Two deals with the practical application of the models. Iirstly theoretical models
are transformed in such a way that they become suitable for numerical computation. The
close connection between the ,snowball” process and the logistic function is demonstra-
ted. As a consequence it is pointed out that the spreading process examined can be used
for the analysis of the time-paths of contagious diseases, fashion or consumption patterns
as well. Finally, a simple procedure is presented by which parameters of the process can
be estimated in posscssion of empirical data, furthermore, important statements are
made concerning the shape of the confidence interval too. The article presents an illustra-
tive numerical problem degeribing the development of the number of radio subscribers.

S Egy specidlis esetre Dancs Istvan kégzitett szellemes meooldast, melyet azonban itt
nem tudunk kozolni.
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AHAJIM3 NPOLIECCA PACITPOCTPAHEHHS
(Mojies1b CHEXHOTO KoMma)

B paccmarpuBaemoil craTbe, HCX0AS M3 HJAEH HTPbl B CHEXHbIH KOM paccmaTpuBaeTcst mpo-
1ecc paccnpocTpaHeHist, IPUIoAHbI J1s1 aHAIN3a Pa3/IHYHLIX IKOHOMHUECKHX H OMOJI0MHUECKHX
npoo.iem.

B nepBoii yacTu B AByX BapuaHTax jaercsi fopmyIHpOBKa TeopeTHueckoi moxenn. TeopeTu-
YecKast MoJe1b HCXOJHT U3 TOIT MPeArnochlIKH, YTO HAJIMIL0 3aMKHYTasi CHCTEMa, BKJH0Yaiouas
B cedst ompejie/leHHOE YHCJ0 3J1€MEHTOB, PACHPOCTPOHSIETCS Kakoe-To 0co0oe CBOHCTBO 110
NpocTHM 3aKOHOMepHOCTSIM. BasoBast Moje b (MepBblif BAPHAHT) NpeaioJiaraeT, yto 910 CBoii-
CTBO pacrpoCTPOHSIETCs] M0-3TAMHO, ¢ HEKOTOPLIM 3ame/lJIeHHeM, B TO BpeMsl KaK yCoBepIueH-
CTBOBAHHAsI MOJIEJIb (BTOPOIf BADHAHT) CUHTACTCSI ¢ HENPEePBIBHLIM IIPOILECCOM PACTIPOCTPAHEHHS.
B nepBoii yacTH cTaTthH HApSAY C H3JI0XKEHHEM CAMBIX MojieJieil IPHBOJATCS TAKXKe U UX JH(-
(epeHimaibHbe ypaBHEHHST H C HX MOMOLILIO AHAIH3UPYIOTCS XapaKTepHble YePThl NPOTeKaHUs
9TOro npoiecca BO BPEMEHH.

Bo Bropoii yacTi paceMaTpuBalOTCsl BOIIPOCHI KOHKPETHOTrO H3I0J1b30BaHHs mozesieil. Bo-
NEPBLIX, TEOPETHYECKHE MOJEJIH MepecTpanBaloTcsl TaK, uyToObl OHH ObLLIH IPHIOAHLI 151 Bbl-
NOJIHEHHST YHCJICHHBIX PacyeToB. Y KasbiBaeTcsl Ha TeCHYIO CBSI3b MEXY TPOIECCOM (CHEXXHOr0
KOMay H JIOrHYeCKOIT QyHKIHH. B CHJIY 9TOr0 yKa3nlBaeTcsl TakykKe H To, YTo H3ydaemblil nporuecc
PACMPOCTPAHEHHST MOYKET ObITh HCI10Ib30BAH ITPHMEHHTEJIbHO, HAlIPHUMeEp, /IS H3Y YeHHST pacipo-
CTPAHEHHs] Pa3BHUTHSI BO BpeMeHH MH(EKIIHOHHLIX 3a00J1eBaHUil, MOJa MJIH HOTPEOMTEIbCKHX
NpuBbIYEK. B 3aKII0MeHHH TIPHBOANTCS MPOCTOH MeTo[, ¢ MOMOIIbIO KOTOPOT0 Ha OCHOBAHHH
IMIHPHYECKHX JAHHbIX CTAHET BO3MOXKHBLIM OIIEHHBATL MapaMeTphbl 1MpoIecca a TakyKe HeCKoJIb-
KO Ba)KHBIX 3aMeYaHuil 0THOCHTEIbHO (JOPMDI JJOBEPHTEILHOTO HHTepBaia. B KOHKpeTHOM pas-
JleJie cTaThH, pACCMATPHBAIOLIEH NTPAKTHYECKOE MPHMEHEHHE, BCE H3JI0XKEHHOE TIPOHILIIOCTPHPO-
BAHO Ha YHCJIEHHOM npHmepe (oPMHPOBAHMST YHCICHHOCTH pajuocyareseil (moanucynKos).



