
HUNYADI LASZLÓ

Egy terjedési folyamat elemzése 
( A hólabda-modell) 

Bevezetés 

Az elmúlt években néhány alkalommal egy érdekes játék terjedt el hetek alatt
szinte az egész országban. Egyre többen kaptak olyan levelezőlapot, amely a
játékba való bekapcsolódásra szólított fel. Akar-e Ön 5 hét alatt 25 OOO Ft-ot
nyerni? Ha igen, küldjön 10 Ft-ot egy megadott címre és gondoskodjék arról,
hogy további 5 személy bekapcsolódjék a játékba! (Meg kell jegyezni, hogy ez
a ,,megadott cím" egy korábbi játékos címe volt.) Ha mindenki becsületesen ját
szik , 5 hét alatt 25 OOO Ft üti a markát!

A szöveg természetesen nem pontosan így szólt, de a játék lényege ez volt.
Egy vagy több személy elindította a ,,hólabdát", s az ,,becsületesen" ment is
egészen addig, amíg eljutott arra a pontra, ahol már szinte mindenki ismert,
s ha pontosan nem is tudták, de érezték, hogy ezen már nem lehet nyerni.
A játékot természetesen betiltották, hiszen könnyen belátható, hogy egyesek
- a játék elindítói, illetve azok, akik az elején bekapcsolódtak - valóban nagy
összeget nyernek, mások viszont, ha kicsiben is, de pontosan ezt az összeget
veszítik el. A ,,hólabda" tehát megállt, de matematikai elemzése mégsem ha
szontaian, hiszen belátható, hogy sok társadalmi, gazdasági folyamat ,,hólabda
szerűen" zajlik le, s közös fejlődési, növekedési törvényszerűségeik éppen a ,,steril
hólabdri" modell segítségével írhatók le.

Az információ terjedése, a fogyasztói szokások (divat) elterjedése, a nagy
értékű, tartós fogyasztási cikkek elterjedése éppen úgy összefüggésben van a
hóh1bda folyamattal, mint például a fertőző betegségek elterjedése. Mindezen
folyamatok közös jellemzője az, hogy adott egy véges számú elemet tartalmazó
zárt közeg, melynek elemei közül az induló állapotban egy, vagy néhány bizo
nvos kitüntetett tulajdonsággal rendelkezik (az információ birtokában van,
van színes televíziója, fertőző beteg stb.). Ez a kitüntetett tulajdonság terjed,
n1égpedig úgy, hogy időegység alatt minden elem átlagosan a további elemnek
a,dja tovább egészen addig, ameddig az összes elem nem rendelkezik ezzel a
tulajdonsággal. E modellel kapcsolatban több feladat is megfogalmazható.
Keressük mindenek előtt a folyamatot leíró függvényt, vizsgáljuk ennek tulaj
donságait, majd adott megfigyelések esetén becsüljük a folyamat paramétereit,
előre jelezzük várható alakulását és a prognózisra megbízhatósági intervallumot
készítünk.

A fenti leírás természetesen erősen leegyszerűsített, modellszerű. A későbbiek
!Során - elsősorban a gazdasági alkalmazásokat tekintve - látni fogjuk, hogy
a különböző folyamatok nem teljesen analógok a, hólabda folyamattal, viszont
az is nyilvánvaló, hogy alapmotivációjuk megegyezik, így a hólabda folyamat
elemzése jó kiindulópontot jelent ezeknek a folyamatoknak a vizsgálatához.
Ezen belül is - most már a közgazdasági jellegű feladatnál maradva - első-
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sorban a fogyasztás, a fogyasztói szokások, a divat és más hasonló folyamatok
időbeli lefutásának elméleti és ökonometriai vizsgálatára alkalmazható ez a
modell.

A hasonló jelenségeket a matematikai-közgadaságtan általában a logisztikus
függvény segítségével vizsgálja. Ennek a függvénynek a tulajdonságai általáno
san ismertek [ 4 ], [7], paramétereinek becslésére különféle eljárásokat dolgoztak
ki [I], [3], [6], és létjogosultságát nagyszámú, sikeres gyakorlati alkalmazás is
bizonyítja. Valószínűnek látszik, hogy hasonló folyamatokkal más tudományok
(pl. fizika, biológia stb.) is foglalkoznak, de ezeknek a kutatásoknak az ered
ményei a közgadasági kutatók számára ismeretlenek, így természetesen ered
ményeiket sem hasznosíthatják. (Ennek kapcsán felmerül a különböző tudo
mányok, tudományágak közös fejlődési törvényszerűségeit együttesen vizsgáló,
interdiszciplináris, rendszerszemléletű megközelítés - bizonyos vonatkozások
ban már régóta sürgetett - szükségessége.)
A cikk első része a hólabda modell elméleti vizsgálatával foglalkozik. Kimu , 

tatja, hogy a legegyszerűbb, elméleti esetben a folyamatra vonatkozó, egymás
tól csak csekély mértékben különböző feltételezések milyen modellre és milyen
növekedési folyamatra vezetnek. Megvizsgálja tulajdonságaikat és a legegysze
rűbb esetre megadja a növekedési függvény explicit megoldását is. A második
fő rész a gyakorlati vonatkozásokat tárgyalja. Kiterjeszti az elméleti modellt
úgy, hogy az már numerikus felhasználásra is alkalmas legyen, összehasonlítja
a ,,hólabda'' folyamatot a logisztikus folyamattal, majd konkrét példán i::,
bemutatja a hólabda folyamat ökonometriai alka.lrnazását. A cikket az ered
ményeknek és a megoldatlan problémáknak az összefoglaláea és az irodalom
jegyzék zárja.

1. Az elméleti modell 

Vezessük be a következő jelöléseket:
N: az adott zárt közeg elemeinek száma
n: a vizsgált, kitüntetett tulajdonság terjedési sebessége; jelentése az,

hogy L'.lt idő alatt egy kitüntett elem n elemnek adja át ezt a tulajdon
ságot;

s1: a kitüntetett tulajdonsággal rendelkezők száma a t-ik időpontban.
A fenti mennyiségekre az alábbi relációknak kell teljesülniük:
0 < N < oo (hiszen véges számú elemből áll az alaphalmaz);
0 < n < oo és integer (hiszen n dnrabszárnot jelölj]
0 < s1 < N (definíció szerint):
0 < t < és integer (hiszen a folyamat lefutását diszkrét időpontokon

vizsgáljuk).
A további vizsgálatok során csak az n = 1 esettel fogln.lkozunk, ami az elmé

leti modell esetében nem jelenti az általánosság megsértését, hiszen L'.lt tetszés
szerint választható meg, úgy, hogy az n = 1 éppen teljesüljön.

1. 1. A modellek megfogalmazása és a folyamat leirása

Az elméleti modellt - melynek alapkérdését már a bevezetőben megadtuk
- két változatban fogalmazzuk meg. Mindkét változat közös jellemzője, hogy
egy kitüntetett tulajdonsággal rendelkező elem ezt a tulajdonságát a folyamat
során nem veszti el, sőt aktív marad, azaz a tulajdonság terjesztésében részt
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vesz. Közös jellemzője a két változatnak az is, hogy a kitüntetett elemek a
folyamat lezajlása során egyenlő valószínűséggel adják át tulajdonságukat az
összes többi elemnek. Itt meg kell jegyezni, hogy a tulajdonság terjesztésé
nek számszerűsítésekor valamely elem saját maga felé való terjesztését (azaz
a tulajdonság terjesztésének elmaradását) is figyelembe vettük. Ez a megoldás
vitatható, és elsősorban az így adódó egyszerűbb formulák indokolják, ugyan
akkor megjegyzendő, hogy az ,,önfertőzés" kihagyása esetén a korrektebb
megoldás elvi útja teljesen megegyezik az itt leírtakkal, gyakorlatilag pedig -
főként elég nagy N esetén - a két megoldás egyenértékű.

Az első (ún. alapmodell) változat fontos feltételezése az, hogy a tulajdonság
terjedése meghatározott idő-intervallumokban történik, egy időintervallumon
belül a fertőzés időbeli sorrendiségétől eltekint, hiszen ezen az intervallumon
belül az újonnan megfertőzött elemek még nem aktívak, a kitüntetett tulajdon
ság csak bizonyos késleltetéssel, lappangási idővel terjed. Ez az eset fordul elő
a hólabda folyamatnál, ahol - legalábbis elvben - a kitüntetett tulajdonság
egy hetes kvantumokban terjed, de közel áll ehhez a modellhez a lappangási
idővel járó fertőző betegségek terjedési folyamata is.

A második (az ún. továbbfejlesztett) modell ezzel szemben a megfertőzőtt
elemek közt időbeli sorrendiséget tételez fel, azaz úgy számol, hogy egy elem
megfertőződésekor azonnal aktív lesz, így a következő fertőzés kialakításakor
már szerepet játszhat. Ez az előző - szakaszos - terjedéssel szemben valami
féle folyamatos terjedést ír le. Úgy tűnik, hogy ez a második eset realisztiku
sabb, az alapmodell kezelése, megoldása viszont egyszerűbb. Mint később
kimutatjuk, a két változat egymáshoz közel álló eredményeket szolgáltat. Végül
utalni kell arra, hogy a modell az itt specifikált két változaton kívül nyilván
valóan több változatban is felírható. Egy ilyen változat lehet például az, amikor
egy elem egy bizonyos mennyiségű információt ad át a másiknak, amely azon
ban csak akkor aktivizálódik, ha a kapott információ volumene meghalad egy
meghatározott határt. Valószínűnek látszik, hogy ezek a feladatok is hasonló
folyamatokhoz vezetnek, bár itt csak az említett két változatot vizsgáltuk meg
részletesebben.

1. l. 1. Az alapmodell

Keressük tehát a kiemelt tulajdonsággal rendelkező elemek számának idő
beli alnkulásáo, feltéve, hogy a tulajdonság a ,1t időintervallumon belül időbeli
sorrendiség feltételezése !nélkül terjed. Ekkor a kitüntetett elemek száma
l = I időpontban

81 = 80 + So - Yo = 2so - Yo

lesz, azaz a kiinduló (t = 0) időpontban a kitüntetett elemek száma (s0), azok
száma akiknek ezek továbbadták s0, (hiszen n = I feltétel volt) és levonandó
azon elemek száma, amelyek at = 0 időpontban már rendelkeztek a tulajdon
sággal és másodszor is megkapták. Látható, hogy g0 valószínűségi változó,
mely a (O; s

0
) intervallumban vehet fel egészszámú értéket. Mivel a további

elemzések során y
0 

(illetve g1) fontos szerepet játszik, vizsgáljuk meg eloszlását I
Azonnal látható, hogy g0 eloszlásának meghatározásakor egy egyszerű min

tavételi feladattal állunk szemben. Adott az összes elem száma N, mely két
csoportba sorolható

a kiemelt tulajdonsággal rendelkezik s0 db;
nem rendelkezik ezzel a tulajdonsággal N~s0 db.
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Vegyünk egy Bo elemű mintát, és vizsgáljuk meg mi a valószínűsége annak,
hogy a mintában éppen k db a kiemelt tulajdonsággal rendelkező elem lesz!

P(go = O) = (~) (~)° (N; Bor

P(go = 1) = (8;) (;J1 ( N; Bo r-t

A fenti eloszlás ismeretében a folyamat már számítógépen szimulálható, de
tulajdonságainak jobb megismerése érdekében határozzuk meg a várható
értéket is. Ismeretes, hogy a fenti binomiális eloszlás várható értéke

. ,,
r,, Bo So 
I', (go) = 80 -= - ,

N N 

s ezt felhasználva s1 várható értéke
2

E(s1 I s0) = s0 + s0 - l!J(g0) = 2s0 - ~ lesz.

Mivel a folyamat a többi időpontra is hasonlóan írható fel: 

a várható értékekre is igaz, hogy

. Si
E(s2 I s1) = 2s1 - , ·ii
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A folyamat időbeli lefutásának várható értékét tehát egy elsőrendű, nemline
áris rekurzív formula határozza meg, ami természetesen felírható differencia
egyenlet alakjában is az alábbi módon:

s; ( s1) L'ls1 = si+1 - s1 = s1 - N = s1 1 - N .

Ez a forma egyértelműen meghatározza a folyamat várható értékét minden
t időpontra, de mielőtt elemeznénk, illetve explicite időfüggvényre megolda
nánk, felírjuk a továbbfejlesztett feladatot.

1.1.2. A továbbfejlesztett modell

Ez a modell - mint arra már utaltunk - csupán abban különbözik az előző
től, hogy itt egy elem a megfelelő tulajdonságot nem csak egy másiktól kaphatja
meg. A modellt - az előző jelölések megtartásával - a következőképpen ír
hatjuk fel:

81+1 = s, + 81 - iii = s, + lí1, 

ahol !í1 azon elemek számát jelöli, amelyek a (t; t + 1) időintervallumban a
kiemelt tulajdonságot megkapták. Keresendő !í1 eloszlása és várható értéke,
melyek segítségével a folyamat szimulálható, illetve várható értéke felírható.
( Az itt következő levezetés során az egyszerűség kedvéért a t indexet el hagyjuk.)

Definiáljunk egy s elemű z = ( ;1 ;2 ..• ;5) vektort a következőképpen

;; = 0, ha az i-edik elem olyan elemnek adja át a tulajdonságot, amely már
rendelkezett vele;

~; = 1, ha a tulajdonságot olyan elem kapja, amely még nem rendelkezett
vele.

Nyilvánvaló, hogy li a O értéket csak úgy veheti fel, ha minden elem csak már
,,fertőzött" elemnek adja át a tulajdonságot, azaz valamennyi ;; 0 értéket
vesz fel, tehát

P (h = 0) = P (;1 = O; ... ;8 = 0).

1í az 1 értéket többféleképpen veheti fel. Vagy az első elem talál ,, új, még nem
fertőzött" elemet és a többi nem, vagy a második stb ... Fontos megjegyezni,
hogy az egyes elemek aktivizálódása közt időbeli sorrendiséget tételeztünk fel.
Ez jogos lehet abban az esetben, ha egy homogén sokaságot vizsgálunk, hiszen
két ,,fertőzés" tökéletes időbeli egybeesése gyakorlatilag kizárt. Ezért pl. a
második elem ,,fertőzési esélyei" függnek attól, hogy az első elem talált-e új,
még nem fertőzött elemet a mintában, azaz ;1 és ;2 valószínűségi változók egy
mástól nem függetlenek. A megfelelő valószínűségek az elmondottak értelmében
a következőképpen írhatók fel: ·
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P(1í = 1) = P(;1 = 1) P(~2 = 0 I ;l = 1) P(;3 = 0 I ;l + ;2 = 1) + .
+ P(;1 = 0) P(;2 = 1 j ;1 = 0) P(;3 = 0 j ;1 + ;2 = 1) + .

P(lí = k) = P(;1 = 1) P(;2 = l/$1 = 1) · · · p ( ~k+I = 0 I J ~i = k) + ...

P(Tí =s)= P(~1 =:l} P(;2 = lj ~1 = 1) ... P (~s= 1 I ~
1
;; = s - 1). 

Látható, hogy 1í eloszlása, bár meglehetősen bonyolult, a folyamat szimuláció
i,ára alkalmas", de zárt formában aligha oldható meg. Meghatározható viszont
Ti várható értéke az alábbi módon: . ·

E(1í) = E(;1 + ~2 + ... + ;5) = E(;1) + E(;z) + ... + E(;5) 

E(~1) = N - s
N

E(~2) = E(~2 I ;1 = 0) P(~1 = 0) + E(~2 I ~1 = 1) P(~1 = 1) =

_ N; s . ; + N - ;- 1 . N; s= N; s (N; 1) _ 
= N - s - _2_ N - s = E( ~1) - _2_ E( ~1).N N N . N 

Általánosságban is felírható, hogy

(
k-1 ) ( k-1 J+ E ~k I~ ~i = 1 P ~ ~i = 1 +

1-1 1-1

(
k-i l ( k-l )+ E ~k I~ ~I = k - \ p ~ ~I = k - 1 =

k-l ( k-i ) ( k-i )=~E ~k~ ~i =j p ~ ~i = j. 
J-0 l=l l=l

1 Erre F. Liska Tibor végzett kísérleti számításokat,

(J)
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Könnyen belátható, hogy

E (;k I 'ii ;i = j) = N - ; - j 
. i=l N

(ez ;; definíciójából következik), s így az (1) formula az alábbi alakot ölti:

k-i N _s_ j (k-i )
E(~d = ~ --- P ~/; = 1 =

j=O N . i=I

k-i N _ s ( k-·1 ·) k- I j ( k-! ·)= ~ -- p ~ ~i = J - ~ - p ~ ~i = J . 
j=O N i=I j=O N i=I

Mivel
k-i (k-i )
~ p ~ ;; =j = I

és
k-1 l'k-1 ) k-i k-1
~ jP ~ ~; = j =E~ ;; = ~ E(~i),

;k várható értékre az alábbi összefüggés adódik
N-s 1 k-I

E(~k) =----~E(~i)-
N N i=I

(2)

A (2) képletből teljes indukcióval belátható, hogy az alábbi rekurzió érvényes

E(;,,)= (1-; )E(;k-1), (3}

hiszen
N - 8 I k-2

E(~k-1) ~ -- - - :E E(~;)
N N i=l

és
N - 8 I k- I N - 8 I k-2 1

E(~k) =-- - -~ E(~i) =-- - - :E E(~;) - -(E ;k-1) =
N N i=l N N i=l N 

1= E( ;1<-1) - - E( ~k-1) •
N

A (3) képlet felhasználásával

E(~1) = N -s
N 

1E(;2) = 1 --E(~1)
N
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adódik. Ekkor !í keresett várható értéke már megkapható az alábbi módon2:

E(lí) = i E(/;;)= N - s i (1- ~)i=I = N - s 1 - (1 - ¾r
i=I N i=I N N . I _ ( l _ ; J

=(N-s)[1-(1-;r1-
A kapott formulát érdemes tovább vizsgálni a szögletes zárójelben levő

kifejezés binomiális kifejtésével:

1 - ( I - ; r= I - [( ~) -- { ; ) ; + (; J ;2 - .. · ] =

= l - ( I - ; + (; ) ; ... j = ; + R1,

lí várható értéke ekkor az

E(lí) = (N - s) .!__ + R2N
(4)

alakot ölti, ahol R2 a maradéktag és nagyságára becslés konstruálható.
A továbbfejlesztett modell bemutatása után megmutatjuk, hogy az alap

modell ennek speciális esete. Az itteni felírásnak megfelelően az alapmodell
esetében h = s - g és az itt definiált !;1 karakterisztikus valószínűségi változók
az alapmodell esetében egymástól függetlenek. A függetlenség abból követke
zik, hogy a Llt időintervallumon belül nem tételeztük fel az újonnan fertőzött
elemek aktivizálódását.

Ekkor, mivel

és

s így

N-sP(!;,= I)=--
N

s 
P(/;1 = 0) =-,

N
N-s

E(!;d= -
N

s 
a h = ~ !;i változó binomiális eloszlást követ (N - s)/N, illetve slN para-

i=I
méterekkel, és várható értéke E(h) = s(N - s)/N lesz.

Ekkor az is látható, hogy a két feladatban központi fontosságú E(h), illetve
E(h) érték csak egy maradélctagban tér el egymástól, amiből arra lehet következ
tetni, hogy egyik a másikkal jól közelíthető.

Visszatérve a továbbfejlesztett modellre, annak általános tagja az alábbi
rekurzióval fejezhető ki

E(s,+L /s,)= 81 + (N-81)[1- (1 - ;rl
2Hasonló, de nem teljesen azonos feladat megoldását idézi más levezetéssel Prékopa. A

[5]. . '
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Ez a formula nem túlságosan áttekinthető, éppen ezért a továbbiakban az
elemzést a lényegesen egyszerűbb alapmodellen végezzük el és numerikus szá
mításokra is azt használjuk. Ahhoz azonban, hogy az alapmodell tulajdonságait
a továbbfejlesztett modellre is kiterjesszük, becsülni kellene az R2 maradéktagot
és elemezni viselkedését. Ez a vizsgálat eddig nem készült el.

1. 2. Az alapmodell tulajdonságai és explicit megoldása
2

Az sm = 2s1 - !.!_ alakú alapmodell olyan folyamatot ír le, melynek leg
N 

fontosabb tulajdonságai az alábbiak:

s1 monoton növekvő;
- s1 felső korlátja N, és végül
- s1 határértéket __,. = esetén N. 
A fenti tulajdonságok közül az első kettő bizonyítható a rekurzív formula

alapján. Az első tulajdonság azonnal belátható, ha az egyenletet differencia
egyenletként írjuk fel, hiszen a L'ls1 = s1(1 - s,!N) formában O :::;:: s1 < N (ami
kiinduló feltétel volt) biztosítja L'ls1 pozitivitását, ami s monoton növekedését
jelenti.

A második tulajdonság bizonyítására írjuk fel az s1 < N kiinduló feltételt az
alábbi módon:

s1 +e= N, e>O 

Azt kell belátni, hogy s1H < N. A bizonyítás igen egyszerű, hiszen

s'f (N - e)2

s,+1 = 2s1 - N = 2(N - e) - N =

. N2 - 2eN + e2 e2 e2 = 2N - 2e - ----- = 2N - 2e - N + 2e - - = N - - < N,
N N N 

azaz, s1+1 < N adódik, ami az N felső korlát voltát bizonyítja.

A harmadik tulajdonság bizonyítását az explicit megoldott időfüggvény
alapján lényegesen egyszerűbb elvégezni. Ezért, most előbb megadjuk az alap
modell megoldását, azaz a folyamat várható értékének explicit időfüggvényét3. 

Kiindulva az sm = 2s1 - sr/N alakból, szorozzuk meg mindkét oldalt - N 
nel és adjunk mindkét oldalhoz N2-et, így a jobb oldal teljes négyzetté válik

N2 - Ns1+1 = s'f - 2s1 N + N2
, 

azaz
N(N - s1+L} = (N - s1)2. 

Bevezetve a Z1 = N - s1 helyettesítést, azt kapjuk, hogy

ZT 
Z1+1 = -.

N 

8 Ez a megoldási mód Tihanyi Ambrustól származik.
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Kiindulva Z0 értékéből sorozatosan képezhetjük a Z; értékeket
z2 2

z = zi ; z = zr = (; J = zL
l N 2 N N N3'

Visszatérve az eredeti változóra
N (N - so)2'
- 81 = NZ'-1 '

és átlakítások után

Z2•z =--0-
1 N2'-l .

adódik.
Ez a növekedési folyamatok leírására a szakirodalomból már ismert Gom

pertz függvény [ 7] egy speciális változata. Speciális két okból:
egyrészt azért, mert az ökonometria ezeket a függvényeket folytonos függ
vényként értelmezi, míg itt csak diszkrét t értékek mellett vesz fel értékeket;

- másrészt azért, mert az időváltoz6 a 2 alapú hatvány kitevőjeként szerepel,
míg az általános esetben az időváltozó hatványalapja tetszőleges pozitív
értéket vehet fel.

Az explicit megoldásfüggvény ismeretében most már a harmadik tulajdonság
is könnyen belátható, hiszen

limN[1 - (1 - ~;
2

'] = N - Niim (1 - ~)
2

' = N. 
t-~ N t-~ N

Az eddigiek alapján a hólabda folyamat elméleti vizsgálata az alábbi össze-
foglal6 következtetésekhez vezetett:

az alapmodell Gompertz típusú növekedést mutat, a kiemelt tuhjdonsággal
rendelkezők száma monoton növekszik, eleinte lassú, majd gyorsuló, végül
ismét lassuló ütemben, és elég sok lépés után közelíti meg a felső korlátot,
mely az összes elem számával egyenlő.
a továbbfejlesztett modell hasonló tulajdonságot mutat az alapmodellhez,
a kettő minden lépésben csak egy maradéktagban tér el egymástól, de erre
a maradéktagra eddig jó becslést nem tudtunk adni;
a fenti modell alapján ki lehet mutatni a hólabda játék ,,inkorrekt" voltát,
pontosabban azt, hogy kinek milyen esélye van a nyerésre és a vesztésre,
de ez természetesen nem célja e cikknek. Sokkal inkább célunk az, hogy az
eddigi eredményeket kiterjesszük egy olyan formára, amely már konkrét
ökonomteriai számítások céljára is alkalmas. Ezzel foglalkozik a következő
érsz.

2. Gyakorlati alkalmazások 

A gyakorlati alkalmazáshoz először a modellnek azt a módósítésát készítjük
el, amelynek alapján numerikus számítások végezhetők, majd rámutatunk az
itteni eredmények és az ökonometriában hagyományosan alkalmazott eljárás
közti különbségre, végül pedig számszerű példát mutatunk be az elmondottak
illusztrálására.
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2.3. A statisztikai modell
I

Az alapmodell (és a továbbfejlesztett modell) azért nem alkalmas közvetlenül
numerikus számításokra, mivel feltételeztük, hogy időegység alatt az átadások
száma ( a terjedési sebesség) egységnyi. Ezt egy elméleti modellben fel lehetett
tételezni, hiszen az időegységet tetszés szerint választottuk meg, de gyakorlat,i
számítások esetében az időegységet a statisztikai adatbázis határozza meg és semmi
sem garantálja, hogy a terjedési sebesség egységnyi legyen.
A probléma megoldása érdekében definiáljuk n-t a korábbiaktól eltérően

olyan O és 1 közé eső számként, amely azt mondja meg, hogy egy elem átlagosan
milyen valószínűséggel adja tovább a kiemelt tulajdonságot. Az elméleti mo
dellek esetében ez a szám 1 volt, azaz a továbbadást biztos eseménynek felté
teleztük. Ez a némiképp zavaró jelölés azért indokolt, mivel n ez esetben is a
terjedési sebesség mutatója,

Definiáljuk az új f; (i = 1, 2, ... s) változókat (at index átmeneti elhagyá
sával) a korábbi ~i változókhoz hasonló módon, de már az új, fenti feltételek
mellett.

[; = 0 ha az i-edik elem olyan elemnek adja át a tulajdonságot,
amely már rendelkezett vele;

[; = 1 ha a tulajdonságot olyan elem kapja, amely még nem
rendelkezett vele

- - - s - 
Mivel f; = n ~; és E(f;) = nE(~;) az alapmodell esetében E(h) = ~Rff;) =

S i=I
= n ~E(~;)= nE(h) = ns(N - s)/N, avagy al indexek bevezetésével:

i=l

(5) 

Az (5)-uől pedig felírható az alapmodell statisztikai változatának differen
ciaegyenlete az alábbi módon:

L'.ls1 = si+1 - s1 = n81 ( l - ; ) ,

(Wagy
ns2

81+1 = (n + 1) 81 - -
1
•

N
(6)

Erre a folymatra a korábbiakhoz hasonló módon belátható az s, értékek mo
notonitása. A forma explicit megoldása ezideig nem sikerült és semmi sem bi
zonyítja, hogy ez a megoldás (t, illetve s0 függvényében) zárt alakban előállít
ható. Ezért a második és harmadik tulajdonságot, nevezetesen azt, hogy N a
sorozat felső korlátja és egyben határértéke t -+ oo esetén, a (6) formula
alapján bizonyítjuk. Ehhez ismét az

felírást használjuk. Ekkor
n(N - s)2 ( ns)8m = (n-t- I) (N - s) - N = N - s I - n-t- N . 
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A zárójelben levő kifejezésre az alábbi egyenlőtlenség érvényes:

ne
0<1-n+--<lN '

hiszen n-1 < nejN, ami a baloldali egyenlőtlenség, valamint -n + nelN < 0,
ami pedig a jobboldali egyenlőtlenség fennállását igazolja. A baloldali egyen
lőtlenségből az következik, hogy sm < N, azaz N a sorozat felső korlátja.
A jobboldali egyenlőtlenség pedig azt jelenti, hogy N-hez tetszés szerint közel
eső s1 esetére is igaz az, hogy s1+1 még közelebb esik N-hez, azaz N a sorozat
supremuma. Ez egyben azt is jelenti, hogy N a sorozat, illetve a folyamat
határértéke.

A továbbfejlesztett modell statisztikai változata némiképp bonyolultabb, de
levezetése teljesen analóg az elméleti változatéval.

- N- s 
Ismeretes, hogy P(~1 = l) = nP(~1 = l) = n--

N

- - N-s
P(~1 = O) = 1-P(~, = 1) = 1- n--,

N
s ezekből

A l váltózóknak a korábban leírt összefüggése alapján

E(l2) = E(l2 I l1 = 0) P(l, = 0) + E(l2 I f1 = 1) P(l, = 1) =

N-s( N-s) N s-1. N-s=n---1.-n---+n --•n--=
N N N N 

= n N - 8 (1 - !!'._) = E(l1) - !!'._E([1).N N N 

Ekkor (2)-nek megfelelően:
- N - s n k-J -

E(~,J = n-- - -~ E(~;)
N N i=I

E(l1c) = n (1 - ; r-• (NN s)
E(h) = (N - s) [ 1 - ( I - ; r]-

Ez sorbafejtés után E(h) = ns N - 8 + R3 alakra írható.
N

Ez a forma analóg az alapmodell megfelelő formájával, de részletes elemzé
sére csak az R3 maradéktag ismeretében lehet vállalkozni.
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2.4. A hólabda folyamat és a logisztikus növekeilés
,

A telítettségi szinttel rendelkező gazdasági folyamatokat (például a tartós
fogyasztási cikkek állományának időbeli alakulását) az ökonometriában a
leggyakrabban a logisztikus függvénnyel írják le. A logisztikus függvényt a
Robertson differenciálegyenletből [4] szokták levezetni, amelynek alakja:

dy b-=-y(k-y).
dt k

Ennek megoldása:
kY=---

I + ae:"
az említett logisztikus függvény. Érdemes rámutatni a Robertson egyenlet és
a (6) képlet közti hasonlóságra, amely az alábbi alakba is felírható:

nLis,= -s1(N - s1).
N

Még szemléletesebb az analógia, ha a logisztius függvény diszkrét pontokra
felírt formáját tekintjük. (Ezt a formát a logisztikus függvény paramétereinek
becslésekor szokták használni [6]).)

(
I-eb ) I I-eb

Y1+1 = _e_b_ + I Y, -k · _e_b_ Y1 Y1+1 ·

H 1 ' k I - eb - ' k n h 1 ' ' kka e végezzü az --- = n es a = 1v e yettesitést, a or az
eb

Y1+1 = (n + l)y, - ; Y1Y1+1

alakhoz jutunk, melynek ,,párja" a hólabda esetében az

(7)

(8}

alak. A két folyamat összevetéséből az alábbi következtetések vonhatók le:
a, két folyamat egymáshoz való viszonya a folytonos és a diszkrét modell,
illetve megoldás közötti különbségre vezethető vissza;
a ,,hólabda"-modell, mint diszkrét folyamat jobban reprezentálja a gaz
dasági valóságot, elméletileg megalapozottabb és ennek folytán alkalmas
arra, hogy a terjedési folyamatokhoz minden egyes időpontban valószínűség
eloszlást és ennek segítségével konfidencia intervallumot határozzunk meg;
a logisztikus függvény folytonosságánál fogva bizonyos esetekben kényel
mesebben kezelhető, explicit időfüggvénye könnyebben megoldható, a folya
mat tulajdonságai jobban elemezhetők;
a (7) formula alapján látható, hogy amennyiben a megfigyelési időponto
kat ,,sűrítjük", a két függvény közti különbséget okozó tagok egymáshoz
közelítenek, hiszen

Jim Y1Y1+A1 =YT;
41-0
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bár a paraméterbecslésről - amely a numerikus alkalmazhatóság egyik
fontos kérdése - csak a későbbiekben lesz szó, azt már az eddigiek alapján
is megállapíthatjuk, hogy mindkét folyamat alkalmazásának vannak elő
nyös és hátrányos oldalai. Ezért nem is vetjük fel azt a kérdést, hogy
melyik jobb, hanem arra hívjuk fel a figyelmet, hogy a két elemzée egymást
kiegésziti; ismereteinket teljesebbé, a gyakorlati alkalmazást hatéko
nyabbá teszi az együttes vizsgálat;
visszatérve az alapmodell megoldására a Gompertz és a logisztikus függ
vény bizonyos kapcsolatára is fény derül. Megjegyezzük, hogy korábban
[7] a két függvény között - más megközelítés alapján - rokonságot lehetett
kimutatni.
A továbbiakban a paraméterbecsléssel kapcsolatos problémákat tekintjük

át, s az elmondottakat számszerű példával is illusztráljuk.

2.5. Paraméterbecslési eljárások és numerikus eredmények

Az ökonometria gyakorlata a logisztikus függvény pararnétereit két fő m6don
becsüli: az explicit időfüggvényből nemlineáris normálegyenletrendszer fel
használásával (közönséges legkisebb négyzetek módszerével), vagy a (7) re
kurzív összefüggésrendszer felhasználásával két paraméterre linearizált for
mából, a harmadikra pedig iterációval. Ezek az eljárások meglehetősen bo
nyolultak , bár a számítástechnika fejlődésével egyre hatékonyabbá válnak.
A konvergenciájuk sincs megnyugtató módon tiHztázva, ezért alkulmazásuk
nem minden probléma nélküli. A paraméterbecslési eljárások összefoglaló
ismertetése és értékelése részletesen mogtalálható a szakirodalomban f3], [7].

A hólabda folyamatra javasolt paraméterbecslési eljárás előnye egyszerűségé
ben van. Kiindulva a statisztikai modell (6) öRszefiiggéséhől az alábhi lineáris
regresszió írható fol:

y = (Xl xl + tX2 X2 + n
ahol y = s,, x1 = s1_1, x2 = (s1_t)2, 'U pedig a rnarudék változót jelenti.

Az ismeretlen al és cx2 paraméterek a közönséges legkisebb négyzete/e módszeré
vel becsülhetők, majd a becsült pararnéterekböl meghatározhatók az eredeti
folyamat paraméterei is az alábbi módon:

ii= cit - l

N=~ 
rx2

A folyamat harmadik paramétere (az induló állapotot kifejező paraméter)
közvetlenül adott, mint rt megfigyelési értékek idősorának első tagja. Meg
jegyzendő, hogy az induló állapot ilyen meghe.tározását a folyamat tisztán rekur
zív jellege teszi indokolttá.

Az elmondottakat a rádióelőfizetők számának alakulását leíró függvény
példáján illusztráljuk4• A rádióelőfizetők számának alakulása tipikus ,,hó
labda" folyamat, hiszen jól definiálható felső korláttal rendelkezik (az ország
családjainak száma), és a tulajdonság (a rádiózás, mint szokás) elterjedése

4A példát egy korábbi, részben e témával foglalkozó tanulmányból [2] vettem át.
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valóban a feltételezett egyszerű törvényszerűséget követi. A megfigyelési
adatokat a KSH megfelelő évkönyvéből [8] vettük. A megfigyelési időszak
1950-1969-ig terjedt. A kapott regressziós függvény

f; = 1.2903 X1 + 0.0001126 X2

volt, ahonnan n = 0.2903, N = 2578 adódott. Tehát a folyamat

. _
1 2903

0.2903 sf
81+1- . 81 - 

2578

alakot ölti. (A rádióelőfizetők számát 1000 db-ban fejeztük ki.) A függvény
(I. 1. ábra) igen kedvező statisztikai mutatókkal rendelkezik. Az Jr!, értéke
0.99 felett van, a relatív hiba pedig 1,5%, ami végső soron azt jelenti, hogy
a v·izsgált jelenség lényeges jellemzői a modell feltételezéseivel nagymértékben kon
formak.

10CX) db

·2000

1000

-------

- tényadatok
- logisztikus
-- - hólabda

1950 51 52 53 51, 55 56 57 5B 59 60 61 62 63 61. 65 66 67 6B 69 70 ev

1. ábm

Az összehasonlítás kedvéért bemutatjuk az ábrán az ugyanebből az idősor
?ól becsült logisztikus függvény értékeit is. Ez a függvény ugyancsak jól
illeszkedik a tényadatokhoz, relatív hibája 1,49 %, tehát valamivel kisebb,
mint az előbbi folyamatnál. Ez feltehetően abból adódik, hogy a logisztikus
függvény paramétereit meglehetősen bonyolult eljárással, minden paraméterre
optimálisan becsültük [l], míg a ,,hólabda" s0 paraméterét nem becsültük,
hanem közvetlenül az idősorból vettük át. A két becslés közötti igen csekély
eltérés arra is utal, hogy az itt javasolt becslési eljárás (legalábbis ebben az
esetben) lényegileg egyenértékű a lényegesen bonyolultabb és áttekinthetet
lenebb eljárással.

A bemutatott példa kapcsán néhány megjegyzést kell tenni. Egyrészt arra
hívjuk fel a figyelmet, hogy a numerikus alkalmazáshoz alaposan meg kell
fontolni, hogv a vizsgált idősor valóban az elméleti modellben megfogalrnazolt
viselkedést tükrözi-e. Ha például ez esetben nem a rádióelőfizetők számát,

7 Szlgnu,
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hanem a rádiókészülékek állományát vizsgáltuk volna, nem kaptunk volna
ilyen jó eredményt, hiszen akkor a második, harmadik stb ... készülék belé
pése megzavarta volna a folyamatot. Másodszor utalni kell arra, hogy még a
leggondosabb előkészítés mellett is számolni kell azzal, hogy a gazdaságban
- és általában a társadalomtudományokban - a törvényszerűségek tenden
ciákban érvényesülnek, ami az eredmények más szemléletű értékelését követeli
meg, mint a természettudományokban. Végül megemlítjük, hogy a becslés
során nem vettünk figyelembe egy sor olyan, ökonometriai jellegű problémát,
mely a becslési eredményeket ronthatja, így

a magyarázó változók s1 és ST közt káros multikollinearitás léphet fel és
ez jelentősen ronthatja a becslések értékét;
a hagyományos ökonometria általában feltételezi, hogy a magyarázó vál
tozók nem valószínűségi változók, és ilyen feltételek mellett ad idősoros
modellek esetén a közönséges legkisebb négyzetek módszere konzisztens,
sőt legjobb becslést. Már a szimultán egyenletek esetén is el kell tekin
teni ettől a feltételezéstől, hiszen a magyarázó változók egy része ott is
valószínűségi változóként van specifikálva. Ebben az esetben a magya
rázó változók valódi valószínűségi változók, ezt az esetet az ökonometria
,,Errors in the variables" (hibákkal terhelt változók) c. speciális fejezete
kezeli, melynek becslési módszerei kevéssé kidolgozottak;
bár a folyamat jeJiegéből természetesen következik az induló s0 érték meg
választása, az általában nem vezet optimális illeszkedéshez. Érdemes lenne
a későbbiekben megvizsgálni, hogy nem lehet-e valamiféle egyszerű és
elméletileg indokolható megoldást találni arra, hogy a kiinduló érték
megválasztása egyben az optimális illeszkedést i8 biztosítja.

Megjegyezendő, hogy a logisztikus függvény paramétereinek becslésére
szolgáló eljárások egy része (pl. a Tintner-módszer) a paramétereket az itteni
hez némiképp hasonló rekurzív formula felhasználásával határozza meg. Így
ezeknél a módszereknél a fent említett problémák hasonlóképpen jelentkez
nek.

A numerikus számítási eredmények bemutatása után szólni kell még a kon
fidencia sávról is, hiszen, mint említettük, a hólabda folyamat egyik nagy
előnye a hagyományos módszerrel szemben, hogy többé-kevésbé megalapo
zott konfidencia sávot tud meghatározni. A fonti numerikus példához nem
tudunk konfidencia sávot mellékelni, mivel a statikus modell esetére (n # 1), 
nincs elég jól működő gépi szimulációs program. Ehelyett egyszerű esetben,
fiktív példán szimuláltuk az alapmodell konfidencia sávjának alakulását."

Helyhiány miatt nem mutatjuk itt be ezeket a számításokat, csupán egy
fontos tapasztalatra utalunk. Nevezetesen arm, hogy a konfidencia sáv a
folyamat középső értékeinél a legnagyobb, az alsó és felső szakasznál egyre
szűkebb, azaz a folyamat ,,szabf1dsága" a, középső szakaszon 11 legnagyobb.
Ez érdekes és fontos eredménynek tűnik, hiszen azt jelenti, hogy a sáv nem
monoton táguló, hanem egy idő után összeszűkül, azaz az előrebecslés a folya
mat felső szakaszában lényegesen megbízhatóbb lesz, mint a középső szaka
szon, sőt megbízhatósága az inflexiós ponton túl egyre növekszik. A konfidencia
sáv alakját a 2. ábra jellemzi.

5 A gépi szanutasokat F. Liska Tibor végezte, akinek ezért, valamint a megoldás egyéb,
részeihez kapcsolódó ötleteiért köszönettel tartozom.
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2. ábra

A konfidenciasáv említett tulajdonsága egyébként logikailag könnyen
belátható. A konfidenciasáv az elörebecsült értékeken is megkonstruálható.
Így az előrejelzés jobban értelmezhető és megbízhatóbb lesz, mint a hagyomá
nyos előrejelzések, amelyek ,,csak" az előrejelzés várható hibáját adják meg,
vagy esetleges konfidenciasávjuk erős, gyakorlatilag nehezen értelmezhető
feltételezéseken nyugszik. A becslés és előrebecslés kérdését röviden még az
alábbi két gondolattal kell kiegészíteni.

Egyrészt a konfidenciasáv megkonstruálásánál eltekintettünk a folyamat
paramétereinek becslési hibáitól. Elméleti konfidenciasávot határoztunk meg
azzal a feltételezéssel, hogy a paraméterek értékei rögzítettek. A másik meg
jegyzés azzal kapcsolatos, hogy a paraméterbecslések hibája nagy mértékben
függ attól, hogy a folyamat mekkora szakaszát ismerjük megfigyelések alap
ján. Ezért a megbízhatóság vizsgálatakor a jelenleginél sokkal mélyebb elem
zésre van szükség. s úgy tűnik, hogy a hólabda folyamattal kapcsolatos
további kutatásokkal éppen ezeket a - gyakorlati alkalmazhatóság sernpont
jából n.lapvető - kérdéseket kell elsősorban tisztáznunk.

Összefoglalás 

A cikk témája egy eléggé általános terjedési folyarnat vizsgálata és elemzése
a matematikai modell kidolgozásától egészen a numerikus számítás problé
inájáig. A folyamat ilyen vizsgálata némiképp eltér a hagyományos ökono
metriai kezeléstől, 8 ezáltal egy 80r érdekes eredménnyel járul hozzá a fol ya
rn at megismeréséhez és alkalmazásához.
A folyamatot alapvetően nem időfüggvényként, hanem rekurzív sémaként

fogtuk fel. Ennek na.gy előnye, hogy megmagyarázza a folyamat alakulását
:tkkor is. ha a konkrét időbeli lefutásban valami külső ok miatt zavaró hatás
lépne he. A folyamat valószínűségszámítású megalapozása lehetőséget adott
konfidenciasáv meghatározására, amely elsősorban az előrejelzések készíté
sénél játszik fontos szerepet. A rekurzív felírás további előnye az is, hogy
a paraméterek becslésére igen egyszerű eljárás volt konstruálható. Végül ered
ménynek tekinthető az i8, más hasonló folyamatok hasonló szellemű megoldá
sához is irányt mutathat ez az elemzés,

A feladat megoldása során természetesen megoldatlan problémák is marad
tak. Nem foglalkoztunk a folyamattal n >l esetén (ennek értelmezése sincs
teljesen tisztázva). Nem sikerült explicit megoldást találni sem a továbbfej-

J* 
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lesztett feladatra, sem pedig az alapfeladatra az n # 1 esetben6. Nincs még
becslésünk az alapmodell és a továbbfejlesztett modell kapcsolatát meghatá
rozó maradéktagra. Végül utalunk a pararnéterbeoslésnél, valamint a konfi
denciasáv meghatározásánál felmerülő ökonometriai problémákra. A feladat
így meglehetősen sok heurisztikus megoldást tartalmaz, matematikailag sok
még a kiegészíteni való rajta. Ennek ellenére úgy vélem, hogy a kérdés fel
vetése és az elért eredmények gondolatébresztőek lehetnek az ökonometria
egyes problémáinak jobb megoldásához.

[Beérkezett: 1977. október 13.-án.)
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ANALYSIS OF A SPRl~AIJ[N(; PIWCESS

(The snowball model)

Starting from the basic idea of ,,snowball" game the art.iclo exarnincs a spreading pro
cess suitable for tho analysis of various economic and biological problems.

In Part One the theoretical model is formulated in two variants. The theoretical model
relies 011 tho assumption that there is a given closed medium containing a finite number of
elements where a marked property is spreading among tho elemen ts subject to simple
laws. The basic model (first variant) assumes th1J.L í.his property is spreading díscontinous
ly with a lag. while tho irnpro vod rnodol (second variant) reckons with conbinuous spread
ing. In Part One of tho urt.iclo bcsicl» reviewing the models also their difference equation
is presented and the charactoristics of t.he time-paLh of the process u.rc analyzed.

Part Two deals with tho pract.icul application of t.ho models. l<'i rsl.ly theoretical models
are transformed in such a way that they bocomo sui tubl» for numerical comput.at.ion. The
close connection between the ,,snowball" process and Ute logistic function is demonstra
ted. As a consequence it, is pointed 01!1; that. the spreading process examined can be used
for the analysis of tho timr--put.hs of eo11t·agious d isoasos, rush ion or consumption patterns
as well. Finally, a simple procedure is proscutcd by whicl, pn.ramcters of the process can
be estimated in possession o[ ornpi rical data, fu rt.horrnorr-, important statements are
made concerning the shape of the confidence i ntf'rvnl too. The articlé, proacnts an illustra
tive numerical problem describing the development of t.he number of radio subscribers.

6 Egy speciális esetre Dancs István kész ített szellemes megoldást, rnd,\·et; azonban itt
nem tudunk közölni.
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AHAJU13 nPOUECCA PACnPOCTPAHEI-H1Jl
'

(MOLl,CJ!b CHC)l{HOro xova)

8 paccaarpnaaeanü crarse, HCX0.[1,51 113 H.[1,CM ttrpbl B CHC)J<Hb!H !(OM paccMaTpHB3CTC51 npo
uecc paccnpocrpanennn, npHí0.[l,Hbll1.[l,Jl51 aHaJJH33 pa3JJH'lHblX 3KOHO.\\H4CCl{HX H 6HOJ10rH4CCKHX
npoönea.

8 nepnoü 4aCTl1 B nayx uapnaurax Ll,aCTC51 <jlopMyJ7Hp0BKa TeopCTH4CCKOH MO.[\CJJJl. Teopern
xecxaa MOLl,CJJb HCXO.[\HT 113 TOH npezmocurnca, 4TO HaJJHI..\O 33Ml<HYTa51 CHCTeMa, BKJ110431011..\351
B ce651 onpeLl,CJICHHOe 4HCJ10 3JlCMCHTOB, pacnpoCTpOH51CTC.51 1{31(0C-TO ocoöoe CBOHCTBO no
npocruu 33KOHOMCpHOCT5lM. Ea30B35l MO,IJ;CJJb (nepauü aapnarrr) npeztnonaraer, 'lTO 3TO CBOH
CTBO pacnpocrponsercs ll0-3T3llHO, C HCl(OTOpb!M 33MC.[\JICHHCM, B TO BpeM5l 1{31{ ycoaepuren
CTBOB3Hl·l351 M0.[1,CJJb (BTOpOH BapHaHT) C'IHT3CTC5l C aenpepsianuw rtpoueccov pacnpocrpanemor.
8 nepaoü 43CTH CTaTbH H3p5l.L\Y C H3JJO)l{CHMCM cawux M0.[1,CJICH IT])HBO,IJ;5lTC5l raroxe H HX .[1,HQl
(jlcpeHUHaJJbHblC ypaBHCHH51 H C HX IIOMOll(b!O 3H3JlH3J•l])Yl0TC5l xap3!(TC])Hb!C 4C])Tbl npoTCl(3HH51
aroro npouecca BO apewenn.

Bo BTOpOH -racru paccvarpuaaorcn sorrpocu KOHK])CTHOJ'O H3110Jlb30B3HH51 MO,IJ;CJJCH. Bo
nepuux, reopernuecxae M0.[1,CJIH ncpecrpannaiorca rare, 'ITOŐbl OHH Őb!JJH npuromu; ,[\J151 Bbl
llOJJHCHHH 4HCJlCHHblX paC4CTOB. Y1<336IB3CTC51 Ha Tec1-1y10 CB513b MC)l{Ll,y npoueccov (<CHC)l{H0í0
l{OM3>) H JJOíH'ICC!(OH <jlyl·ll(IJ,HH. 8 en.ny 3TOro y1<a3bIBaeTC51 T31()1{C H TO, 4TO H3y4aCMblH npouecc
pacnpocrpaueaan MO)l(CT Őb!Tb HCIIOJ!b30BaH íl])HMCHHTCJlbHO, nanpuaep, AJJH H3Y4CHH5! pacnpo
CTpaHCHH5l pa3BHTH51 BO BpCMC!iH HHQJC!(UHOHHb!X 33ÖOJJCB3HHH, M0.[1,3 HJIH llOTpCÖHTCJJbCl(HX
llpHBh!llCJ,. 8 331{J110'1CHHH llJ)HBOLl,HTCH npOCTOH MCTO.[I,, C ílOMOU.(b!O xcroporo Ha OCH0B3HHH
3,\\JHlpHt!CCl(HX ,lillfüb!X CTaHeT B03MO)KHblM ouennuari, napawerpu npouecca a T3JOKC HCCl(OJJb-
1(0 Ba)l(]·Jb!X 3aMC'IaHl111 ornocnrern.uo <jlopMbl Ll,OBCpHTCJJbHOrO HHTCpBaJJa. 8 KOHl<J)CTHOM pa3-
L(CJIC CTilTbH, paccwarpnaa.omeü npaKTH4CCl(OC npHMCHCHHC, BCC H3Jl0)1{CHHOe npOHJJJl/OCTpHpo
Ba !JO Ha 4HCJ1CHIIO,\\ npnwepe QJOJ)MH!)OBaHJUI "IHCJJCHHOCTM p3L1,HOCJIYW3TCjjCH (ll0.[1,ílHCtlHKOB).


