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A preferencia-függvényekben szereplő
súlyok meghatározásáról

I. Bevezetés

Közgazdasági jelenségek modellezése során különböző természetű nehézsé
gekkel kell megbirkóznunk. Az optimalizálás különböző szempontjai gyak
ran ellentmondanak egymásnak, és a modellezőnek ekkor az a feladata, hogy
az ellentétes tendenciák között valamilyen módon összhangot teremtsen.
Matematikai átfogalmazásban ez a törekvés általában több változó együttes
optimumának a meghatározását teszi szükségessé; ennek a voltaképpen
paradox helyzetnek az áthidalására alkalmazzák az ún. preferencia-függvé
nyeket. Ebben a dolgozatban egy, a preferencia-függvényekkel kapcsolatos
speciális kérdésről lesz szó. } 

Bár elvben tetszőleges n-változós #•x - l x el o• • l x,,) függvényt tekinthetünk
preferenoia-függvénvnek, ebben a tanulmányban csak

kI3 I ú 

6¢6üú ; tehát lineáris preferencia-függvényekkel fogunk foglalkozni. A lineáris
preferencia-függvények speciális esetei az alkalmazásokban gyakran szereplő,

(1.2)

alak ú preferencia-függvényeknek,2 ahol az a1, ... , L11 kitevők tetszőleges
valós számok lehetnek. A Pi, ... , Pn együtthatókról, amelyeket a továbbiak
ban s úl y o k n Lk fogunk nevezni, feltételezzük, hogy valamennyien pozitívak.
Az a körülmény, hogy meggondolásaínkat az (1.1) célfüggvényre alapozzuk,
egyrészt egy Hor technikai egyszerűsítést eredményez, másrészt azonban azt is
jelenti, hogy következtetéseink az (1.2) célfüggvény esetében általában nem
maradnak érvényben. Megfelelő értelmezéssel azonban következtetéseink
átvihetők az általánosabb esetre is.

Tekintsük mármost az (1.1) preferencia-függvényt. A P1, ... , P11 súlyok
tctH%i51eges rendszeréhez hozzárendelj ük az n X n yös 

p = •p Ja 
s ú l y Lr á n y yrn á l r 7x o ó 6 

P; 
p-- o mh y P-' 

J 

I A tanulmányban közölt módszert az _9rszágos Anyag- és Árhivatal megrendelésére
a Számltógépalkalmazási Kutató Intézet Okonometriai Főosztályán kidolgozott árterve
zési modellek számszerűsítése tette szükségessé.

2 Az általunk számszeriísített modellekben [l] P1(x1k=r1 - 1)2 5 333 5 K11•x n kő n y 1)%
alakú célfüggvény szerepelt, ahol a,.•" jellel jelölt értékek rendre a megfelelő változókhoz
tartozó konstans célkitűzések.

7l8/ l lel ooo ,n 
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összefüggés segítségével. A Pt] súlyarány az (Ll) preferencia-függvény szem
pontjából azt fejezi ki, hogy az X; változó 1 %-os változásával az xj változó
p18 %-os változását tartjuk egyenértékűnek. A P = (p;i) súlyarány-mátrix
tehát lehetővé teszi a P1, ... , P n súlyrendszer tartalmi áttekintését, s ezért
nagy szerepe van annak helyes megválasztásában. Ha ugyanis valamelyik
K77 súlyarány irreális értéket vesz fel, akkor nyilvánvalóan módosítani kell a
súlyrendszert.

A következőkben a súlyarány-mátrixok néhány egyszerű tulajdonságát
soroljuk fel, illetve néhány fogalmat vezetünk be súlyarány-mátrixokkal kap
csolatban.

a) A P súlyarány-mátrix bármely Pij elemére

1
P11=·-, 

Pji 
Pn = 7122 = · · · = K-- -- = 1 ·

h) A K mátrix elemeinek valamely

H = {P11, P1r1, Kq ll · · y} 

részhalmazáról azt mondjuk, hogy a hozzá tartozó súlyarányok függő, illetve
független rendszert alkotnak, aszerint, hogy az alábbi feltétel teljesül-e vagy
nem: van olyan p;j EH, amely

kI32ú 

alakba írható, ahol bármely l:S::: s -s;: t esetén p11 x Ls l p17 x LJ- l és Ls E <l 
vagy pedig LJ- EH. (PL Ó x lö l k x j, Ó x j esetén a p;j, PíJ" hh-Ph halmaz
elemei függők, ugyanis p J1 = K- t K-l1 · ) 

c) A P mátrix elemeinek valamely

Fl = {P11, P1r1, Kq ll · · · } 

részhalmazát m 7n 7m á l 7s 9Ll m Lz n Lk nevezzük, ha elemei független rendszert
alkotnak, és ha bármely p J1 ~ Ji esetén p l1 előállítható az (1.3) alakban, ahol
1 :S::: s ~ t esetén vagy Ls E <l vagy pedig Ls } E m7o 
A minimális halmazok bevezetése R. Frisch nevéhez fűződik [3]. A prefe

rencia-függvény súlyrendszerével való kapcsolatuk nyilvánvaló: ha adott egy
H rninimális halmaz, akkor a hozzá tartozó súlyarányok értékét a O á hhJh á oo
feltétel figyelembevételével tetszőlegesen megszabhatjuk, és a többi súly
arány értékét ezek segítségével meghatározhatjuk.

Dolgozatunkban az alábbi, R. Frisch által felvetett problémák megoldá-
sával foglalkozunk:

annak eldöntésével, hogy súlyarányok adott H halmaza minimális hal
maz-e;
adott minimális halmaz esetén a teljes P súlyarányrnátrix meghatározá
sával, s végül,
a különböző minimális halmazok számának meglrntározásával.
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2. A minimális halmazok jellemzése és a súlyarány-mátrixok kitöltése

Az alábbiakban súlyarányok tetszőleges

-- = { KJ8l K7Ll Kq n · · · } 

halmazához mindig hozzá fogjuk rendelni a

q 0 · {(i, j) h K78t H}
és a

q = q 0 P {(1,1), (2, 2), ... , (n, n)}

(2.1)

(2.2)

(2.3)

halmazokat. Indexpárok valamely (2n- l )-elemű z halmazáról azt fogjuk
mondani, hogy az a szállítási feladat egy bázisát reprezentálja, ha a

~ X;j = a;, 
8 

(i,.i)EK

~ X;j = bj, 
7 

(i,j)EK

egyenletrendszernek a1, Lel ooo l Llll b- l bel ooo l b,, minden olyan értéke mellett
van megoldása, melyre

i = 1, 2, ... , n l 

j = I, 2, ... , n l 

kU34ú 

(2.5)

11 T1 

~ LJ/ ~ S-o 
Ónh Wnh 

(2.6)

(2.4)-ben és (2.5)-ben az összegezést j illetve i olyan értékeire kell elvégezni,
amelyekre (i, j) EK. Ez annyit jelent, hogy amennyiben L7l Lel • • o l Ln l b1, Sel 

ooo l S11 a (2.6) feltételt kielégítő rögzített pozitív valós számok, továbbá adott
valamely C - •öJa költségmátrix, akkor az így meghatározott szállítási fel
adat összes bázismegoldását figyelembe vesszük, nemcsak azokat, amelyek
primál- vagy duál-megengedettek.

A súlyarány-mátrixok minimális halamazai és a szállítási feladat bázisai
között az alábbi összefüggést állapíthatjuk meg.

l. í é t öl o A (2.1) képletben szereplő H halmaz akkor és csak akkor minimális
halmaz, ha a. (2.2)-(2.3) összefüggésekkel meghatározott q halmaz a szállí
tái;i feladat egy bázisát reprezentálja.

q 7z o n y í t á s o Tekintsük a
KJ 

P•1 = po l 
J 

egyenletrendszert. Egyszerűség kedvéért nem zárjuk ki az i = 8 lehetőséget,
~ így a következő meggondolásokban p JJ értékét mindig egységnyinek tekint
Jük (i = 1, 2, ... , n). Mivel P; minden i-re pozitív, (2.7) egyenértékű a követ
kező egyenletrendszerrel:

i, j = 1, 2, ... , n (2.7)

1.1;-v- / ' J- l i,j=l,2, ... ,n, (2.8)

ahol u J = v J = log P;, i = 1, 2, , n l és ' l1 = log K78· (Itt kihasználtuk azt,
hogy feltevésünk szerinti= 1, 2, , n esetén log p;; = 0.)
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Legyen B az (i, j) indexpárok egy tetszőleges részhalmaza, l <;::: i, j <;:: n. 
Figyelembe véve, hogy (2.8) bal oldala egy szállítási feladat duálisának bal
oldalával egyezik meg, a következőket mondhatjuk. Tetszőlegesen rögzített
d;i, (i, j) EB esetén (2.8)-nak az u;, vi és a d;i, (i, j) ~ B ismeretlenekre akkor
és csak akkor van megoldása, ha B a szállítási feladat egy bázisát reprezen
tálja.

Mivel esetünkben d11 = d22 = ... = dnn = 0, B szükségképpen tartalmazza
az (1, 1), (2, 2), ... , (n, n) indexpárokat, s ennélfogva a (2.3) alaba írható.
Állításunk tehát (2.7) és (2.8) ekvivalenciájából következik.

Korollárium (R. Frisch). n-változós preferencia-függvény esetén bármely
minimális halmaznak n -1 számú eleme van.

Az 1. tétel alapján könnyen eldönthető, hogy súlyarányok adott halmaza
minimális-e. és hasonlóképpen egyszerű út kínálkozik a teljes súlyarány
mátrix kitöltésére adott minimális halmaz esetén. Az alábbi algoritmus azon a
meggondoláson alapul, amellyel Dantzig kimutatta a szállítási feladat bázis
mátrixa.inak trianguláris voltát ([2], 303-305); B olyan (2n- l j-elernű hal
mazt jelöl, amely a (2.3) alakba írható.

Algoritmus
1. i = 1, 2, ... , n esetén legyen n,- azoknak a j oszlopindexeknek a száma,

amelyekre ('i, j) EB és j = 1, 2, ... , n esetén legyen mi azoknak az i sor
indexeknek a száma, amelyekre ('i, j) EB. Legyen le kezdeti értéke 0.

2. Ha van olyan 1 s i s n, hogy n; = I, jelölje j azt az egyértelműen meg
határozott oszlopindexet, amelyre (i, j) E B és mi# 0/1 folytassuk a szá-
mítást az 5. lépésnél. '

3. Ha van olyan I ~ j < n, hogy mi= 1, jelölje i azt az egyértelműen meg
határozott sorindexet, amelyre (i, j) EB és n,- # o;:1 folytassuk t~ számítást
az 5. lépésnél.

4. Stop; B0 nem reprezentál minimális hal maz t.
5. Csökkentsük n; és m1 értékét 1-gyel, k értékét pedig növeljük 1-gyel, és

legyen i" = ·i, j" = j. Ha k < 2n- l, folytasauk nz eljárást a 2. lépésnél.
6. Legyen v2,._1 = 0 és u2n-L = d,j, ahol i = ·i2,,_1, j = j2,.,_L, éH k = 2n-2,

2n-3, ... , 2, I esetén tegyük a következőt. Legyen i = i1,,j =s»: ha. az
előzőkből it; ismert, akkor legyen vi= i11 - d;i, ha pedig az előzőekből
vi ismert. akkor legyen u1 = v1 d,f Stop.

Ezzel a,-, a.lgoritmussa! megoldható a (2.8) egyenlet, föltéve, hogy B0 == B\{(l, l), (2, 2), ... , (n, n)} minimáf is hal maz t. reprezentál. Ha nem ez a
helyzet, akkor az algoritmus a 4. lépésnél fojezödik he, és bármely n1, illetve
m.1 aktuális értéke vagy nulla, vagy l-nél na•;yobl,. A nullától különböző
n, =kés mi= k segítségével rnegállapft.ható, hogy milyen összefüggések állnak
fenn a. II= {JJ;i [ (i, j) E /30} súlyarányrendszer elemei között; ezt itt nem
részletezzük.

Ha a fenti algoritmussal megoldottuk a (2.8) egyenletet, akkor - dll =
= d22 = ... =cl,,,.,= 0 miatt - a tekintett minimális halmazhoz tartozó
súlyrendszer a következé:íképpen adódik: P; = e«, i = 1,2, ... , n. Ezzel
együtt adottnak tekinthetjük a teljes P = (P,;) súlyarán_v-mátrixot is.

j Az eljárás kezdetén n; ,ft O és rni "-"' 0 valamennyi i-re és i-re.
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3. A minimális halmazok számára vonatkozó
R. Frisch-féle sejtés igazolása

A minimális halmazoknak az előző pontban adott jellemzése lehetővé teszi
a következő állítás igazolását:

2. Tétel. n-változós preferencia-függvény esetén az egymástól különböző
minimális halmazok száma n"-2• 

Ez a minimális halmazok számára vonatkozó megállapítás lényegében
R. Frischtől származik, aki n _:c::;:5 esetén empírikus vizsgálatokat végzett
ebben az irányban, általános érvényű bizonyítást azonban nem közölt. Meg
jegyezzük. hogy a 2. tétel szempontjából két minimális halmazt azonosnak
tekintünk, ha ezek egymástól bizonyos Pii súlyarányolrnak a PJi = p-;j1 súly
arányokkal való helyettesítésével előállíthatók. Ezért az alábbiakban minde
nütt olyan minimális halmazokra szorítkozunk, amelyek bármely p,-1 elemére
i _:e::;: j. A bizonyításban szükségünk lesz a következő segédtételre.

1. Lemma. Legyen 1 _:e::;: i :s;: n - l, és ki, k2, .•• , k,- jelöljön olyan termé
szetes számokat, amelyekre 1 :s;: k1 < k2 < ... < k,- :s;: n-1. Legyen B a
:,,zállítási feladat egy olyan bázisa, amely az alábbi tulajdonságokkal rendel
kezik:

(a) (/e, k) E B, k = l, 2, .... n; 

(u) ha (k,l) EB, akkor k _:e::;: l; 

(e) (kun), (k2, n), ... , (k,-, n) EB.
Legyen végül S az összes olyan B 1,ázis halmaza, mely rendelkezik az

(a) - (e) tulajdonságokkal; ekkor S elemeinek száma csak i-től függ, viszont
lc1, k2, ••• , k,- értékétől független.

Bizonyitás. Nevezzünk minden olyan átalakíbást megengedett bázistransz
formációnak, amelyek segítségével valu.mely B bázisból olyan B' bázist lehet
előállítani, hogy B és B' csupán egy-egy cellában különböznek. Mármost
megengedett transzformációk segítségével az (a) - (e) feltételeket kielégítő
tetszőleges B oázist az l. ábrán látható alakra lehet hozni.

00 Piz 0
0

Fl1 0 0
0

131 ij2 0
)

'-------...,--- ---~---
j oszlop n-i oszlop

.l. ábra

Itt a körök rögzített cellákat jelölnek, és további n -i-1 rögzített cella
helyezkedik el a főátló fölött. (Az ábrán feltüntetett Pl[, P12, P21 és P22 jelölé
sekre később lesz szükség.) Belátható, hogy B1, B2 E S, BL# B2 esetén ily
módon két különböző B~ és B; bázishoz jutunk.
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A 2. tétel bizonyítása. Jelöljük a szóban forgó minimális halmazok számát
F(n)-nel. Az 1. tétel miatt minimális halmazok helyett mindig olyan B bázi
sokkal fogunk számolni, amelyek rendelkeznek a segédtételben szereplő (a)
és (b) tulajdonságokkal. A segédtétel alapján

n-l(n-l)F(n) = ~ . f(n, i),
i=I 'I,

ahol /(n, i) jelenti az (a) - (c) tulajdonságokkal jellemzett S halmaz elemei
nek a számát. Tekintettel a

1 (n _- 1) i(n - 1 )n-1-2 = nn-2
i=I 'I,

azonosságra, elegendő az alábbi összefüggést igazolnunk:

/(n, i) = i(n - 1 )n-i-2,

n = 2, 3, ... , i = 1, 2, ... , n - 1. 

Az állítás helyessége n = 2 és n = ~1 esetén közvetlenül belátható. Tegyük
fel mármost az állítás J1clye:-iségét minden n-nél kisebb n'-re, és minden 1 és
n' - I közé eső i-re.

Rögzített i esetén (l ~ i .,.,- n-1) a segédtétel szerint f(n, i) megegyezik
azoknak a bázisoknak a számával, melyeket az 1. ábra segítségével szemlél
tethetünk; a szóban forgó báz.isok mindegyikében rögzítettek a körökkel meg
jelölt cellák, és ezek mellett még található bennük további n-i-1 számú cella.
Azt kell megvizsgálnunk, hogy ez utóbbiak hányféleképpen helyezkedhetnek el.
A következőket lehet megállapítani:

a még nem rögzített n-'i-1 bázis-cella a P12 és a P22 blokkban helyezkedik el,
éspedig, haj jelöli a P1rben található bázis-cellák számát, akkor l j ,,, n-i-l,
és így P22 összesen (n-i-1) + (n-i-1-j) számú bázis-cellát tartalmaz. To
vábbá, P12 minden oszlopa legfeljebb egy bázis-cellát tartalmaz.
A mondottak indoklásával kapcsolatban megjegyezzük, hogy - mint

könnyen belátható - akárhogyan is választunk az itt rögzített szabályoktól
eltérően n-i-1 cellát a táblázathan, a kapott 2n- l számú cella vagy nem alkot
bázist, vagy pedig összeütközésbe kerülünk azzal a feltétellel, miszerint (k,l) 
E B esetén k < l. 

0 P12 0
9 0

P11 0 C) ,~\ ó\,~'

0 . . .
P21 P22 0

0

-i-edik
sor

2. ábra
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Rögzítsünk j számú bázis-cellát valamilyen módon P12-ben. Ha ezek mind
egyikét a 2. ábrán látható módon a táblázat i-edik sorába visszük át (ami
megengedett bázis transzformációt jelent), akkor belátható, hogy P22-ben az
(n-i-1-j) számú szabadon választható bázis-cella elhelyezkedésére éppen
f(n-i, j) számú lehetőség adódik. Mivel P12-ben aj számú bázis-cella kiválasz-, , (n ~ i lj' . . ,, ,tására j i! lehetosegü.nk van, az

/(n, i) = n~l (n - ~- 1) ijf(n - i,j) 
j=l J 

eredményhez jutottunk, ahonnan az indukciós feltevés kihasználásával,
rövid számolás útján a bizonyítandó állítást kapjuk.

i Beérkezeit: 1977. augusztus 18-án)
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ON THE DETERMINATION OF WEIGHTS IN PREFERENCE FUNCTIONS

The use of many economic-mathematical models requires the computation of the
optimum of a preference function of form

ln the application the proper choice of weights P; in the function is of great importance.
According to results obtained by R. Frisch. and other authors this problem can be reduced
to the examination of an n X n matrix where the values of individual entries are the
quotients F';/P1. In connection with this matrix the notion of the so called minimum set
was introduced, that proved to be of basic importance in the proper determination of
weights Pi.

This paper provides a method, on the one hand, for deciding whether a given subset of
en trios of a matrix with the above characteristics forms a minimum set or not, and, on the
other hand, for filling in the complete matrix in the knowledge of some given minimum set.
Over and beyond that we have succeeded in proving R. Frisch's conjecture concerning
the number of various minimum sets belonging to preference functions with n variables.
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06 OTTPE)lEJ1EHl1vl BECOB, ¢klrYP11PYIOl.l.(11X B <t>YHKU11BX nPE¢EPEHUH~1

11CIIOJlb30BaHHe 60J1bU10ro 'IMCJla .\1aTCMJTfll(0-3)(0HOMll'JecI(MX .,10;1eJ1ct1 auausaer neoöxonn
MOCTb B pac-iere OIITl1.\1YMa c}!yHKlll1M npcóepenunn

P,xf' •! P,x;• + ... + Px~• 

8 XO/le npMMeIICHl151 ÓOJlbWOC 3Ha<!CHIIC MMCCT llflaBMJlbHblH euöop BCCOB P;, yxaaaunux B
(jlyHKUlfü. 8 COOTBCTCTBl1H C peay.m.raraxur, llOJlY'ICHHblMl1 P. ¢pMU{CM 1-1 /lpyrHMH anropaan 3Ta
npoö.nexa MO)l(CT ÓblTb CBC/lCHa K ll3Y'ICHl1I0 MaTf)lillhl paaaepa 11 X 11, B KOTOpOH 3Ha4eHl1C OT
,llCJlbHblX :rneMCHTOB /WCTC5l nocpencraov 'liJCTHOl'O P;/PÍ' 8 CB513M C 3TOH M,np1-1uetí ÓblJlO BBe
)]_CHO IJOH51Tl1e T. H. MHHMMaJlbHOro MHO)HCCTBa, xoropoe 110 3HalJCHl1I0 CTaJlO OCHOBOIIOJJara
!Oi.Ul1M B Ha)lJJC)KalJ{CM OllpC/lCJlCHHM BCCOO P;.

8 /lairnotí paöore /laCTC51, C 0/lHOH CTOpOHbl, MCTO/l npHHHTl-151 penreuas OTHOCHTCJlbHO roro,
'lTO naer JIM COBOKYIIHOCTb 3JlCMCHTOB M,lTpMl~bl C Yl(iJ3aHHblMM asnne csoücraaan MHHHMaJ1b
nee MHO)l(CCTBO l!Jlll HCT 11, e 1wyror1 CTOpOHbl, 3anomteHM5l sceü MaTpM!~bl Ha OCHOBaHHH He
xoroporo .~ll1HHM3JlbHOro MHO)t<ecnia. íIOMHMO ororo ynanocs norcaaars noramcy P. ¢p11U1a OT
HOCHTCJlbHO t{()Jll·l<!CCTBa paanu-un.rx .\1llJ-IMMaJtbHl,IX AlHOiKCCTB, OTHOC511J\HXCH J{ (jlyHJ{l(MBM rtpe
c}Jeper11~~1JI C n nepeMCHHblMM.


