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A preferencia-fiiggvényekben szerepld
salyok meghatarozasarol

1. Bevezetés

Kozgazdasagi jelenségek modellezése soran kiilonbozd természetii nehézsé-
gekkel kell megbirkéznunk. Az optlmdllmlas kiilonbozé szempontjai gyak-
ran ellentmondanak egymaésnak, és a modellezének ekkor az a feladata, hogy
az ellentétes tendencidk kozott valamilyen modon 6sszhangot teremtsen.
Matematikai atfogalmazasban ez a torekvés altalaban tobb valtozo egyiittes
optimumdnak a meghatarozisat teszi sziikségessé; ennek a voltaképpen
paradox helyzetnek az dthidalasdra alkalmazzik az tGn. preferencia-fiigggvé-
nyeket. Ebben a dolgozatban egy, a preferencia-fiiggvényekkel kapesolatos
specidlis kérdésrdl lesz sz6.!

Bar elvben tetszdleges n-valtozos F(x,, x,, . . ., z,) fiiggvényt tekinthetiink
preferencia-fiiggvénvnek, ebben a tanulméanyban csak
Plxl i e ann (11)

alaki, tehdt linearis preferencia-fiiggvényekkel fogunk foglalkozni. A linedris
preferencia-fiiggvények speciilis esetei az alkalmazisokban gyakran szerepls,

Par 4 ...+ P (1.2)

alaku preferencia-fiiggvényeknek ? ahol az oy, ..., 0, kitevik tetszileges
valos szamok lehetnek. A Py, ..., P, egyiitthatokrol, amelyeket a tovabbiak-
ban silyoknal fogunk nevezni, feltételezziik, hogy valamennyien pozitivak.
Az a koriilmény, hogy meggondolasainkat az (1.1) célfiiggvényre alapozzuk,
egyrészt egy sor technikai egyszer(sitést eredményez, mésrészt azonban azt is
jelenti, hogy kivetkeztetéseink az (1.2) célfiiggvény esetében éaltaldban nem
maradnak érvényben. Megfelels értelmezéssel azonban kovetkeztetéseink
atvihetSk az altalinosabb esetre is.

Tekintsitk mérmost az (1.1) preferencia-figgvényt. A P,,..., P, silyok
tetszileges rendszeréhez hozzarendeljitk az n X n-es
0 S,
P = (l'f/)

sulyardny-mdtrizol a

P; &
py=—, ij=12,
P/
L' A tanulményban kozolt médszert az Orszdgos Anyag- és Arhivatal meglendelesexe
a huimit,()p;(-palkalummsl Kutaté Intézet Okonometriai Féosztalydn kidolgozott drterve-

zési modellek szamszer(isitése tette sziikségessé.
2 Az gltalunk szamszerfisitett modellekben [1] P(z,/&, — 1)* + ... + Py(@s/zy — 1)
alaku célfiiggvény szerepelt, ahol a ,,~” jellel jelolt értékek rendre a megfele16 valtozékhoz

tartoz6 konstans célkitlizések.
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osszefiiggés segitségével. A py; stlyardny az (1.1) preferencia-fiiggvény szem-
pontjabol azt fejezi ki, hogy az x; valtozoé 19%-o0s valtozdsival az x; viltozé
Pij %-0s viltozasit tartjuk egyenértékiinek. A P = (p;;) sulyardny-métrix
tehat lehet6vé teszi a Py, ..., P, silyrendszer tartalmi attekintését, s ezért
nagy szerepe van annak helyes megvalasztasaban. Ha ugyanis valamelyik
pi; sulyarany irredlis értéket vesz fel, akkor nyilvanvaléan médositani kell a
sulyrendszert.

A kovetkezGkben a silyarany-matrixok néhany egyszerti tulajdonsagat
soroljuk fel, illetve néhany fogalmat vezetiink be sulyarany-matrixokkal kap-
csolathan.

a) A P sulyardny-métrix barmely p;; elemére

P :
jj == —
] pji

Pn=DPn=-...=Py =1
h) A P matrix elemeinek valamely
H = {py, Duts Dgrs - - -}

részhalmazardl azt mondjuk, hogy a hozza tartozo sulyaranyok fiiggs, illetve
fiiggetlen rendszert alkotnak, aszerint, hogy az alabbi feltétel teljesiil-e vagy
nem: van olyan p;; € H, amely

Pij = My - . - U@y (1.3)
alakba irl}ut(), ahol bé.rmel-y 1<eLt es.etén.p,'j #* A, Pij 7~ ast, és a, € H,
vagy pedig a;! € H. (Pl i 54k, k><j, i = j esetén a p;;, piy, py; halmaz
elemei fiiggdk, ugyanis p;; = p;.py; - )

¢) A P matrix elemeinek valamely
H = {Pij- Pris Pgrs « - - g

részhalmazat minimdlis halmaznak nevezziik, ha elemei fiiggetlen rendszert
alkotnak, és ha barmely p;; ¢ H esetén p;; elGallithaté az (1.3) alakban, ahol
1 <Z s <7t esetén vagy a; € H, vagy pedig a,' € H.

A minimalis halmazok bevezetése R. Frisch nevéhez flizGdik [3]. A prefe-
rencia-fiiggvény silyrendszerével valé kapesolatuk nyilvanvald: ha adott egy
H minimélis halmaz, akkor a hozzé tartozo salyardnyok értékét a 0 < p;; << o
feltétel figyelembevételével tetszilegesen megszabhatjuk, és a tobbi suly-
arany ¢értékét ezek segitségével meghatarozhatjuk.

Dolgozatunkban az alabbi, R. Frisch altal felvetett problémak megolda-
saval foglalkozunk:

— annak eldontésével, hogy sdlyaranyok adott H halmaza minimélis hal-
maz-e;

— adott minimélis halmaz esetén a teljes P silyaranymétrix meghatérozé-
saval, s végiil,

— a kiilonbozé minimalis halmazok szaméanak meghatarozasaval.
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2. A minimalis halmazok jellemzése és a sulyarany-matrixok kitoltése

Az aldbbiakban sulyaranyok tetszéleges

H B {pij7 Pri> pqr’ .. } (21)
halmazahoz mindig hozza fogjuk rendelni a
B, = {(i,)) | pi; € H} (2.2)
és a
B=B,U{(1,1),(22),...,(nn)} (2.3)

halmazokat. Indexpirok valamely (2rn—1)-elemi K halmazarol azt fogjuk
mondani, hogy az a szallitasi feladat egy bazisat reprezentalja, ha a

2‘ Zij = aj, =t IR L P )] (2.4)
1
(i, NEK
= %y = b, b=1, 2 uu el (2.5)
i
(i, j)EK
egyenletrendszernek a,, ay, . . ., @,, by, by, . .., b, minden olyan értéke mellett
van megoldasa, melyre
n n
- g
Jai= 3b. (2.6)
i j=1

(2.4)-ben ¢s (2.5)-ben az Osszegezést j illetve ¢ olyan értékeire kell elvégezni,
amelyekre (i, j) € K. Ez annyit jelent, hogy amennyiben a,, a,, . . . , a,, b;, by,

.y b, a (2.6) feltételt kielégits rogzitett pozitiv valds szamok, tovabba adott
valamely €' = (¢;;) koltségmatrix, akkor az igy meghatirozott széllitdsi fel-
adat Osszes bazismegoldasit figyelembe vessziik, nemesak azokat, amelyek
primal- vagy dual-megengedettek.

A sulyarany-matrixok minimalis halamazai és a széllitasi feladat bazisai
kozott az alabbi Osszefiiggést dllapithatjuk meg.

1. Tétel. A (2.1) képletben szereplé H halmaz akkor és csak akkor minimalis
halmaz, ha a (2.2)—(2.3) Osszefiiggésekkel meghatarozott B halmaz a szalli-
tasi feladat egy bazisat reprezentdlja.

Bizonyitds. Tekintsiik a
P; i 3
Py =— gpgie= DD o et 1 (2.7)

Pi
egyenletrendszert. Egyszeriiség kedvéért nem zarjuk ki az ¢ = j lehetGséget,
8 igy a kovetkez6 meggondolasokban p;; értékét mindig egységnyinek tekint-
juk (i = 1, 2, ..., n). Mivel P, minden i-re pozitiv, (2.7) egyenértékii a kovet-
kez§ egyenletrendszerrel:

w—v;=dy 4L,j=12,...,m, (2.8)
ahol w; — v; = log P, i = 1,2,...,n, ésd;; = log p;;. (Itt kihasznaltuk azt,
hogy feltevésiink szerint i = 1, 2, . .., n esetén log p;; = 0.)
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Legyen B az (1, j) indexparok egy tetszlleges részhalmaza, 1 << 1, j < n.
Figyelembe véve, hogy (2.8) bal oldala egy szallitasi feladat dudlisanak bal-
oldalaval egyezik meg, a kovetkezket mondha,tjuk Tetszilegesen rogzitett
dij. (i, J) € B esetén (2.8)-nak az u;, v; és a dy;, (i, j) § B ismeretlenekre “akkor
és csak akkor van megoldasa, ha B a szdllithsi feladat egy bézisat reprezen-
talja.

Mivel esetiinkben dy, = d,, = ... =d,,, = 0, B sziikségképpen tartalmazza

Zial Lo 1)i( 2 K25 5.0 (n n) mdexpa.rolmt s ennélfogva a (2.3) alaba irhatd.
Alhtasunk tehat (2 7) és (2.8) ekvivalencidjabol kovetkezik.

Korolldrium (R. Frisch). n-valtozos preferencia-fiiggvény esetén barmely
minimdlis halmaznak n —1 szama eleme van.

Az 1. tétel alapjan konnyen eldonthets, hogy silyarinyok adott halmaza
minimalis-e, és hasonloképpen egyszerti ut kindlkozik a teljes silyardany-
matrix kitoltésére adott miniméalis halmaz esetén. Az alabbi algoritmus azon a
meggondolason alapul, amellyel Dantzig kimutatta a szallitisi feladat bazis-
matrixainak triangularis voltat ([2], 303—305); B olyan (2n—1)-elemii hal-
mazt jelol, amely a (2.3) alakba irhato.

Algoritmus

l.i =1, 2, ..., n esetén legyen n; azoknak a j oszlopindexeknek a szama,
amelyekre (i, j) € B és j =1, 2, ..., nesetén legyen m; azoknak az i sor-
indexeknek a szama, amelyekre (3, j) € B. Le;,ycn k kezdeti értéke 0.

2. Ha van olyan 1 < i < n, hogy n; = 1, ]cloljo 7 azt az egyértelmiien meg-
hatarozott mzlopmdexet. amelyre (i, j) € B és m; ~ 0;* folytassuk a szi-
mitast az 5. 1épésnél.

3. Ha van olyan 1 <7 j <Z n, hogy m; = 1, j(,li)ljc v azt az egyértelmiien meg-
hatérozott sorindexet, amvlvw (2, ]) 6 B és n; 5= 0;3 tolvtaﬂwuk a szamitast
az 5. lépésnél.

4. Stop; B, nem re[nezenté,l minimélis halmazt.

5. Csokkentsiik n; és m; értékét 1-gyel, £ értékét pedig noveljiik 1-gvel, és
legyen i, = 1, jj = j. Ha £k < 2n—1, folytassuk az ellu.mst, a2 I(pvsncl

6. ngven Ugr—qi=1 0168 Uy, im= d,/. ahol ¢ = 4, ;,'j = = Jan—1 és b = 2n—2,
2n—3, ..., 2, 1 esetén tcgyuk a kovetkezot. Legyen 1= 1y, '=1; ha az
el6z6kbal w; ismert, akkor Iegvcn v; = u; — di, ha pedig az el6zéekbdl
v; ismert, akkor legyen w; = v; + d;;. Stop.

Ezzel az algoritmussal megoldhaté a (2.8) egyenlet, foltéve, hogy B,

= B\{(1,1), (2,2),..., (n, »)} minimélis halmazt reprezentil. Ha nem ez a
helyzet, (kam az wl;,mlt;mu*-; a 4. 1épésnél fejezidik be, és barmely n;, illetve
m; aktudlis értéke vagy nulla, vagy 1-nél nagyobb. A nullatél kiilonbozé
n; —= k és m; = k segitségével megillapithatd, hogy milyen osszefiiggések allnak
fenn a H = {p; | (i, j) € By} sulyardanyrendszer elemei kozott; ezt itt nem
részletezziik.

Ha a fenti algoritmussal megoldottuk a (2.8) egyenletet, akkor — d,
=dyy = ... =d,, = 0 miatt — a tekintett miniméalis halmazhoz tartozé
sulyrendszer a kovetkezGképpen addédik: P; — ew, 1= 1,2, ..., n. Ezzel

egyiitt adottnak tekinthetjiik a teljes P — (p;,) sulyardny-méatrixot is.

* Az eljards kezdetén n; = 0 é8 m; -+ 0 valamennyi i-re és j-re.
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3. A minimilis halmazok szamara vonatkozo
R. Frisch-féle sejtés igazolasa

A minimalis halmazoknak az el6z6 pontban adott jellemzése lehetévé teszi
a kovetkezd allitas igazoldsat:

Tétel. n-valtozos preferencia-fiiggvény esetén az egymastol kiilonbozd
minimalis halmazok szama n"2.

Ez a miniméalis halmazok szamara vonatkozé megallapitas lényegében
R. Frischtdl szarmazik, aki n <5 esetén empirikus vizsgalatokat végzett
ebben az irdnyban, altalanos érvény(i bizonyitast azonban nem kozolt. Meg-
jegvezziik, hogy a 2. tétel szempontjabol két minimalis halmazt azonosnak
tekintiink, ha ezek egyméstol bizonyos Dij stlyaranyoknak a p; = pj' sily-
aranyokkal valé helyettesitésével el6allithatok. Ezért az alabbiakban minde-
niitt olyan minimélis halmazokra szoritkozunk, amelyek barmely pi; elemére
i <~ j. A bizonyitasban sziikségiink lesz a kovetkezs segédtételre.

1. Lemma. Legyen 1 <1 <n—1, és ky, ks, ..., K ]e!oljon olyan termé-
szetes szamokat, .unelvcl\re 1<k <bk<...<k<n—1. Legyen B a

szallitasi feladat egy olyan ha,mmm, (Lmelv az alabbi tula]d(msa.gokkal rendel-
kezik:

(@) (/s ENEN DS el ==L BN NEK, Yy

(b) ha (£,0) € B, akkor &k < [;

(c) (&1, m), (kg m), - .., (B m) € B.

Legyen végiill S az Osszes olyan B bazis halmaza, mely rendelkezik az
(@) — (¢) tulajdonsédgokkal; ekkor S elemeinek szama csak i-tél figg, viszont
ky, kg, ..., k; értékétol fiiggetlen.

Bizonyitds. Nevezzink minden olyan atalakitast megengedett béazistransz-
formacionak, amelyek segitségével valamely B bazishol olyan B’ bazist lehet
elGallitani, hogy B és B’ csupan egy-egv celldban kiilonboznek. Marmost
megengedett transzformaciok segitségével az (a) — (c) feltételeket kielégito
tetszbleges B bazist az 1. dbran lathaté alakra lehet hozni.

o) B O
O ¥ O L i sor
g O O
O
n-1 sor
Ry B, O
(@)

Ml it | Mo Ol —r
i oszlop  n-i oszZlop

1. abra

Itt a korok r(")g/l’tett cellakat jelolnek, és tovabbi n i~l rogzitett cella
helyezkedik el a f6atlé folott. (Az abran feltiintetett Py, Py, Py €s Py, jelolé-
sekre késGbb lesz sziikség.) Belathat6, hogv By, B, €8, B, == B, esetén ily
modon két kiillonhozs By és B, bézishoz jutunk.
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A 2. tétel bizonyitdsa. Jelvljiik a szoban forgé minimdlis halmazok szamat
F(n)-nel. Az 1. tétel miatt minimalis halmazok helyett mindig olyan B bézi-
sokkal fogunk szamolni, amelyek rendelkeznek a segédtételben szerepls (a)
¢és (b) tulajdonsagokkal. A segédtétel alapjan

Pln) = 2 ;

i=1

S o

ahol f(n, i) jelenti az (@) — (¢) tulajdonsdgokkal jellemzett S halmaz elemei-
nek a szamat. Tekintettel a

n-1

2 [n . ]J ’b('ﬂ» : ])n—f—?. = pn—2

i-1
azonossagra, elegendd az alabbi Osszefliggést igazolnunk:

f(n, ) = i(n — 1)"—i-2,

=23, 5y t=1,2;5.:, % —1.

Az allitas helyessége n — 2 ¢s n — 3 esetén kozvetleniil belathato. Tegyiik
fel marmost az allitas helyességét minden n-nél kisebb n'-re, és minden 1 és
n’ — 1 kozé esé i-re.

Rogzitett ¢ esetén (1 <74 <2 n—1) a segédtétel szerint f(n, i) megegyezik
azoknak a béazisoknak a szamaval, melyeket az 1. dbra segitségével szemlél-
tethetiink; a szoban forgd bazisok mindegyikében rogzitettek a korokkel meg-
jelolt cellak, és ezek mellett még talilhatd benniik tovabbi n—i—1 szamu cella.
Azt kell megvizsgalnunk, hogy ez utébbiak hanyféleképpen helyezkedhetnek el.
A kovetkezdket lehet megallapitani:

a még nem rogzitett n-i-1 bazis-celle @ P, és a P, blokkban helyezkedik el,
éspedig, ha j jeloli a Pyy-ben taldlhald bazis-celldk szimdt, akkor 1 <~ § < n—i—1,
és igy Py, 0sszesen (n—i—1) | (n—i—1—j) szdamai bazis-celldt tartalmaz. To-
vabba, Py, minden oszlopa legfeljebb eqy bazis-celldt tartalmaz.

A mondottak indoklasaval kapesolatban megjegyezziik, hogy — mint
konnyen belathaté — akarhogyan is valasztunk az itt rogzitett szabalyoktol
eltérGen n—i—1 cellat a tablazatban, a kapott 2n—1 szamu cella vagy nem alkot
bazist, vagy pedig osszeiitkozéshbe keriiliink azzal a feltétellel, miszerint (£,/)
€ B esetén bk < 1.

@) P12 O
Q 0 :
Py Ol & O [Of-edik
sor
O
P21 P2 O
O
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Rogzitsiink j szam bazis-cellat valamilyen médon Pj,-ben. Ha ezek mind-
egyikét a 2. abran lathaté moédon a tablizat i-edik sordba vissziik 4t (ami
megengedett bazis transzformaciot jelent), akkor belathaté, hogy P,,-ben az
(n—i—1—j) szamu szabadon vdalaszthaté bazis-cella elhelyezkedésére éppen
f(n—i, j) szdmu lehetGség adodik. Mivel Pyy-ben a j szdmi bazis-cella kivilasz-
i

tésars Jz-’ lehetGségiink van, az

n—i—1

fni) = >

Jj=1

n—i—1

M ET O
)

eredményhez jutottunk, ahonnan az indukcids feltevés kihasznalaséval,
rovid szamolds utjan a bizonyitandé allitast kapjuk.

(Beérkezett: 1977. augusztus 18-dn)
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ON THE DETERMINATION OF WEIGHTS IN PREFERENCE FUNCTIONS

The use of many economic-mathematical models requires the computation of the
optimum of a preference function of form

Pial + Pyapp 4 ... + Ppa?™.

In the application the proper choice of weights P; in the function is of great importance.
According to results obtained by R. Frisch and other authors this problem can be reduced
to the examination of an n X n matrix where the values of individual entries are the
quotients /P, In connection with this matrix the notion of the so called minimum set
was introduced, that proved to be of basic importance in the proper determination of
weights P,

This paper provides a method, on the one hand, for deciding whether a given subset of
entries of a matrix with the above characteristics forms a minimum set or not, and, on the
other hand, for filling in the complete matrix in the knowledge of some given minimum set.
Over and beyond that we have succeeded in proving R. Frisch’s conjecture concerning
the number of various minimum sets belonging to preference functions with n variables.
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OB OIMPEAEJIEHWHW BECOB, ®UI'VPUPYIOUIMX B ®YHKUWSX MNMPEGEPEHLIMN

HMcnosib3oBaHue 00bIIOT0 WIC/IA MATCMATHKO-OKOHOMIYECKIX Mojiesieli BhI3biBaeT He0OX01i-
MOCTb B pacueTe onTHvMyma QyHKIUM 1pedepeninn

Py ' Pys 1, o i

B xome npumeHeHHsT 00JIbloe 3HAYCHIE MMECT NpaBHIbHBIH BHIOOP BeCOB P, YKa3aHHbIX B
(DYHKUHH. B COOTBETCTBHH € pE3y.abTaTaMH, 1oy YeHnbiMu P, dpumem U Apyrumi aBropamu 9ta
npoosiemMa MOXKeT OblTh CBeJeHa K HM3YUeHHIO MaTpHILbl padmepa 71X 711, B KOTOpoi 3HaYeHHe 0T-
JIeTbHBIX OIEMEHTOB JIaeTCsl MOCPEACTBOM YacTHOTO Pi/Pj. B ¢B#A3M ¢ 9T0ii MaTpHiLeil Obisio BBe-
JIeHO TOHATHE T. H. MUHMMAJIbHOIO MHOYKECTBA, KOTOpOE 10 3HAYEHHIO CTaJlo OCHOBOMOJIara-
I0IIMM B HAJUJIeXKalleM olpeseieHi Becos P;.

B panHoil padore paercs, ¢ 0jHOH CTOPOHDI, METO/L IIPHHATHS pelieHHsi OTHOCHTEJIbHO TOTO,
4TO AT JI COBOKYIHOCTDL 9JIEMEHTOB MATPHILLI ¢ YKA3aHHLIMH Bbile CBOICTBaMM MHHHMAIb-
HOE MHOXKECTBO HJIM HET M, € JIpyroif CTOpoHbI, 3aM0JIHeHUs BCeH MaTpUIbl HA OCHOBaHUM He-
KOTOPOT0 MUHHUMAJILHOTO MHOKeCTBa. TToMUMO 9TOT0 yjasoch jokadath joraaky P. ®dpuma or-
HOCHTEJIbHO KOJIMYeCTBA PA3JIHUYHBLIX MHHUMAJILHBIX MHOYKECTB, OTHOCSIUIXCS K (DY HKIIMSIM T1pe-
(hepenunii ¢ n nepemMeHHbLIMM,



