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Gazdasági folyamatok idősorainak elemzése
és előrebecslése

s z idősorok elemzésére számos módszer ismeretes a statisztika ill. a mate
matikai statisztika területén. Ezek közé tartoznak többek között a bázis- és
láncviszonyszámok, a különböző típusú trendek, a szezonindexek, a regresz
sziós függvények, az inter- és extrapoláció. A jelenleg alkalmazott eljáráaok
közül kiemelkedő helyet foglal el Box-Jenkins [l] előrebecslési módszere, akik
valamely sztochasztikus folyamatot egy autoregresszív és egy mozgóátlagos
trend értékeinek összegeként értelmeznek. A jelen cikk keretében az idősorok
elemzésének és előrebecslésének egy általunk kialakított sajátos módszerét
ismertetjük, ami bizonyos mértékig rokon az [l] szerzőinek elgondolásával.
s z itt ismertetésre kerülő eljárás azonban lényegében a szerzők ,,Periodikusan
változó közgazdasági folyamatok" című cikkében megadott feltételekből
indul ki [2), amit ezúttal továbbfejlesztettünk és általánosabb megoldást
adunk a közgazdaságilag megfogalmazott problémára.

I. A feladat közgazdasági megfogalmazása

A gazdasági folyamatok időben lejátszódó eseménysorozatok eredményei,
amelyek számszerűen forgalmi adatok formájában jelennek meg, s a közgaz
dasági kategóriákat mennyiségileg jellemzik a statisztikai számbavétel osztá
lyozási rendszere szerint. A folyamatok mennyiségben vagy értékben kifeje
~ett nagysága időszakról-időszakra változik, de alapjában véve valamilyen
1rányb,1 halad, szezonszerűen ingadozik és a véletlenek által befolyásolt kisebb-
1~agyobb mértékben eltér ,,szabályos" pályájától. Feladatunk a tendencia
fő irányvonalának meghatározása a szezonszerű eltérések és véletlenek ,,za
varó" hatásána,k feltárása és :1z eltérések hipotézisének vizsgálata matemati
kai-statisztikai módszerekkel.

A gyakorlati t~pasztalatok, a közgazdasági elemző munkában rendszeresen
alkalmazott számítások általában igazolják azt az egyébként is logikusnak
látszó feltevést, hogy egy meghatározott periódushossz elteltével nagyjából
azonos ütemű változás következik Le, ill. várható. Feltételezhető tehát, hogy
~ Vizsgált kategória egy-egy azonos időtartam alatt megközelítőleg ugyanolyan
U~emben nő vagy csökken. Ezért felírható a szerzők fentebb hivatkozott cik
keben közölt összefüggés

R=I P(t) = rx(I) P(t - j)
P{t- I) P(t-j-1) 
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ahol: X = a forgalom nagysága
ü k az idő általában (t k 0, l, 2 )
j = a periódus hossza, ahol a szezonszerűség ismétlődik [ö = pozitív

egész)
o:: = az ütemváltozást befolyásoló együttható (-x = 1 körül ingadozó

érték).

A fenti (1) összefüggés írja le azt a közgazdasági feltételezést, hogy valamely
ü időszakban lejátszódó gazdasági folyamat nem csupán egy előző, a szezona
litásra jellemző periódus-hosszal van szorosabb kapcsolatban, hanem megha
tározója lehet az azt megelőző vagy követő más időszakokból képzett össze
függés is. Ezért a fenti (1) egyenlőségnél általánosabbat írunk fel, és numerikus
számításokat végzünk annak megállapítására, hogy a feltételezések érvénye
sülnek-e a valóságban. A közgazdaságilag felvetett problémát az alábbi
egyenlőséggel jellemezzük:

R2I X[ü- = ' X[ü · =I * 84* · ! X[ü ~ j) v [ü-x 
J-t X[ü · J - l)_

ahol: ű = az időeltolásaal képzett láncviszonyszámok száma O :S: ú�� * Cj 1, 
j = 1, 2, ... ű 

v = valószínűségi változó, a véletlen nagyságát kifejező tényező,
[ü- ~ , _ 

A tulajdonképpeni feladat az 84* értékek kiszámítása és gyakorlati alkalma
zása. Közgazdaságilag elfogadhatónak látszik az }+ feltételezés, hogy a (t - j)
időszakok fejlődését kifejező láncindex-ezámokból képzett sorban azok hatá
rozzák meg legerősebben az .F'(t) értékét, amelyek között viszonylag legszoro
sabb ,1 kapcsolat. Statisztikai fogalmak szerint ez azt. jelenti, hogy mennél
kisebb a (t - j) Iáncindex-azámokból képzett különböző intervallumok
között elhelyezkedő adatok szóródása, az összefüggés annál megbízhatóbban
fejezi ki az egyes ü időszakokra érvényes tényezők tényleges nagyságát, ill.
várható értékét.

Az elmondottakból következik az a meggondolás, hogy az 84* értékek sorá
ban ott legyen nagyobb az együttható, vagyis erőteljesebben befolyásoló a
súly, ahol a viszonylag legkisebb eltérések mutatkoznak a lánoindex-számok
nagyságában. Ezt számszerűen oly módon határozhatjuk meg, hogy a szórás,
ill. a szórásnégyzet reciprok értékeit állítjuk nagyságrendi sorrendbe. Ily
módon egy nullához tartó pozitiv számsort kapunk (j r. n; 84xx·r 0) és ha ezek
értékeiből megoszlási viszonyszámot számítunk, akkor kielégítjük a fonti fel
tételt, vagyis az o::* együtthatók összege , lesz.

A gyakorlati számításokban természetesen nem szükséges a megoszlási
viszonyszámok kialakítáeánál valamennyi időintervallum-különbözetre vonat
kozó szórás reciprok értékét figyelembe venni, hanem csak azokat, amelyek
érdemlegesen befolyásolják a numerikus számítások eredményeit. A tapasz
talati adatokból végzett számítésok szerint ugyanis nem az ú�� * értékek számos-

sága, hanem az X[ü · j) viszonyszámok közötti kapcsolat szorossága a
v£JRUrőr=I 

meghatározó. Abban az esetben ti., ha az egyes 84* értékek rendkívül kicsik,
elhanyagolható tagokat eredményeznek az egyenWségben. Azt, hogy az elem
zés vagy a becslés során mekkora pontosaág indokolt, esetenként kell eldön-
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tenie a feladatot végző szakértőnek. Általában igaz az, hogy előrebecslés ese
tén sokszor a rendkívüli finomságra való törekvés sem hozza meg azt az ered
ményjavító többletet, amely arányban állna a számítási műveletek időigényé
nek növekedésével. Ilyen esetekben a gazdaságpolitikai dötések (szervezeti
szerkezeti- és árváltozások) valamint a véletlenek (konjunktúra, időjárás)
gyakran erőteljesebben befolyásolják a folyamatok nagyságát, mint az egyes
idősorokból kialakított tényezők rxJ együtthatóinak zérushoz közelítő értékei.

Az idősorok komponensei additív vagy multiplikatív módon tevődnek
össze. Esetünkben a sorok adatairól feltételezzük - amit a gazdasági folya
matok vizsgálatának tapasztalatai is alátámasztanak, - hogy az összetevők
szorzótényezőkből állnak. Ezt fejezzük ki az R=I és a R2I egyenlőségekben is.
A felírt (2) összefüggés tartalmilag jellemzi az adott idősor alapirányzatát
(trend) és - az év meghatározott egyenlő hosszúságú részidőtartamairól
lévén szó, - periodikus (szezonjellegű) ingadozását, valamint a véletlen sze
repét. A R2I összefüggés a véletlen hatások figyelmen kívül hagyásával (ex-post
értelemben) hasonlóság, amit csak a v(t) tényezővel alakíthatunk át egyenlő
séggé.

Az egyenlőségektől elvárjuk, fejezzék ki az idősor valamennyi összetevőjét.
4 7 é£ ( ( é 7 J é é vbá F(t) · zze iterjesztjü e emzesün et, eresve azt a mego ast az . v1szony-

F(t- 8I 
számok között fennálló lehetséges összes kapcsolatból, amely a legkisebb v(t) 
véletlen komponenst adja. (Vagyis v(t) FO 1.) Ezt az egyenlőséget a következő
képpen fogalmazzuk meg:

Rl I X[ü- = ' X[ü · m) * x4*• X[ü ~ j) v v(t), 
J=l X[ü · J - m) 

ahol rn = az idősorban szereplő tag l-től választott távolsága (rn = 1, 2,
és m < n).

( Q/ elemzett forgalmi folyamatok idősorai között fennálló szoros kapcsolat
8ó kiindulási pontot képezhet az elórebecslésekhez. Ebben az esetben is álta
lában elfogadható eredményt ad a felírt (3) egyenlőség, ahol a véletlen várható
értékét J-nek tekintjük (M[v(t)] = 1). Más a helyzet azonban akkor, ha előre
láthatólag nagyobb hatósági árváltozásra, vállalati. átszervezésre vagy kül
földi konjunkturális ingadozásra lehet számítani. Ebben az esetben érthetően
nem jellemezhetik függvényszerüen a múltbeli folyamatok a jövő alakulását .

. Ezért a becslés pontosságának növelése érdekében - pl. árváltozás esetén -
egy Ip(t) index-szel megszorozzuk a (3) egyenlőség jobb oldalát. Valójában
tehát q[ü- lép a v(t) tényező helyébe. A jövő megítélésénél is lehet szerepe
azonban v(t)-nek, ha pl. a konjunktúra ingadozását megközelítően számszerű
~íteni tudjuk, ha a várható hatásokra elfogadható pontosságú, megbízható
Infor nációkkal rendelkezünk. Ekkor a véletlen hibát tudatosan helyettesítjük
be, s ,,kvá,1i-tényleges" eltérésnek tekintjük. A véletlen várható értéke ilyen
kor nem egyenlő .Z-gyel.

Az elmondottakkal - úgy véljük - kellően bemutattuk a közgazdasági
folyamatok általunk felvetett elemzési lehetőségeit, egyben utaltunk arra is,
hogy a jövő becslése nem egyszerűen az idősor előretolása, extrapolálása, hanem
elmélyült közgazdasági munka, szakértői mérlegelés eredménye.
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2. A probléma matematikai kifejtése és megoldása

Feladatunknak azt tekintjük, hogy az l. pontban felírt és közgazdasági
oldalról megfogalmazott (3) egyenletet általánosan megoldjuk. Ezt követően
vizsgálat tárgyává tesszük F(t) végtelenben való viselkedését, stabilitását.

* I s wÍő<ó<ü á őü<őá űúE V ÍTúőóá E< 
Tekintsük a (3) sz. egyenlőséget * / alábbi ű + m-ecl rendű nemlineáris dif

ferencia-egyenletnek:

Rl I 
ű Ftt -: j)

F(t) = F'(t- rn) ~rxJ " . · 
j=I Ji [ü · J - m,) 

Vx ű pozitív egészek, ü = 0. 1, 2,
Kikötjük, hogy

ű 
~ b4Y = l
j=l

teljesüljön. Ez azt jelenti, hogy a vizsgált folyamat t-re vonatkozó láncvi
szonyszámát, az azt megelőzőn időszak láncviszonyszárnainak az adott cxrkel
való súlyozott átlagaként állítjuk elő. Az b4ö együtthatók a valóságban idő
függők. E dolgozat matematikai részében azt az idealizált esetet tárgyaljuk,
amikor az Í4 J együtthatók az időtől független állandók. Az .így kapott ered
mények önmagukban is érdekesek lehetnek, emellett jól közelíthetik a való
ságos folyamatot, ha az b4ö értékek a középértékeik körül kismértékben inga
doznak. Lásd [2]. Abban az esetben, ha (4) teljesül, a v(t) véletlen tényező
értéke , _ Ezért a továbbiakban eltekintünk szerepétől.

Ha (3) mindkét oldalát Ft] - m)-rnel elosztjuk, és bevezetjük az í [ü- függ
vényt az

R; I 

R[ I ~RUI = F(t) 
. Ji'(t-m) 

definícióval, akkor Rl I helyett az alábbi állandó együtthatós, lineáris, homo
gén, n-ed rendű egyenletet nyerjük.

ű 
í [ü-· ~ b4Yí [ü·ö-l y _ 

j-l 

Amennyiben (6)-hól az X(t) függvényt meghatároztuk. úgy Ji'(t) kiszámítá
sára, (5) alapján az

RLI 

R>I P(t) = X(t) F(t - m) 

egyenlet szolgál. Mivel nyilvánvalóan X(t) > 0, (7) mindkét oldalinak loga
ritmusát véve é8 az Y(t) = log P(t) függvényt bevezetve R>I helyett az alábbi
egyszerűbb állundó együtthatós, lineáris inhomogén -m-ed rendű egyenletre
jutunk:

Ri I • RUI r Y(t - m) = log X(I).

Az eredeti feladatot tehát két lineáris állandó együtthatós egyenletre vezet-
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tük vissza, amelyeket operátorszámítással fogunk megoldani. (Lásd [3].)
Oldjuk meg a (6) egyenletet.

Vezessük be az X(t) függvény diszkrét operátorát

{X(t)} =* X(u) ' 
x=O R= z 9ü 

ahol a konvergencia operátoros értelemben veendő, és triviálisan teljesül bár

mely X(t) függvényre; q az ún. differenciaoperátor és -1-az eltolási operátor.
l+q

Amennyiben (6)-ot operátoros alakban írjuk fel, akkor adódik, hogy

R' I 

R=) I ~- _ ~ _ [ 1 x- <=< ö~ X(i - j)] = 0..Cl. ..;_ [N!Y _ I ..;_ • •

j=l R= + q), *l y (J + q)' 

Ezt X-re megoldva

R==I 

ű őr= 
~a1 ~X(i-j)(I r 9-ű· * 

X = j=l i=I)
ű 

(1 z q)" - ~ <Y.1(1 z q)11-j 
j=l

Ezzel előttünk áll X operátora, mint a q differencia-operátor függvénye.
A (11) természetesen tartalmazza az X(- 11) (11 = 1, 2, ... n) kezdeti érté
keket. Ezek azonban már meghatározottak, ha előírjuk a (3)-hoz tartozó
F(- pI (e = 1, 2, ... , ű z m) kezdeti értékeket, mivel

F(-11)í [· -l · !!�! ! ! 
5Rr=mrZ I 

. Ra (11)-et parciális törtekre bontjuk, könnyen felírhatjuk X-et mint a
t-1dő függvényét is. A (11)-hez tartozó karakterisztikus egyenlet

(12)  = 1, 2, ... , ű_ 

R=l I 
ll

fz· ~ <*fz· _*l y _ 
j=l

A Mivel ~ <* = 1, ~, = 1 gyöke (13)-nak, következésképp (13) a
1~1 

(14) (; - 1) [;n-1 z (1 - Cl.1) ;11-2 z (1 - !Y.1 - gő_z - fű· �* z ((( z 
z R 1 - e1.1 - a2 - ... - Cl.11-1l J = g 

alakban is átírható, és látjuk, hogy;' = , egyszeres gyök. A (14) többi külön
böző gyökeit ~"-val, multiplicitásaikat a"-val jelölve (k = 1, 2, ... M; 
1lf S: ű · 1), felírhatjuk a (11) parciális törtekre bontott alakját az

í l q (l+q) r [őr 9-** Y1,p 

8 q z 1 - ;' . l<=l p=l (q + , · f,b-} 

formában, ahol a, y x Y1.-p együtthatók ismert elemi módszerekkel határozhatók

R=[ I 



62 :FÉNYES TAMÁS-SARI JÓZSEF

meg. Az operátorok elméletének elemeiből ismeretes, hogy

1 -f-- q _ {tt-p+l ( ü -} 
(q -f-- 1 - ;)P p - l

(Lásd (3).)
Ennek alapján (15)-re kapjuk, hogy

· Í I = ye1 z .i _* Ykp tl-p·+1 ( ü - x 
k=l p=l 7 · 1

amely egyszeres gyökök esetén átmegy az alábbi formulába:

(16)

ör= 

X(t) = ye1 z y r"t~.
Látni fogjuk, hogy egy fontos speciális esetben a folyamat stabilitását a y 

értéke dönti el. A R==I parciális törtekre bontásából a y-ra az alábbi - a tk 
karakterisztikus gyököktől független - egyszerű formulát nyerjük:

_* X(- j) R=r ·�* · [üxh- 
R=>I J-1 1,-1

N = ör= • 
n- ~(n-j)a.1 

J-l 
Vegyük észre, hogy y > O. Ezzel a (6)-ot megoldottuk. Térjünk rá (7), (8)

megoldására. Felírva (8)-at

Y(t) - N[ü · m) = log í [ü-_ 
Vezessük be az • RUI függvény diszkrét operátorát

]• RUI =* • R- I 
4·v (1 -f-- q)" 

Amennyiben (8)-at operátoros alakban írjuk fol, akkor adódik, hogy
1 Zrv Y(i-m) 

(19) N·· · ·N· ~ · · · l őúLí 
R= z q)'" i-1! R= z q)I O

'

(18)

amit Y-ra megoldva

(20)

Z r= 
V ,:Z Y(i - rn) (1 z 9-V· * 

y = (1 z BI Jog X z !f·!ú ! 
(l-f--q)m-1 (l-f--q)nl-1

A (20) természetesen tartalmazzn. az előírt Y(- v) = log eRr v); (v =
= 1, 2, ... m) kezdeti értékeket, így előttünk áll Y operátora, mint a q diffe
renciaoperátor függvénye. Szeretnénk azonban az Y függvényt is, mint a ü 
idő függvényét meghatározni. Ehhez az alábbi módon jutunk el. Vegyünk
figyelembe, hogy

(l-f--q)"' 1 - 1 -
r k yrr k ~Öm,.(t) 

(1 -f-- 9-V · 1 l - 1 4·v (1 -f-- 9-z111 .Er) 

R= -r 9ü1 

R2=I 



ID ŐSOROK ELEMZÉSE ÉS ELŐREBECSLÉSE 63 

érvényes az operátoros konvergencia értelmében, ahol Ó V z a jól ismert Kro
necker szimbólumot jelöli. Így a (21) függvényre bevezetve az {/m(t)} jelölést,
annak komponenseire fennáll, hogy

(22) f m(t) k {1, ha ü k EÍV x 
0, különben.

%=0,,1,2 .....

Figyelembe véve (20)-at, (21)-et és (22)-t, az 1 . operátor eltolási tulaj-
R= z q)' 

donságát, továbbá azt, hogy az operátortestben a függvények szorzását az
ún. Cauchy-szorzás jelenti (amelyet --gal jelölünk), kapjuk, _hogy

(23)

ahol

R2; I 

Zr= 
Y(t) = IogX(t) * wV[ü- z y Y(i - V-wV[ü· i),

i=O

fm(t-i)=O, ha ü Íf » _ 

Ezzel meghatároztuk az • RU függvényt, amellyel most már a végső megoldást
jelentő F(t) függvény is cdodík közvetlenül. Mivel Y(t) = log F(t), tehát

(25) F(t) = exp[log.X(t) ó wV[ü- z ]/log F(i - V-wV[ü· i)].
1=0

Ily módon a (3)-at megoldottuk'.
Most egyszerűbb alakra hozzuk a (25) formulát a benne szereplő ,,exp" és

,,log" jelek eltüntetésével. (25)-ben at időt felírjuk az alábbi módon

t=[t]m+:.l'; 0-S:,T<m; [t]=0,1,2, ....

Így kapjuk, hogy
I 

log X(t) ó w V[ü- =~log X(t - h-wV[őb- =~log X(t - k) =
k=O k 

(1) [I] [I]
=~JogX(t-mj)= ~logX[([t]-j)m+T]= ~log.X(mi+T) 

J-0 j=O i-0

Ebből lesz, hogy

(26) exp[log X(t) * wV[ü-M = exp [1log X(mi z T)] = /j X(rni z T). 

Másrészt pedig

exp [;~
1

log F(i- m)f m(t- i)ő = 'jj/ exp [log F(i- m)fm(t- i)]=

k = 0, Vx 2m, .... , [t]m. 

R2>I Zr= 

= II T*xV[üőx 
i=O



64 F.ÉN\'E,i TA~IÁS-"-ÁRl JÓZSEF

ahol könnyen belátható, hogy

(28) _ (·)-{F'('i-rn), ha ül í r P8űfPl vx, xnx ___ x TxxV ü · 
1, különben.

A (25)-ből, (26)-ból, (27)-hől és (28)-ból kapjuk, hogy

(29)
Z r= ft]

X[ü- = Ii TxxV[ü- n· í [8ű* + oI( 
i=O öl y 

Q fontos 8ű = 1 speciális esetre pedig - mivel ekkor )ő) = ) és [t] = üx adódik,
hogy

I
X[ü- = m)[· 1) l I X(i).

öl y 

C Í9*ÍTy z é E_ Q/ olvasó számára nem okozhat zavart a (13) karakterisztikus
egyenlet esetleges konjugált komplex gyökeinek fellépése. Az ~yszerűség
kedvéért az egyszeres gyökök esetére szorítkozva, ha, ;" és ;H1 = ;=m jelöl egy
konjugált komplex gyökpárt és

Rl ) I 

TA = vTmm7 CÍ'l't, TA6 = TTmm7 Í· *xxx_x 'Y1<+1 = Y1r, 
akkor azt kapjuk, hogy a (16)-ban

N,fA~ z Nhr* TUz= = N,8A~x r y 8} ~ l N,bőA,bő1 Í*xxxx_ü z N,8őA,bő) Í· *Tx_8 =
= 2Re[ N,e 7 ;k 7J CÍ'l'kI] = 2(Re y1b- 7 t 1, 7J cos gw,b ü · n[qV_x y1,) 7 jm1=1 sin <p1Y 

Ebből látható, hogy * (26) valós (pozitív) kifejezést állít elő. Épp a konjugált
komplex gyökpárok fellépése esetén szerepelnek trigonometrikus függvények
a megoldásban.

(31) 

! I s V Í9úőóá úh  é TüÍőÍű$Íű <őó » *Í ÍőhÍóé EÍx Eü<$*ő*üá E 

Vizsgáljuk meg ezek után a (29) végtelenben való viselkedését abban az eset
ben, amikor a (3)-ban egyetlen <, együtbható som tűnik el. Az irodalomból
ismeretes, hogy a (14) együtthatóinak szigorúan monoton csökkenése miatt
annak valamennyi gyöke az egységkör belsejébe esik, kivéve a ;' = 1 gyököt.
(Lásd T87( í4).) A (16)-ból és a (29)-ből kapjuk, hogy

(32) X[ü- k 'ii IJ;,m(l) /J ' N rOr l l )-~, , x7f Í )_) 7o p+l ( [ }-l k 
i=O · v érvVrv Vrv 

= Jf (J;,,,,(t) jj N [1 z j, _i g ,üx7f í ~D 7or 7rő[! ő - M =
=k) ,~o ékv p=L P - 1
Zr= }77 } C zh = /J 8xx (t) y[l]+l // 1 rőrr ((((((m< JrJ jr üűD I >J _ 'Jt/H ..::;,. .,,,;;;;,,, ~k,f) _!xq[ 
i=O ••-0 l,=I Vrv 

7üő[~ -öx 
7 l 

ahol
· · · Nhx7 g_,_x7· · · 

')'
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Ha t--+ =, akkor a (32) végtelenben való viselkedését a y[1l dönti el, hiszen
m JI TfxV[ü- periódikus, a

i=O rt [ 1 z ** i., ~ 8 r u· 7rő [~ ~ 1)]

végtelen szorzat pedig abszolút konvergens minden egyes T-re a 7 yév < 1
miatt, mivel

7y ** i., ~ őű r u· 7r ő [7 ~ =I 7yy 11 [7 ~ 1) őRémVv ő~ hőV · 7 < k( 

Ebből következik, hogy

II [1 + i 2' ü_x ~ 8 r u· 7r ő [ ~ -M 
••=0 hl ő p=l 7 1

hú8őá üúE _ < ü < =-ben.
Látjuk tehát, hogy hay< 1, akkor az F(t)-+ 0, hay> 1, akkor az F(t)--+ =.
A y = 1 határhelyzetben az F(t) korlátos (nem feltétlen tart egy véges

pozitív határértékhez).
Foglalkozzunk most a megoldások stabilitásának kérdésével. Az F(t) meg

oldást akkor nevezzük stabilisnak, ha * / F(- i), (i = 1, 2, ... , m z n) 
kezdeti értékek kicsiny változásához az F(t) kicsiny változása tartozik a ü 
változó [O, =] tartományában, Pontosabban megfogalmazva: tekintsük az
F(- i) (pozitív) kezdeti értékek azon halmazát, amelyre a y < 1 teljesül.
Legyenek továbbá Ía 0, )N~f > 0 tetszőlegesen kicsinyek. Akkor a fenti halmazba
eső tetszőleges F*(- i); (i = 1, 2, ... , m z öI kezdeti értékkészlethez és a
hoizátlirtozó } i [ü- megoldáshoz létezik egy a fenti halmazba eső Xi i [· i)
kezdeti értékkészlet és a hozzátartozó Xi i [ü- megoldás úgy, hogy

7 Xi [ü- · M*)i i [ü- 7 E Í x ha 0 ~ ü E =
hacsak ő5óRr £Ir Xi i [· £I7 < )N~fx i = 1, 2m ((( m V z ű_ 

Egyszerűen kimutatható, hogy az F(t) megoldás (az általunk vizsgált
esetekben) éppen akkor stabilis, ha y < =( Látható, hogy ha y tttkt 1, akkor a
megoldás instabilis, hiszen a kezdeti értékek tetszőlegesen kicsiny változása
a~ !X[ü- megoldás tetszőlegesen nagy változását is maga után vonhatja. Asta
b1htás feltétele tehát az, hogy y < 1 teljesüljön. Ekkor azt mondjuk, hogy a (3)
egyenlet is stabil a kezdeti értékeknek abban a tartományában, amelyben
N < 1. Ezt wÍőüé üÍőÍE Eü<$*ő*üá Eű<h nevezik az irodalomban, amely a nemlineáris
egyenletek egyik jellemző tulajdonsága.

Fennáll tehát az alábbi stabilitási tétel.
,_)é üÍő_ Tekintsük a (3)-mal és a (4)-gyel megadott nemlineáris differencia

egyenletet. Amennyiben az <Xi együtthatók egyike sem nulla, akkor a pozitív
kezdeti értékeket kielégítő megoldások stabilitását a

8· RrőI (1-ilXk) 
N = ör= 

ű · ~ [ ű · j) IX * 
j=l

[ s,.igm:t
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kritérium dönti el. A stabilitás feltétele: y < =( Ekkor a megoldások a végte
lenben eltűnnek. y = l-re a megoldások korlátosak, míg y > l-re a végtelenhez
tartanak.

Megjegyzés. A y kritériumból egyszerűen következik, hogy a rendszer éppen

akkor stabil, ha az X(- j) = F( ~ j) • kezdeti értékek elegendő kicsinyek.
F(-J-m) 

Ha az összes X(- j) értékek egyenlőek, X(- j) = X0 minden j-re, akkor a
fenti kritériumból adódik, hogy

y = Xo
és akkor a stabilitás feltétele ekvivalens az X_ < 1 feltétellel.

Látható, hogy y > l-re egy növekedési modellt kapunk, mivel minden megoldás
a végtelenhez tart. Közgazdaságilag általában ennek a feltételnek kell teljesül
nie. A y = I esetben a megoldások korlátosak. Ennek a határesetnek azonban
közgazdaságilag kevés a realitása, mert a kezdeti értékek, vagy akár az rx1 
együtthatók tetszőlegesen kicsiny változásai végtelenhez tartó megoldásokat
eredményezhetnek.

Befejezésül szeretnénk újból utalni arra, hogy a stabilitási kritérium arra
az esetre vonatkozik, ha az rxi együtthatók egyike sem tűnik el. Amennyiben
ilyenek lennének, így a (14) karakterisztikus egyenlet gyökeire már nem áll,
hogy azok mind az egységkör belsejébe esnek, ami a stabilitási viszonyok
megváltozását vonja maga után. Az m. = I esetre vonatkozóan láttuk [2]-ben,
hogy ha rx1 = H·t2 = rx3 = ... = a:,,_1 = 0, akkor a megoldások végtelenben

való viselkedését és a stabilitást az F( - l) arány dönti el, ellentétben
F(- n - I)

az ebben a dolgozatban a kritériumból fenti együtthatók nulla volta esetén
adódó

11 P(-i)
y 5Rr £r =I 

y= n
mennyiséggel.

A stabilitási viszonyok tárgyalása eltűnő rx1 együtthatók esetén egy esetle
ges későbbi dolgozat tárgyát képezhetné. Tervbe vettük továbbá, hogy a
konstans p·t i együtthatókat további vizsgálataink során poriódikus rxil) függ
vényekkel helyettesítjük, :így a valóságot jobban közelítő olyan modellt
lehetne kidolgozni, amelynek matematikai diazkuasziójában a korszerű operá
toros módszerek igen jól alkalmazbatóak.

3. A módszer gyakorlati alkalmazása

A forgalmi folyamatok kategóriái közül sokféle lehetőség adódik az elemzésre
kerülő minta kiválasztására. Ez vonatkozik mind az idősorok tartalmára,
mind pedig a népgazdaság mikró, -rnezo, -vagy rnakro szintjére. Tárgyunk
szempontjából egy olyan gazdasági aggregátum nettó árbevételének elcmzé
sét végeztük el, amely terjedelmében és az idősor alakulása tekintetében meg
lehetősen jól jellemzi a magyar gazdaságot: ez a gépipari ágaeat nettó árbe
vétele. Kiválasztásánál egyik fő szempont az volt, hogy ez a legjelentősebb
magyar iparág mind volumenhen, mind pedig fejlődési ütemében egyaránt.
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Amellett, hogy hosszabb időszakot tekintve a gépipar egyike a legdinamiku
sabban fejlődő ágazatoknak, meglehetősen jól mutatkozik meg az árbevétel
adataiban a szezonszerűség is. A nettó árbevétel folyóáron számított adatai
ban az árváltozások 1975 év kivételével átlagos színvonalon alakulnak, és
így nem zavarják különösebben az időbeli összehasonlítást.

Az adatok 1968. január l-től 1977. december 31-ig állnak rendelkezésre.
A 10 éves adatsor negyedéves ütemezésben mutatja be az ágazat fejlődését,
amelyre nagyjából az egyenletes ütemű éves növekedés a jellemző. Az elem
zésre elsődlegesen az adatokból számított láncviszonyszámokat használtuk
fel. Megnéztük, hogy a láncviszonyszárnok alakulása mely negyedévekben
jellemzi leginkább az ágazatra érvényes fejlődést, és ezek az adatok ill. viszony
számok milyen negyedéves eltolódásokkal mutatnak viszonylag állandó fej
lődési ütemet. Ennek megfelelően a viszonyszámokat a számlálóban szereplő
t-edjk időszakra vonatkozó forgalmi adatnak a t - l-től a t-20-ig terjedő
időeltolódáshoz tartozó adatok osztásával alakítottuk ki. E két szélső adat
között kerestük azokat a hányadosokat, amelyek dinamikájukban leginkább
jellemzik a választott idősort, és egyben alkalmasak arra, hogy segítségükkel
előrejelzések is készíthetők legyenek a kapcsolatok szorosságának figyelembe
vételével.

Akkor, amikor valamely idősorban minden soron következő adatot a köz
vetlen előzővel hasonlítunk össze, mint pl. a. jelen esetben a negyedéveket,
akkor elsősorban a szezonszerű eltéréseket vizsgálhatjuk, míg a, t - 4 időel
tolással egy év, a t-20 negyedévek adatával történő összehasonlítás öt év
távlatában jellemzi az időbeli változást, az ágazat fejlődését. A két szélső
határon belül természetesen számos lehetőség adódik az idősorokban rejlő
törvényszerúségek feltárására, amelyek között különösen nevezetesnek találtuk
azt az összefüggést, amikor valamely z-edik időszakra, vonatkozó adatot 4
negyedévvel vagy annak többszörösével eltolt adattal hasonlítjuk össze.

A számítások végeredményben arra a következtetésre vezettek, hogy - a
lényegében az egész magyar ipart, sőt népgazdaságot jellemző ágazat adatai
ban - jól látható a termelés ill. a kibocsátás szakaszosaága, a negyedéves
periodicitás. Ugyanakkor éppen a negyedévekben rejlő szezonszerűség ered
ményezi azt, hogy az előző évvel, ill. az előző évek azonos negyedéveivel tör
ténő összehasonlítás meglehetősen kiegyenlített képet, évről-évre hasonló
növekedé::;i ütemet mutat. A vizsgált időtartam alatt a kritériumnak azt a
r,eltételét elégíti ki a folyamat változási iránya tehát, amely megfelel a ?' > 1
OBszcfüggésnek, vagyis a szocialista termelési módra jellemző fejlődő gazda-
ságnak. A jelenséget az alábbi I. ábrán mutatjuk be az ]i'(t) és az F(t) 

b ( P(t - 1) F(t - 4)a atokbol képzett visonyszámokkal.
Az év azonos negyedéveinek összehasonlításáhól egyértelműen következik

a szoros meghatározottság és a viszonylag hosszal.h távon (10 év) érvényesülő
to::vényszerúség. Ezért elemzéseink középpontjába azt a kérdést állítottuk,
milyen időeltolódással képzett viszonyszámok között található többé kevésbé
82_Gros kapcsolat. Ezt a feladatot ezúttal a szóródásszámítás segítségével
\egeztük el, hiszen itt egynemű, azonos tartalmú adatok idösoráról van szó.
~setünkben az autokorreláció kap kitüntetett szerepet, s nem valamely más
Jellemzővel, kategóriával való kapcsolat szorossága. Feltételeztük, hogy az
egyes iclőeltolódásokkal képzett viszonyszámok idösorában akkor a legnagyobb
az autokorreláció foka, ha minél kisebb a szóródás nagysága.

5*
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A 10 év 40 negyedévre vonatkozó adat felhasználásával érdekes, de az idő
sorok tulajdonságai figyelembevételével egyáltalán nem meglepő eredményre
jutottunk. Számításaink szerint a szóródás nagysága legkisebb a 4 negyedév
ill. annak többszöröseivel eltolt viszonyszámok között, majd ezt követi a
2 negyedévvel eltolt dinamikus viszonyszámok sora. Ebből azt a következ
tetést vonhatjuk le, hogy a gépipari ágazatban, de joggal állíthatjuk, hogy az
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1. ábra A gép1:par nettó árbevételének szezonszerű ingadozásai

egész magyar iparban, az éves és a féléves periodícitáeok nagyjában-egészében
ismétlődnek és viszonylag kiegyenlített képet mutatnak. Ugyanakkor az egy
negyedévvel és a hárornnegyedévvel eltolt adatokból képzett hasonló viszony
számok szóródása az előbbi kettőnél jóval nagyobb. Emellett jellemző 11 gép
ipar viszonyszámaira az is, hogy az éves és a féléves periodicitások szórás
négyzetei logaritmikus (vagyis csökkenő növekedést mutató) függvénnyel,
míg az 1/4 és a 3/4 évvel eltolt viszonyszámok szóródása exponenciálisan nö
vekvő görbével ábrázolhatók. (L. 2. ábrát.)

Ebből a feltételből következik az is, hogy előrebecslósek esetén elsősorban
azok az időeltolódással számított értékek használhatók leginké.hb, amelyek
éves periodicitáson alapulnak. Ezt egyébként az ex-post becslések is alátá
masztották. Az elemzések és az előrebeoslések kiinduló képlete a cikkben
közölt (3) egyenlőség. Ebben az összefüggésben ismertnek tételozhotók fol a
múltra vonatkozó forgalmi adatok. A feladat ezért az a 1 együtthatók értéké
nek kiszámítása. A 2. számú ábra magától kínálja azt a megoldást, hogy az
elemzéseknél ill. a becsléseknél szereplő a1 együtthatók olyan súlyozást te
gyenek lehetővé, ahol azok az összefüggések kapnak meghatározó szerepet,
amelyek szoros autokorrelációt mutatnak; vagyis azok, ahol a dinamikus
viszonyszámok viszonylag legkisebb szóródása tapasztalható. Ezért tehát
az ark nagyságának megállapításánál azt választottuk, hogy értékük legyen
az egyes viszonyszámsorok szórásnégyzetének reciprok értékéből adódó meg
oszlási viszonyszám. Ebben az esetben ugyanis mindenkor biztosítható az a
követelmény, hogy az rx1 együtthatók összege 1, és ugyanakkor a legkisebb
szórást mutató viszonyszám-sorhoz kapcsolódik a legnagyobb súlyt szolgál
tató ai érték.
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A gyakorlati számítások1 arra az eredményre vezettek, hogy hosszabb idő
sor ismeretében az elemzés vagy a becslés minőségét nem a felhasznált viszony
számok számossága, hanem a bennük rejlő kapcsolat szorossága határozza
meg. Ebből az adottságból, de a számítások egyszerűsítése érdekében is fel
vetődik az a gondolat, hogy nem szükséges valamennyi lehetséges r:1.j alkal
mazása, hanem azok tudatos kiválasztásával, szelektálásával kell felírni a
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2. ábrn A szúrúsnégyzetek alakulása (m = 1, 2, 3, 4 esetén)

megadott (3) számú egyenlőséget. Ez annál inkább indokolt, mert a lánc
viszonyszámok tulajdonságaiban rejlő autokorreláció miatt az r:1.rk számának
bővítése nem javítaná az eredményt, hanem éppen ellenkezőleg eltéríti azt
a törvényszerűen mutatkozó fejlődés vonalától, és ily módon megbízhatatlanná
Válhatnak a becslések. Így pf. a 4 negyedéves eltolással az 1977. IV. n. évére
készített ex-post becsléseink szerint, amikor az r:1.rk közül a legszorosabb kap
c~olatot mutató 4 negyedévvel eltolt éves veriodicitást vettük figyelembe
(J = l, 2, ... 5), az eltérés csupán 0,5%. Ha fLZ éves periodicitást a viszony
lag legkisebb szórást mutató féléves periodicitás 2 adatával kiegészítjük, a
sz_ámítás 0,8 %-kal különbözik a tényszámtól, Amikor az r:1.rk számát 10-re
noveltük, vagyis az éves és a féléves periodicitást is teljesen számításba vettük,
~kkor a becslési hi La 1,2 ¾- Ezek a számok egyértelműen arra hívják fel a
figyelmet, hogy ha az r:1.rk száma eltér az optimálisan szükségestől, akkor
már nem javítható az előrejelzések minősége.

A fenti 2. ábra egyben azf is jelzi, hogy az r:1.rk elmondottak szerinti megha
tározása a legutolsó év azonos negyedévéhez viszonyított fejlődési mutatójá
nak ad előnyt, s ettől távolodva mind kisebb lesz az együtthatók nagysága.
Ily módon az időben közelebb álló adatok erősebben determinálják a becslés
er,edményét, mert nagyobb súlyt kapnak a mérlegelésnél. A gépipari ágazat
peldájában n 4 negyedéves időeltoláshoz tartozó szórásnégyzetek reciprok

1 A számíLásokal, Fehér Kálmán matematikus, a MNB főelőadója végezte a Bank Ho
neywell 66/20 elektronikus gépén. Munkájáért ezúton mondunk köszönetet.
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értékeiből számított megoszlási viszonyszámok, vagyis az a-j értékek a követ
kezők: a1 = 0,4848; a2 = 0,1994;; a3 = 0,1258; a4 = 0,0991; a5 = 0,0909.
Amíg tehát az egy évvel előbbi fejlődés csaknem 50%-ban meghatározó, a
két évvel előbbi már csak 1/5-del, a 4 évvel megelőző 1/10-del. Úgy véljük,
f~ változó és időben távolodva csökkenő súlyokra épülő számítási módszer
hasznos eszköze lehet a gazdasági előrejelzéseknek.

Az éves periodicitás és a gépipari ágazatra, de általában a magyar iparra
jellemző szezonalitás egyben azt a következtetést is levonatja velünk, hogy a,
változatlan feltételek elfogadásával (Mrv(t)] = 1) végzett becslések több
évre is elkészíthetők ezzel a módszerrel. A 2. számú ábrából tudniillik egyér
telműen következik, hogy az ismert időponttól való távolság miatt romlik
ugyan az előrejelzés minősége, de lépésről-lépésre történő helyettesítéssel
szűk határok közé szorítható a becslési hiba.

A felírt összefüggések és matematikai megoldások felhasználásával előre
jelzéseket készítettünk 1978-ra. Tekintettel arra, hogy 1978-ban 1977-hez
képest különösebben nagy árváltozások nem várhatóak, a gépipari termékekre
vonatkozó konjunkturális feltételek sem módosulnak érdemlegesen, ezért a
véletlen hatás várható értékét 1-nek tekintjük, "azaz a becsléseket nem befo
lyásoló tényezőként kezeljük. Előrejelzéseink értékét az alábbi táblázatban
közöljük Hel_vességüket, reméljük, igazolni fogjr. az idő.2

A gépipar nettó árbevétele folyóáron

Mn! Ft

Időszak

J. n. év
IL n. év
In. n. év
IV. n. év

42,ü
54,7
48,4,
ü2,8

42,2
53,S
48,5
62,5

4.5,9
60,6
53,5
69,0

*

A vezetés állandó igénye, hogy operatív információkkal rendelkezzék a, gaz
dasági folyamatokról. A korszerű gazdaságirányításnak nélkülözhetetlen esz
köze az elmélyült elemzés, cLZ összefüggések, törvényszerűségek feltárása és a
jövőben várható értékek lehetőleg pontos elörebecslése. Ehhez kívúntunk
hozzájárulni a, jelen cikk megírásával. Ha a juvasolt eljárás - esetleg annak
iavított, továbbfejlesztett változata - beválik a gyukorlatban is, amit ,~z
ix-post, becslési eredmények igazolni látszanak, akkor célszerű lehet hasonló

.nódon végezni vizsgálatot az á.llapotidósorokra is, mint pl. a készletek állo
mánya, a forgalomban levő pénz-: mennyisége. Az azonos kategóriák mozgását
kifejező forgalmi folyamatok <~s pillanatnyi állapotát rögzítő állomá.nyndatok
közötti híd a forgási sebesség mutatója. E mutatók időbeli alakulásának. vál-

2 A7, időközben iarncrtf.é váll, tényadatok 1978. L-Ul. uv. évi összege 158,9 mrd Ft
(a becslés lGO rnrd .Ft.), amelynek 11. évcnként.i mcgosz lésa sorra.: 44,8; 50,7; 54,4 mrd }'t,.
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tozásának eddigieknél mélyebb elemzése, előrebecslése nagyban hozzájárul
hat a közgazdasági és üzemgazdasági folyamatok és jelenségek megismerésé
hez, s ennek segítségével Et vezetés és a végrehajtás munkája hatékonyságának
növeléséhez.

(Beérkezett: 1978. június 18-án)
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A:t\'ALYSIS AND FORECAST OF TfME SERIES OF ECONOMIC PROCESSES

The authors ste.rt from the assumption that in a time series formed by chain index
numbers the expected value of a process will be more strongly determined by those data
~vhich are in relatively closer connection. And this is there to be found where the dispersion
1~ minimum among the chain index numbers computed from the original data with various
Lnno interval shins. The value of coefficients can be determined from the reciprocal of
variances, since it is right to give more weight to the index number which shows the smal
lest dispersion, i.e. where autcregression is the highest.

The general solution of the economically formulated problem is obtained by operator
culculus when the asymptoLical behaviour of the solution, the condition of stability is
a~alyw,J. At the same time it is determined, too, under which conditions a growth model
Will be valid. Pract.ical computations made with this method support that e.g. in thechosen
branch of engineering, in a chain index system formed from a quarterly time series for 10 
years, the closest autoregrcssion can be observed with a time-lag of t-4(one year)and t-2
(half a yoar), respectively. Although the dispersions increase as we move away from the
n~omcnt chosen, this results in a decreasing (logarithmic) rate of growth, Considerably
higher dispersion can be experienced in chain indices with a time-lag of 1 and 3 quarters,
r _spect ivcly. Ex-post and ex-ante forecasta made are promising, since deviations remained
within acccptab!e mo,t;;in of error.

AHAJlv13 11 nPOrHO311POBAHl-1E TPEHL\OB BPEMEHvl 31{OHOMl-14ECI{HX
nPOUECCOB

A1rrop1,1 IICXO.[j>IT H3 TOJ-Í npe11noc1.,1J11(M, •no B TpCH.[jC BpeMCHH, oópa3oBaJ-IJ-IOMY 113 xapaxrepa-
3Y1ou1Hx paJBIITIIC ueriuux HH,lel(COD, npertnunanaexoe 3Ha<JCHHC K31(OfO·JJH6O rrpouecca B
60JJUJej,jMepe OllpCJ{CJl}llOT TC, MC)l(AY KOTOpblMH caaas ílBJT51CTCíl OTI-!OCHTCJJbHO öo.nee TeCHOH.
::'ho 11am1uo TaM, l'){C H3HMCHbLLIHM ílBJI.HeTCíl paccwarpnaauue MC)l(/:\Y 'IMCJJaMH uennoro HH 
ACl(Ca, pac<[]IT;JIIIIOI'() C JlCO,LIMMal(OBOH pa3HHUCr°l paanuvxsrx HHTCpBaJJOB BpCMCHH rrepsona
l[aJ1b111,1x 'lJfCHOB. 31-1a'le1-me K03qlQ)MUHCI-!TOB MO)l(CT yCTaHaBJI11BaTbCíl Ha OCHOBaHHH oőparuux
31-1a'lc111-1i-í icnanparou pacceuaaaan, raic-xax B XOAC pac4CTOB - OÓOCHOBaHHO - ÓOJJbllIHH Bee
AOJ1)1,e11 npHOÓpCT<lTb TOT IIH,ICl(C, l(QTOpb!H naer HaHMCHbU.ICC pacceuaauue, T. e. B OTHOUieHHH
l(OTO_PO rn a IJTOJ)C rpCCC Míl I la!1ÓOJlb11J3 51.

ÜOIJ.lCC p menne ororo 3l(OHOMM'ICCl(H ccpopMyJIHpOBaHHOfO aananus npOHCXO/:\HT rtocpezt
CTBo,11 oneparopuux pactJCTOB H npn 3TOM llpC,LIMCTOM H3y4eHH,I RBJJHlOTCíl ITOBC.[1CHHe nony
'-lae,i,oro pcay ru.rara B ÓCCKOIIC'll-!OCTl1, npennocunxu CTélŐHJ!bHOCTH. BMeCTC e TC~\ onpe,LICJ15!CT-
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C5l TO, 'ITO npn KaKHX ycJJOBH5lX 6yAeT CHpaBeAJlHBOH 1<aKa51-JlHŐO MOAeJlh pocra. Ilpaxra
tJeCKHe pacseru, ssmonaseaue C IIOMOmhlO 3TOro MeTo,na IIOATDep>KAalOT, 'ITO no Bb!ŐpamJbIM
OTpaCJJ51M MallJHHOCTpOeHH5l, uanpnvep, B CIICTeMe YB513aHHblX OTCHTeJlhHblX 3HatJCHHH, oöpa-
30BaHHhIX H3 xaapransnsrx TpeH,nOB 3a necsrrs JlCT nauöonee TCCHa5l aaroperpeccna Cl(a3bJBaeTC51
co CABHroM BpeMCHH no t-4 (ron) H t-2 (rronyroznre), rcorna rrpa y,11aJ1CHHH OT suneneunoro ape
MCHH yBeJlHtJHBaeTC5l BeJlH'IHHa pacceasauns, O,!IHal{O 3TO llpHBOAHT I{ (norapHTMH'leCKOMY)
YMCHhlllCHHIO pOCTa. B TO )!{e 6peim npa C,!IBHre DpCMCHH Ha O,!IHH H TpH icaaprana e OTHOWCHHH
OTHOCHTeJlhHblX YB513hlBaCMblX 3HatJeHHH pacceaaamre 5lBJJ5lCTC51 3HatJHTCJlbHO ŐOJlhWHM. Flpor
H03bl, Bbll10JlH51el\\hl Ha npotueznnee BpeM51 HJlH »ce Ha öynyinee 51BJ15110TC51 06Hapy)l<HBa1om1-1MH,
T. I{. paCX0)1{AeHH5l HaXOA5JTC51 B npene.nax npHCMJJCMblX norpeuraocreü.


