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Operációkutatás a gyakorlatban 1978' 

(VIII. Magyar Operációkutatási Konferencia) 

A Neumann János Számítástudományi Társaság Operációkutatási Szakosztálya a
Magyar Közgazdasági Társaság Matematikai-Közgazdasági Szakosztályának, a Bolyai
János Számítástechnikai Társulat Alkalmazott Matematikai Szakosztályának és az ; JSZT
Csongréd megyei szervezetének társrendezősége mellett 1978. szeptember 26-29 között
Szegeden a Technika Házában rendezte meg ,,Operációkutatás a gyakorlatban '78" című
konferenciáját.

A konferencia iránt élénk érdeklődés volt tapasztalható, a 350 résztvevő 4 napon keresz
tül két plenáris ülés, 61 előadás és egy félnapos kerekasztal vita keret.ében igen aktívan
foglalkozott a hazai elméleti kutatásokkal, a makro és mikrogazdaság, valamint más terü
letek operációkutatási gyakorlatában elért eredményekkel és a feladatok megoldásához
többnyire nélkülözhetetlen számítástechnikai háttér problémáival.

A megnyitó plenáris előadást 1r k ) r ' t *o n · ' r ' n » munkaügyi miniszter tartotta, ami
nagyban aláhúzta az operációkutatás gyakorlati alkalmazásának aktualitását és fontossá
gát nép$azdaságunkb~n. Besz~dé_ben nagy jelent~séget -~ula)do~ított a gyi:i,korlat igényé
nek, amit a konferencia címe kifejez. A konferenciának osztonzest kell adnia ennek szelle
mében a további kutatésokhoz, kezdeményezésekhez, hozzá kell járulnia az elért eredmé
nyek gyakorlati alkah1;1azásához, az atkalmazás?~n 1:és~tv_e';',ő½ ~~örének bővítéséhez, pon
to~ab_ban, kell szolg~lnia ~Ja.pvetó tudomán;YPoht!lrn1 célkitűzésünkot, hogy ~ tudományt
mmdmkabb rcrmelöerővé változtassuk. Elismeréssel szólt a magyar operációkuter.ókrnl,
akiknek széles köre nomzotköz.ileg ismert szaktekintély, de megállapította, hogy tevékeny
ségük, eredményeik huzai gyakorlati hasznosítésában a várakozástól elmaradt. Ovott a
.shódító metafizikai" szemlélettől, amely egy kutatási terület tudományos jellegét a mate
matikai megfogalmazés mértékével egyenes arányban levőnek tételezi fel. A mechanikus
swmlélet, ni kerülése érdekében előtérbe kell helyezni, fel kell használni az ,,emberi tényező
vel" fog lnlkozó tudományágak- így a szociálpszichológia, a szociológia, a pszichológia és
az ergonómia - eredményei I-, hiszen a varható emberi rnagatarLás figyelembevé1,ele ;élkül
kialakítol-L optimális cselck véssoroza.t.ok sokszor nem is hajt.hatók végre.

Az opcrációkut atók akt.ív munkáját. a népgazdaság sok területén igényli, így segítséaet
nyújthatnak 11 tervezésben, növekedési szakaszban levő gazdaságunk tartalékainak felde
l >Í 6 ésében , a t artósan haLékony gazdasági szerkezet kialakításában, a tudományosan meg
ala,_pomLt prognoszr.ikai munk ábnn, oD vállalati stratégiak kialakításában, a vállalatí mun
ka szer-vczet.tségónek magasabb szintre emelésében. A szervezés és operációkutatás ,,köl
csönös Iüggőségébő! és cgymásmuLaltságáb61 következik, hogy a vonatkozó kormányhatá
!·oz11t nemcsak a szervezés tudományos alapjainak, hanem az operációkutatás fejlődéséhez
is kedvező feltételeket teremtett, mivel politikai-társadalmi követelményként is megfogal-
11Jazza a szervezeUség és hatékonyság növelését szolgáló tudományos ismeretek, eredmé
nyek intézményes alkalmazását - rnondtn a miniszter.

Próbáljuk meg tömören áttekinteni a szekció előadások tárgykörét 1D2 tablézat) és a
Problémák megoldéeához felhaszná.lt matematikai módszereket (2. táblázut.).

l. táblázat
ó •o n J' r ' n »Qx ' >-x1á s xAQn x• t á r +y • ö r ' 

Ar xt ' mx QQ•xQ t á r +y ú ' >- x1á s o • 
Egész értékű programozás
Nem lineáris programozás
Matematikai stat.iszt.ika
Gráfelmélet
Lineáris programozás
Egyéb
Összesen:
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Alkalmazási tárgyú elűridások

Népgazdasági, ágazati szintű alk.
Iparvállalati témák alk. példákkal
Tényleges iparvállalati alk.
Mezőgazdasági alkalmazások
Vízgazdálkodási alkalmazások
Egyéb alkalmazás
Összesen
Mindösszesen

9
9

13
4
4
1

40 
61

Az alkalmazási és elméleLi tárgyú előadások különválasztása természetesen kissé ön·
kényes dolog. A matematikai tárgyú előadások között számos olyat találunk, amelyek
konkrét alkalmazásokra ubalnak - mini; pl. Kovács László Béla ,,Gráfszínezési algoritmu
sok és alkalmazásaik ütemezési föladatok megoldására" e. előadása, amely a különböző
heurisztikus és egzakt eljárásokról adott matematikai megközelitésíí áttekintést, ugyan
akkor foglalkozott ezek ütemezési feladatokra történő alkalmazásával beleértve ebbe bizo
nyos számítógépes tapasz.talatokat is -, egyes esetekben pedig alkalmazási projektek
módszertani vonatkozású kiemelésének tekinthettük őket. Ez utóbbit jól példázza Scherr
Károly előadása, amely ,,Egy korszerű útvonalkereső algoritmus és alkalmazása közút
hálózati gráfokon" címmel hangzott el. A téma egyik módszerbani részét képezi a KPM
által a Közlekedési Tudományos Kutató Intézet számára a korszerű forgalom és hálózat
tervezési feladat végrehajtásának. Ugyancsak nehezen választhatók szét az alkalmazási
tárgyú előadások között az elméleti-közgazdasági jellegűek, az általános modellek és a
tényleges alkalmazások. Ez különösen a makro- és ágazati szintű operációkutatási előadá
sok esetében volt bonyolult, mert, legtöbbjük ugyan konkrét népgazdasági problémákat
elemzett, de általános elméleti következtetések jószerével mindegyikből levonhatók.

Tekintsük át röviden azokat a módszereket, amelyekre ebben a 61 előadásban a szerzők
támaszkodtak:

2. táblázat
Az előadások ·módszertani luütere

ilolcgncv-ezés 

Egészértékű programozás
Nem-lineáris programozás
Matematikai statisztika
Gráfelmélet
Lineáris programozás
Készletgazdálkodás
Szimuláció
Egyéb (játékelmélet, dinamikus

programozás stb.)
Összesen

I- ~lméletl \ ~akorla--; Ossz.
előadás

5 ó 10
4 2 (j
4 12 16
3 2 5
3 9 12

4 4 
3 3

2 3 G 

21 40 61

A módszertani szótválasztás sem egészen egyértelmű, a több módszerre támaszkodó
előadásoknál a csoportosítás ala] ja a domináns vagy az újszerűbben alkalmazott eljárás
volt.

Beszámolómban nem kívánok kitérni az egyes előadások értékelésére, hiszen ebben £~Z
esetben vagy meg kellene maradni a címeken túlmenő információkat alig tartalmazó fel
sorolásoknál, vagy csupán néhány jolentösnek vagy elhibázottnak tartott előadás ismer
tetésével és kritikájával lehetne foglalkozni. Megjegyzem, hogy az operációkutatási konfe
renciákon alkalmazott szokésainknak megfelelően a SZIGMA most is felkért néhányat a
szerzők közül, hogy kézirataikat küldjék be a folyóiratnak, és várhatóan ezekből a jövő óv
folyamán t.öbb meg is jelenik.

A konferencia a gyakol'lat,i operációkutatás érdekében kívánt elsősorban hatást gyako·
rolni az oporációkubatók táborára és lehetőségeinek megfelelően szerény mértékben a po
tenciális alkalmazókra. Egyet kell értenünk a Munkaügyi Miniszter által a megnyitó pie-
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náris előadáson clmondoUakkal, nevezetesen, hogy reményt keltő indulás után az operá
ciókutatás nem vált széles körben alkalmazott döntéselőkészítési eszközzé sem a makro
sem a mikrogazdaság területén. Konferenciánk anyagát elsősorban ebből a szempontból
kell megvizsgáljuk.

Az előadások 60 százaléka - amint az a táblázatokból kitűnik - kifejezetten gyakor
lati igényű volt. Tényleges alkalmazásokról azonban mindössze 20-2á előadáson hallot
tunk, ami ugyan nem kevés, de nem is elegendő. Ezek 'közül a legegyértelműbb csoport a
termclővállalati alkalmazások (ipari) köre volt. Sok előadásnál inkább gyakorlatiasságot
éreztünk gyakorlat helyett, ami számos okra vezethető vissza, amelyek közül néhányra
még a tárgyban folytatott vita áttekintésénél visszatérünk.

Elgondolkoztató, hogy milyen következtetéseket vonunk le áttekintve azt, hogy az elő
adások alapját képező kutatásokat milyen jellegű intézményekben végezték.

3. táblázat

IH előadók munkáltatója I Előadások száma

Termelő vállalat
Egyetem, főiskola
Intézet, ágazati számítóközpont

Összesen

5
10
46

61

A legtöbb előadással az MTA SZTAKI munkatársai jelentkeztek. 12 színvonalas elő
adásukból 9 jobbára matematikai módszertani témakörű volt, ami azt mutatja, hogy a 
módszertani kutatások legaktívabban ebben az intézetben folynak. Jelentős számú elő
adást, - összesen kilencet - L11rtotL11k a SZAMKI munkatársai és ezek közül 6 az Intézet
profiljának megfelelően alkalmazási tárgyú volt. A konferencián elhangzott összes előadás
kereken :m szervezet munkatársaitól hangzott el.

Az előadásoknak a 3. táblázaton bemutatott eloszlása mindenesetre azt mutatja, hogy
termelő vállalataink öntevékeny aktivitása ezen a területen még nem elegendő, az alkal
mazási kutatásokat általában külső - egyetemeken, intézetekben vagy számítóközpon-
1 okban dolgozó - munkatársak iránytt.ják, hiszen vállalati társszerzőkkel is alig találkoz
tunk. A 2. 1:<z. táblázat--on bemutatoLt módszertani megoszlásból viszont arra lehet követ
kez tot ni, hogy az egyszerűbb technikákon alapuló alkalmazásokkal - hálótervezés, lineá
ris programozás, különböző AKM modellek - közismertségük és gyakorlati hasznosításuk
kövut.keztében már kevésbé lehet szerepel ni egy sznkmai konferencián. Bizonyos opt.imíz
musra ad okot az is, hogy a hallgatóság soraiban az államigazgatási szervek és a termelő
vállalatok számos munkaté.rsu is megjelent.

Örvendetesnek t.a.rt.juk, hogy a sztochaszbikus kapcsolatok elemzése az előadások tanú
sága szerint. olóretört, hiszen gazdasági életünk, helyzeti.ink áttekintése, fejlődési lehetősé
geink vizsgálata, a gazdasági szabályozás átgondolt, fejlesztésének igénye ezt nagyban in 
dokolja. Az ezekben a témakörökben elhangzott elméleti előadások közül a sokváltozós
mat erna.tikai stat;iszti kai módszert.ani előadásokat emelnénk ki, amelynek alkalmazására.
napjainkban a számítógépes adat,feldolgozás kiszélesedése gyakorlati lehetőségeket teremt.
Ezeket a módszereket sikerrel alkalmazhatjuk az empirikus vizsgálatok eredményeinek
ért.ékolésónél , mivel a különböző klasszifikációs technikák a legáltalánosabban értelmezett
kvantitatív és kvalitatív jellemzőkkel m.eghatározott egyedekből (objektwnokból) álló
rendszerek vizsgálatát teszik lehetővé.

A népgazdasági és ágazati szintű problémák vizsgálatáról tartott előadások elsősorban
tei-vozési, kisebb mértekben szabályozási kérdésekkel foglalkoztak. Joggal hiányolható
azonbu,n, hogy egy sor fontos gazdaságiproblémánkhoz hosszabb távon kapcsolódó égető
kónl0sről nem vagy alig hallot.t.unk előadást. Ezek közül csak néhányat kiemelve: munka
e1·őprnblémák, vu.luté.ris kérdések, külkereskedelmi vizsgálatok, vállalati szabályozási
pToblómák, árkénlésck hiányoztak a beszámolókból. Reméljük, hogy kutatóintézeteink,
~gyelemi t.anszékcink ezeken a területeken az operációkutatás eszközeit is igénybevevő
Jclon t ős k11 Lat ásokut, folytatnak, és a soron következő konferenciáink programjában kellő
súllyal fognak szcrupolni.

A vűllalat.i alkalmazások témakörénél előrelépésnek tekintendő, hogy egyre gyakrabban
táma.szkodnak a kidolgozott modellek szárnítógépes adatfeldolgozásra, ami a legtöbb eset-
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ben garanciája annak, hogy az operációkutatás a hatékonyság fokozását célzó döntések
előkészítésének ténylegesen részévé válik.

A konferencia Szervező Bizottsága egy egész délutánt a számítástechnika gazdaságos
sága és az operációkutatás helyzete kerekasztal vitájára szabadított. fel. A négy órán át
tartó vitán több, mint százan vettek részt, és 29 felszólalás hangzotL el. A számítógépesítés
gazdaságosságának vizsgálatát a résztvevők fontosnak Lartot.t.ák - az V. ötéves terv folya
mán például mintegy 13-14 rnilfiárd forintot fordítunk erre a célra-, hasznos gondolatok
merültek fel egy sor ehhez kapcsolódó kérdésben. Az elhangzottakat összefoglalva: meg
állapították, hogy a számítógépesítés gazdaságossága infrastrukt.urá.lis jellegénél fogva
nem vizsgálható, különösen ha arra gondolunk, hogy az eredmények hasznosítása az esetek
jelentős részében végső soron a felhasználótól - elsősorban a vezetőktől - függ. A gazda
ságosság fogalmának itt újszerű fogalmazásban kell megjelennie, ami ma még ismeretlen
előttünk, így mérésére módszerekkel nem rendelkezünk. Ugyanakkor nem várható, hogy
ez a kérdés a hagyományos gazdaságossági szemléletet kielégítő mennyiségi rnutat.ókku.l
lefedhetővé válik. A számítástechnika gazdaségosságának megfogalmazásában és az ehhez
kapcsolódó módszerek ki.Iolgozaséban az operációlmtatók fontos szerepet vállalhatnak.
A gazdaságosság egy-egy konkrét; feladatra kiválaazt.ot.t rendszer esetében lehet követel
mény. Minden alkalmazásnak he.tározot.t célokat kell megfogalmaznia, a számíLógépesítés
sel kapcsolatos elvarúsokat awn ban nem kell okvetlenül mennyiségi haszonnal alátámasz
tani.

A záró plenáris előadást dr. Németh Lóránt, a KSH OSZI igazgacója turtot t a ,,A számí
tástechnika alkalmazásának fejleszt ósi feladatai a VL ötéves terv idószukában" címmel.
Elmondotta, hogy a számítógépeeítésnck a VJ. ötéves tervben általános gazdaságpolitikai
célkitűzéseinket kell támogatnia ..Priori Lást kell adni az olyan információs rendszerek fej
lesztésének, amelyek lehetővé teszik a gazdasági holyzot gyors észletését, a hatékony elön
tések előkészítését. Olyan váf lalaí.ok szárníí.ógóposlt.ését kell clőt,1\r[,u lrnlyo1/,ni, amelyek a
külgazdasági egyensúly érdekében versenyképes export árualapot, termelnek, segíteni koli
a rmmkaeróhiányból eredő foszülLsógek fcloldáaé.t. Beszélt; a számíLást.cohnikában jelent
kező új irányzatokról és ezek várható hazai jelentkezéséről, szé.mttógéposít.éeünk eredmé
nyeiről n mze tközi összehason I í t.ásbu.n.

Elmondotta, hogy a kövul koző ötéves tervnek már elkó~ziilt; egy durva koncepciója,
konkrét sz.ámokról azonban ma rnóg nem érdemes beszélni. Az I 081 -85-ös időszak szá.mí
tógépesítése azonban vé.rha.tóu.n rokonst.rukciós jellegű lesz, mivel 8 milliárd körüli csere
pótlást kell eszközölnünk. A számítógépes teljesítőköpoaség a technikai fejlődést is figye
lembevóve az ] 980. évinek mini egy kétazcrcsc lesz, a kapcsolódó lót szamnövekedós azon-
ban csak 30% körül alukul , ·

Osszefoglalásként. megállapít hat.juk : aktív, sikeres konfcrencié.t zártunk. A sikerhez
nagyban hozzájárultak a kitűnő feltételek, amelyek Szegeden egy konferencia rendezésé
hez rendelkezésre állnak. Az operaciókut atás gyakorlati al ku.lmavásánnk széles körű elter
jesztésében azonban rn<'g nagyon HOk t.onuiva.ló van hátra.

PoNGfü\CZ TIBOR

,,Matematikai Programozás és Közgazdasági 
Alkalmazásai'' 

(Yem2et/,;ö;:i iudománsjos kou]erencia Velencében)

A Velencei Egyetem Ki'izgttzdaságtudományi ,;,, Kereskedelmi Kara - több olasz tudo
mányos egyesület közreműködésével - 1978. június J 2. és .16. között nernzetlrözi jellegű
konferenciát szervezett, a Canale Grunde-ru nézö, fost öi szépségű épületében a Ca' Foscari
palotában.

A Konferencia rendezői a t.e.nácskozáasul keLtős cólL kíván Luk clú1·ni. Egyrésr.t alkalmat
akartak teremteni az operáeiókutaLáfl terén dolgozó hazai matemat,ik1.1F1ok ós kö:i;gazdászok
eszmecseréjére; különös tekintettel a maLomaLikai progr1.unozás gyakorlaLi alkalmazásai
terén elért eredmények értékelésére. lVl{u,folől külföldi Rzickcrnbcrek meghívása révén külső
impulznsokat, reméltek nyerni mind u. rnaLemaLilmi prograrno1/.ÚS gyakor-lati u.lkalmazása,
mind a:i; elméleti-módszertani kutaL,isok ös:i;Lö11zóso <'·,.dckébon.

A konferencián 12 ki.ilföldi ven<lógolőadón kívül kb. 120-140 hazai szakember vett
részt. A konferencia végig plenáris ülések lwrciébcn tanácskowLt. Délelőttönként került
sor a felkért előadók egyenkénL l-l órás olőud1l.saim; míg dólut,inonkúnL a bejelentett
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el_őadások 20-30 perces ismertetése szerepelt a programon. A Konferencia teljes anyaga
kiadványkötetben meg fog jelenni angol nyelven.

A felkért előadók az alábbi témákkal foglalkoztak:

Benassq, J. P. (Paris): Az egyensúlytalanság matematikai modelljei
Bod P. (Budapest): A matematikai programozás szerepe a magyar távlati népgazda-
sági tervezésben. '
Bródy A. (Budapest): Telatív árak matematikai modelljei a tervezésben
Crémer, J. 0. (Paris): Arakkontra volumenek a tervezésben
Dantzig, G. B. (Stanford): Arak-e a duális megoldások és ha nem: hogyan tehetők
inkább azzá?
Giamnessi, F. (Pisa): Integer programozás és alkalmazásai
Heal, G. (Sussex): A tervezéselmélet újabb eredményeiről
Impicciatore, G.-Rossi, E. (Roma): Arak és volumenek dinamikája nem-egyensúlyi
makro-modellekben
Ritter, K. (Stuttgart): Algoritmusok lineáris feltételű nem-lineáris programozási fel
adatokhoz
Rockajellar, R. '1.1• (Univ. of Washington): Lagrange szorzók majdnem biztos létezése
nem lineáris programozásban
Sitzia, B. (Milano): Okonometriai modellek közelítő vezérelhetősége
Stone, R. (Cambridge): Input-output elemzés és tervezés
Volpato, JJ1. (Padova): _A dinamikus programozás alapjai
Wets, R. (Kentucky): Ujabb eredmények a sztochasztikus programozásban különös
tekintettel a közgazdasági alkalmazásokra.

Ez a felsorolás is jól mutatja már, hogy milyen széles volt a konferencián érintett prob
lémák köre. A hazai részt.vevők által ismertetett rövid előadások - ha lehetséges - még
tarkább képet mutattak. Ilyen körülmények között az egyszerű résztvevő számára meg
lehetősen nehéz volt a konferencia tartalmi követése. Ez kifejezésre is jutott abban, hogy
a teremben tartózkodók száma előadásról előadásra jelentős ingadozást mutatott.

A tematikai tarkaság miatt reménytelen lenne megkísérelni az elhangzott előadások
tartalmi áttekintését. Ehelyett inkább arra vállalkozunk, hogy egyetlen előadást - George
Dantzigét - részletesen ismertessünk.

G. B. Darüziq az árnyékárakról

.. Dantzig előadásában <'KY rendkívül egyszerű és ugyanakkor igen gyümölcsözőnek tűnő
otlett,el járult hozzá ahhoz, hogy a lineáris ;programozás technikáján alapuló tervezési mo
d.~l!ek duális megoldásait eredményesebben lehessen felhasználni az értékviszonyok elem
zesére .

. Ismeretes, hogy az ún. árnyékérak közgazdasági értelmezése és főként gyakorlati elem
zesi célokra való folbaszné.lása eléggé .problematikus. Világszerte széles körben vitatták s
kérdést és 11 vitákhoz - különösen a szocialiata országokban - jelentős ideológiai össze
csapások is járultak. Ez nem egyszer azzal járt, hogy ,,a priori" meggyőződések korlátoz
ták a kutatók érzékenységét a gazdasági valóság tényei iránt, amelyek pedig általában
e_léggé makacs dolgok. Mindez arra vezetett, hogy a matematikai tervezők modelljeik duá
h~ megoldásait, a gyak?rlatban általában nem tudták értelme~ni, és így teljesen a~ ill":ziók
b1Iodalmába került minden olyan próbálkozás, amely valamilyen volumen-maximalizáló
Irlakro-modell ámyékárrendszeréből kivánt a primál feladat preferenciarendszerével kon
zisztens ,,optimális" árrendszert levezetni.

Az elméleti nehézségek és a gyakorlati kudarcok a dualitás tétel ún. ,,complementary
slackness" tulajdonságából fakadtak. Köztudott, hogy a primal-duál feladatpár optimális
meéíoldásánál a primál feladat maradékváltozóinak a vektora merőleges a duális feladat
optimális megoldásvektorái-a. Vagyis a maradékváltozók és az árnyékárak skaláris szor
zata zérus. Egyenlőtlenség alakú feltételek esetén mind a rnaradékváltozók, mind az ár
ny_ékárak nem-negatívak és ebből következik, hogy minden olyan erőforrás, amelyet a
Pflmál feladat optimális megoldása nem használ fel maradék nélkül, az árnyékárrend
szerben szükségképpen nulla értékelést kap.

Ez a körülmény reális anyagi ráfordításokat kifejező eróforráskortátok esetén össze
:~~~ztethet;etlen elle_ntmondást h?z létre a_z ,~rnyékárak és 8; gyakorlatb~!1 l~tező árak

0zott. Egy tervezési modellben ln nem merülő munkaerő kori.at a munkaerőt ,,mgyenes",
,,szabad" erőforrásnak mutatja. A valóságban azonban a munkaerő foglalkoztatott része
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nincs ingyenben, a dolgozók munkabért. kapnak, és csak a nem foglalkoztatott munkaerő
nem okoz költséget.

Az összes eddigi modellezési tapasztalat azt mutatta, hogy az ellentmondás áthidalására
irányuló különböző marginalista meggondolások semmi segítséget sem adtak ahhoz, hogy
az árnyékárakat az értékviszonyok elemzésére hasznosítani lehessen. Az árnyékárak fel
használása az ún. érzékcnységvizsgalatokra korlátozódott, vagyis megmaradt a primal
feladat szférájában.

Dantzig előadásában megmutatta, hogy hogyan lehet a fentiekben jelzett problémát
megkerülni, hogyan lehet a primál feladatot, annak megoldása után, úgy módosítani, hogy
egyfelől az optimális primál megoldás ne változzék; másfelől az árnyékárak viselkedése
közelebb kerüljön az igaú árakéhoz.

A javasolt eljárás a következő három feltételezésen alapszik:
- egy adott gazdasági rendszer szempontjából az optimális megoldás által fel nem hasz
nált kapacitások értéktelenek és törölhetők a rendszerből;
- a felhasznált kapacitások egy infinitezimálisan kicsi e hányadban nyújthatók és zsugo
ríthatók;
- a kapacitások értéke úgy mérhető, hogy zsugorltjuk őket e mértékben, majd megnéz
zük, mennyivel növekszik a célfüggvény, ha ezt az s-nyi részt visszatesszük.

Az ilyen módon perturbált feladat optimális primal megoldása azonos az eredeti primál
opt.imumma.l; ugyanakkor új árnyékárrendszer adódik, amely nem változik, miközben e
tart u nullához.

Tekintsük a következő lineáris programozási feladatot: egy gazdasági rendszert, amely
n tevékenységet képes megvalósítani és m terméket bocsát ki, úgy akarunk működtetni,
hogy a rendszer rögzített struktúrában maximális volumenű kibocsátást nyújtson, miköz
ben r számú és adott kapacitású erőforrást haeználhat fel.

Legyen: A: (m xn) 
B: (rxn) 
kER' 
bER"' 
).ER 

Modellünk a következő:

típusú mátrix a kibocsátások mnt.rixa:
típusú mátrix a ráfordítások mátrixa;
a rendelkezésre álló erőforrások vektora;
a kibocsátások tervezett struktúrája;
i ndikátorval tozó,

Ax- ).b ~ 0
Bx s»

x~0; ).~0 
.1. -•max!

Legyen a prirnál feladat optimális megoldása (x'l; ).0).

Az optimális megoldás k0 = Bx0 mennyiségű erőforrást, használ fel. Az optimális meg
oldáshoz tartozó kapacitásfelesleg most u0 = k - k0 ~ 0. Ha u0 = 0 akkor nincs problé
ma, mert az optimális megoldás minden erőforrást felhasznál, és így az ámyékárak rendre
pozitívak. Ha viszont u0 # 0, akkor a kiinduló feltevéseknek megfelelően a felesleges erő
forrásokat töröljük a modellből, vagyis k helyett k0 kerül a korlátok jobb oldalára. A ki
induló feladat tehát módosult:

A.c-.1.b':0
Bx ;;;;k0

:,; '· 0 .1. '· 0
), • ma.x !

Nyilvánvaló, hogy (x0; ),0) t.ovúhbra is optimális megoldás, azonban a módosítot.t fel
adatban J?Índen körülmónyok közöt.t dogoneráció lép fel.

A duahtástételből ismer itea, hogy ez a körülmény azt jelenti: a duál feladat optiműlis
megoldása nem egyértelmű; létezik a duáloptimális mcgoldásolmak egy végtelen sok ele
met tartalmazó halmaza. A d nális megoldás cgyórtelm(lvó tétele érdekében ezért, egy per
turbációt alkalmazunk a módosított feladaton. Mcgvizsgálj11k, hogyan viselkedik a r ·nd-
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szer ,,e"-nál kevesebb összeróforrás mellett, hogyan értékeli az erőforrásokat. A következő
feladatból indulunk ki:

Ax- J.b :2:0
Bx+ v ;;,; ko

p*u ;;: £

x ;;: O; ii ;;: O; ). ;;: O
). ~ max!

A perturbációs feltételben szerepló p* = (P 1; P 2; ..• P,) > 0* vektor kívülről bevezetett
paramétereket tartalmaz. Ezek segítségével valamilyen közös egységre vezetjük vissza a
különböző erőforrásokat, P; pl. arányos lehet egy egység pótlólagos i-ik erőforrás elóterem
tésének költségeivel valamilyen bázisidőszak árrendszerében. Legyenek a perturbált fel
adat duális változói: (n:*; a*; Q). Akkor a duális feladat így fest:

- n*A + a*B 2 0*
n*b ~ l

a* - Qp* 2 0*

:-i ~ O; a ~ O; q ;;:; 0
(a*k0 - QE) -v min l

Minthogy az eredet i feladat optimális megol<lása 7.:0 erőforrásmennyiséget használt fel:
általában elvárhatjuk, hogy a perturbált feladat, optimális primál megoldásában p*u0 = e
adódik és a megfelelő duál változó pozitív lesz. Vagyis (?0 > O-t nyerünk. Ebben az esetben
viszont a duális feltételek harmadik blokkja szerint: ai 2 QPi, és ez biztosítja, hogy vala
mennyi erőforrás duális értékelése poz.it.ívnak adódik.

Ha történetesen mégis Qo = 0 lenne, a követ.kezóket. lehet tenni: az eredeti problémát
nem úgy módosítjuk, hogy az eredeti feladat optimális megoldása által felhasznált erőfor
rásokat rögzítjük, hanem úgy, hogy az itt nyert optimális kibocsátást írjuk elő. Majd ke
ressük azt a primál megoldást, amely ezt a kibocsátási a lehető legkevesebb erőforrással
képes előállítani.

A:c ;:; }.0/J

H:r+u::=:;k 

x ~ O; u ~ 0; J. 2 0 
p*-u -• max !

Ha. a pert.urbalt feladatban most már ennek a:r. optimális megoldását használjuk x0-ként,
biztosítvu van !?o > 0 és ezzel az árnyékérrendszer pozitivitása.

A perturbált feladat alapján nyert árnyéké.rrendszer nyilván e függvénye. Azonban
létezik olyan e1 küszöbérték, hogy minden 0 < e ~ E1-re azonos duál optimum adódik.
Az árnyéké.rak ugyanis kizárólag a mcgengcdot.t. bázistól függnek. Ha azonos bázis meg
engecleLt e1 és e2 esetén és e,> e2: akkor a bázis megengedett marad minden 1o1 :2:; e :2; e2-

re. Minthogy a különböző megengedett bázisok száma véges, létezik legalább egy olyan
bázis, amely végtelen sokszor ismétlődik, ahogy e tart. a ü+-1,oz. Igya duális megoldás
változatlun lesz valamilyen (0, e1) intervallumban, ha, e1 elég kicsi .

. Az ismertetett módon tehát mindig biztosíl ható olyan erőforrás-értékelés, amely kon
zisztens a prirnál feladat preferenciarendszerével és amely minden erőforráshoz pozitív
árat rendel.

Dantzig nem említette előadásában a hagyományos árnyékárrendszer egy másik, hatá
sában szintén igen kellemetlen anomáliáját. Ez pedig abból adódik, hogy minden tervezési
modellben szerepelnek olyan feltételek is, amelyek nem a szűkebb értelemben vett anyagi
erőforráskorlátokra vonatkoznak. Piaci korlátok, gazdaságpolitikai minimumokat előíró
követ,elmények, a modell lineáris jellegét korlátozni hivatott feltételek stb. formálisan
hasonló szerepet játszanak a modellekben, mint a szűkebb értelemben vett erőforráskor
l_átok. Ezek egy része az optimális megoldásokban kimerül, egyenlőségre teljesül és gyakran
ep_pcn ezek a korlátok teszik lehetetlenné bizonyos anyagi erőforrások teljes felhasználását.
MmLhogy a primal feladat opt.imális célföggvényértékót a megoldás ,,szétosztja" a kime-
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rülő ,,erőforrások" között, nem anyagi jellegű feltételek pozitív értékelést kapnak, miköz
ben, zérus értékelésű marad egy sor anyagi erőforrás.

Ugy tűnik, hogy ez a jelenség is kezelhetővé tehető a fentiekben ismertetett gondolatok
~egítségével. A nem anyagi típusú feltételek j_obboldalait rendszerint eleve elég sok szub
jektív meggondolás alapján számszerűsítik. Igy ezekkel kapcsolatban a nyújthatóság és
zsugoríthatóság teljes joggal feltehető - méghozzá nem is csak infinitezimális szinten. Míg
azonban az anyagi jellegű korlátok esetében a perturbációt azért alkalmazzuk, hogy a
megfelelő feltételeket aktívként őrizzük meg; a nem anyaginak ítélt feltételek esetében a
cél éppen ellenkezőleg: a feltételek redundánssá tétele kell, hogy legyen.

Ugy tűnik, érdemes Dantzig ismertetett ötleteinek fényében újra megvizsgálni, hogy
mire használhatók az árnyékárak a tervezési gyakorlatban.

Bon PÉTER


