ABEL TsTvAN

Erték és gazdasigi dinamika

1. Fizikai és gazdasagi mozgastorvények

A gazdasig mozgastorvényeit meg lehet fogalmazni a fizika egyik 4gdban, a
mechanikaban, kozelebbrdl a klasszikus dinamikaban alkalmazott Lagrange
és Hamilton 4ltal kidolgozott matematikai osszefiiggések formajaban. (Ezek-
rél jo attekintést ad [4] és [14])

A gondolat egyik legkorabbi megjelenése Leon Walras 1907 és 1908 telén
Economique et mechanigue cimmel irott dolgozata. Ez 1909-es meg,]elenc.se
utén feledéshe meriilt. (Ujra megjelent: [17])

Ujabb figyelemre mélté kisérlet flizédik Luigi Amoroso nevéhez, aki 1940-
hen meg,Jelent cikkében [1] értékelméletet modellea ezzel az eszkoztar-
ral.

Napjainkban a probléma reneszinszat éli. Ennek érzékeltetésére elég két
mi( emlitése, melyekre e dolgozat is tamaszkodik: Macinn [8] és Cass—
SHELL [5].

I munkdk mind a polgari drelmélethdl indulnak ki, igy fogalomalkotasuk
szitkségképpen eltér az altalunk hasznalatostol. A fizika eddigi torténetéhdl
kit(inik, hogy dnmagaban megalld dinamikai elméletet csak valami mélyebb
megmaraddsi elvre (invariancia elv) lehet alapozni. Ilyen mélyebb elv a pol-
gari 4relmélethél hidnyzik, azonban a marxi értékelméletben fellelhets, sit
annak egyik alapeleme. A munkaértékelmélet szilird alappal szolgél az itt
targyalandé altalinos kifejtéshez.

Felhasznaljuk Novozsilov gondolatait is, melyek drnyaltabban kidolgozzik
— a Marandl egyébként mér felmeriilt — oOsszefiiggést az értéktorvény és a
munkamegtakaritis elve kozott. Eltériink azonban Novozsilov modellalkol-
satol, mivel az valdjaban csak az Gn. ,,opportunity cost’” dtfogalmazisit szol-
galtatja.

A dolgozat e bevezetésen kiviil négy fejezetre tagolodik. Az elsG az érték-
torvény egy szabatos matematikai alakjit adja meg. A mésodik a termelési
tényezok — és dltaliban a korlitozott eréforrasok — szerepével foglalkozik.
A harmadik és a negyedik rész a raforditasokkal illetve a hozamokkal kapeso-
latos Osszefiiggéseket vizsgalja és kidolgozza az értéktorvény és a munkameg-
takaritas elvének kapesolatét.

Az igy nyert mozgisegyenletek arelméleti és mozgiaselmdéleti alkalmazdasa
egy késobbi dolgozat tirgya lesz. Ahogy a hamiltoni formalizmus a fizikai
dinamika legaltalinosabh megfogalmaziasa — alkalmazisa a modern relati-
vitdaselméletet is atvilagitja — ugy remélhetd, hogy kozgazdasagi értelmezése
is alkalmas lesz a dinamikai gondolatok vildgos Osszefoglalasara.

A kifejtés sordn bdven éliink a jol ismert Newmann-Leontief-Brédy féle
linedris rendszerek dinamikai fogalmaival.
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Ez azonban pusztan illusztracidként szolgdl, a kiépitends formalizmus
joval altalanosabb, tehat helytallé marad nemlinearis osszefiiggések esetén is,
sét tulajdonképpeni rendezd ereje éppen ezen az dltalanosabb teriileten bon-
takozik ki teljesen.

A dolgozatban mindenhol, ahol raforditasok és hozamok kozotti kvantita-
tiv osszefiiggéseket targyalunk, a raforditdsokat negativ elGjellel véve vetjiik
ossze a hozamokkal. Ezt tekinthetjiik egyszerdien jelolésbeli konvencionak,
melyet indokolhatnink azzal, hogy a raforditdsokat negativ hozamoknak
tekintjiik, de ugy is, hogy a hozamokat negativ raforditdsként értelmezziik.
Mas széval ugyanazon munkamennyiséghez ellenkezé | irdnyitist” rendeliink
akkor, ha azt rdforditisként, mint akkor, ha azt eredményként vizsgaljuk.

2. Az értéktorvény

Az érték nagysigat a tarsadalmilag sziikséges munkaraforditasok oOsszege
adja meg.

A kovetkezOkben két fiiggvényt vezetiink be. Az elsé a gazdasag érték-
teremtd potencialjat adja meg a gazdasig allapotinak, helyzetének fiiggvé-
nyében, a masik pedig ennek valtozdsit. Mindketté argumentuma ugyan-
azon vektorvaltoz6, x = (x,,...,x,) amely az 1.-t6l n.-ig megszimozott
kiilonbozé termékek mennyiségét méri, elképzelésiink szerint természetes,
azaz fizikai mértékegységekben.

A gazdasig értékteremtd potencidlja biivis kifejezés helyett hasznalhattuk
volna egyszerfien az érték szot is, de hangsilyozni kivinjuk, hogy ezen a
gazdasig olyan mennyiségi osszefiiggései értenddk, melyek az erdforrdsok
optimalis allokdcidja esetében érvényesiilnek tiszta formajukban. Talalobb
elnevezés hijan a potencidlis értél elnevezést fogjuk haszndlni, de e részben
még megmaradunk a megszokottabb érték kifejezés mellett, megjegyezve,
hogy ezek szinonim fogalmak.

Legyen

(1) e = V(),

azaz az o termékhalmaz e értékét adja meg a V(x) fuggvény.
Ez a V fiiggvény elképzelhetd a legegyszer(bb V(x) = px = 3 pyx; alakban,

{

ahol p, az i-edik termék egységének értéke. Lehetséges azonban més, dltald-
nosabb fiiggvény is, és itt nem tesziink més kikotést a V fiiggvényre, mint
hogy vektorvaltozos skalarfiiggvény, amely korlitos és folytonos. Korléitos,
mert véges termékhalmaznak nem lehet végtelen értéke; folytonos, mert a
termékhalmaz csekély megviltozdsa csak kevéssé valtoztatja meg ennek
értékét.

A rendelkezésre 4116 termékhalmaz megvaltoztatisa — ez dltaldban egyiitt-
jar értékének modosuldsaval is — raforditasokkal jar. Legyen a raforditdsok
kiszadmitésat szolgalé fiiggvény F(x), akkor

(2) — F(z) = grad V(z),
ahol a negativ elGjel azért szerepel, mert riforditist hasonlitunk Ossze ered-
oV (x)

mény jellegli mennyiséggel. A grad V(x) = ,) vektor értékid fuggvény.
O
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A (2) egyenlet jelentése az, hogy az F(x) raforditisok azok, amelyek az
értéknagysagot megnovelik.

Az F fiiggvény ismét elképzelhets egyszeri linearis alakban, példaul mint
v), ahol ) a Leontief-inverz és v a kozvetlen munkariaforditdsok vektora.
Egyvelére azonban ismét nem teszink més kikétést az F fuggvényre, mint
hogy vektorvaltozos vektorfiiggvény, amely korlatos és folytonos. Korlatos,
nert véges termékhalmaz nem igényelhet végtelen raforditasokat; folytonos,
mert a termékhalmaz csekély megvaltoztatisa csak kevéssé valtoztatja meg
a szitkséges raforditasokat.

Induljon ki most a gazdasag egy x, termékhalmazbol és jusson el egy z,
termékhalmazhoz. Ekkor az értéknagysag megvaltozasit a kovetkezoképp
szamithatjuk:

(3) de = — _Q'TF('x) dx = \ grad V(z)dx = V(xy) — V().

A (3) egyenlet legfontosabb mondanivaloja az, hogy mivel a V fiiggvény
skalarfiiggvény, ezért grad V(x) integralja csak a megtett Gt két végpontja-
t0l, x, és @y értékétdl fiigg. Nem fligg semmiképpen a két végpontot osszekots
palya sajatos alakjatol, tehat kozomhos, hogy a két végpont kozt a gazdasg
milyen Gton halad. z, és 2, a tovabbiakban is rogzitett allapotokat jelsl, és a
dolgozathan csak e két pontot OsszekotG tetszileges a(f) palyakkal foglalko-
zunk, de magukat az x, és a, allapotokat adottnak vessziik.

Az x termékhalmaz a tarsadalmi sziikségleteknek megfeleltetve értékelGdik,
tehat az egyes termékfajtik Osszmennyiségeikkel vesznek részt az értékels-
désben és a termékegyedek egy-egy adott termékfajtan beliil azonos értéke-
lést kapnak, fiiggetleniil attol, hogy egyedileg hogyan termelték Gket.

Az alabbi idézetek alapjan azt is mondhatnank, hogy a (3) Osszefiiggés a
marxi érté¢kmeghatirozashol definicidszertien adodik.

s« .. & piaci ar alakjaban és tovabba a szabdlyozé piaci dr vagy piaci ter-
melési ar alakjaban mutatkozik meg az aruk értékének természete, az, hogy
értékiiket nem az egy meghatdrozott darumennyiség vagy egyes druk termelé-
séhez egyénileg, egy meghatdrozott termelé szaméra sziikséges munkaidd
hatdrozza meg, hanem a tarsadalmilag sziikséges munkaidd; az a munkaidd,
amely sziikséges ahhoz, hogy a tdrsadalmi termelési feltételek adott atlaga
mellett elGallitsdk a piacon taldlhaté arufajtak téarsadalmilag sziikséges ossz-
mennyiségét.” [11] (608—609. old.)

Az Ossztermék — azaz az Ossztermék értéke — ekkor tehdt nem a benne
foglalt munkaidével egyenls, hanem azzal a munkaiddvel amelyet ardnyosan
felhaszndltak volna, ha az ossztermék ardnyos lett volna a tobbi teriilet ter-
melésével.” [9] (197. o.)

Az értékeléshen sziikségesnek elismert raforditdsok az adott termékfajta
Osszmennyiségének értékét hatdrozzak meg:

Tegyiik fel példéul, hogy ardnylag til sok paniutszovetet termeltek, bar
ebben a szovet-ossztermékben csak az el6allitdsahoz az adott feltételek kozott
szitkséges munkaidé realizalodik. De egyaltaliban tul sok tarsadalmi munkat
adtak ki ebben a kiilonos 4gban; azaz a termék egy része haszontalan. Az
egész ennélfogva csak gy kel el, mintha a sziikkséges ardnyban termelték
volna.” [11] (604. o.)

Mi a termékfajtak Osszmennyiségeivel és ezek értékelésével foglalkozunk.
Ebbdl a mértékegység megfelelé megvélasztasival és osztéssal megkaphat-
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juk a termékegység értékelését. Az értékelés ilyen meghatirozisa a marxi
értékelmélet lelke:

. Bar a kozvetlen élelmiszertermelék munkdja Oonmaguk szempontjabol
szétvalik szitkséges ¢és tobbletmunkdra, a tdrsadalomra vonatkozéan ily
moédon ecsak az élelmiszerek termeléséhez megkivant sziikséges munkaidot
jelenti. Egyébként ugyanez a helyzet a munkanak a tarsadalmon beliili min-
den megosztasanal, eltéréen a munkanak az egyes miihelyen beliili megosz-
tasatol. Ez a killonos cikkek termeléséhez — a tarsadalom kiilonos cikkek
iranti kiilonos szitkségletének kielégitéséhez szitkséges munka. Ha ez az elosz-
tds ardanyos, akkor a kiilonb6z6 csoportok termékei értékiikon (a tovabbi fej-
16dés soran termelési arukon) kelnek el, vagy pedig olyan arakon, amelyek
ezeknek az értékeknek, illetve termelési araknak altalanos torvények dltal
meghatarozott modosulasai. Ez valojiban az értéktorvény, ahogy érvényesiil,
nem az egyes arukra vagy cikkekre, hanem a kiillonos, a munka megosztas:
kovetkeztében onallosult tarsadalmi termelési szférak iindenkori osszter-
mékeire vonatkozoéan; ugyhogy nemecsak hogy minden egves drura csak a
szitkséges munkaidGt forditjak, hanem a tarsadalmi Osszmunkaidéhdl is esak
a szitkséges aranyos mennyiséget hasznaljik fel a kiilonboz6 esoportokban.”
[11] (603—604. o.)

Raforditasok eszkozlése mindig a ¢azdasig erdforrasainak felhasznalasat
jelenti. Esetiinkben a munkaraforditisok mértékében esokken a gazdasag
még  mozgosithatd  forrdastartaléka, az eleven munka lehetséges mennyi-
sége. K csokkenés egyenld az aktivalt raforditdsmennyiséggel. Vagyis ha a
potencialis raforditdsok mennyiségét m jeloli, és az el6bbi médon a gazdasig
az x, termékhalmazzal jellemzett allapotbdl az x, termékhalmazzal jellem-
zett allapotba jut, akkor az aktivalédott raforditasokkal esokken ez a mennyi-
ség:

(4) Am = j‘T F(x)-da.

A (3) és (4) egyenletekbdl adodik a
(5) de 4+ Adm = 0

alaposszefiiggés, mely még élesebben fejezi ki a marxi értékelmélet alapelvét,
az érték megmaradisinak elvét olyan értelemben, hogy értéket esak a munka-
raforditasok hoznak létre. Az érték a termelési folyamatban transzformalodik
ugyan, de osszmennyisége nem valtozik. Az (5) egyenletbdl adodik ugyanis,
hogy

(6) e -+ m = konstans

Ami az érték megmaradasinak elvét fejezi ki.

Két megjegyzés kivankozik ide. Az elsG az, hogy az (5) egyenlet igynevezett
»konzervativ'’ rendszerekre vonatkozik, amelyben tehdat a technikai lehet-
ségek adottak. [gy nem meriil fel benniik ,,erkolesi kopas”, tehat olyan érték-
csokkenés, amelyet a technikai viltozas valt ki. Ugyandagy nem meriil fel az
er6forrasok esetleges kimeriilésével kapesolatos, a technika |, romlasabol”
szarmazo értékemelkedds sem. Az erdforrasok korlatozottsaganak kérdésére
a kovetkezG részben tériink ki, a nemkonzervativ (idGparaméteres) rendsze-
rek késGbbi vizsgalat targyai.
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A masodik megjegyzés az, hogy az egyenletek nem elosztdsi viszonyokat
fejeznek ki, benniik a munkaeréraforditis az altala létrehozott értéknagysig-
gal és nem sajat értékével szerepel.

3. A termelési tényezék és az érték

Eddig az x,-hol x,-be vezetG palyakra semmilyen kikotést nem tettiink.
A meglévé termelési feltételek azonban nem teszik lehetGvé, hogy x,-bél
bizonyos ¢ idé alatt tetszdleges x,-be eljuthassunk. Az x,-bol x,-be vezets
tetszileges palydk egy része megsérti a termelési feltételek oldalarol érvénye-
siil6 korlatozasokat. Ezeket gazdasigilag nem lehetséges palydknak nevezziik.
A tovabbiakban csak a feltételeket kielégitd, gazdasagilag lehetséges palyak-
kal foglalkozunk.

A termelési feltételek oldalardl jelentkezd korlatozasokat forraskorlatok-
ként vessziik figyelembe. A forraskorlat mindig valamiféle technolégiai dssze-
fliggésen keresztiil jelentkezik. Nyilvan, ha olyan technoldgiai lehet$ségiink
lenne, mely a korlatos forras kimeritése nélkiil allitand el a termékmennyi-
séget, akkor a korlat nem lenne aktiv létezd. Ugyanakkor a technolégidkkal
kapesolatos korlatokat minden esetben forraskorlatokra vezetjik vissza,
mondvan, hogy minden esetben valamiféle forraskorlat akadalyozza meg
adott technologiai lehetdség kiterjesztését. Egyszoval forraskorlat alatt min-
denféle a termelési feltételek oldalardl jelentkezd gazdasagilag redlisan létezd,
vagyis aktiv korlatozast értiink.

A termelési tényezik korlatozottsiga azt jelenti, hogy ezen tényezdk ren-
delkezésre all6 mennyisége vagy termelése az irdntuk mutatkozé keresletnél,
vagy pontosabban, lehetséges hatékony felhasznalasuk volumenénél kisebb.
Minden korlatos tényezé monopolizalhato, vagy legaldbbis a monopolizalé-
dds bizonyos jeleit veszi fel, ami jaradékok realizdlasat teszi lehetGvé az elosz-

tasndl. Kz azonban mdr az drakon keresztiil torténik — amire egy késdbbi
vizsgilathan tériink vissza — ¢s elosztdsi viszonyokat tiikroz — ami szintén

kiviil esik jelenlegi vizsgdlatunk korén.

Nagyon is ide tartozik azonban ezen termelési tényezék modelliimkben val6
szerepeltetésének kérdése. Vagy ami ezzel szorosan osszefiigg, az hogy a ter-
melési tényezdk (korlitos forrdsok) milyen szerepet jatszanak az értékmeg-
hatdrozashan.

A forrdskorlatozasok egyszer(ibh esetét tgy irhatjuk le, hogy a gazdasigilag
lehetséges palyak pontjait az n-dimenzios pozitiv orténsnak a kiovetkezs

(7) gu(x) = 0 (k=1,...,7)

egyenletek altal meghatarozott tobbdimenzios alakzatara korlitozzuk.

LehetGség van a korldtozasoknak egy ennél altalanosabb megadasara is,
melyre részletesebben az arelméleti kérdéseknél térink majd ki. Itt g, skalar
értékl vektorfiiggvényeket jelol, melyekrsl feltessziik, hogy folytonosak.
Folytonosak, mert a termékhalmaz csekély valtoztatasa csak kis mértékben
viltoztatja meg a pétldlagos forrasigényt.

Az egyedi termékek termelése soran, ha forraskorliatba iitkoziink, akkor
az adott forrashol fellépd lokalis hidny miatt kényszerrdforditdsok meriilnek
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fel. Ezen kényszerraforditasoknak a
K
(8) G(x)= > 4 grad g,(x)
k=1
fiiggvényt feleltetjiitk meg, ahol grad g, (x) = dl’;—(i)
ox
A (8) meghatarozisban kifejezésre jut, hogy a kényszerrdforditas annal
nagyobb, minél nagyobb az adott termelési szint mellett a termelés potlo-
lagos forrasigénye (grad g,‘.(x)) és minél nagyobb az adott forrasfajta egvsé-
gének helvettesitéséhez sziikséges raforditas (1,). Természetesen 4, is valtozhat
a termelési feltételek valtozasdival (akaresak x ez is ¢ fiiggvénye), de negativ
értelemszertien nem lehet.
A kényszerraforditasok (/(x) fiiggvénye vektorérték( vektorfiiggvény,
akarcsak az F(x) raforditasfiiggvény.
A kényszerraforditdsokat is figyelembe véve értékmeghatarozasunk (3)
mintajara a kovetkezd lesz:

(9) . P j‘r| F(x) + G(x)]da.

Xo

Mivel azonban z, csak olyan értékeket vehet fol, hogy a (7) egyenletek egyi-
két se sértse meg, igy x viltozdsa: dx ortogondlis grad g, (r)-el. Ugyanis (7)
miatt:

[ 4 grad g,(x) de = Ag,(x) = 0. (=21, 9,0

Ebbdl pedig mar kiovetkezik
(10) | Q(x) dz = 0.

Vagyis a (9) Osszefiiggés (10) felhasznalasaval (3)-ba megy at.

Kz éppen azt fejezi ki, hogy a termelési tényezk nem értékalkotok. A for-
rasok korlatozottsaga a monopolizalhatosig révén az dralakuldsra, az elosz-
tasi viszonyokra hat, de érté¢kalkotoként csak a munka jon szoba.

4. A raforditas

d.a. A tarsadalmilag szikséges rdaforditisok intenzitdsa

Eddig az értéket hataroztuk meg a tarsadalmilag sziikséges raforditasokkal.
A termékhalmaz megviltoztatiasahoz az x dllapotban sziikséges raforditiso-
kat F(x) jelolte. Példaként emlitettiik a statikus Leontief modellt, melyben a
termékhalmaz megviltoztatisihoz sziikséges raforditisokat »Q fejezi ki, a
termékhalmaz novekményét pedig y jeloli. Vagyis az y — xp — x, viltozis-
hoz sziikséges raforditasokat »Qy adja.
A (3) egyenlet alapjan littuk, hogy az értéknagység megviltozisa (o)
tiiggetlen attol, hogy milyen x(t) (0 << ¢ << T') palydn jutunk el a,-hol x,-be.
A tényleges raforditdsok nagysiga azonban nagyon is fiigg attol, hogy milyen
tényleges pilyin mozog a gazdasig. Az értéknagysig meghatirozasinak vizs-
galatardl attérve a raforditdasok vizsgalatira éppen ez a vonatkozds keriil a
kozéppontba. Az elézs részekben a tdrsadalmilag sziikséges raforditdsokat
tekintettiik ismertnek, és azokkal hatiroztuk meg az értéket. Most megfor-
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ditjuk a dolgot. Az értéket véve alapul a tarsadalmilag szitkséges raforditdsok
meghatdrozasara iranyitjuk figyelmiinket. Pontosabban arra, hogyan haté-
rozhatok meg a tarsadalmilag sziikséges raforditdsok az idSben alakulé konk-
rét termelési palyak mentén.

A V(xy) — V(x,) értékvaltozas ismeretében az értékvaltozdst idébeli ala-

kuldsa alapjan is felirhatjuk.
-
Ade = j ——dV(x—(i)) dt
dt
0

alakban. Feltevésiink szerint azonban V(x) csak kozvetett modon figg ¢-tdl,
igy e felirds tulajdonképpen a kiovetkezG alakot veszi fel:

T
(11) Ae = | grad V(x(t))(t)dt,

ahol #(1) az x(t) figgvény idG szerinti derivéltja.
A (2) osszefliggés alapjan a tarsadalmilag sziikséges raforditasokra (5)
figyelembevételével a kivetkezd meghatdrozast kapjuk:

(12) Am = sl 1"(17(!)) Z(t) dt.
0

[lyen formaban a termékhalmaz x,-rél x,-re torténé valtoztatisdhoz tér-
sadalmilag sziikséges raforditdsok nagysdgat iddbeli folyamat oOsszegeként
adjuk meg. Kézenfekvi az integrandust a tdrsadalmilag szikséges raforditdsok
intenzitdsinak nevezni, mivel idSegységre (pontosabban infinitezimalis id6-
egységre) esG tarsadalmilag sziikséges raforditast jelol.

De ez még mindig esak elméleti képzé6dmény, amirdl biztosan csak azt tud-
hatjuk, hogy nem megfigyelhets. Legjobb esetben is csak a konkrét tényleges
riforditdasok megfigyelhetdk.

4.b. A tényleges rdforditdsol:

A gazdasiag konkrét palyajan a tényleges rdaforditasok intenzitdsdt Q(x(t),a';(t))
funkciondllal jeloljiik. E funkciondlrél a kezelés egyszeriisitése céljabol fel-
tessziik, hogy megengedett fiiggvényei, a termelési palyat leird x(t) fiiggvé-
nyek kétszer folytonosan differencialhatok. A dolgozatban hasznélt levezeté-
sek eredményei kevéshé megszorito feltevések mellett is helytalléak marad-
nak (esetleges aprébb modositasoktol eltekintve), tehat feltevéseink nem sziik-
séges, csak elégséges feltevések. A targyalds egyszeriisitése érdekében ecsak
ezekre szoritkozunk.

A tényleges raforditdsokat [C(x(l))] a raforditdsintenzitdsbol integralassal
kapjuk:

7§ y
(13) C(x(t)) = | (x(t), a(t))dt.
0
A kordabbi Leontief-féle modelliink egyszerti példajanal maradva ezt a ko-

vetkezOképp illusztralhatjuk. Figyelembe véve a (12) osszefiiggést és aat,
hogy #-re a vf) alakot emlitettiik, £-re pdldaként a vQ4 alak adédna, ahol fel-
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tevés szerint v és @ figgetlen ¢-t6l. Ne feledkezziink azonban meg arrél, hogy
Z itt nem a termelési szint id6 szerinti derivaltjat jeloli, hanem a termékhal-
maz id6 szerinti derivaltjat. Leontief zart dinamikus modelljében, ahol a
netté terméket folhalmozasra forditjak, a termékhalmaz id§ szerinti derivalt-
jat Bz jeloli, ahol & a termelési szint idG szerinti dcmva]tm fgy példank 2-re
vQ) Bi alakot nyeri. Hasonlé meggondolasokkal x = Bz fejezi ki a gazdasag
rendelkezésére allo termékhalmaz és a termelési szint kozotti Osszefiiggést.

Ez a példa egyébként a kovetkezd meggondolasokkal is indokolhatd. A ter-
melés novekedését idépontrdl idépontra a koetkezs egyenlet irja le:
(14)
ahol 4 a kozvetlen raforditdsi egylitthaték matrixa, B pedig a tékelekotési
matrix. Feltessziik, hogy 4 és B matrixok konstansok, vagvis technologiai
valtozas nem modositja a raforditasi viszonyokat.

A [0, T] intervallumot n részre osztva, véges differencidkkal a kiovetkezs
alakban irhatjuk le a termelés novekedését ezen idGintervallumokban:

2, = Az, + Bz, + v,

(15) x = Az, + B(x 0 — ) + Yo
ahol
0<<t<T—A és A= L :
A (15) egyenlethbdl atrendezéssel kapjuk: '
Y= (B — A+ B)x, — Bz 4

Bevezetve a (¢ = (K — A + B) jelolést, a [0, T'] intervallumban a kivetkezG
egyenleteket kapjuk:

vy |1 [G—B 0 0 1Mz,
Yar [0 S S o (0 Lt
- O il G 0 :
Y R 2
: 0O 0 0 . —B
| Yr-a | O O O G| Lera |

Az utols6 egyenlet csonka marad, mert mar nem fér bele a hipermatrixba x,
szorz6ja — B. A beosztas finomitdsaval tetszGlegesen csokkenthetjiik azonban
e csonkitas okozta torzitdist. A beosztds finomitésa azt jelenti, hogy n — co és

At — 0.
Innen Leontief dinamikus inverzszimitasaval kapjuk: (1d. [7]77—107 old.)
[z, " 7| [[G1G'BG-(@GBPG-1... (@ 'B)" @7 [y |
Ly 0 Q1 G *Ba=r ... (GTkB)rTagR Y
0 0 Gt LGB AL .
Z i Y
| Zr o [LO O 0 77 L Yr-a |
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A finomitds sordn a részintervallumok szama a végtelenhez tart és ezzel
hipermétrixunk is végtelen matrixa alakul. Azonban bizonyos feltételek mel-
lett (Id. [2] (297. old.) ¢ matrix minden sordnak és oszlopanak Osszege Q:

j[(E_A_i_B)_lB]n(E—A—i—B)—l: [E_(E"44—+'B)—1B]_1(E_A+B)—1=
* =[(E—A4+ B)— B]'=(E—4)"'=Q.

Tgy ha v, = v és y, = y minden t-re, akkor funkcionalunkra példaként vQy
emlithets, ahol @ a dinamikus inverzbdl specidlis esetként ad6dé jol ismert
Leontief-féle inverz. Ez a zart modell esetén, mivel ott y = BZ, a vQ Bz alakot
veszi fel. A nyilt dinamikus modellben, ahol a termékhalmaz novekményét
y + Ba jeloli, a raforditasintenzitds fiiggvényt vQy + vQ Bz jeloli.

d.c. A tényleges és a tarsadalmilag szikséges
raforditasok kapesolata

Marx az adott tarsadalmi sziikségleteknek megfelels osszetételi végtermék
elGallitdsahoz tdrsadalmilag sziikséges raforditasokat a termelési feltételek
szerint minimélisan sziikséges raforditdsokkal hatdrozza meg.! Kzt a meghata-
rozdst veszi alapul Novozsilov is és a munkaértékelméletet a térsadalmilag
sziikséges raforditdsok konkretizaldsan keresztiil felépitvén fejti ki a munka-
megtakaritds torvényét. Eszerint a tarsadalmilag sziikséges raforditasokat a
tényleges raforditdsokat minimalizalo feladattal hatarozhatjuk meg:

(16) Am = min C(x(l))
vagyis

7
(17) Am = minj‘ Q(x(t), ;t(l)) di

x(t) € {gazdasigilag lehetséges pdlyak halmaza}.

Azt a termelési pdlyat keressiik, amely a legalacsonyabb raforditdsokat
adja; amelyet mar nem tudunk gy véltoztatni, hogy C’(x(t)) értéke javuljon.
Legyen ez a palya z, és a lehetséges palyamddositds (perturbacio) £ legyen
olyan, hogy h(0) = h(T) = 0 (zérus vektor) és h(t), Ot <T tetszSleges. Amdodo-
sitott palya tehat x + & lesz. A raforditdsok virtualis valtozdsa a h virtualis

1. Ha a t6késnek az az Otlete tdamad, hogy vasorsék helyett aranyorsékat alkalmaz,
a fonal értékében akkor is csak a tarsadalmilag sziikséges munka szamit, azaz a vasorsdék
termeléséhez szitkséges munkaid6.” ([10] 178. old.) ,, . . . a munka csak annyiban szamit,
amennyiben a haszndlati érick termelésére felhaszndlt id6 tdrsadalmilag sziikséges. Kz kii-
lonféle dolgokat foglal magdban. A munkaerének normdlis feltételek kozott kell funkeio-
ndlnia. Ha a fondis tdrsadalmilag uralkodé munkaeszkoze a fon6gép, akkor a munkés kezé-
be nem szabad rokkdt adni. Normdlis minGségli gyapot helyett nem szabad hulladékot
kapnia, amely minden pillanatban elszakad. Mindkét esetben a tdrsadalmilag sziikséges-
nél tébbet haszndlna fel egy font fonal termeléséhez, ez a f6l6s id6 azonban nem alkotna
értéket ... ([10] 184. old.)
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palyamodositas esetén a Taylor-formula felhasznaldsaval (Id. [15] 598 —
605 old.):
(18)

T T

C(z+ h)— C(x) :J[Q(r+ h,a -+ h)— Q(x.al')]dt:j[g—sé h+ gg ia'dt + o(||R]))-
x x

0 Gi= '

Mivel parcialis integralassal
r T Hin
fa—ghdz :_“L?: h,
J ox dt 92

0 0

igy h - 0 hatardtmenetet véve (18)-ban adddik:

T

(19) dC(x) = J‘[?)_Q i 8_5‘.’,] hdt=0.
dx  dt 0%

Innen a Du Bois Reimond lemma alkalmazasaval nyerjiik, hogy a vizsgalt
funkcional minimumahoz az sziikséges, hogy a fiiggvényei kielégitsék a kovet-
kezs, Euler—Lagrange differencidlegyenlet rendszernek nevezett feltételt:

¢ d o€

20 =
(20) ox dt oz

0.

A zart modellbsl szarmazé korabbi példankon illusztrilva £ —= pBa és
x = Ax - Bz vsszefiiggések alapjan adddik, hogy ugyanakkor £ = p(K—A)z,
igy tehat
oL o R ,
— =pB és — =pl— A).
o or

Ebbél adédoan a (20) osszefiiggés a kovetkezo alakot veszi fel:
4 DOME BRI g
DN Al e i ==
7 g P

Ebbdl a jol ismert aregyenlet adodilk:
p=pAd—pB.
E differencidlegyenlet rendszer megolddsa a marxi termelési ar egyenletét
adja. nganis a p = — pB(l — A)~' egyenletrendszert kielégitik a p =
= ne__" fiiggvények, ahol 7 az '17 —aB(K — A)'sajatérték — sajatvektor

feladat megoldisa. E sajatérték — sajatvektor feladattal részletesen foglal-
kozik Brédy [2] m = a(A + rB) alakban. fgy tehat megkaptuk a 7 — 74 4
+ rnB termelési aregyenletet, melyben a profit a tékelekotés szerint az dtlag-
profit rataja (r) aranyban oszlik el.
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5. A hozam

Az allokdcié optimalitasat foltételezve a térsadalmilag sziikséges rafordi-
tdsokat vessziik alapul a tovabbiakban. Miutdn az el6z6 részben a tarsadal-
milag sziikséges raforditdsok meghatarozasira helyeztiik a hangsulyt, e rész-
ben visszatériink az eredeti gondolatmenethez, vagyis az érték valtozasanak
— mas szoval a hozamnak — a tarsadalmilag sziikséges raforditdsokkal tor-
ténd meghatirozasat targyaljuk.

Az allokécié optimalitdsa azt jelenti, hogy a vizsgdlt termelési pdlydk
kielégitik a (20) egvenletet, pontosabban a raforditasokat a (17) feladat szerint
hatirozzuk meg. Formailag adott (optimdlis) pdlydra korlitozzuk a most
kivetkezs Osszefiiggdsek targvalasat, és ezen beliil is ezen péalya valamely
tetszGleges, de rogzitett pontjardl lesz szo. E megszoritdsok a matematikai
osszefiiggdsek egvszer{ibb kezelhetdsége miatt kivdnatosak.

A hozam intenzitdsat (melyet 3(p, ) jelol majd) a rdforditdsintenzitds figg-
vény dudlisaként értelmezziik. Az €(x, @) és W(x, p) fiiggvények kozotti duali-
tast L. (. Young szerinti értelemben hasznaljuk. Ez tulajdonképp azt jelenti,
hogy a Legendre dudlis transzformdciot alkalmazva az egyik fliggvényre,
megkapjuk a masikat. (Id. [6] 71—79. old.)

A Legendre dudlis transzformécioban p;-vel jelolt dudlis valtozokat a ko-
vetkezOképp definidljulk:

ag

(21) P = — (=15 20 5 s )
ox;

Ne feledkezziink meg arrél, hogy £(x, &) fiiggvényben x-et rogzitettiik, igy tehat
p; a fiiggvény adott pontjahoz van definidlva — esetiinkben az optimélis
allokaciohoz tartozo dudlis valtozokat jeloli.

A (20) osszefiiggésbGl adodoan, melynek teljesiilését e részben eleve felté-
teleztiik:

s Q ~ ; ©
(22) LA J % dt.
?J.i‘, ”-'r[

Vagyis a dudlis értékelést egy fiiggvény idG szerinti integraljanak pri-

oS o3t

b
mitiv fiiggvénye adott helyen (az optimdlis allokaciot jellemzé a helyen) vett
helyettesitési értékével definidltuk. Kz gazdasagilag azt jelenti, hogy a dudlis

1@

értékelést differencialis raforditassal hataroztuk meg, ugvanis —— az i-edik
ox.
{

termék szerinti differencidlis raforditasintenzitast jeloli, amelynek id6 szerinti
integralja a differencidlis raforditdas. Mégpedig itt, mivel feltételezziik az allo-
kéacio optimalitdsat, ezek egyben differencidlis tdarsadalmilag szitkséges rdfor-
ditdsok. (A differencidlis raforditas fogalmat novozsilovi értelemben hasznal-
juk. (Id. [12] 370—380 old.)

A dudlis fiiggvényt ezen 1j valtozok segitségével a kovetkezOképp defini-
aljuk:

(23) K= 2> p&; — S, ).



12 ABEL ISTVAN

A (21) alakd n egyenlet lehetGvé teszi, hogy @; valtozéinkat kifejezziik p és
x fiiggvényében, vagyis a hozamintenzitds kifejezhets p és a explicit figgvé-
nyeként.
Az értékvaltozas pedig a tarsadalmilag sziikséges raforditasokkal a (17)
feladat dudlisaként irhato fel:
T
(24) de = max | Wz, p)di

0

p € {a gazdasigilag lehetséges palvamodositdsoknak megfeleld dudlis értéke-
Iések halmaza}.

Az allokdcié optimuménak megfeleld értékeléseket véve (24) dtmegy az
egyszeribb

4
(25) le — s H(x, p)di

0

alakba, ahol tehat p a (24) maximumanak, x pedig a (17) minimumanak meg-
felelGen vannak megvalasztva.

Ez azt jelenti, hogy a hozamimpulzus primitiv fiiggvényeként all el6 az
értékmegvaltozas fiiggvény, melyet korabban a potencidlis érték fiigggvény
gV(x)) valtozasaként allitottunk eld. Nines sziikségiink azonban a primitiv
iiggvény meghatarozasdra, hiszen a (25) hatirozott integrdl mar megadja az
értékmegvaltozast, anélkiil hogy az értékmegvaltozis-fiiggvényt elé kelljen
allitanunk. Egyebek kizott ez az egyik érv dinamikus rendszeriink mellett —
pontosabban amellett, hogy az értéktorvény helyett a sok tekintetben alta-
lanosabbh  munkamegtakaritds torvényét alkalmazzuk —, hiszen konnyen
konstrualhatunk olyan gyakorlati eseteket, ahol 9(x, p)-nek nincs primitiv
fiiggvénye. Példaul ilyenek azok az esetek, ahol a ¢ diszkonttényezd szerinti
diszkontaldst explicite szerepeltetjiik ¢ ¢t formaban. Ekkor a primitiv fiigg-
vény nem létezik, igy a (3) meghatdrozis hasznalhatatlan, mert V(x) nem léte-
zik. Tovabbra is érvényes azonban a (25) meghatirozis. A példaként felho-
zott eset azonban mar az idGt explicite tartalmazo €(x, &, 1) és W(x, p, 1) figg-
vényekkel jellemzett rendszerek koréhdl szarmazik.

A (25) feladathol a termelési palydkra, melyek az allokdcié optimalitdsa
esetén frjak le a gazdasig mozgisiat, a kivetkezd mozgisegyenleteket nyerjiik
(kanonikus mozgasegyenletek):

o
(26) e S b
ap;
ami a (23) meghatarozishol kovetkezik és
‘ o :
(27) — = — Py,
L
b (BN R ) : - Py ., 0X og
ami (21) folyomanya, mivel a (23) meghatdrozis szerint M o
( :1‘1 ( .’l‘.,-

Ha az idét is explicit termelési tényezGként vessziik figyelembe, melynek
valtozasaval viltoznak a raforditdsi és hozamviszonyok, akkor (27) mintdjira
e hatdsok palyameghatirozo szerepére a kovetkezs osszefiiggések addédnak:

0N PR |
(28) — = —1P; €8 —=1.
at ol
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Mivel p,-t kézenfekvs id6tényezének tekinteni, {gy a raforditdsi és hozam-
viszonyok véltozdsit eredményezs technikai véltozdsnak az idGtényezére
gyakorolt hatésat fejezik ki a (28) Osszefiiggések. Amennyiben a technikai
valtozastol eltekintiink és igy ¢ nem szerepel explicit valtozoként, akkor
(28)-bdl azt kapjuk, hogy p, = 0, vagyis az id6tényezit konstansnak tekint-
hetjiikk. Ez 6sszhangban van azzal, ahogy az irodalomban elterjedt modellek
a technikai valtozast kezelik.

E részhez szemléltetésiil Brody Andras [3] cikkébd] meritve egy idGoptimum
feladatot emlitiink.

Vegyiink egy zart Leontief modellel leirt gazdasigot, melyben meg akarjuk
hatéirozni az xp-bél x,-be vezetd azon palydt, mely minimdlis 7' idS alatt
futhato be. A gazdasigilag lehetséges palydk nem sérthetik meg a kovetkezo
feltételeket:

(29) Bx < (K — A)x a termelési szintek vonatkozdsdban,
(30) pB = — p(E — A) az arak vonatkozasaban.

A (29) egyenlitlenséget az y slack valtozd bevezetésével a kovetkezs for-
maban irhatjuk:

(31) y+ Bi=(E— Az
E feladat Hamilton fiiggvényével a kivetkezs szélsGértékfeladat irhaté fel:
H=—1+ pBz— p(E — A)x + py
(36)

&
(Hdt - max
)
(Az itt szerepls H-val felirt szélsGértékfeladat ugyanaz, mint amit Brédy [3]
tanulményéban elemzett.)

A Legendre dudlis transzformécié alkalmazisival hatérozzuk meg az I
Lagrange fiiggvényt! /

Figyelembe véve a termelési szint és a termékhalmaz kozotti mar kordbban
emlitett megfeleltetést (¢ — Bi és v — Bu):
8H oH
7} == apry = ———
o o Ba
és a (23) szabalyt, kapjuk:

L=pi—H =pBt+1—pB&+ p( — A)x — py
Ebbdl a (31) osszefiiggés figyelembevételével adodik:
L=1+4 pBz

ami csak az 1 skalarban tér el az el6zGekben emlegetett zart modell példatol.
Mésrészt azonban (36) feladat ugyancsak (31) figyelembevételével
T T
[ —1dt ~max vagyis (1dt— min

0 0

feladatta alakul, ami a beigért idSoptimum feladat.
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Megjegyzés

Koszonetet mondok Brddy Andrds professzornak a lelkes batoritasért,
tandcesaiért, a segitségért, amellyel e dolgozat elGkésziilését tamogatta. Nagy-
részt az 6 figyelmes tamogatasanak koszonhetd, hogy egyvaltalan bele mertem
kezdeni e munkdaba, tamaszkodva alland6 kozremtikodésére a fellépé nehéz-
ségek lekiizdésében. Megjegyzései athatjak a dolgozat egész tartalmat. Eppen
ezért ugy érzem, hogy nem fejezné ki e kérdés targyalasahoz valé hozzajaru-
lasat, ha pusztian kiragadott részleteket jelolnek meg mint téle szarmazo
elgondolast. Halas vagyok Molndr Gyorgy matematikusnak, hogy felhivta
figyelmemet a dolgozat egy korabhi valtozatanak szdmos hibdjdra.

(Beérkezett: 1978. okt. 10-én)
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VALUE AND ECONOMIC DYNAMICS

Application of the mathematical structure of classical dynamics to the theory of value
will provide such a formulation of the theory of economic motion in which growth theory
and price theory melt together.

Even within the discussion of the theory of value this formalism can be considered
rather general not only in the technical sense that it enables to deal with non-linear rela-
tions, but also in the sense that not only questions of the labour theory of value can be
discussed by using it, but even some problems of the theory of marginal utility.

Here only problems of the theory of value will be modelled. This will provide a basis for
the subsequent study of questions of price and growth theory.
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The socially necessary inputs will be determined by a problem minimizing actual inputs
as it is done also by Novozhilov. In the dual problem which can be interpreted as the maxi-
mization of returns, the shadow prices express socially necessary differential inputs.

The examples presented as illustrations to the model are taken from the sphere of
thought of the Neumann— Leontief — Brédy’s linear systems. We proceed from the static
model through the dynamic one to time-optimum problems.

CTOMMOCTb U IMHAMHWKA 3KOHOMHKHA

[MpuMeHsist MATEMATHYCCKY IO CTPYKTYPY KJdcCHYeCKO IMHAMHKH K TEOPHH CTOMMOCTH, 110J1y-
Yaem Takyio HopMyJHPOBKY TEOPHH NBHIKEHHs SKOHOMHKH, B KOTOPOH TEOPHST 9KOHOMHYECKOT0
pocrta v TeopHst IeH TPeJCTABIISIOT c000H 0JjHO 1eJ10e.

B T0 ke Bpemsi popMaIu3M, K KOTopomy npuOeraior B paCCManHBa—eMol‘f[ padore ja)ke H B
pamMKax M3y4YeHHsI TCOPDHH CTOHMOCTH MOYKET CUMTAThCsl JOBOJIPHO OOUIMM HE TOJBKO B TOM
CMBICJIE, YTO € TOUYKH 3PEHHST TEXHHKH MOJEeJIHPOBAHHS J1eJ1aeT BO3MOYKHBIM H3yUYeHHe HelluHeH-
HBIX 3aBHCHMOCTEH, € €ro MOMOIIbIO MOTYT paccMaTpUBATBLCST HE TOJIbKO BOIIPOCHI TEOPHH TPY 10~
BOIt CTOMMOCTH, HO M HEKOTOPbIE BOIPOCH TEOPHH MPeAeIbHOH CTOHMOCTH.

B janHoM cJlydae IPOM3BOJHTCS JIMIIL MOJeJMpoBaHHe BOMNPOCOB TEOPHH CTOMMOCTH. ITO
SIBJISIeTCsT OCHOBOI JIa/IbHEHLIEro paccMoTpeHust BopocoB T€OPHH HEH H TEOPHH pocTa.

O01uiecTBeHHO HEOOXOAMMbIE 3aTpaThl pelauch MOCPeJCTBOM 3dalud M0 MHHHMAJIH3a UH
axTHuecknx pacxomoB KkaK 310 jenaer HoBoxuioB. [(BoHCTBEHHbIe OLIEHKH, QHrypupyioume
B JIBoMCTBEHHOI 3a/1aue, KOTopasi MOMKeT TOJKOBATLCS B KA4ECTBE MAKCHMAJIH3alMK I10.J1ydYae-
Moro oxoja Bhipaxkaer jJH(pdepeHpoBatnbie 0011eCTBEHHO Heo0X0MMbIe 3aTpaThl.

ITpumepbl, MPHBOIMbIE B MOPSIIKE HIUIIOCTPAIIMH MOJIEJH CBSIBAHBI ¢ ACHEKTOM JIMHEHHBIX
cucrem Heifimana — JleonTtbeBa — Bpoau, HCX0s1 H3 CTATHYCCKOH MOJEIH HCPE3 THHAMHYECKYI0
HNPUBOASIT K 1P00JIEMAM OTITHMYMA BpEMEHH.



