Bop PETER

Ujabb vizsgilatok az arnyékarak tervezési
felhasznalasa kérébdl

Bevezetés

A tervezési modellekkel folytatott eddigi kisérletek soran elég kevés pozitiv
tapasztalatot lehetett szerezni az drnyékarak gyakorlati szempontbdl relevans
felhaszndldsa tekintetében. Az elméleti nehézségek és a gyakorlati kudarcok
az Gn. komplementaritdsi tulajdonsdgban gyokereznek.

Tekintsiik 4t, mir6l is van tulajdonképpen szé. Kiindulunk egy olyan
line4ris programozési feladatbdl, amelyben bizonyos szdmt korldtozott erd-
forras mellett egy tevékenységrendszer hozamét akarjuk maximalizalni.

Ax < b A€ Rmxn
P: x>0 x€R"; be R
c*r — max |

A fenti feladat kanonikus alakban a kovetkezd:

Az 4+ u=20> u € R™
P’ z;u >0
c*x — max !
A fenti feladathoz az aldbbi duélis feladat tartozik:
y*4 = c* y€R"
D: y* = 0%
y*b — min !

Amit szintén irhatunk kanonikus alakban:
y*A — w* = c* wE R
110 YE L wE = 0%
¥*b — min !

A primdl feladat fenti gazdasagi interpretdcidja esetén kézenfekvs a dudlis
feladat minden megengedett megoldasat az adott erdforrdsokra vonatkozé
valamilyen elszdmol6 arrendszernek, valamilyen értékelésnek tekinteni. Ezek
az drak nemnegativak és a dualis feltételek értelmében az ilyen drakon szdmi-
tott fajlagos onkoltségek nem kisebbek, mint a megfelel§ tevékenységek faj-
lagos hozamai. A dudlis feltételrendszer kizarja az olyan erGforrés-értékelése-
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ket, amelyek ,,profitot” biztositanak, vagyis a modell a primél tevékenység-
rendszer minden eredményét az erSforrasok hozaménak tekinti. A dudlis
feladat optimalizéldsa méar most a profitot nem biztosité és nemnegativ erd-
forrasértékelések koziil azokat vélasztja ki, amelyek mellett az osszes rendel-
kezésre all6 erSforrds értékelése minimalis. Az ilyen erGforras-értékeléseket
nevezziik arnyékaraknak.

Az drnyékarak nagysiga kifejezi az egyes erdforrasok hatarhatékonységat.
Ez azt jelenti, hogy megmutatjdk az optimalis priméal célfiiggvényértékét
megvéaltozdsinak a mértékét, ha a rendelkezésre 4ll6 eréforrdsok nagyséiga
egy egységgel valtozik — feltéve, hogy a korabbi optimdlis bézis megengedett
marad.

A linedris programozas dualitistétele azt mondja ki, hogy ha mind a primal,
mind a duél feladatnak létezik megengedett megoldasa, akkor mindkét fela-
datnak van optimélis megoldédsa is és a két feladat optimadlis célfiiggvény-
értékei megegyeznek. Vagyis, ha létezik optimalis tevékenységrendszer, akkor
ahhoz tartozik drnyékarrendszer is és megforditva.

Legyen a primal feladat optimalis megoldsa:

(@03 ) = (%93 b — Amp).
Mig a dual feladaté:

(ys; w§) = (Y5 Y54 — c*).
Ekkor:

— c*p. = y*
2y 0%, == 47,

A komplementaritds mér most az optimalis megoldasoknak azt a sajatos-
sagat fejezi ki, hogy az optimélis megolddsokhoz tartozé eltérésvektorok
ortogonalisak a mésik feladat optimalis megoldésira. Ugyanis:

Youo = Y5 (b — Axy) = y3b — yg Az, = 2, — yi Az,
wiz, = (Y§A — c*)xy = y§ Az, — c*xy = YFAx — 2,

Osszeadva:
y * S
Youy + w§ x5 = 0

Azonban nem-negativ szdmok Osszege csak akkor 0, ha minden egyes tag

értéke is zérus, vagyis
* e * s
Yoo = W5xy = 0

A komplementaritds miatt minden olyan eréforrasra, amelyet az optimalis
program nem hasznél ki teljesen — zarus értékelés adodik az drnyékérrend-
szerben.

Ez a jelenség egy tobbé-kevésbé objektiv értékelmélet alapjin 4ll6 kozgaz-
dasdgi gondolkodéds keretei kozott nehezen interpretalhaté és a zérus drak
megjelenése rendkiviil megneheziti az drnyékarakbol szirmazé informécidknak
felhasznéldsat (bizonyos érzékenységi vizsgilatokon tal).

A gazdaqagi g,yzl,korlnt sem igazolja azt az elméleti magyardzatot, amit az
arnyékarak zérussd valasa sugall. Neveaetosen, hogy az optimalis megoldast
nem korlatoz6 erdforrasokat ,szabad” és ,,ingyenes” erGforrdasoknak kell
tekinteni. Barmekkora is egy adott gazdasigban a munkaerdfelesleg, a dol-
goz6 munkas nem termel ingyen; bérmekkora is a talkindlat valamilyen
termékbél: a forgalomba ténylegesen beléps egységeinek az dra nem zérus.

Ugy tfinik, hogy a ki nem meriils eréforrasok nem egésziikben értéktelenek,
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hanem csak az a résziik, amelyet az optimdlis program nem képes felhasz-
nélni. Kzt a felfogist képviseli George Dantzig egy dolgozataban, amelyet 1978
jiniusdban a Velencében tartott Nemzetkozi Matematikai Programozési
Konferencian ismertetett: , Arak-e a dudlis wiltozék és ha nem: hogyan
tehetSk inkabb azza” cimmel [3].

Dantzig az alabbi feltevésekbdl indul ki:

1. Egy linedris programozasi feladatban az optimalis megoldas altal fel
nem haszndlt eréforrasok értéktelenek és az eréforrasok igy kihasznalatlanul
marado része az eredeti kapacitasokrdl levalaszthato.

2. Az optimdlis megoldds &altal felhaszndlt eréforrasok infinitezimdlisan
kicsiny mértékben nytajthatok, illetve zsugorithatok.

3. A kapacitdsok értéke tigy mérhetd, hogy zsugoritjuk Gket & mértékben,
majd megnézziik, mennyivel novekszik a célfiiggvény, ha ezt az enyi részt
visszatessziik.

Az ilyen médon perturbdlt feladat optimdlis primal megolddsa azonos az
eredeti primal optimummal; ugyanakkor 4j drnyékarrendszer addédik, amely
nem valtozik, mikézben e tart a nullahoz.

Tekintsiik a kovetkezd linedris programozasi feladatot: egy gazdasagi rend-
szert, amely n tevékenységet képes megvaldsitani és m terméket boesdt ki,
gy akarunk miikodtetni, hogy a rendszer rogzitett struktiraban maximdlis
volument kiboesatast nytjtson, mikozben b szamua és adott kapacitdst erd-
forrdst hasznalhat fel.

Legyen: A € Rmxn matrix a kibocesatasok matrixa;
B¢ Rkxn méatrix a raforditdsok matrixa;
d € Rk a rendelkezésre allo eréforrasok vektora;
feR™ a kiboesatasok tervezett struktirdja;
ZER indikatorvaltozo.

Modelliink a kovetkezo:
Ax — 2f > 0
A )
x=>0,220
z — max !

Legyen a primdl feladat optimalis megoldasa (x,, %)-

Az optimdlis megoldds d° — Bz, mennyiségii er6forrast hasznal fel. Az
optimdlis megolddshoz tartozé kapacitdsfelesleg most w, —=d — d° >~ 0. Ha
uy — 0 akkor nines probléma, mert az optimalis megoldds minden erdforrist
felhasznal, és igy az drnyékarak rendre pozitivak.! Ha viszont u,+40, akkor

1 Degenerdciomentes esetben minden tovabbi nélkiil érvényes, hogy valamely eréforris
kimeriilése az optimdilis megoldasban pozitiv arnyékiarat eredményez. Amennyiben a duél
feladat optimdalis megoldisa degenerilt: a helyzet valamivel bonyolultabb. Tlyenkor
adddhat olyan primal optimdalis megoldas, amely minden erdforrist felhasznal és ennek
ellenére — éppen a degenerficié miatt — egyes teljesen kihasznilt eréforrasokra zérus
arnyékar jelenik meg.

A dudlfeladat degenerfltsiga azonban azt jelenti, hogy a primél feladat optimélis
megoldiasa nem egyértelmf(i. Ilyen helyzetben mindig létezik olyan (&; 7) optimélis
megoldaspir, amelyekre nem esak

y*(b— Ax*) =0
teljesiil, hanem

is fennall.

by zigma
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a kiindul6 feltevéseknek megfeleléen a felesleges erdforrasokat toroljitk a
modellbél, vagyis d helyett d° keriil a korlatok jobboldaldra. A kiindulé feladat
tehat mddosult:
Ax 2f >0
A0
P2 . A]vg_x____._;fi__
z =05 2220

z — max !

Nyilvanvalo, hogy (x,, z,) optimalis primal megoldasa a P, feladatnak is,
de ez a megoldés itt erdsen degeneralt, hiszen most Bz, = d°.

A dualitdstételbsl ismeretes, hogy ha a primal feladat optimélis megolddsa
degeneralt: a dudl feladatnak alternativ optimélis bézismegolddsai vannak és
a dualoptimalis megoldasok szdma végtelen.

Ezt a helyzetet mar most gy lehet kiaknazni, hogy kibovitjiikk P,-t egy
perturbéciés feltétellel, amely kikényszerit egy bizonyos kismértékl erd-
forrdsmegtakaritast. Legyen y € R* az eriforrdsokban jelentkezé megtakaritd-
sok mértéke és jeloljon p € R¥ egy olyan aktudlis drrendszeren alapuld vektort,
amely kifejezi a kiilonboz6é eréforrdsok egyméshoz viszonyitott értékelését.
Tekintsiik a kovetkezs feladatot:

Ax — 2f =0

Bz + By — d°
Py Py
2, Y220

z — max !

Minthogy & — 0% esetén a P, feladat P,-be megy &t: P, optimalis megolddsa
az ¢ — 0F hataratmenet utan nem mas, mint (z,, z,).

Azt kell csak beldtni, hogy P, dudlis optimuma valéban pozitiv értékelést
rendel minden eréforrashoz. Tekintsiik a megfelelé dudlis feladatot:

a*A + p*B > 0*
ﬂ*/ T 1
Dy p* —op* >0
@y 0;0 =0

(p*d® — g&) » min!

Altalaban feltételezhets, hogy P, optimélis megolddsa mellett csak annyi
er6forras takaritodik meg, amennyit a perturbécios feltétel éppen kikény-
szerit, vagyis p*y, — e. Ebben az esethen g, > 0 és a megfelel6 dudlis feltétel-
nek az optimalis megoldasra valé teljesiilése miatt:

o = agp* > 0.

Ez a tartalma a kiegészit6 eltérések un. ,erds” tételének.
Degenerélt esetben mindig erre az optiméalis megoldaspérra épitjiik kovetkeztetésein-
ket. Ez biztosan létezik és benne
(wo)i = 0 = (yo)i > 0.

A szerz6 eziton mond koszonetet a cikk egyik lektoranak, amiért felhivta a figyelmet
arra, hogy a fenti kovetkeztetés indokolast igényel.



ARNYEKARAK TERVEZESI FELHASZNALASA 163

Ha valamilyen feladatbeli sajatossdg miatt mégis o, = 0 lenne: akkor P,
helyett az alabbi P, feladatot oldjuk meg:

Ax — 2f>0

Bx 4+ By <d

Eiayragre. IS LN P T fﬁ‘l
: Zyy;2 =20
p*y — max !

Vagyis keressiik azt az optimdlis hozamot biztosité tevékenységrendszert,
amely ezt minimdlis eréforrasfelhasznalassal éri el. Az igy nyert x,-t hasz-
naljuk a tovédbbiakban d, meghatdrozasara és ezzel a redukalt kapacitas-
vektorral inditjuk a P, feladat megolddsat. Most ki van zdrva, hogy az opti-
malis megoldédsban p*y, > ¢ legyen és igy o, pozitivitdsadhoz nem férhet
kétség.

A perturbdlt feladatbdl nyert arnyékarrendszer természetesen e fiiggvénye.
Azonban létezik olyan g, kiiszobszam, hogy minden 0 << & <~ &;-re azonos
duél optimum adoédik. Az arnyékarak ugyanis kizdrdlag a megengedett bazis-
tol fiiggnek. Ha &, és ¢, esetén, ahol &, > ¢, ugyanaz a bazis megengedett,
akkor ez megengedett minden &, > ¢ - ¢,-re is. Minthogy a kiilonb6z6 meg-
engedett bdzisok szdma véges, létezik olyan bazis, amely végtelen sokszor
ismétldik: ahogy & —» 0*-hoz. fgy, hacsak e, elég kicsi: a dudlis optimum
viltozatlan lesz a 0 <~ ¢ <~ ¢, intervallumban.

Az ismertetett moédon mindig biztosithaté olyan pozitiv erdforrasértékelés,
amely konzisztens a primél feladat preferenciarendszerével és maga is bizo-
nyos fokig az aktudlis drrendszerre tdmaszkodik.

Vegyiik észre, hogy minden linedris programozési feladat ekvivalens modon
atirhaté a P, feladat formdjira és ezért az ismertetett meggondolasok fiigget-
lenek attol a specidlis szerkezettsl, amelyet P-nek adtunk. Ugyanakkor latni
kell azt is, hogy a P, modell alapszerkezete megegyezik szdmos gyakorlatban
alkalmazdsra keriilG tervezési modell strukturajaval.

Arnyékarak egy statikus modellben

A Dantzig-féle moédositott arnyékéar-koncepcié gyakorlati vizsgélatéra
kisérleti szdmitdsokat folytattunk egy kis statikus népgazdasigtervezési
modellel. A modell a kivetkezs volt:

(B — A& + 2 [y + 2afyi — 2afse — 2fte —2f 20
Pt — Qs = R

Pizy — Q2 = D

Br<.d

Ex <k

T, 21 2 235 25 220

2z — max!

2*
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1tt x € R%; d€ R3; fy; és f,; az import, fg, és f, az export és [ a fogvasztis
szerkezetét fejezik ki; B2 és D a fizetési mérlegek megengedett egyenlegei; d a
harom kiilsé eréforras adott nagysaga, mig £ az 6t dgazat extern termelésének
a kapacitdsa.

A modell szamszer(i adatait Gdbor Gydéz6 bocsatotta rendelkezésiinkre és
azok nagyjabol redlis, 1967-re vonatkoz6 hazai Osszefiiggéseket fejeztek ki.
A modellben szerepls kiilsé erdforrasok: létszam, osszes lekotott eszkoz és
foldteriilet.

Az alapfeladat z = 246383,8 nagysigi maximilis végss kiboesdtdst bhizto-
sitott 1967-es dron szamitva millié Ft-ban. Az optimdalis megoldds kimeritette
a t6kés deviza, a szocialista deviza, a 1étszam, az eszkoz és a feldolgozbipari
kapacitasokat. Feleslegesek maradtak: o foldkorlatnal, valamint a tobbi négy
agazat termelési kapacitasaban.

A kihaszndlatlan kapacitasrészek levalasztasa utan beléptettiik a pertur-
bacids feltételt az alabbi paraméterekkel: Szoc. dev.: 3,125; T6kés dev.:
5,0505; Létszam: 0,1; Eszkoz: 1,0; Fold: 0,42; Kitermels ip. kap.: 1,731;
Feldolg. ip. kap.: 0,826; Mez6g. kap.: 1,353; EpitGip. kap.: 0,655; Kozl. és
ker. kap.: 3,404.

A beallitott kalkulativ arakat az alabbi meggondolasok alapjin szdmszer(i-
sitettitk. A kiindulépont az eszkozok dra, amit 1-nek vilasztunk. Ez meg-
felel egy millio Ft értékl eszkoznek. 1967-ben egy munkahely létesitésének
a koltsége atlagosan 100 000 Ft volt, ezért a 1étszam arat 0,1-nek valasz-
tottuk. Az dgazati kapacitdsok drai azonosak az egy millio F't dgazati termelés
eszkozigényével. A fold ara azért 0,42, mert ennyi az Osszes fold értékének az
aranya az Osszes eszkozhoz.

Ugvanakkor a devizdak arai szandékosan hibasak. 3,125 és 5,0505 voltak
a rubel, illetve a dollar atlagos dra devizaforintban 1967-ben. A perturbécios
feltétel viszont forintban van mérve. gy devizaforint durvan 11 folyé forint-
nak felel meg. Tgy a perturbicios feltételben a devizdkat erGsen aldértékeltiik.

Ezutén a perturbalt feladatot & szerint paramdéteresen futtattuk és e —
= 1,87-10-% paraméterértéknél kaptunk elGszor pozitiv arnyékarrendszert.
Az alabbi értékek addédtak: Szoce. dev.: 3,3572; TGkés dev.: 5,4328; Létszam:
0,0097; Eszkoz: 0,097; Fold: 0,0406; Kitermels ip. kap.: 0,2114; Feldolg. ip.
kap.: 0,2491; MezGg. kap.: 0,1306; EpitGip. kap.: 0.0632; Kozl és ker. kap.:
0,3287; Pert. £.: —0.097.

Fenti megoldasértékek mellett a

o* = op*

dudlis feltételek koziil 6 egyenlGségre és 4 egyenlGtlenségre teljesiilt.
0 < 0,
Qi = 0P

adodott mindenek elGtt a két devizamérleghen, amelyeknek az drnyékira
kb. tizenegyszer akkordra jott ki, mint: 0%, .

Nagyobbak voltak még az drnydkirak a kitermels és a feldolgozoipari
kapacitisok esetén, de itt csak 1,5 3-szoros eltérés jelentkezett.

Ezeket a szamszeri eredményeket olyan jelzésekként lehet értelmezni,
miszerint a perturbiciés feltételben a megfelel eréforrasok ald vannak érté-
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kelve. Ezért Gj perturbécios feltételt gyartottunk a
0;
pi= (
a9 '

I

119 ciiyil)

egyenlGségek alapjan. Vagyis attértiink egy arnyékar aranyos erdforrds-
értékelésére. Az 1j perturbdcms feltételbeli egyiitthatok persze hat esetben
azonosak az eredetileg alkalmazott értékekkel. A madositottak a kovetkezdk:
Szoc. dev.: 3,125 helyett 34,7689; Tdkés dev.: 5,0505 helyett 56,2637; Kiter-
meld&i ip kap.: 1,731 helyett 2,1849; Feldolg. ip. kap.: 0,826 helyett 2,58.

Az 1j perturbécios feltétellel ismét megoldva a feladatot: visszakaptuk
nem csak az eredeti primdloptimalis me(rol(l(vst. ami termdszetesen minden
megoldasban valtozatlanul megjelenik; hanem az optimalis dual megoldast is.

Mindebbdl azt a kivetkeztetést vonhatjuk le, hogy a perturbdlt megoldds-
b6l nyert pozitiv drnyékarrendszer alapjan meghatarozhaté egy olyan aktu-
4lis erdforrasértékelés, amely konzisztens a kiindulé feladattal. Ezen azt
értjiik, hogy ha ezt haszndljuk perturbacios arakként; az drnyékarrendszer
véaltozatlan marad.

A tovéabbiakban mar most abbdl indulhatunk ki, hogy megoldhaté linedris
programozisi modelljeink dualis optimumai altalaban pozitivak. Ha eleve
nem ez a helyzet, akkor a fentickben leirt Dantzig-féle otlet segitségével azzd
tehetSk. Ennek tudataban fordulunk most a kivetkezd probléma felé, amelyet
a matematikai tervezési gvakorlat vetett fel.

Valtozatlan ar kontra folyo ar egy linearis tavlati tervezési
modellben

A népgazdasigi szintézisben alkalmazott (rendszerint linedris programo-
zasi tipust) modelljeink valamilyen bazisidészak adrrendszerében meghaté-
rozott L;,rvutih.utokkal miikodnek. A tevcl\(myscg( k mértéke ennek meg-
felelGen ebben az drrendszerben, mint véltozatlan dras rendszerben fOJel,()(‘l]]\
ki. Ugyanakkor a tervidészak minden egyes periodusdban egy-egy ettdl
kiilonbozs és a kiilonbozs periddusok kozott is valtozd folyd drrendszer lesz
érvényben. Mi a biztositék arra, hogy a bézisidGszak arrendszerére épitett
valtozatlan drakon miksdd modell megoldasai érvényes informéciokat képe-
sek nyujtani a tervidészakra?

A dilemma anndl sulyosabh, minél hosszabh a terviddszak és ezért kiilo-
nosen kiclezett a hosszitava tervezés modellezésénél. Egy hosszatava terv
idGhorizontjaban a bézis-drardnyok lényeges megviltozasa biztosnak vehetd.
Kzért joggal kérdezhetjiik, hogy az drardny viltozdsok ,elézetes ismerete
esetén” megszerkeszthets folyd dras modell nem adna-e mindségileg mas
informéaciokat a n(pgwy(lu.s:'wi optimdlis jovobeni tevékenységszerkezetérsl,
mint a valtozatlan dras modell.

A kérdés gyakorlati és operativ. megvilaszolisa elvben az aldbbi iterativ
formaban képzelhetd el: kiindulunk a véltozatlan aras modell optimdlis meg-
olddsabol; meghatarozzuk az optimdlis tevékenységstrukitra altal indukélt
arviltozasokat; érvényesitjitk ezeket az arvaltozasokat a modellben — vagyis
attériink egy folyd dras modellre; megvizsgé LIJU]{ az igy nyerhetd optimalis
tevékenységstruktara altal indukalt tovabbi drvi iltozasokat; és igy tovabb.

A fenti iterdcié gondolata nem 0j a matematikai tervezés irodalméban.
Bizonyos kezdeti kisérletek torténtek is egy ilyen megkozelités realizaldsa-
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ra [1]. Nem ismeriink azonban még olyan eredményeket, amelyek a meg-
kozelités gyakorlati hasznalhatosagat alatamasztanak. A tovabbiakban meg-
kisérliink a vazolt problémakor néhény részkérdésére bizonyos elméleti valaszt
adni. Hangsulyozni szeretnénk, hogy valaszaink nem oldjak meg a gyakorlati
tervezés jelzett problémajit, mert megallapitasaink egy jol meghatdrozott
specialis, linearis tervezési modell néhany tulajdonsigat fejezik csak ki. Mint-
hogy azonban ilyen tipust (vagy ehhez hasonld) modelleket a matematikai
tervezés gyakorlataban széles kiorben hasznilunk és hasznélnak mésutt is:
megéllapitasainknak lehet bizonyos érdekességiik a kérdések tisztézdsa szem-
pontjabol [2].

Modelliink egy Leontief tipust gazdasagot ir le. A gazdasag n homogénnek
feltételezett terméket bocsat ki; minden egyes termék egy-egy gazdasagi
szektor produktuma. Az ikertermék termelés lehetGsége nem all fenn. Minden
egyes szektor bizonyos szamu linedrisan kombinalhato alternativ technologia-
val rendelkezik. E technologidk megvalositasihoz az dgazatok felhasznaljak
egymds kiboesatasait. A gazdasigon beliil Gjratermelédd erGforrasokon feliil
minden egyes agazat felhasznal olyan naturalisan mért kiilsé erGforrasokat,
amelyek a gazdasagon beliil nem termelhetGk tjra és amelyek minden egyes
periédusban elére rogzitett mennyiségben dllanak rendelkezésre.

Minden agazat minden egyes lehetséges technologidjahoz, tartozik egy a
tervidGszak elején rendelkezésre all6 indulé kapacités. Ezeket a modell en-
dogén modon fejleszti. Feltételezziik, hogy a (-ik idGszakban végrehajtott
kapacitasfejlesztés eredménye a ¢ -+ 1-ik idGszakra mar mint produktiv tobb-
letkapacités rendelkezésre all. '

A gazdasag kotott struktardjo export és importtevékenységet folytat
kiviilrél adott kiilkereskedelmi drakon.

A modell miikodtetésének a célja a rogzitett szerkezet(i végsé kibocsatas
maximalizélasa.

A modell dinamikus, N periédusra terjed ki. A modell valtoz6i belfoldi
aron mért tevékenységeket fejeznek ki periédusonként. A modell periéduson-
ként linedris; egyiitthat6i periédusrél periodusra kiillonbozsek.

A tovébbiakban megkiilonboztetjiik a modell valtozatlan dras formdjat
(VM) és foly6 aras formajat (FM). A véaltozatlan dras forma azt jelenti, hogy
minden a bézis idGszak arrendszerében van kifejezve. A folyéaras forma azt
jelenti, hogy a tervidészak minden periédusahoz méas és mas folyd arrendszer
tartozik. A t-ik idGszakban érvényes draknak a bézis idGszak draira vonat-
kozé indexeit egy n elemi pozitiv vektor fejezi ki: p® € R".

Az 4rindex vektorabol képezhets diagonalis métrixot (p®)-val fogjuk
jelolni.

Vegyiik észre, hogy a t-ik idGszak drainak valamilyen kozbiilsG 1 < 1 < ¢
id6szak araira vonatkoz6 indexét Op®-vel jelolve fenndll a kivetkezs ossze-
fliggés:

(P (P = (P

(OpOy = (PO (P,

A kovetkezdkben megadjuk a modell formdlis leirdsahoz sziikséges szim-
bélumok definicioit. Cikkiinkben végig kovetjiik azt a jelolési megdllapodast,
hogy a foly6 éron valé mérés tényének kifejezésére a megfelelé szimbélumot
feliilvonéssal latjuk el.

és innen
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A modell valtozoi
0<20eRy | L= By ey
=1.2, 5. N}
A j-ik szektor termelési szintjei a ¢-ik periddusban lehetséges n; szdmu kiilon-

b6z8 technolégia alapjan.

) ;
2. X0 =" €R t=12,...,N).
20
5. a® = EX®¢ Rn (t=1,2,...,N),
ahol
1¥ 0% ... 0% ’ 1
e il Al P e e
0% 0% ... 1% 1
A brutté termelés vektora.

4. 0P elRy =18 ...05 =12 ... §)
A j-ik szektor kiilonbozd termelési kapacitdsainak a fejlesztése a t-ik peri-
6dusban. -

AzP
5. AX® — Azlf) ="
Z'lxi,‘)

6. 0 20€ER (b= 152, .. ; N)
Az export volumene a ¢-ik periédusban.

U 0<NeR ¢t=1,2...N).

Az import volumene a ¢-ik periédusban.

8. 0= 20¢R t=1,2,...N).

A végst kibocsétas volumene a f-ik periédusban.

A modell allandoi
(1,0 =152y vyl emi)

! n); (t=1,2,..., N).

(T=1,2,:..
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A j-ik szektor I-ik technoldgia szerinti egységnyi termeléséhez sziikséges rafor-

ditds az i-ik termékbdl a i-ik periddusban.

afii|
)y
2. a =| " |eRn
”ﬁl)jl
3. AP =[af); af; «.. af),]€ R,
n
nx 3 nj
4. AN =[AP; AP; ... 491eR 7
~ (i) ) == 1) 2)
5. b(lz ; E 3

(=1 205 on gl (8= 14025

n)
L N).

A j-ik szektor l-ik technolégia szerinti kapacitisinak a t-ik periédusban tor-

ténd egységnyi noveléséhez szitkséges raforditas az i-ik termékbol.

b0,
b(’)
6. i = .“I € R".
{)Sl[,)jl
7. BP = [88; Bl is) bl € B,
nx 3 n;
8. BO —=[BY; BY; ... B"eRr ™
9. dP, € R g

l=12,..,mn) (t=1,2,

)

., N).

A j-ik szektor [-ik technologia szerinti termelésének fajlagos raforditisa a

naturalis egységekben mért i-ik kiilsé eréforrasbol a t-ik periodusban.

i

dip.
10. ap=| " |ern

(]n R
§ DY =[df; d4; ...; df] € R,

n
kx X' ny

12. DO =[DV; DYP; ...; DM eR T
13. d® ¢ R¥ t=1,2,..

A modellen beliil Gjra nem termelhetd kiilsG erdforriasok mennyisége
periodusban.

14. EeR (j=1,2,...,n) (=12 s

.y 1V);
a t-ik

o Ny
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A j-ik szektor [-ik technolégidval miikédd indulé kapacitdsa.

.0
‘il
9, '
15. K=" lerm.
Ky
kY "
J0 > n
16. P R
B
17. f0 ¢ Rn (t=1,2,...,N); 1¥0 = 1.
Az export strukturija a ¢-ik periédusban.
18. fheRn B="1;2 ..:; N0 1% =1,
Az import struktarija a t-ik periddusban.
19. fO e Rn = L; 2, s ) 1EO =1,

A végsl kiboesatas strukturaja a t-ik periddusban.
20. 99, g € R" (t=12,..,N).

Az export és az import dgazatonkénti szorzoi a {-ik periédusban.

A modell feltételrendszere

A fenti jelolések felhasznalisiaval a modell valtozatlan dras formaja a kovet-
kezG alakban irhato fel:
VM:
VM I. Termékmérlegek:

(B — A®) XO — BOAXO 4 fi20 _ f020 _ 00 > ¢
VM I1. Kapacitasmérlegek:
SAX(’) 4+ X0 < K°
{=i
VM I11. Fizetési mérlegek:
40190 4 9> 0
VM 1V. KiilsG eréforrasok korldtai:

DO X — o
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VM V. Nem-negativitasi kikotések:
XB; AXO; 20; 20; 20 >0

=1,92;:: % Ny
VM VI. Célfiiggvény:

N
Zz(’) — max!
s

A feladat dualisa a kovetkezd:
VMD:

VMD I. A termelési valtozokra vonatkozé dualis feltételek:
—a}(B — A®) + gf + o} DO = 0*
VMD II. A kapacitasfejlesztési valtozokra vonatkozé dudlis feltételek:
n#BO+ ofia+ ofpat+ ... Hoh 2 0

VMD I1I. Az importra vonatkozo dudlis feltételek:

-mtf + g+ P = 0
VMD IV. Az exportra vonatkozo6 dudlis feltételek:

e — 01 fO =0
VMD V. A végs6 kiboesatasra vonatkozé dudlis feltételek :

atf0>1

VMD VI. Nem-negativitasi kikotések:

n

ny
0 < =, € R, ogg,eng s 0< 0, €R, 0<8,€R  (t=1,2,..

VMD VII. Célfiiggvény:

z

Y (o K° + o d®) — min!
B

it

fom
A modell foly6aras alakja a kivetkezs:
FM:

FMI (B~ A®) X0 — BOAXO 4 [0F0 — fOZ0 — fo50 > 0

-, | —

FM 1I: - '2 (PP AX® 4 XO < KO
=1

FM I1I: — g fOZO L gD fOZO > 0

FM IV: Do XO < g

)
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FM V: XO; AX®; 20; 200, 20 >0
t=12, ...,N)
- N — ]
FM VI: 22‘“ — max!
fe=1
Ennek a dualisa viszont:
FMD:
FMD I: — ap[E — AD] + gF + o DO > 0%
l“NlD II ;i;g B(l) + g_f*+1<Pl>_l <P1+1> + O ]
+ ONCPOTIH Py = 0*
FMD I1I: — aFfO 4 5,g0«f0 >0
FMD IV: 7O — 0,g0+[0 = 0
FMD V: arfO>1
FMD VI: &5 By Oig 0 =0
=12, -, N)
N r
KFMD VII: 2 (06F KO + g d®) — min!

t=1

Vegyiik észre, hogy a kiilsG eréforrdsokra vonatkozé korlatok a két forma-
ban nem kiilonboznek egymastol, mert naturalisan mért mennyiségekrsl van
820. Masfeldl az dgazati kapacitdaskorlatok a modell két formajaban nem csak
annyiban kiilonboznek egymdstol, hogy az elsé esetben feliillvonds nélkiili,
a méasodik esetben feliilvont szimbdélumok jelennek meg. Figyelembe kell
venni azt a koriilményt, hogy ezek a feltételek intertemporilis kapcsolatokat
fejeznek ki. Ezért gondoskodni kell arrdl, hogy a foly6 dras modellben minden
periédusra vonatkozéan a megfelel kapacitdsmérlegekben minden egyes
mennyiség a periédusban érvényes aktudlis dron szerepeljen. A megfelels

atarazast itt a (P,) diagonal matrixokkal érjiikk el. Ezek Znnj~ed rendii

=1
operatorok, amelyeknek a féatlojaban p{ : n -szer, p{) :nz-jsziir, sth., p
viszont n,-szer fordul eld.

Ha ismerjiik minden egyes periédusra a folyé araknak a bézis iddszak
4raira vonatkozé indexeit: kifejezhetjilk az FM forma paramétereit a VM
forma paraméterei és az arindexek segitségével.

Az dgazatok kozotti termelési, illetve hivitési kapesolatokat kifejezd faj-
lagosok esetén az &rvéltozdsok e tortként értelmezhetd mutatéknak mind
a szamlalojat, mind a nevezGjét érintik. Ezért:

U]
a,, Pi”

i 4 e
aﬁ-.)l‘»' — Yl p(;)
J

és
)

p H
by =80 =5
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A naturalis egységekben mért kiilsé erdforrasokra vonatkozé fajlagosok
esetében az arvaltozasok viszont csak a nevezot érintik. Hzért:

(f
(1), so fltﬂ
i,j,t — () 3

Py

A feltételekben szerepld méatrixok atarazasa igy a kovetkezd formuldkkal
valosithaté meg:

d

(B — A0) = (p) [B — A®) Py~
B® = (p®y BO (P!
DO = DO (P,

A kiilkereskedelem és a végsG kibocesatds strukturait kifejezd vektorok
megoszlasi viszonyszamok, ezért az atarazéskor ezeket megfelelGen (egy-
ségre) normalni kell. Vagyis:

o Py D
=t
1*(p P
0 OO
=2t
BB
£ 1 (p®y fO

ST (pty fO :

A hazai drrendszer megviltozisa miatt megvaltoznak a devizaszorzok is;
aA) — /pN—=1 o). () — O\ =1 4t
g’ = (P ~1¢f; 30 = (PN-1qd. s : ,

Végiil nem azonos o terviddszak elején meglévs kiinduld kapacitasok mér-
i = . IR 15 et ot
téke sem, ha nem valtozatlan, hanem folyd dron vizsgaljuk. A véltozatlan
dron K° nagysdgna kiindulé kapacitdsok o £-ik periédus drrendszerében mérve
éppen

KR =P K

nagysagra rignak.

Tegyiik fel ezek utdan, hogy a VM modellnek van megengedett megoldasa.
Legyen

(X®; AXD; 200; 20, 20) (t=1,2,...,N)

a VM megengedelt megolddsa, ¢s vilasszunk egy tetszGleges drindex rend-
szert, amelyet a p® ¢ Rt — 1, 2, ..., N) pozitiv vektorok irnak le. Fejezziik
ki VM fenti megengedett megolddsit a valasztott drindexek altal definidlt
folybdras rendszerben. Az atdrazis eredménye a kivetkezi:

XO — (P, X0
AXD = (P)AX®

35.:) i :;t) SRy /5/)

A = 20 1(p0) [0

(0 At O, 1O
20 = 0. 1 pW), fO
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Bebizonyitjuk a kovetkezdket:

1. Tétel: A VM modell megengedett megoldésai barmilyen folyé drrendszerre
atszamitva megengedettek az M modellben ,
Egyszer(i szamolgatdssal megmutatjuk, hogy ha

(X®; AXD;2D; of); #9) (t=1,2...,N)
kielégiti VM-et, akkor
(X9; AX®; 2P; 20; 29) (t=1,2,...,N)

kielégiti FM feltételeit.
Hajtsuk végre a megfelels helyettesitéseket:
FM I: PO (B — AOJ Py~ Py XO
i\ £t
Oy BOCPAS-1(PS AXD 1 o0 140§ P2
¥ BALPyLE D AR 4 27 1% p¥) 1% (0 [0

A0 1E (PO f P 20, 1 (O O (7;(:)> @

1% {p® fO 1% (p®; f(ti e
— <p’> [ = A(t)) Xt 4+ BOAX® L ff-”zﬁ') ) /‘é”zﬁ” ,f(t)z(t)] >0
t=1
FM IT: — ZPTHPH(PHAXP + (P X9 =
1=1

— <P{>[ 2 AX(”+X<‘) =P SR~ K®

, ('p' )y f-’
{ . ok, 0] (t) i PION EP@N0! (t)
FM I1I: (PpMy1gx- . a0 f(” 20 1*(pD> 19

0}
0y 140y PO £ L 1R DS O —
gt L (0 [0 ¢ W

— (]5”* 'f?) zl(}) q(') f“) 2 - >0
FM 1V: DOXO = DOCPY"1(P)y X0 = DO X0 < dO.

Tegyiik fel ezek utdn, hogy ismerjitk VM egy optimalis megoldasat. Legyen
ez

(X, AX®; 30; 30 20) =12 ...,

Ha VM optimélis megoldésa létezik, akkor létezik VMD-nek is és a két opti-
malis megoldds célfiiggvényértékei megegyeznek. Legyen VMD optimdlis
megoldasa:

~

(J:T[; i){; (“):{; (St) ([11,2, ,N)

Az dltalinossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a termékmérlegekhez
tartozé dudlis megoldasok pozitivak. Tekintsiik a tovabbiakban a termék-
mérlegek ar m(l\al.ut arindexeknek. Vagyis legyen

p,::z, (= 1,2; 0.0
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A VM optimélis megoldasat a VMD optimalis megoldédsa alapjan nyert arnyék-
arakkal atarazva az alabbi folyéaras megoldast nyerjik:

X0 = (1) X®

~~~ Py ~

AXO = (1,5 AX®
=21 fP
240 =20 1K) [
20 = 20. 1%, fO = 30

(Minthogy 2 feltétleniil eleme az optimélis bézisnak, a végsé kibocsitdshoz
tartozé dudl feltételekben egyenlGség teljesiil és ezért (™ f® — 1).
Kimondhatjuk a kiovetkeziket:

2. Tétel: A VM modell optimalis megolddsanak a termékmérlegekhez tartozo
arnyékarakkal dtarazott programja optimalis megoldas az FM modellben.

Az 1. Tétel alapjan a fenti megoldas FM-ben megengedett és célfiiggvény-
értéke az atarazasndl nem valtozik. Ugyanakkor a VM-beli optimalitds miatt
fennall:

N N . N
2y = ZZ(I) gt 2‘ (Q,* Ko -+ O'l*du)) o= 2‘ 20,
= =1 -

Megmutatjuk, hogy FMD-nek van olyan megengedett megoldasa, amely-
nek célfiiggvényértéke éppen: z, Kz viszont a dualitas tétel miatt azt jelenti,
hogy a fenti FM megoldds nem csak megengedett, hanem optimalis is.

Legyen:

7, = 1€ R
of = of Iy~
0¥ = G,
8, =8,
Ez a megoldas kielégiti FMD feltételeit:
FMD 1. — 1* () [B—ADV ATy + o T +
+6* DO = [— 7 (B — AY) + ¢ + & DOY D)™ = 0
FMD 11. 1%, BOUTY™ + o8y A>Ty ()

+ o8l > LY > + -+ Ty T ) =
= [a} B + o}a + 0fa + - .. + 0N] Uy = 0%
0] ) S A0
FMD 111 " 1*__.9’.1.‘.7/} + B,qtDs GGyt — Epfi?
1* () f) 1* (i O

20+ aaPs P
W - <
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7S D (t)
FMD IV. RG0S Y N P 2]
(T fO 1“/71,>f(’)
Sk D 0, 0
wf fe) q * f¢ 'S0
1(% >f<r) ==
FMD V. RGO A
1{7, }f(”

Végiil a célfiiggvény értéke:

N ~
(0F KO 4 5,d®) =ha @F Ty Ty KO + G¥d®) =

t=

n[\/z

of KO 4 6fd?) =z

I
I VE

—

Néhany zar6 megjegyzés

Vizsgdlatunk megmutatta: egy Leontief tipusi tervezési modellben meg-
lehetdsen nagy szabadsigunk van abban, hogy a modellt milyen idészak
arrendszerében szdmszer(isitjik. Ez a megéllapitds mindenek el6tt a makro-
varidnsok konzisztencidja szempontjabdl érvényes. Az 1. Tétel ugyanis éppen
azt mutatta meg, hogy ha egy makrovaridns megfelel a modellben kikotott
egyensulyi feltételeknek valamilyen bézisidészak arrendszerében: akkor egyen-
stlyban lesz egy tetszéleges mas, id6ben valtozo drrendszerben is.

Masfel6l kideriilt, hogy létezik a terviddszakra olyan folyé éarrendszer,
amelyben a bazisérrendszerben optimalis makrovaridns optimalis marad. Kzt
a foly6 érrendszert a modell termékmérlegeire ad6dé érnyékarak gener(’z,ljé,k

A VM modell dudlis megoldésaban megjelend termék- a,rnyekamk igy bizo-
nyos értelemben jelzik, hogy a primél optimalis megoldas altal adott makro-
varidns milyen ar ardny véltozasokat implikal a tervidészak alatt.

Ovakodnunk kell persze attol, hogy a vizsgalt modell tulajdonsdgaibél
kiovetkeztetéseket vonjunk le a modell érvényességi korén kiviil. Nem szabad
megfeledkezniink arrél, hogy modelliink csak a termékek és a termelSkapa-
citdsok bévitett tjratermelését abrazolja tobbé-kevéshé explicit médon és
csak a veliik kapesolatos Gsszefiiggéseket veszi korkorosen szamba.

A modell példaul nem tartalmazza sem a munkaerd Gjratermelését, sem a
pénzbeni jovedelmek elosztdsdnak és tjraelosztédsdnak a folyamatat; rend-
kiviil elnagyoltan szerepel a modellben a kiilkereskedelem hogy csak
néhany alapvetd fogyatékossigat emlitsiik. Eredményeinket ezért elsiddlege-
sen tovabbi vizsgalatok kiindul6 pontjanak tekintjiik.

(Beérkezett: 1979. aprilis 24-én.)
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[SY)

NEW CONTRIBUTIONS TO THE UTILISATION
OF SHADOW PRICES IN PLANNING

In the article two planning applications of George B. Dantzig’s modified shadow price
conception are discussed. As opposed to the traditional one, this conception does not
consider the total quantity of a resource not exhausted by the optimum solution as
valueless: only the surplus not wanted by the optimum solution. Thus, by a certain
modification of the problem it becomes possible to produce such a shadow price system
which is positive in every case and, besides, is in connexion with the current price system
of economy.

The author presents within the numerical limits of a small static model of national
economic planning, the practical usability of modified shadow prices for revealing the
contradictions in the price system.

Thereafter he uses a multiperiod, dynamised linear model serving for long-term volume
planning of the national economy to examine the role of the price system used for the
quantification of the model. The model is set up in two forms: measured at unchanged
prices (UP), and at current prices (CP).

The author proves that-feasibility is an invariant quality of the model, as current prices
change relative to the fixed prices of the basic period;

— optimum solutions obtained from the UP model remain optimal in the CP model
if the shadow prices of product balances constitute the price indices between current,
prices and prices of the basic period.

HOBbBIE WUCCJIEJOBAHUWS B UCTTOJIBBOBAHWSA TEHEBBIX LIEH
B IMJIAHWUPOBAHWHA

B nanuoii cratbe pacemaTpuBaioTest JBa BAPHAHTA MCITOJIL30BAHMS B ITPOILECCE TUIAHHPOBAHHST
BHIOM3MEHHOIT KoHuenuun renesuix ten Jhxopmra b, Hanpra. Takoii 1oaxoq — B 0TJIHYHE OT
TPAJHIHOHHOTO HE CUHTAET H3JMUIHUM Bech 00bEM pPecypeoB, HCHCITOJBL30BAHHLIX T10JI-
HOCTBIO B PAMKAX OHNTHMAJIBHOTO PEHICHHS; peub HJET TOJIBKO 0 TOM H3JIHIIKE, KOTOPLIH He
HCTIOJIB3YETCST B 9TOM ONTHMAJIbHOM pemieHui. Takum 00pasom MocpeacTBoM HEKOTOPOro BHJI0-
H3MEHEHHST 38/IA4H CTOHOBHTCST BOSMOYCHBIM TI0CTPOCHHE CHCTEMBI TAKHX TCHEBLIX LIEH, KOTOpLIE
B JIOOBIX CJIyUasiX sIBJISTIOTCS TOJIOMCHTEBHBIMA H, TTOMHMO 9TOT0, YBS3LIBAIOTCS TAIOKE H C
AKTYAJIBHBIMH CHCTEMAMH [ICH B JKOHOMHKC, )

ABTOp, B pamMkax HeOOJIBIIOT0 YHCJIOBOIO IPHMEPA MOJEJH CTATHUYCCKOTO ILIAHUPOBAHMUS
HAPOIHOTO XO3STHCTBA MOKASLIBACT, HACKOJILIKO MOPYT HPAKTHUCCKH HPUMCHSITLCST BHOH3ME-
HEHHbIC TEHEBbIE [ICHbI B HHTEPECAX BLISIBJICHHUS IIPOTHBOPEUHI CHCTEMBI 11EH.

B nociexyiomem, B pamikax MHOTOHEPHOMYHON, AHHAMHYHOMN JIMHEIHOIT MOJeJH [IaHHpO-
BAHIHST HAPOJHOTO X03s1iicTBa, CIyMcaeil 0JrocpoyHoMy TUIAHHPOBAHHIO HEKOTOPOTO OTpe-
JIEJICHHOTO 00'BEMa, paccMaATPUBACTCS POJIL CHCTEMBI TICH, HCTTOIL3YEMOI JUIst KOHKPETHOIT Mojte-
Ji. Mojiestb onpesiesisierest B iByX (popmax, T. €. B (JopMe HEM3MEHHO OIPEIEICHHBIX 1[eH H B
(opme OTIpeeNICHHOM 110 TeKYILIHM [{CHAM.

ABTOD JIOKA3LIBACT, UTO

JOMYCKAEMOCTD  TIpe/ICTaBIIsieT CO00i HMHBApHAHTHOE CBOHCTBO MOJE/H HE3ABHCHMO OT
TOTO, KAK CKJQJLIBAIOTCS TEKYIME IICHLI 110 CPABHCHHIO € HEHAMH OA3HCHOTO HEPHOJA,
KOTOPbLIE PACCMATPHBAIOTCST B KAUCCTBE HEHBMEHHOIH CHCTEMBI 11CH;

OIITUMAJIBHDBIC PELICHHs, 101y YaemMbl HA OCHOBAHHM C HEHM3MEHHO OMPEJCICHULIMH IIEHAMH
OCTAIOTCST ONTHMAJILHLIMH TAIOKE M B MOJC/IM ¢ TCKYUMMH [IeHAMH B TOM CJlydae, ecJiH
OaJIAHC TEHEBLIX 1{EH HPEACTABISIOT COOOM MIJICKCDI IIEH MY TCKYIIHMH [ICHAMH M 1[¢-
HAMH 0a3HCHOTO TePHOJL.



