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A pénzmennyiség összetételének
differenciaegyenlet-rendszeréről

A Szigma hasábjain megjelent előző cikkünkben [l] a pénz és a hitel moz
gását egyenlegváltozásában vizsgáltuk, s lényegében az országos hitelrnér
leget fogalmaztuk meg időeltolódásos modell formájában. Ezúttal pontosab
ban követjük a valóságos pénzfolyamatokat, és nem csupán a teljes pénz
állomány, hanem a belső összetétele változását is megfigyeljük és ábrázoljuk.
A pénz mozgása állandó változások sorozata, ami ü pénz forgalomba hozása
(n_vomás) és a forgalomból való kivonása (szívás) intenzitásának megfelelően
forgalmi folyamatok révén, de végeredményben állományváltozások formája
Lan mutatkozik meg a mérési időpontokban. A pénzállomány - mobilitását
tekintve - az elköltés vagy megtakarítás céljától függően legalább két nagy
csoportra osztható. Az első csoportba tartozik az a mennyiség, amely a fizetési
forgalom lehonyolítására, az ügyletek kiegyenlítésére szolgál (aktív pénz);
a másodikba pedig az, amely egy adott egységnyi időszakban (általában egy
év) nem vesz részt a kötelezettségek teljesítésében, hanem mozdulatlanul
hever megtakarítások formájában a bankszámlákon, takarékbetétben vagy
akár készpénz.hen (inaktív pénz) [2]. A jelen cikkben kísérletet teszünk a
pénz ősszetételváltozásának modellszerű bemutatására, megfogalmazva azo
kar a feltételeket, amelyek elengedhetetlenek a pénzügyi egyensúly fenn
rnaradása vagy létrehozása érdekében. Végül pedig számításokat végzünk a
MüBóMüB+WL ailag leírt modell segítségével a gyakorlati felhasználás lehetősé
gének iga,zolására.

I. A pénzfolyamatok közgazdasági összefügései

A fizetési forgalom a pénztulajdonosok egymás közötti kapcsolataiban min
d.ig egy adott z-edik időpontban meglevő pénzmennyiség felhasználásával
bonyolódik le. A bővített újratermelés által igényelt további pénzmennyiséget
a jegybank hozza forgalomba bankhitel folyósításával vagy devizavétellel
(döntően export miatt). Az anyagi folyamatok körforgásában a pénzmennyi
ség eg_v része - a végső felhasználás következtében - visszaáramlik a jegy
bank ha, s megszűnik pénz lenni, mégpedig hiteltörlesztés vagy devizaeladás
(irnport.) miatt. A megfigyelési időtartam záró pontjában ismét mérhetővé
válik a pénzállomány. Az elmondottakat az alábbi egyszerű összefüggéssel
íEDUL le:

( l) ~,t 1 4r u ! , t A 11 +,t A = ~,t Aa 
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ahol: P(t) = a pénzállomány a t-edik időszak végén

N(t) = a t-edik időszak alatt forgalomba hozott (nyomott) új
pénz mennyisége

V(t) = a t-edik időszakban a forgalomból visszavont (szívott)
pénz összege.

A továbbiakban a

t forgalmi adatoknál (flow) az adott időszakot., állományi adatoknál (stock)
pedig az időszak végpontját jelöli.

A pénzállomány mobilitása szempontjából két fő összetevőre oszlik:
a forgalom lebonyolításában ténylegesen résztvevő alctiv (mozgó) pénzre, és
a forgalomból kicsapódott, megtakarftoí.t inaktív (heverő) pénzre. Azaz:

í=r 

A (2)-ben felírt egyenlőség egy adott t-edik időszak végén fennálló statikus
összefüggést fejez ki (stock). A pénz teljes mennyisége és ezen belül a mozgó
és a heverő pénz nagysága azonban állandóan változik; hol növekszik, hol
csökken, a szükségletek szerint. Az a változási folyamat, ami két, időpont
között lebonyolódik, felszíni megjelenési formájában a pém:forgn.]om (flow).
Az aktív és az inaktív pénz közötti változás is csökkenés és növekedés formá
jában megy végbe, ami végeredményben állandó szerkezeti változáR1 hoz.
létre a pénz mobilitásában, összetételében. Az új kibocsátású pénz ! ,t A mindig
aktív pénzként kerül a forgalomba, de meghatározott id{:í után inaktívvá vál
hat, ha a forgalomnak már nincs rá szüksége. Az inaktívvá válás történhet
a pénztulajdonos saját elhatározásából (betétben helyezi el), vagy pedig jog
szabályok írják elő a megtakarítást (pl. a vállalati tartalékalap képzése).
A heverő pénz egyik része tudatos emberi cselekvés eredményeként jön lét re,
másik része viszont automatikusan válik inaktívvá azáltal, hogy l ulujdonosa
számára elkölthetetlen lesz egy adott időpontban, illetve időszakban. A pénz
állomány alakulására vonatkozó (1)-ben szereplő három adat mint változó,
szoros összefüggésben van egymással. A nyomás és a visszaszívás különbsége
ugyanis nemcsak a teljes pénzmennyiség nagyságát változtatja meg, hanem
az aktív pénzét is; a belső szerkezeti változás ped1g olyan komplementere
egymásnak, hogy amennyivel nő vagy csökken az inaktív pénz állománya,
ugyanannyival csökken vagy nő a mozgó pénzé. Képletbe foglalva ezt a vál
tozási folyamatot, az alábbi két egyenlőséget írhatjuk fel:

(3) P A(t) = P >, t 1 1) u [N(t) - +,t Ac 11 2a ~>,t -T1) - ~~ o(t TA)] 

í5r Po,t A = Po(t - 4r u [aPA(t -ToA 1 ~ Po, t 1 TA)],

ahol a = az inaktívvá váló pénz aránya az inktív pénz állományára vonat
koztatva

~ = az aktívvá váló pénz aránya az inaktív pénz állományára vonatkoz
tatva

Y o ] az aktív pénz inaktívvá válásának időtartama ,Y o ] l év a gya
korlatban)

TA= az inaktív pénz aktívvá válásának időtartama években.
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A (3)-ban és a (4)-ben megadott két egyenlőség összevonásával az (1) és a
(2) eredményét kapjuk, számunkra azzal a fontos megállapítással, hogy a
t-edik időpontban fennálló pénzmennyiség összetétele a T1 és a TA időszakok
kal előbb végbement változásoktól meghatározott, míg az állományban bekö
vetkezett tényleges változás független a meglevő pénzkészlettől. A nyomás
és a szívás nagysága és a pénzmennyiségre gyakorolt hatása a népgazdaság
adott színvonalától, fejlődésétől, a lebonyolításra váró vagy kerülő fizetések
összességétől és a pénz forgási sebességétől függ. Azaz:

íVr ! , t A 1 o íBr = f íBr = ( ¥7ÓíBr1 2íBrQ1 

ahol [{ = E4 pénzkeresleti tényezők nagysága (árucsere-forgalom u jövede
lemelosztás miatti pénzforgalom),

f = E4 pénz forgási sebessége.

A továbbiakban a nyomás és a szívás különbségében nem vesszük figyelembe
annak a pénzkeresleti tényezőktől és a pénz forgási sebességétől való függését,
hanem azt köz vetlenül az idő függvényében fejezzük ki:

íPr Aí7,r ) +,t A = <P(t).

Az állomány összetételének változása akkor is végbemehet, ha a teljes
pénzmennyiség nem változik meg egyik időszakról a másikra. Térjünk
ezért vissza a (3) összefüggésre, a.miből következik, hogy bár az aktív pénz
mennyisége közvetlenül a nyomás és a szívás különbségével változik, ezen
túlmenően azonban csökken azzal az értékkel, amely meghatározott egységnyi
időszak alatt ebből inaktívvá válik, illetve növekszik azzal a mennyiséggel,
amely ugyanazon időszak alatt egy TA időponttal megelőzően fennálló inak
B+í \ pénzből aktívvá lesz. Az aktív pénz átalakulási folyamata a (4) szerint
ugyanekkora összegű módosulást idéz elő az inaktív pénzben fordított előjel
lel. Az elmondottakból számunkra két igen fontos feltétel adódik:

az első annak meghatározása és törvényszerűségének tanulmányozása,
hogy az aktív pénz mekkora hányada alakul át inakt.ívvá és fordítva;
másodszor pedig annak meghatározása, hogy az átalakulás meklcora
időeltolódással megy végbe.

A pénzforgalom zavartalan lebonyolításának feltétele, hogy elegendő aktív
pénz álljon a népgazdaság rendelkezésére a fizetési kötelezettségek kiegyenlí
tésére. A szocialista népgazdaságban a jegybank tervszerű pénzkibocsátással
biztosítja a gazdaság zavartalan működését. Ebből azonban még nem követ
kezik, hogy a pénz mennyiségi változása és mobilitás szerinti összetétele csak
a fejlődés által megszabott ütemben és arányokban módosulhat. Az inakti
vizálódás mértéke széles határok között mozoghat a megtermelt jövedelemhez
és a fogyasztáshoz viszonyítva; így pl. ha az átalakulás üteme túl nagy, akkor
kevés lesz a pénz az ügyletek lebonyolítására, a jövedelem elosztására és
újraelosztására, vagy pedig akarva nem akarva új pénz kibocsátásával kell
pótolni a hiányt. Abban az esetben viszont, ha a megtakarítási hajlam csök
ken, az inaktivizálódás lassú ütemű az adott jövedelempolitikai és közgazda
sági-pénzügyi szabályozók feltételei között, akkor változatlan arányú pénz
kibocsátás esetén is túlzottan nagy lesz a fizetőképes kereslet, ami feszült
ségeket okozhat a gazdaságban. Ebben az esetben tehát a jegybanknak kor
látoznia kell a pénzkibocsátást, elsősorban a hitelnyújtást. Megfordítva is

l*
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igaz ez az állítás. Abban az esetben ugyanis, ha a heverő pénz túl gyorsan hal
mozódik fel, akkor ez nemcsak a megtakarítási hajlam növekedésének tulaj
donít ható, hanem annak is, hogy a pénz nem használható fel célszerűen tulaj
donosaik részéről, s az árrendszer sem elég rugalmas a fizetőképes kereslet és
az árualap egyensúlyának létrehozására.

A jól megválasztott bázisidőszak adatairól feltételezhető, hogy a jövőben
is hasonló arányú N (nyomás) és V (visszaszívás) lesz elegendő a forgalom Iebo
nvolit ására, mert a gazdasági fejlődés fö arányai (rövid és közép távon) nem
rnódosulnak érdemlegesen. Ha, azonban a pénz összetételében nemk ívá.natos
vához ások mennek végbe, akkor az összes pénz ugyan elegendőnek látszik,
de a tranzakciók lebonyolítására szolgáló mozgó pém: mennyisége több vagy
kevesebb lesz a szükségesnél. Ez pedig vugy túlzot.t fizot őkópes keresletet
eredményez, vag_v pedig ennek ellenkezője kövoí kezik be és fizetési zavarok
keletkeznek. > helyes cselekvés az lehet, hogy

az inaktív pénz növekedésével arányosan löbl.i pénzt nyomnak a for
galomba, mint az az eredeti feltételek szerint tört énnók ; vagy fordítoLt
eset ben:
az inaktív pénz mobilizálódásából felszabaduló pénzmennyiséggel esők
kent ik a kibocsátást

A pém:mennyiség fentiekben körvona.laxot.t. szabályozásn azL célozza, ll()g_v
a forgalom lebonyoli1ásáltoz rninJig elegendő mennyiségű pénz álljon rendel
kezésre. Ezt olyan mechanizmussal érhetjük el, ami lényegében a pénelorqa
lorn marxi törvényr5ben megfogal mazott számszerű összefüggéshez szabja az
új pénz kibocsátását. A befolyásoló t ényezők á.ltal kiváltot.t, impulzusokat a
k ülöuféle forgalmi és pénzállományi adatokból szá.rmazt.at.otí, mutatószámok
segítségével lehet ábrázolni és elemezni. Ezek közül elsősorban a pénz forgási
sebességének mutatói, az aktív és az inaktív pénz mozgásának, működésének
jellemzői kapnak k it.üntetot.t szerepet. >«« I l J-ben elsősorban a pénz forgási
sehességé11ek mutatóiva.l fogla,llrnztunk a pénzmennyiség szabályozását leíró
modellben. Ezúttal a szerkezeti változása/cal jellemző paramétere/ere helyezzük
a fő súlvt . A (3)-ban és (4)-ben szereplő oI és (J paraméterek meghatározÚRa
csak akkor ad reális eredményt, ha leheLéíleg azoknak az időszakoknak az ará
nva.it vessz ük figyelembe, amikor a 11épgazdaság rL viszonylagos egyensúly
állapotában volt, ésped.ig minél több ilyen időszakót. ~bból következik, hog_v
olyan feltételeket; kell elóirányoz ni, amelyek képesek optimális ari'.Lny1) létre
hoz ni a pénzkibocsátás és a visszaszívás, valamint, az akLivizálóclás és az inak
ti vizálódás között. A UI. fejezetben éppen ezért szi mu l{Lciós eljáráHsal keressük
a paraméterek gyakorlatilag elfogadható értékeit; ann11,k érdekében, hogy Luda
toHa,11 közelítsük f.L Lran:mkciók lebonyolítására, Rzi"lksóges pénz rn.enn:viségét,
ille,ve a teljes állományon belüli részarányáL.

> paraméterek szerepére néhány alapfeltételt ismertetünk. Feltételezve,
hog_v a teljes pénzállomány t = 0, 1, 2, ... időszakokban egyenlő, aJü:or az a
és a (J egyi.itthaLók csak abban az esetben hozhatnak léLre állandó arányt
az aktív és az inaktív pénz men ny isége közöt,t, ha a gazdaság egyszer{/, újraterme
lési folvtat (stacionárius). Ekkor ugyanis - ha a pénz forgási sebessége sem vál
tozik állandóan ugyanannyi mozgó pénzre lesz szüksége a népgazdaságnak
a forgalom lebonyolítására, köveLkezésképpen az inaktív pénz állománya is
állandó ma,rad. Bővített újratermelés esetén viszont megnövekszik az akLív
pénz iránti igény is, amit tíj pénz kibocsátása hiányában - csak a heverő
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pénzből lehet pótolni Ebből következik, hogy ilyen esetben szükségszerűen
csökken az ex és nő a fő értéke. A változásnak azonban korlátot szab az a körül
mény, hogy az aktív pénz inaktívvá alakulása fokozatosan megszűnik (ex= 0),
és szélső esetben elfogy az inaktív nénz az aktívvá való visszaalakulás miatt
(/J = 1). Ekkor az átalakulási folyamat megáll, amit csak új pénz kibocsát á
sával lehet ismét megindítani. A valóságban persze stacionárius gazdaság
nem létezik; igaz marad viszont az az állításunk, hogy az átalakulás üteme
viszonylag szűk határok között ingadozhat. Rendkívüli helyzetektől eltekintve,
a gazdas{Í,g tervszerű tudatos irányításával mindig létrehozható a pénzállo
mányok olyan nagysága és szerkezeti összetétele, ami egy adott időszakban
megfelel a szükségleteknek és képes korlátok között tartani a fizetőképes
L eresleí et.

A pénz aktivizálódása és inaktívvá válása meghat árazott iclőkésedelernmel
történik egy adott, választott időponthoz képest. A banki üzleti szokások
világszerte azt a felfogást vallják - és ez a, mi gyakorlatunk ban is elfogadható,

- hogy a legcilább 1 évi,(! mozdulatlanul heverő pénz mennyiségét i ekintik
inaktívnak. Ennek a pénzmennyiségnek a tényleges számbavétele számos
nehézséggel járna, ezért mind a tőkés államokban, mind Magyarországnn
azt a, megoldást válusz tjuk , hogy a bankszámla jellegéből és a betétek lekötési
időtartamából határozzuk meg az összeget. Az inaktív pénz aktívvá válása
viszont nem osupán a bankszámlákon fennálló követelések minősítésének kér
dése, hanem attól is függ, mennyi idő telik el, amíg a pénz ténylegesen ismét
felhasználásra kerül, vagyis újból részt vesz a forgalomban. Erre vonatkozóan
rendelkezésre állnak a bankszámla, forgalmi adatok, amelyek segítségével meg
hat.ározható az aktivizálódás mérete. Egy adott t időszak forgalmi adai a és
az á.11:,gos inaktív pénzállomány hányadosa megfelel az inakt,ív pénz egy speci-
1í l-is foruási sebességének, amiből számszerűen követezik 11z időeltolódás hossza is.

> jelen cikkben elsődlegesen a pénz szerkezeti összefüggéseit, át.alakuláeá.t
vizsgáljuk abból a szempontból, hogy a modell feltételrendszeréhől milyen
következmények adódnak a pénzügyi egyensúly fenntartására, a stabilitás
figyelembevételével. Az általunk felállítoi.t modellből lényegében kettős össze
függést; kapunk abból kifolyólag, hogy a teljes pénzmennyiséget

egyrészt aktív (mozgó= tranzakciós) és inaktív (heverő= tartós) pénz
szerint külöuböztetjük meg,
másrészt különbséget teszünk a rendszerben gerjesztett pénz (amely meg
változtatja a teljes pénzállomány nagyságát is) és a spontán, szabad
átalakulással végbemenő pénzkészlet változása között (amely utóbbi
csupán a pénzállomány szerkezeti összetételét módosítja).

Ez az utóbbi alapján

(7) ~,t A = ~ 5, t } + ~ g, t AT 

A továbbiakban megfogalmazzuk a pénzmozgások matematikai modelljét,
megoldjuk az egyenleteket, és megvizsgáljuk a rendszer stabilitását.
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II. A pénzfolyamatok matematikai leírása

A pénzfolyamatok állandó változásokat idéznek elő az állományokban,
mind összvolumenüket, mind pedig szerkezeti összetételüket tekintve. E folya
matokat matematikailag differenciaegyenlet-rendszerrel írjuk le, bemutatva
a gerjesztett és a spontán pénzmozgások hatását is a népgazdaság pénzellá
tására, annak elégséges vagy nem megfelelő mértékére, a pénz mobilitásából
következő működőképes, stabilis helyzetekre, és az ebből adódó szabályozási
lehetőségekre.

I. A pénzátolalculás ct,ifferenC'iaegyenlct-rendszere, gerjesztett és spontán pénz
mozgások

A modell matematikai megfogalmazásánál az I. fejezetben felírt (3) és
(4) sz. összefüggésekből indulunk ki. A pénzállományok mobilitási összetéte
lére és időbeli alakulására tekintsük az alábbi kétismeretlenes differencia
eg_venlet-rendszerl:

(8)

t = 0, ], 2, ...

T 1; TA = pozitív egészek

0 < ex < l; 0 < f3 < l.

A (8)-ban megadott két egyenlőség a valóságos pénzmozgások, ill. pénz
átalakulások folyamatának egy matematikai modellje, amelyet az előző pont
ban közgazdaságilag megindokoltunk. Az a, fő együtthatókat a modellben
állandóknak tekintjük; a ,őA, t A ismert függvényt, amely a pénzkibocsátás és a
pénzvisszaszívás különbsége, a rendszer gerjesztésének fogjuk nevezni. Kiköt
jük, hogy teljesül a következő feltétel, amely közgazdaságilag · normális
gazdasági körülmények között nyilvánvaló:

(9)

A (8)-at operátorszámítással fogjuk megoldani. Ennek lényege, hogy a
(8)-at a diszkrét operátortestben algebrai egyenletrendszerré alakítjuk át,
amelynek megoldása közvetlenül előállítja az aktív és az inaktív pénzmermyi
ségek operátorait. Az operátorok elméletét illetőleg f3]-ra utalunk. Ebben a
dolgozatban feltételezzük a diszkrét operátorszámítáa alapjainak és az abban
alkalmazott jelöléseknek az ismeretét.

A (8) két egyenletének összevonásából kapjuk, hogy

(10)

amely azt az egyszerű tényt fejezi ki, hogy a teljes pénzmennyiség változása
megegyezik a kibocsátott és a visszaszívott pénz különbségével. Ezért a (8)
helyett a következő formálisan egyszerűbb differenciaegyenlet-rendszert
vizsgáljuk:

(11) xd~ A(t) = ,őA, t A 1 « ~ >, t 1 ToA + {/ ~ o, t 1 TA)

xd~ A(t) + xd~ 1, t A = ,őA, t AT 
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Tekintsük az aktív és az inaktív pénzmennyiségeket a diszkrét operátortest
elemeinek az alábbi alakban:

PA= .i PA(j).
j=O (1 + q)l

p = ~ P1Ul
I ~ .,

j=O (1 + q)l

ahol az absztrakt q elem az ún. differenciaoperátor, -1- pedig az eltolási
l+q

operátor. A konvergencia operátoros értelemben triválisan teljesül. Az elto
lási operátor alaptulajdonságának és a (12) figyelembevételével a (11) átírható
az alábbi operátoros alakra:

(12)

1 IX. Yo p A(- k)
(13) PA---PA-PA(-1) = {dq1 ---PA-IX.~----+

1 + q (1 + q AYo k 3l (1 + q AYo1k 

+fJP1 1 +Pi PJ(--k)
(1 + qf4 k 3d (1 + q)T4-k

1 1PA- -- PA -- PA(- 1) + P1 - --P1 -Pi(- I)= {dq 
l+q l+q

Rendezve a fenti kifejezést nyerjük, hogy

(14)

amely az ismeretlen pénzmennyiségekre nézve kétismeretlenes algebrai egyen
letrendszer. Ezt megoldva megkapjuk a pénzmennyiségek operátorait:

(15) PA= {dq {ő , q + 1) + q(l + q AYÁ +
qZ 

+ (J(l + q A [PA(- I)+ Pi(-1)] + PA(-1) q(l + q AYJ 
qZ

qZ
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Pi = (JJ rl + q - /3(1 + q) + q (1 + q)TA1 + q + l [PA(- 1) + r; l) -
q qZ q

/3(1 + q) [PA( l) + P1( l)] +
qZ

PA(- l)q(l+qf,..-rxq ZPA(-le)(l+q)T,..-T,+"+(3q Í;P1( /c)(l+q)"
-f- k= 1 k= I

qZ
Fentiekben :

(16) Z = (l + qfA - (1 + q)7'r1 + rx(l + qfrrT, + f3

a (11) ún. karakterisztikus polinomja.
Feladatunkat elvileg megoldottuk, megkapLuk a keresett pénzmennyiségek

operátorait. Hátra van még, hogy az absztrakt operátoros jelölések elhagyá
sával a kapott ( 15) kifejezéseket, mint a t idő /1J.ggvényeit is felírjuk.

Bevezetjük az aktív pénzmennyiséggel ka.pr-solutban a, gerjesztett pénz
mennyiség (PgA) és a spontán pénzmennyiség (PsA) fogalmát. Definíciószorűen
legyen

( 17)

ahol (15)-ből

(18) PgA =<!>r1(q + 'l + q(J + qf,.,
qZ

(19) PsA = --------------------
qZ

T, TA
rxq J; PA (- le) (1 + q)'I'rTr!-í< + (Jq J; P1( le) (1 + q)"

l<=I k=I

qZ

A gerjesztett pénzmennyiség a teljes aktív pénzmennyiségnek az a kom
ponense, amely csupán a rendszer (JJ gerjesztósétöl függ, és független [~z aktív
és az inaktív pénzmennyiségelrnek a bázisinterva11umon előírt kezdeti érté
keitől. Matematikailag PgA az inhomogén ( 11) rendszer megoldásának ope
rátora, nuJla kezdeti feltételek mellett. Így ez az aktív pénz külső vagy ger
jesztett mozgását írja le (nulla kezdeti feltételek mellett).

A spontán keletkező aktív pénz a teljes aktív pénzmennyiségnek az a
komponense, amely csupán az aktív és az inaktív pénzmennyiségnek a
bázisintervallumon előírt kezdeti értékeitől függ, és független a rendszer
gerjesztésétől. Matematikailag PsA a (11)-hez tartozó homogén rendszer
megoldásának operátora tetszőleges kezdeti feltételek mellett, ahol (JJ = 0.
Így ez az aktív pénz belső vagy spontán mozgását írja le; a teljes (aktív) pénz
pedig a gerjesztett (aktív) és a spontán (aktív) pénz összege. Teljesen hasonló
módon lehet definiálni és képletszerűen felírni a gerjesztett inaktív és a spon-
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tán inaktív pénzmennyiséget is. Itt, ti. fennáll, hogy

pl = pg/ + psi·

Értelmezhető az összes gerjesztett és az összes spontán pénzmennyiség is,
melyekre érvényesek az alábbi közgazdaságilag nyilvánvaló triviális össze
függések:

t
Pg(t) = PgA(t) + Pg1(t) =,l/'>(i)

Ps(t) = PsA(t) + P51(t) =PA( -1) + P1(-l) = konstans.

Parciális törtekre bontással (18) és (19) könnyen felírható, mint a t idő
függvénye.

Tekintsük a (16)-ban megadott polinom karakterisztikus egyenletét:
(20)

Jelöljük ennek különböző gyökeit t"-val, multiplicitásaikat pedig ak-val.
Mivel a (18)-ban szereplő

{J(q + l) + q(l + q)TA
qZ

operátor felírható, mint az (l. + q) racionális törtfüggvó:nye, amelynek szám
lálója és nevezője is TA + l-edfokú, ezért az egy függvényt állít elő, amely
az alábbi parciális törtekre bontott alakban fejezhető ki:

(21) fJ(q + 1) + q(l + q)T,. = (.!:.__+ q) + (1 + q) ~ ~, h,p
r- y .- ..;;, ( t )P'qZ q k=I p=I q + l - C,,1,

ahol: M .-S: TA és a y, Y1r,p együtthatók ismert elemi módszerekkel nyerhetők.
Az operátorszámítás elemeiből ismeretes, hogy

(q: 7~ t)P = {tHHI (p ~ 1!}' 
Így (21 )-gyel a gerjesztett aktív pénzmennyiség végső alakja az alábbi:

t r M ab . ( t - i }
(22) pgA(t) = y ~<J>(i) + ~ <I>(i) /~i Yl<,p t~-l-p+l p _ l ·

A (19) könnyen felírható, mint az 1 + q operátor racionális tört.függvénye,
ahol a nevező TA + I-ed fokú, a számláló legfeljebb TA + 1-ed fokú. Ennek
megfelelően a parciális törtekre bontott alakja

r., = D(l + q) + (1 + q) i i fJk,p P ,
q li=I p=I (q + 1 - t1,)

ha a számláló fokszáma TA + 1. A f} és Dk,p szintén ~lemien adódnak ·
A (19)-ből könnyen belátható, hogy az az eset, amikor a számláló fokszáma

kisebb, mint TA + I, előfordulhat, ha teljesül, hogy

(23)

(24)
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Ez azonban közgazdasági megfontolások alapján figyelmen kívül hagyható,
mert ekkor PsA(O) = 0. Így az aktív spontán pénz végső alakja:

psA(t) = ,f} + .i i ,f}lc,p $~-p+l ( t )
k=I p=I J) - I,

ha (19) számlálója TA+ 1-ed fokú. Megjegyezzük, hogy a y, ó együtthatók

(25) (t > 0),

a $,, karakterisztikus gyököktől függetlenek és

(26) Y = _{J_; ,f) = _{J_ [PA ( 1) + P,( l)].
IX+{J /3+1X·

A ,f) a további vizsgálataink során igen fontos szerepet fog játszani.
A (22), (23) alapján a (15)-ben szereplő P inaktív pénz spontán és gerjesz

tett komponensei is egyszerűen felírhatók a t idő függvényeiként.
Megjegyzés: A (22) és a (25) kifejezések igen leegyszerűsödnek, ha a karak

terisztikus egyenlet összes gyökei különbözőek. Továbbá lomplex gyökök fel
lépése esetén ezek a kifejezések értelemszerűen valós értékű függvényeket
állítanak elő, amelyekben már trigonometrikus kifejezések is szerepelnek,
ekkor a spontán mozgások rezgéseket tartalmazhatnak. (Ezzel kapcsolatban
lásd szerzők [ 1 J dolgozatát.)

2. A modell működóképessége, stabilitás, a pénzmozgások egyensú,ly·i helyei

A (11)-gyel leírt modellt akkor nevezzük működőképesnek, ha PsA(t) > 0,
P51(t) > O; PgA(t) > 0, Pg1(t) > 0, ha O :S:: t < oo és ha van az IX és fJ értékeknek
egy o lyan IX0 <IX< IX1, {J0 < fJ < {31 környezete, melyekből választott tetszőle
ges ix és fJ együtthatók mellett is teljesülnek a pozitivitási feltételek. Negatív
pénzmennyiségeknek közgazdasági értelmük nincs.

Az irodalomban a (U) típusú állandó együtthatós rendszereket akkor neve
zik stabilisnak, ha karakterisztikus egyenletük összes gyökei a komplex sík
egységkörének belsejébe esnek, tehát akkor, ha 1$,,I < l. Ekkor azt is mondják,
hogy a (16) karakterisztikus polinom stabilis. A stabilis megoldás lehet nega
tív is. Kimutatjuk, hogy ha a (ll) működőképes, akkor a (11) rendszer sta
bilis. Ez igen nagy jelentőségű, mert a stabilitás kritériumai egyszerűen meg
adhatók, a működőképességet pedig a kapott eredmények igazolják.

Ha a (20) karakterisztikus egyenletnek van l-nél nagyobb abszolút értékű
gyöke, akkor rx és fJ tetszőleges kicsi környezetéből választható olyan ex és /J,
melyeknél a (25) alapján világos, hogy PsA minden határon túl növekedik
(vagy csökken). Ekkor azonban az inaktív spontán pénznek is minden határon
túl csökkennie (növekednie) kell. Ebben az esetben tehát a modell nem műkö
dőképes, hiszen negatív értékű pénzmennyiségeknek ebben az összefüggésben
nincs értelmük. Megemlítjük, hogy a (20) karakterisztikus egyenlet esetlege
sen előforduló pontosan 1 abszolút értékű gyökei sem indukálhatnak stabilis
és közgazdaságilag értelmezhető folyamatokat. Ezek közül az egyszereseknek
a (25)-ben tiszta periodikus összetevők felelnek meg ugyan, de a (20)-ban
1X; {3 együtthatók tetszőleges kis változása a gyököket az egységkör külsejébe
viheti át ..
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Tehát ha a modell működő képes, akkor a karakterisztikus gyökök
abszolút értéke egynél kisebb, és a (25) formulából azonnal következik, hogy

(27)

és az aktív spontán pénz megközelíti egyensúlyi helyét, amelynek értéke {}.
Minden számítás nélkül is azonnal következik, hogy ekkor az inaktív pénz
mennyiség spontán komponense is megközelíti egyensúlyi helyét, amelynek
értéke

(28)

A (27)-ben és a (28)-Lan megadott 1~-ban és e-ban az aktív és az inaktív pénz
állományoknak a t = - 1 helyen felvett értékei szerepelnek, és fennáll, hogy

ff+ e= PA(-I) + P1(-l).

Láthatjuk, hogy az egyensúlyi értékek csak a teljes pénzállomány t = •~ 1
helyen felvett értékétől függenek és függetlenek a pénzállományoknak a bázis
intervallum t < -1 helyein felvett értékeitől, vagyis függetlenek a t < -1 
helyeken előírt kezdeti feltételektől.

A pénzmennyiség spontán mozgását tranziens folyamatnak tekintjük. Hosszú
távon a tranziens folyamat ,,lecseng", beáll az egyensúlyi értéke, és ettől
kezdve a folyamat stacionáriussá válik. Ez azt jelenti, hogy a t < - l-re

vonatkozó kezdeti feltételek hatása többé nem érvényesül. A!!_ = !}_ arány a
e i:x

spontán aktív és a spontán inaktív pénz viszonyára jellemző mennyiség. Mivel
a ( 16) karakterisztikus polinom általában nem stabilis, alapvető annak eldön
tése, hogy konkrét adott esetben a (16) stabilis-e, vagy sem. Erre vonatkozólag
az irodalomban számos eljárást dolgoztak ki. Igen egyszerű az ún. osztási
módszer, amellyel egy adott polinom stabilitása viszonylag gyorsan eldönt
hető. (Lásd pl. 14].) Itt ezt nem ismertetjük, hanem megmutatjuk, hogy ha
TA = 2, akkor a (16) mindig stabilis, míg TA= 3-ra megadjuk a stabilitási
kritériumokat.

Ha TA= 2, akkor (16) stabilis. Valóban ekkor T1 = 1 és a (20) karaktrisz
tikus egyenlet az alábbi alakú:
(2~)) .;2 - (1 - i:x).; + /J = 0
Ha a gyökök komplexek, akkor egyenlő abszolút értékűek, és mivel

$1 <;z = /J < 1, 

evidens, hogy l.;11 < 1, l$2j < 1. Ha a gyökök valósak, akkor (29)-et megoldva

i - i:x ± V(l - i:xJ2 - 4/J
$1,2 = 2 ' 

amiből könnyen belátható, hogy mindkét gyök pozitív és egynél kisebb. A (16)
tehát stabilis.
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Ha TA= 3 és T1 = l, a (16) akkor, és csak akkor stabilis, ha

(30) J':i(l cx)/l.
l - fJJ ,

Ha TA= 3 és T1 = 2, a (16) akkor, és csak akkor stabilis, ha

x+fJ l
1 fJ2 " .(31)

Végül a TA = 2 esetben megadjuk annak feltételét, hogy a spontán aktív
pénzmennyiség (és ekkor a spontán inaktív pénzmennyiség is) az egyensúlyi
értéke körül csillapítot t rezgömoxgáesal Jegyen leírható. Ez akkor következik
be, ha a (29) gyökei komplexek A (29) diszkriminánsa,

(32) D = (1 x)2 4{].

A diszkrimináns akkor negat ív, lm

(33) í¥r ------fJ.

amely a spontán pénzmozgás rezgési kritériuma.
Térjünk rá a gerjeszteLt pénzmozgásokra. Belát juk , hogy a (16) karaktcrisz

tikus polinom stabilitása a gerjesztett pénzmozgások pCJzi tivitása szem pon
jából is alapvető. Mint tudjuk, a gerjesztett pénzmennyiséget a (/J kibocsátás
határozza meg. Ha a (16) nem stabilis, akkor ex és fJ tetszőlegesen kicsiny
környezetéből választható olyan a és /j, molyok mellett (22)-ből látható, hogy
a legcsekélyebb kibocsátás is olyan végtelenhez növekvő vagy mínusz vég
telenhez csökkenő gerjesztett aktív pénzmennyiséget, és ennek megfelelően
olyan mínusz végtelenhez csökkenő, vagy végtelenhez tartó ger:jeszteLt inaktív
pénzt eredményez, amelyeket a lt,,I > J gyökök determinálnak. Így negatív
értékű gerjesztett pénzmennyiséghez jut.unk , amely közgazdaságilag értelmet -
len. Szemléltessük ezt egyszerű példával. Legyen (Jí(O) = l és <l>(t) = 0, ha
t > 0. Az egyszerűség kedvéért legyenek a t1c gyökök cgyszeresek és valósak.
Ekkor a (22) átmegy az alábbi alakba:

-r,.
PgA(t) = y + .J: Y1r l t;,.

i<=I ,

Továbbá:

Ha a C1c gyökök közül csak egy olyan van, amely egynél nagyobb abszolút
értékű, akkor a Yk,l együtthatóktól függően az egyik gerjesztett pénznek
+ oo, a másiknak - oo-hez kell tartania, ha t ~► oo.

E pont eredményeit foglaljuk össze az alábbi J. tételben.
Ha a (11) rendszer működőképes, akkor a

(34) Z(q + l) = (q + If,. - (1 + q)7r1 + cx(l + q)7r7, + (3



A PÉNZMENNYISÉG ÖSSZETÉTELE 13

polinom stabilis, vagyis a karakterisztikus gyökök a komplex egységkör bel
sejébe esnek. Ekkor a spontán pénzmennyiségek a

c;;
Q=--[PA(-1) +Pi(-1)]

f3 + c;;

egyensúlyi értékeikhez tartanak, ha t----+ =- Továbbá ha TA= 2, akkor (34)
mindig stabilis. Ha TA= 3, T1 = 1, akkor a (34) stabilitásának szükséges
és elégséges feltétele:

(3(1 - a)
1 + (32 < 1.

Ha TA= 3, T1 = 2, akkor a (34) stabilitásának szükséges és elégséges felté
tele:

a+f3<I.
l - (32

Végül TA = 2 esetben a spontán pénzmozgás rezgésének szükséges és elég
séges kritériuma az

feltétel.

f 1 2 (Xr < f3

3. J~'xponenr,icílis gerjesztésü rendszerek

A népgaedaság egyenlő ütemű (átlagos) fejlődése esetén a <P(t) kibocsátás
és ,t teljes PA(t) + P1(t) pénzállomány között a gyakorlatban fennáll, hogy
(35)

al10J: 0 / <p(l) / 1, és (p(t) kis ingadozású függvény.
A maternai iko.i leírhat-óság érdekében (p(t)-t állandónak tekintve érdekes

további eredményekhez juthatunk, amelyek a gerjesztett pénzmennyiségek
kel kapcsolatosak. Legyen tehát:

(36) <P(l) = <p[PA(t - 1) + P1(t - l)J, <p = állandó.
A ( 10) figyelembevételével adódik, hogy

(37) L1[PA(i) + P1(t)] = <J>(t) = <p[PA(t - 1) + P1(t - l)] -

Az így kapott egvenletünk a teljes pénzállományra nézve egy elsőrendű diffe
renciaegyenlet, amelynek megoldása

(38)

és (37) alapján

(39)

t:::::: 0,

t:::::: 0.
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A t időszak alatt gerjesztett összes pénz pedig
I

(40) Pg = J; '1>(i) = [PA(-1) + P1( -I)J [(l + r)'+1 - lJ-
;-o 

Határozzuk meg a Pg összetételét a (39) exponenciális gerjesztése esetén.
Érvényes az alábbi II. tétel.

Legyen (11) működőképes Ha a gerjesztés a (39)-cel megaclot t exponen
ciális alakú, akkor a PgA, Pg, gerjesztett pénzek aszimptotikusan szintén
exponenciális függvények] el írhatók le az alábbi alakban:

(41) PgA = Yi(l -f-- r;)', l'g1 = Y2(l -f-- rr)',
hat-, oo , Yt, y2 pozitív konstansok.

Bizonyítás: Először megmutatjuk, hogy a (41) eg_y part ikuláris megoldása
(11)-nek. A (41)-et (11)-be helyettesítve, (39) figyelembevételével kapjuk,
hogy

Yt (1 + rp)1-1 = cp[PA( -1) + P,( - l)J (1 + er)'
- ayl(l -f-- rr)I-T1 -f-- /Jyz(l -f-- (())I-TA

Y1(l +- er)' - y,(l +- cp)' i +- y~(l +- <(')' ri(l +- I/ )1-1 =
= <p[PA( l) +- P1( -1)] (l +- rp)1.

(1 +- <rf-vel egyszerűsítve Yi, y2-re kapunk egy két.ismeretlenea egveulel rcnd
szert, amelynek megoldása:

(42) Yi= [PA(-1) +- P,( 1)]
(l+r)r_.

rp(l + q,f_. + tJ(l + (f')
(1 + lfJfA-1 + a(l + cp)T.,-T1 + fJ

a(l +- 1p)7'..t-T1+l
Y2 = [PA( -1) -f-- P1(-l)]-----'----.:..-'---------

(l + <7')TA (1 + cp)T,1-1 + ci:(l + ff)1".4-T1 + fJ
Könnyen belátható, hogy y1, y2 0.

A tényleges gerjesztett pénzrnennyiségek felírhatók úgy, hogy

(43) pgA(t) = 'Y/tUl + y,(l + <pf

Pg1(t) = 'Y/2 (t) + Y2(1 + cp)1,

ahol 171, 'Y)2 a (11)-hez tartozó homogén egyenletrendszer egy megoldása. Mivel
a (11) működőképes, az 17,(t), 'Y)2(t) függvények korlátosak ahogy az előzőek
ben láttuk, így a gerjeszteU pénzmenuviségek aszimptot.ikusan (4 l) ala
kúak. Az 'fit, 'Y)2 függvények jelentik az exponenciális gerjesztés esetén fellépő
tranziens folyamatokat, amelyek hosszú távon az exponenciális növekedésű
tagok mellett elhanyagolhatóvá válnak. A

}J, == fi_l_± <p)TA-1 -f- fJ
Y2 «{l + rp)T,;-T1

(44)

arány a gerjesztett aktív és a gerjesztett inaktív pénz viszonyára jellemző
mennyiség.
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A következőkben az áll vizsgálataink középpontjában, hogy a gerjesztett
és a spontán aktív pénz mennyisége együttesen milyen arányú lehet az összes
pénzállományon belül, különböző ex és (] értékek fennállása esetén.

III. A modell gyakorlati alkalmazása

Az elemző és előrejelző munkánál két alappillérre építünk:

- a közgazdaságilag helyesnek bizonyult tapasztalatokra és
- a modellből kapott stabilis helyzetekre.

Az ügyletek lebonyolításához szükséges aktív pénz és a megtakarítások
pénzformában történő felhalmozásával létrejött inaktív pénz objektív közgazda
sági kategóriák. A pénz lényegéből, funkcióiból következik ez a kettős megje
lenési forma. A forgalmi és a fizetési funkció, valamint a megtakarítási funkció
olyan minőségi meghatározottság, amely nélkül a pénz nem működhet, ill.
mennyiségileg számba vehető értéktömegként nem létezhet. A minőségileg
meghatározott pénzkategóriák mennyiségileg bizonyos határok között helyez
kednek el a gyakorlatban. A két forma közötti arány a következő változások
alapján jön létre:

a már meglevő aktív és inaktív pénz bázieidöpontban fennálló állomá
nyaiból,
egy adott t időszakban kibocsátott és visszaszívott pénzmennyiség
különbözeteként mutatkozó növekedési ütemből,
az aktív pénz inaktív pénzzé történő átalakulásának üteméből és
az inaktív pénz aktív pénzzé történő visszaalakulásának üteméből.

A vizsgálat célja az, hogy a pénzügyi szabályozás során miként hozható
létre az egyensúlyi helyzet az általunk felállított modell szerint, és mi módon
tartható fenn az a leírt rendszerben. Az egyensúlyon azt értjük, hogy

a népgazdaság elegendő aktív pénzzel rendelkezik a tranzakciók lebonyo
lításához, vagyis a gazdasági növekedéssel arányos pénzkibocsátás tör
ténik, és ennek eredményeként a gazdálkodó szervezeteknek általában
nincsenek fizetési nehézségeik;

a megi,akarításból eredő pénzfelhalmozás, valamint ennek folyamatos
felhasználása egy későbbi időszakban, nem bontja meg azt a feltételt,
ami biztosítja a fizetési forgalom zavartalan lebonyolítását;
az elköltésre kerülő jövedelmek nagysága megegyezik a végső felhasz
nálásra szolgáló termékek piaci kínálatának árösszegével. Meg kell való
sulnia tehát a fizetőképes kereslet és az árukínálat egyensúlyának.

A matematikai kifejtésben feltételeztük az ex, a (J és a cp paraméterek pontos
ismeretét, illetve előrejelezhető értékeit. A valóságban azonban igen bonyolult
összefüggések állnak fenn ezek között az arányszámok között, amelyek a
fizetési forgalom és a megtakarítások alakulásának jellemzői. Lényegében
forgalmi folyamatokat számszerűsítenek, amikor a pénz teljes mennyiségének
és mobilitási összetételének változására adnak feleletet. Magát az összetételt
az aktív pénz arányával ('P) fejezzük ki a teljes pénzállományra vonatkoz
tatva.
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A modellben szereplő három paraméter meglehetősen determinált. Még-
pedig:

rt rp. vagyis a pénzkibocsátás üteme közgazdaságilag meghatározott és
lénvegében a gazdaság fejlődésével arányosan változik, illetve a terv
szerű arányosság betartása posztulátum a pénzügyi vezetés számára;
az a a modellben a qJ-től, a fJ-tól és a !F-től függő tényező, a gazdaságban
viszont a pénzügyi szabályozó rendszertől meghatározott a szocialista
szekt or szervezeteinél és sok millió egyedi döntés eredménye a lakos
s{tgnál. Ebből következik, hogy alakulása részben deterrninált , részben
sztochasztikus. A továbbiakban az cc-ta modell alapján számított endogén
11ararnéternek tekintjük:
a fJ «sak a modell szerint meghatározott, s így közgazdaságilag kvázi
üctennináltságú mutatószám, ós azt jelzi, hogy az inaktív pénz felhasz
nálásáua.k , azaz ak tivvá válásának milyen az üteme. Ez a mutatószám
a rendkívül sok pénz.tulajdonos szabad vagy legalábbis nagymértékben
szabad elhat.ározásá.hó! a.lakul ki, 68 válik a fizetési forgalom egyik
jel lernzfí jévé.

A pénz ki hocsá.tás ü temét meghat.ározó britttó nemzeti termelés értéke jelenleg
és cliíro lá.t hat óa.n a VL ötéves terv .időszakában is, volumenében 4 5\1/i'J-kal,
az ált a lános ,Írszínvonal indexe pedig kb. :3 5%-kal növekszik évenként.
Mivel a folvó fizetéseknél a pénz forgási sebessége hossz.ú évek óta, nagyjából
állandó. ezért a tranzakciók p6nzszükséglcLe évenként 7 l 0'1/o-krd növekszik.
Ezen t úl menően azonban ,1 megktlrnríLásoknak is van pénzigénytik (uut onorn,
forgalom hói független pé nz kcreslet.i tényező), amelyot részben pÓL()I ni kell,
k ű lönben zavarok keletkeznének a forgalom lehonvolításá.ban. A jövőbeni
fejlődés ürernét leginkább meghatározó mai beruházások ii:; biznnyos mértékű
pénz iigyi megelűlegczést k í vánuak . Téves nézet Lch{1L az, hogyha befagyasz tjuk a
jövedelmek cl költését, ak kor azzal ugyn,nolyan mértékben au t.omat ikusan
javul a pönzügyi egyeusúly. A modellel v6gzeU Hz{tmit,ásokból levonható
1.,arniJ,,á~ok arra engednek következtetni. hogy e:t. nemcsak globális értelemben
vet 1 mcnnvisógi kőrdés, hanem a pénzjövedelmek elosztásé.nnk helyes voltu
is a népgaz<las{1gi szektorok (beleértve ,1 lakosságo1, is) között, n,mi elsé5sorban
al lokác-iós problénrn. Másszóval így is mondhatnánk, hogy mennyi::;égi kérdés
ált-aláhiLJ I az egés:t. nópgaz<laH,ígrn ért cl mezve, ug,vanakkor elosztási kérdés
parc·iúlisan. A tapaszLaltttol< s;1,erint anm1k liiz(osíLitHa, hogy tt pén:t. mindig
kellíí mennyiségben álljon ren<.Jelkezésrc aznlrnáJ a, szekt,orolrnál, ill. gazdál
kodc'> szer.Teknél, lakosságnál, nrnclyck cLZl :folhasz11álják, kb. 2-:{% kibocsá
tá8i tühblctet igényel a kereslcl.i tényezffk (forw1lmi folyamat,ok) növekedési
üteméhez képest.. A szimulációs HzániíLások és azok eredménye.ire épüló szé
lesel>IJ kör(í elemzés céljából ennél tágabb, ±fí%-os lrntárt, átb:1píLotLunk meg
vizsgála1 nink során.

A meghatározottság szempontjából felve1 L fJ paraméter az ii1akiív pénz
a};:tív,·á válásának ütemét jellemzi. Bt1 közvei,leniil a sLat.isztilrni és a tervezési
felté1 eleket vessz Lik figyelem be, akkor r1 tarLós pénz forgási sebességének ala
kulása ad elsődlegesen tájékoztatást, a fJ nagyságáról Vizsgála,taink során
azon ban nemC'sak azt nézzük, hogy rni Lörléni k a pénzforrna átalakulását.
illetően, hanem azt is, hogy rnennyi ülővel előbb elhelyezett betétet, azaz inakt.ív
pén;-;t használnak fel tulajdonosaik a jelen időszakban. Ezeknek az időeltnló
clásoklmk a ld.izgazdasági jelen1.6sége abhan rejlik, hogy pl. az azonos t-edik
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időszak pénzforgalma és a hozzá tartozó átlagos pénzállomány összefüggéséből
2.5 3 év n laí t i felhasználást kapunk az inaktív pénzre vonatkozóan; a fen
tebb megfogalmazott időeltolás szerint viszont ez az időtartam kereken
2 évre redukálódik. Ebből pedig az következik, hogy az inaktív pénz felhasz
nálása lénycge:,en gyorsabb, mint azt az időegyezéssel az általános szokás
szerint számított forgási sebesség alapján várnánk. Ennek oka az, hogy a
70-es évek ben Yiszonylag gyors volt a pénzfelhalrnozás (megtakarítás) üteme,
s a növekvő állorná.nvok a forgási sebesség lassulását eredményezték. A mate
mat.ikn.i k ifejt ésben a t apaszta.lat i számoknak megfelelően TA= 2 és TA= 3
időszakok kal foglalkoz,unk a stabilitás kérdésénél. Mivel pedig a /3 paraméter
nagysága az idötényezőtől függ, ezért a TA = 2-ből az időtartam hosszának
reciprok értéke, azaz ½ adódik a /3-ra.

Az elvégzett szimulációs számításoknál azonban az 1,5 -3 év forgási idő
fig_vel m bevételével az 1/3; 2/3 határok között elhelyezkedő értékekre végeztünk
számításokat. ,\ vizsgálat célja mindenekelőtt az, hogy a sp és /3 közgazdasági
értelem hen elfogadható és a gyakorbt számára is alkalmazható fent megadott
értékei között mennvi lesz pontosabban fogalmazva mennyi lehet - a pénz
folyamatok Iehonvolltásához szükséges akt ív pénz aránya a teljes pénzmeny
nviségon belül. és az t , hogv milyen ütemben alakulhat át az aktív pénz inak
tívvá (e,.).

Mielőt.t erre ,t kérdésre érdemleges választ adnánk, még egy fogalommal
kell megismerkednünk. Ez pedig az aktív pénz riránya a teljes pénz.mennyiségen
belül. Ezt az értéket jelöljük lfl-vel. Azaz:

<{Jc= PA
PA -j- P1

Az a cc-e
1/3 és a fJ = Lf" tényszárnainak segítségével, amikor a T 1 = 1 és a

'PA= 2, azt kaptuk a, modell alapján, hogy egyszerű újratermelést folytató
(at acionrir'ius] gazdaságra (rp = 0) az aktív pénz aránya, az összes pénzállo
má.nyon belül 0,6körül ingadozik. :Ezt az eredményt támasztja alá a spontán
változúsoka.t az időben leíró (25)-ből számított alábbi összefüggés is:

P5A(t) = 60 (0,707)1(0,17 cos l,08t + 6,98(3 sin l,08t).

Elvégezve a műveleteket, az 1975 76 báz.isévekből kiindulva eredményül
azt kapt uk , hogy at= 2-től ± 1 %-os, at= 5-től kezdődően pedig±0,2%-os
eltéréssel (rezgéssel) 60% körül alakul az aktív pénz aránya a teljes pénz
mennviséghe».

A szocialist ,t népgazdaságra azonban a fejlődés a jellemző. Abból kiindulva,
hogy a gazdasig növekedéséhez szükségelt pénz a kibocsátáskor minden eset -
ben működő pénz, s csak később - egy vagy több év eltelte után - alakul át
részben vn,g,v egészben heverő pénzzé, az aktív pénz aránya a 0,6-nál csak
nagyo1)h lehet.

A (22)-béíl fenti paraméterek mellett - a gerjesztett aktív pénzre az alábbi
összefüggés adódik:

t
PgA(t) = 0,6 J; W(i) +

i=O
t+ J; (J>(i) (0, 707)1-i. [0,4 cos 1,08 (t - i) - 0, 106 7 sin 1,08 (t - -i].

i=O 

2 Szigma



18 F£NYES TAMJÍ.S-SÁRI JÓZSEF

Exponenciális gerjesztést feltételezve cp = 0,1 esetén kapjuk, hogy

t = 0 időszakban 1/Jg= 1,00
t= 1 időszakban = 0,84
t = 2 időszakban = 0,72
t = 3 időszakban = 0,665

t = 10 időszak ban

t = oo időszakban

= 0,637

= 0,624

Az utolsó 0,624-es arány természetesen egyenlő Yi -vel.
?11 + Y2

Az adatok azt jelzik, hogy a gerjcszteLt aktív pénz aránya az összes gerjesz
tett pénzben közeledik a spontán aktív pénznek az összes spontán pénzben
elfoglalt arányához, a 0,6-hez. A gerjeszteLt és a spontán aktív pénz együttes
aránya (lJ') a teljes pénzállornányon belül tehát elméletileg 0,6-0,624 között
helyezkedik el a végtelenben (<p = 0,1, a = 1/3 és fJ = ½ esetén). A gyakor
latban azonban a pénzfolyamatok lejátszódásánál a TA időtartam a megha.t é

rozó, ami 2 -3 évnél nem hosszabb. Ily módon a modell szerint számított ada
tok alapján az összes aktív pénz aránya a teljes pénzmennyiség 60 72°/4-a
közé esik. A tényleges és a számított értékek alapján az aktív pénz részaránya,
azaz _a lJ' értékének alsó és felső határa ténylegesen 0,63 0,73 között volt a
70-es években. Ezért szárnításainknál a P-re nézve 0,6 0,75 értékeket fogad
tunk el.

A pénzkibocsátás ütemére ((p) a már definiált pénzkercsleti tényezőkön
kívül bizonyos mértékig meghatározó az a és a fJ nagysága is. Bár elvileg

cc számitott értékei

-cp-1~1 0,00 0,675 0,750 

-- - - - -
0,33 0,250 0,185 0,133

0,05 0,5 0,375 0,278 0,200
0,67 0,500 0,371 0,267

----
0,33 0,278 0,210 0,156

0,10 0,5 0,417 0,315 0,233
0,67 0,556 0,420 0,311

0,33 0,306 0,235 0,178
0,15 0,5 0,458 0,352 0,267

0,67 0,611 0,469 0,355
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mindkettőre felírható, hogy a [0; l] intervallumban mozoghatnak, a valóság
ban azonban sokkal kisebb korlátok között alakul nagyságuk. Ennek igazolá
sára mellékeljük az alábbi - rendkívül leszűkített - táblázatot.

Következik a táblázat adataiból, hogy - azonos ütemű pénzkibocsátás
(<p) esetén - a nagyobb a érték általában nagyobb {J-t tételez fel és fordítva,
és mindkettő egyenes arányban változik a <p-hez képest is, míg az aktív pénz
részaránya (P) fordítottan arányos az a-val. Az a mozgási sávja végsősoron
azért nem lehet a gyakorlatban sem 0, sem 1 környezetében, mert az egyrészt
lehetetlenülést eredményezne a tranzakciók lebonyolításában, másrészt nem
biztosítana kellő mennyiségű pénzfelhalmozást a reális felhalmozások (beru
házások) finanszírozására, illetve állandóan új (gerjesztett) pénzt kellene pum
pálni a népgazdaságba a forgalom zökkenőmentes lebonyolítása érdekében.
A számítások közvetlen eredménye az, hogy az a lehetséges értékeinek, vagyis
az aktív pénz inaktívvá történő átalakulása ütemének, a megtakarítási haj
lamot jellemző eme mutatónak is megvannak a gyakorlatban még elfogadható
határai.

A fJ és a 1P meghatározzák az a nagyságát, amely utóbbi visszahat azok érté
kére és befolyásolja nagyságukat, azaz a három paraméter között kölcsönös
összefüggés áll fenn. Ez a megállapítás egyben azt is jelenti, hogy a matema
tikai modellben megszabott a; fJ nagyságrendi viszony a gyakorlatban nem
tekinthető szigorú követelménynek, amiből viszont következik, hogy az a
értékeire elfogadható nagyságok sem feltétlenül esnek egybe a fJ és a P értékek
tényleges tűrési határaival. Miután a szimulációs számítások erre vonatkozóan
is tájékoztatást adnak, az egyes paraméterekre vonatkozó eredményeket úgy
foglaltuk táblázatba, hogy azok lehetőleg útmutatást adjanak a gyakorlati
szakemberek számára a pénzügyi irányítás és szabályozás végrehajtásához.
Így pl. az utóbbi évek aktív pénzarányának fenntartása a reálisnak mutat
kozó 1P = 67,5%-kal csak abban az estben lehetséges a még elfogadható
5-15%-os évenkénti pénzkibocsátási ütem mellett, ha fennáll a

0,25 S: a< 0,475 és 0,4 < fJ < 0,67
összefüggés. Ha az aktív pénz részaránya 75%-ot választunk, ami már maxi
málisnak tekinthető a jelenlegi pénzgazdálkodás feltételei között, akkor

0,25 < a < 0,35 és 0,5 < /3 :S: 0,67
közé esik az átalakulások üteme. Ebben az esetben azonban rendkívül leszűkül
a pénzügyi vezetés intézkedésének a szabadságfoka. Jellemzésül álljon itt
az alábbi táblázat a pénzkibocsátás ütemére (cp-re) vonatkozóan.

rp értékei, ha 'P = (), 7 5

0,500 0,667

0,250

0,275
0,300
0,325
0,350

I 0,1251

0,162
0,200
0,238
0,275

0,031

0,059
0,087
0,115
0,144

2*
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Abban az esetben tehát, ha a népg:.1zdaság rranzakciós pénzá.llorná.nya az
összes pénzmennyiség :1/4 részét teszi ki, az egye11sC1ly fenntc.rt.ásához a beke
retezett részben elhelyezkedő 5,9 14,4%-os pónz.kibocsátúsi ütem tartozik,
feltéve, hogy az inak í ív pénzt 1,5 2 év rdaa elköltik a tulajdonosaik. Ekkor
a tartulékolásra kerülő pénz évenként az ak t.ív pénz 25 ;l5%-~L, ami meglehe
tősen mauas arány, de nem kevésbé az a heverő pénzek folhasz nálását jellemző
fJ-é sem. ;Vlegjog~·e;;-;zük, [1Pgyha /J = 1/a, v,tg_vis három év aiut t történnék az
inaktív pénz forgalomba kerülése, akkor a pt',nzhbocsá1,ás üteme 30% felett
lenne 0.23-üs a és 0,75-ös lf:1 érték esetén, ami már iufIatorikus gazdaságrn utal.

A népgazdaság jelenlegi növekedési üt.ernénok figyelembevételével gyakor
Iat ilas: ,t 70-12,5'1/r,-os pénzkiboc.scUási ütem látszik reáiisuak: A fizetőképes
kereslet ~z~tbál_vozá,m Le hát ebből kii vet kczöen Í8 nagy körültekint ésl
és 111egfoniolt intézkedéseket indokol. Kütönösen meggondoltan kell bánni a
vál I ala! j alapok képzésével és a szabad rendel kezósű pénzel, t artalékolásával
vagv zárolásával. Által.',bt,n lovonhaí ö az a t:inul8{,g, hogy mennél nagyobb
az a.i;:t ív pénz irán t j ig{:ny, u.n tül in k ább csökken a szn.had cselek vés lehetősége

ha t artani u.k arju k mag11nktit a 11ópgazd1iság Iejlődéae /Íltttl indokolt pénz
k ibocsútris mórtékéhez , a pónztorgalom I örvényéhez

A modell g_vr.1kodal i. alkal111,,1,zhat,ósúga két toruletcn mái-is lehetséges:
elemzések: 'uégez/i.etlílc a t :tpa,szt nlati adat '>k folhasználásá.vn.l ;
dorüés] változatok lcészWietők a puramét orek előre becslésével sz imulációs
1:,zární1 ások ttlapjá11.

Célunk az vnll. hogy rámutassunk az összoh1ggések J-;iilc-sönb,1,1ús,'tra
a pénzkibof•sátús. a megtnkarítás és azok felhasználásának determinúllságára.
A modell eszköz id ,'lznlgálh,d a, moncUu·is politika rnogaln,pozo11 ahb{t lé1 eléro
anna.k ismeretében, hogy adoU gazdasági !'cit ól el.ok hizüt t, nevezetes n tt
pénziigyi szi:tbályozú rendszer, vidaminl, it lakosság mogt:t!rnrílási bajlalllÚnak
vállozástt rniatt milyen szaha,dságfoklrnl rcndcll,czik a vozclös ,t pénz
kibocsit ás ütemének eldönLésönél. A népgazdaHn,g 1 crvszor(í pénzel Ut!.ásn,, kii lö
nö8en podig a, fizet·ési forgalom zavartalan lchonyolí1ás{ihoz szüks6gcs 11,ktív
pénz helves menn_viségi arányának fenntart í,sa az, n,mi a 1nonclú.ris szervek,
elsősorban [t szoeialista Mlarn központi hankjának it folad,tk1,, s cgyl,en lclwUí
sége is. Ehhez kíván1 un k scgí.t sógct nyújtani 1.1 megad.01.t differcrn·iiwgyenlct -
rendszerrel.

(Beérkezett: 1979. auusztus 31-én)
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ON TH!<:: DIFFERENCE EQUATION SYSTEM OF THE cmvIPOSITION OF THE
AMOUNT OF MONEY

Concerning its. mobility money stock can be devided at least into two major groups
according to the spending or saving purpose, respectively, namely, active (mobile)
money really participating in the realization of circulation and inactive (idle) money
laid by, withdrawn from circulation. The full amount. of money mid within this the
stock of mobile and idle money, respectively are steadily changing; the outward form of
appcaranoe of this process between two dates is the flow of rnoney. The probl--m to be
solved is to determine which share of active money will turn into inactive s ud vice
versa: furt.herrnore, how long is the time-lag in this transformation.

The m1.,1 hornatical description of these proc1c,sscs is a system of difference equations
ind icttLing also the effect of induced and 8pon(;a.ncous money movements on the supply
with lllOn<Jy of tho national economy, on its sufficient or insufficient, volume, on viable,
a.nr] stable sibuur.ions following tho rnobility of money m1cl on resulting reguhti,m pos
sibilities.

Jn Lhe socialist nat.ional C'C·o11m11y tho issuing bank ensures tlrn undisturbed function
ing of i.he i'C01,orny bv planned emission of money. A coud it.ion of the smooth realization
of 1noncy circulat.ion is Lhn.L there should always be enougl: active money available for
Lhe u.it.ionu] cco11omy Co folfil paym,'nl, liabilities. Therefore, t.hc invesr.inaí.ion is aimed
at d"torrnini ng bow t.ho sta.te of cqi I ilibriurn can be «st.ablished in th« course of financial
!'Pg11lat,ion ,,cuonlillg to the 1nod,,J set. 11p by 1,hr, authors and how it can be mu.int.e.incd
u1 Lhu sysL<:111 .luscribod. Which is t.ho ,_J.-·greo of Ireodor» under tho given economic con
ditions for Lhe 11iu1iagornent wl u-n der;iding the ra.t.o of money cmissionr l'ractieal appl.i
cut.ion scoms to lx· possible in two fit-l.ls, namely, rrnalyscs can be rna.dr- with the utili
zation of ornp i rical elitta; rlocision vnrin.nts can be clabm·11tcd by forncf,sting JXtrarnP1;,•rs
on Lhn basis of si.m11lat,io11 cmnput.at,ions.

0 Ck!CTEME PA3HOCTHblX YPABHEl-lk!Ci COCTABHblX ,DEHE}W-!Ov! MACCbl

C T041(11 3pCH~I)[ MOOHJlbl-lOCTJ1 B 3,UIHCHMOCTH OT f\CJldí 1-paTbl THIM 3i(OHOMIUJ /.(CI-Je)l{Hi\51 _Macca
MO)l(CT 061Tb no1-1pa3pCJ1e11a fül /\Be 6om,ume rpynm,1: <ll(THBHhlC ,11,CJ-lb['H, <tJal{TH4CCF!J nprn-11-1-
MéllOLI(HC Y4i1CTHC B oóccne'lel-lHH oóopoTa (MOŐHJlblibIC) H nacc1-1BJ-lblC C3i(OHOMJ1Cl-!HblC ,11,CHbrH, He
)"1ac-rny1ou111c B oúopoTc (Hcno1w1rno-1b1e). Brn Macca l.(ei;cr 11, B paM1,ax 3TOro, se.nwnrna
(stoc1<) MOÓHJJbiJl,IX M IICfIO!.(BH)l{HhlX !\eHCr f!OCTOHHJ-10 MCll51eTCH. B1-1er.uei1 (jlopMOH npo,rnnemu1
3Toro npOLtecca B l{aJ(QH-TO onpcl.(eJlCl-lHLll1 nepHO/.\ HBflHCTC51 /.(CHC)h'.l-lblH o6opoT (flow). 3a,11,a4a
C0CTOHT B onpc11CJ1CHIIH Toro, l(ill(ilH fJ,OJlfl aKTHB!-!blX /.(CHer CTaHOBMTC51 nacc1-1BHor1 H Hao6o
POT; LVUlCC., npu 1(<.ll(OM C/_\BJ1fC no BpCMCHl·l ocyu,eCTBfl5ICTCH Tal{OC npeo6pa30Ba1me.

MaTCMilTH'-ICCl<Oe om1ca1111e 3THX npoueccoB ocyu,ecTBflHCTCH C IIOMOU\blO OICTCMbl pa3-
HOCTl!hlX ypaBl·ICl-lHH H npH 3TOM Yl(33blBaCTCH BO'.'l):(ClkTBiiC HCl(YCCTBeHJrnro H CTMXHI1-
l·IOro /_(J)H)J(CI-IMfl 1.1.e1-1er 1-1a o6ecncYC!IHC 11apo,11,11oro X03Hl1CTBa J\CHbf'aMH, y,11,oBJlCTBOpHTCflbHOCTb
HflH )l(C IIC/\OCTaTO'JHOCTh :noro, 3(!ltjlCi(TMBHblC CTa611nhHhlC orryaur111, CB513aJ-II-IblC C M06HJib
llOCTblO 1.1.e11er I1 llblTCl(alOIJlHC 113 3T()ro B03MO)l(HOCTH perym1ponairn5r.

B co1.1,11am1CTll'ICCl(OM 1-!apOl.(HOM X035111CTBC 6ecnepe60111-1ocTb (jlyr-U(llHOHHpOBaHJJH 3KOliOMHJ(H
rocy,11,apCTBCHHblH fül!-[]( o6ecne4HBaeT nyTeM nJl3I·IOMCpHOH 3MHCCMM ,11,CHer. YcnoBHCM 6ecnepe-
6oti1-1ocTH l1CI-IC)J(II()f'O o6opoTa 51BflHCTC51 TO, 4T06bl B pacnop51}1(ClfüH 1-1apol.(I-10ro X03HHCTBa
Bccr1-1a HMCJlOCb AOCTilT04HOC l(Ofll14CCTBO awmBHblX /.(eHer ,11,.ílH ITOl(pb!Tfül OŐH3aTeflbCTB no
rrnaTC)!(ilM. no3TOMY llCflb o6CJlC/.(OBaHH51 3al(nl04anacb B yCTaHOBflCI-IHH Toro, 4TO B xo,11,e (jlH
HaHcouoro perym1posa1-11-1H 1,a1urM o6pa3oM MO)KeT o6ecne41-JBaTbC51 pam-ronecne e yYcTOM Mo
l\Cn11, pi13pa6oTaHHOH as-ropaMH, H Kal<HM oőpa30M B paM1,ax /.(ilHHOH CHCTCMbl MO)J(!-10 ITOl.(
.n.ep)!<HBilTb, T. e. B acITCl(TC CJIO)HHBUHIXCfl 3J(OHOMHYCCl{HX ycnOBIIH l{;ll(OH CTeneHblO CB060l.(bl
pacrroJ1araeT PYKOBO/.(CTBO np11 pernemm Bonpoca TCMITOB 3MHCCHM l.(CHer. npa1<rnYecr<0e HC·
fIOflb30BaHHe rIJ)C/lCTaBnHCTC5l B03M0)1(Hb/M B l.(Byx acne){Tax:
- aHilflH3 MO)J(CT BhlnOflH51TbC5l C HCITOJlb30Bam1eM 3MnHpH'-IeCl(HX /.(aHHblX,
- MoryT pa3pa6aTb!BaTbC51 BapmlBThT perueHHH nyTeM nponl08HpOBaHJ-151 napiiA!eTpOB I-ra

6a3e CHMYnmtllOJ-IHblX paCYCTOB.


