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Felsg korlat az optimalis megoldasra
a szimplex médszernél
és a Dantzig-Wolfe dekompozicios algoritmusnal

Nagyméretii linedris programozisi feladatok szimplex mddszerrel torténd
megolddsakor gyakran a kovetkezd jelenség figyelheté meg: bar az aktudlis
megolddshoz tartozo célfiiggvény érték mar az optimum kozelébe keriilt, még
igen sok iterdaciot kell végrehajtani addig, mig az algoritmus eléri az optimumot
(1. abra).

A gyakorlatban ez ellen az egyik védekezési méd az, hogy nem varjak meg,
mig az algoritmus optimdlis megolddst ad, hanem megelégszenek egy olyan

célfiggvény eérték
A

opt.

-
»

iterdcidszdm

1. dbra

megengedett megoldéassal, amelyhez tartozo célfiiggvény érték varhatéan mar
az optimum kozelében van. A szimplex mddszer azonban kozvetleniil nem ad
arra becslést, hogy ilyen mdédon mekkora hibat kovetiink el. fgy altaldban
azt is nehéz megallapitani, mikor kaptunk az optimumhoz elég kozeli meg-
oldast, vagyis mikor érdemes megédlini. Ezért lényeges, hogy az optimum-
értékre egy ardnylag jo felsé becslés élljon rendelkezésre.

A tovébbiakban el6szor a [3]-ban leirt médszert ismertetjiik, mely az dlta-
lanos linedris programozisi feladatra ad egy egyszer(, és egy ennél jobb,
moédositott felsé korlatot, majd ezt az elvet alkalmazva a Dantzig Wolfe
dekompoziciés algoritmus egy olyan véltozatét llitjuk els, mely némi tébblet-
munka drdn az eddig ismertnél jobb fels§ korlatot ad.
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Egy egyszerii felsé korlat

Tekintsitk a kovetkezd altaldnos linedris programozési feladatot:

(P) max cx
Ax = b,
x =0,

ahol ¢, x € R*, b € R™ és A € R™". Legyen ennek optimumértéke »(P). Egé-
szitsiik ki a feladatot az
s et

feltételekkel, ahol ¢ komponensei nem feltétleniil végesek. A kiegészitett
feladatot nevezziik P(s, t)-nek, és tegyiik fel, hogy

v(P) = v(P(s, 1)),

vagyis s és ¢ olyan korldtok, amelyek nem befolyasoljak a feladat optimum-
értékét.

Megjegyzends, hogy ilyen korlditok nem mindig allnak rendelkezésre,
viszont a feltételekbdl és az esetleg meglevs korlatokbol elGallithatok [17].
(A LIPROS linedris programozési programcsomag példaul el van latva olyan
,elététprogrammal’, mely bizonyos egyszer(i szamitdsok segitségével also és
felsé korlatokat hoz létre a valtozokra és a feltételekre és ezek segitségével
megprobalja kisz{irni az inkonzisztencidkat és redundancidkat. A tapasztalatok
szerint a program a véltozokra elég szoros alsé és felsé korlatokat ad.)

Tegyiik fel, hogy (P)-t a szimplex moddszerrel oldjuk meg, és a megoldas
soran ott tartunk, hogy rendelkezésre all egy x € B" megengedett bézis-
megoldas, z € B a hozza tartozo ('('lfuggvonv(,rtck, a p € R™ szimplex szorzok

ésac;,=c; —pa;,j=12 ... nredukilt koltségek.
Legyen
u; = max {0, ¢;} ot Yty wiy W
v; = min {0, ¢;} itz o s 90
Ekkor

z < v(P) = v(P(s, 1)) < pb + ut — vs

mivel (p, u, v) a P(s, t) feladat dudlisanak egy megengedett megoldasa.

Modositott felsé korlat

Az optimalis célfiiggvény érték egyszeri felsé korlatja agy keletkezett,
hogv a P(s, t) feladat dudlisdnak egy megengedett megoldasat hatdroztuk
meg. Modositott felsé korlatot Ggy fogunk kapni, hogy a dudlis feladat meg-
engedett tartomanyédt tgy szlikitjilk le, hogy egy konnyen megoldhaté fel-
adatot kapjunk.

A P(s, t) feladat dudlja a kovetkezs:

(D) min pb + ut — ws
pA+u —v>c¢
%, v >0
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A (D) feladatban azzal a megkotéssel éliink, hogy adott g, d € R™ mellett
pE{pER™|p=yg+6d,0c¢cR}

(g és d valasztdsdra kés6bb még visszatériink).
Ezt (D)-be helyettesitve a kiovetkezd feladatot kapjuk:

(RD) min K 4 O + ut — vs
O + u — v > c*
u, v >0

ahol X =gb,r =db, h =dA, ¢c* = ¢ — gA.

Az (RD) feladat kinnyen megoldhatd, ugyanis optimdlis megolddsa a ©
fiiggvényében explicit mdédon felirhaté. Ennek érdekében eldszor rogzitsiik
O-t, igy (RD) n darab kisebb feladatra esik szét:

\

(1©) minuit; — v;s,

uj, v; >0

Belathato, hogy v(j(0) ))j = 1, ..., n szakaszonként linedris konvex fiiggvény,
melynek legfeljebb egy toresp(mtjd. van (2. dbra).

(cf — h;0), ha j€IO)

. - tl &
u(j(0)) = {S](c}k — h0), ha j¢I10O)

ahol

10)=1{j|0; <0 é h; <0 vagy ©,>6 és h; > 0}
6O = cflhy, ha hj+0
' +oco, ha hj = 0

Ezen fiiggvények segitségével felirhaté az (RD) feladat optimumértéke,
mely @ fiiggvényében szintén szakaszonként linedris és konvex lesz, torés-
pontjai pedig a @ = 0}, (j =1, .. ., n) pontokban adédnak.

W(RDO)) =K + 10 + 3 tjcf —hO)+ 3 s} — h0)
JEI(O) i41(®)
A
v(j(B))

QV

2. dbra
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Mivel ebbdl konnyen felirhaté a »(RD(0)) fiiggvény akar jobb, akar bal oldali
derivaltja, »(RD) = mine »(RD(0)) egyszer(i kereséssel meghatérozhato.

Héatravan még ¢ és d megvilasztisa. Elvileg természetesen tetszllegesen
rdlaszthatok, tekintetbe kell azonban venni, hogy sziikség van a h = dA és
a ¢* =c¢  gA mennyiségekre, melyeknek kiszdmitdsa igen munkaigényes
lehet, hiszen az egész A matrixszal kell szorozni. Ezért érdemes Ggy vélasztani
Gket, hogy a gA és dA mennyiségek a kordbbi szidmitasokbol rendelkezésre
dlljanak. d és g-nek két  ezen szempontokat figyelembe vevs — lehetséges
valasztasa a kovetkezd:

a) d="p,g="0.

Ebben az esetben a h — pA vektort a szimplex modszer sordn amiagy is
meg kell hatarozni, g4 pedig o nullvektor lesz. Ezzel a vilasztassal v(RI)(@))
a @ = 1 helyen az egyszer(i felsé korlitot adja, tehat @ szerint minimalizélva
enndl rosszabb eredményt nem kaphatunk.

b) Tegyiik fel, hogy az el6z6 iterdcioban d” és ¢’ vilasztissal a minimum
O — O-nal adodott. Legyen

d=p,g=¢g + @d

Ebben az esetben h — pA az el6z8hoz hasonléan a szimplex mddszerbdl,
gA pedig az el6z6 iterdcio adataibol all rendelkezésre. Mivel v(R[)(Q)) a6 =0
vilasztassal az el6z6 iterdciéban kapott korlatot adja, az ilyen médon meg-
hatarozott felsé korlatok monoton csokkend sorozatot alkotnak.

Egyszerii felsé korlit a Dantzig—Wolfe-algoritmus esetén

Legven a megoldando feladat a kovetkezs:
DO

@) max ¢,®; + ...+ cyTyn
Alyl } e 1 AN.’I:N — b()
D%, =2 by

Dyxy = by
Tl, o o oy ;IIN = ()

ahol ¢;, x; € R, A, € RmXm (4 =1,...,N)és b;¢ R (i =0,1,...,N).
A (@) feladat dudlja a kovetkezd:

@D) min pyb, + pb, + ... + pyby
P, + pD,

\/
N4
(s}
-

podn + pnDy = ey



FELSO KORLAT AZ OPTIMALIS MEGOLDASRA 217

Legyen @; = {x; € R" | Dix; = b;, x; > 0} == 0, z;;, j €J; a 9; halmaz extre-
malis pontjai, x;, k € K; pedig D, extremdlis irdnyai. Ezek felhasznilasdval
(@) atirhaté egy ekvivalens alakba, melyet extremdlis feladatnak neveziink.

N
(E) max X (3 %;(c®;) + 3 tire(CZ )
i1 ey Pz
N
2(2 hif(A@g) + 3 pilAZiy)) = b,
=1 jeJi kEK;
2)»,‘]':1 (lzl,.,N)
Jj€Ji
).1120 izl,...,NjEJi
pij =0 1= 1.5 #EK,

77 7

Mivel az osszes extremdlis pont és irany explicit mdodon vald elGallitasa tal
nagy munkat igényelne, az algoritmus sordn altalaban (#)-nek csak egy olyan
része all rendelkezésre, mely nem tartalmaz minden oszlopot. Egy iteraciéban
elGszor ezt a szlikebb feladatot oldjuk meg. Ennek optimdlis dudl megoldédsa
(py, 7), ahol p, € Rme 7 € RN, Tovébbi oszlopokat ezutdn az aldbbi rész-
feladatokbdl kaphatunk:

(Sy) max (¢; — pod;)x;
Dix; = b;
x,- ;) 0

Ha mindegyik (S;) feladat megoldasa korlatos, az optimalis dual megoldésokat
jeloljitk p-vel. Ekkor

?)(Q) < 73()1)0 + ﬁlbl Al ﬁNbN >
Mivel konnyen lathaté, hogy (p,, Py, - .., py) kielégiti (QD) feltételeit, tehat egy

dudl-megengedett megoldas. Természetesen ha valamely i-re (S;) megoldésa
nem korlatos, végtelen felsé korlat adodik.

Modositott felsé korlat a Dantzig—Wolfe-algoritmus esetén

A modositott felsé korlatot hasonld otlettel lehet megkonstrudlni, mint
a szimplex modszer esetén. Mivel a Dantzig — Wolfe dekompozicios algoritmus
val6jaban az extremdlis feladatot oldja meg, ezen feladat dudljanak fogjuk
egy ardnylag konnyen meghatirozhaté megengedett megolddsit megkeresni.

Az (E) feladat dudlja a kovetkezd:

(£D) min poby + 7, + ...+ 7N
Pold %)) + 7, > 4%, j€J,
PolA @) = 6%y k€K,
PolANTN;) + TN ZCNTNj jE€JIN
PolANTNk) = ONT keKy
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Az (ED) feladatban azzal a megkétéssel éliink, hogy adott ¢, d € R™ esetén
Do €E{Po EB™ |py=9 +0d,0 ¢ R}

Ha a p, = g + Od képletet behelyettesitjiik (KD)-be és O-t rogzitjiik, (KD) N
darab kisebb feladatra esik szét:

(i(©)) min 7,
i > (¢ — (g + Od)A4;) %, jed;
0= (¢c;  (g9+ Od)A)) k€K,

Ez a kovetkezo ekvivalens alakba irhaté:

r; = max (¢; — (g + Od)4,))7;;
J€Ji

(¢; — (g + OD)A)F; < 0 keK,

E feladat feltételei azt jelentik, hogy a @ halmaznak ne legyen olyan extre-
malis irdnya, amelynek mentén a ¢; — (¢  Od)A; fiiggvény novekszik. Ha
ilyen van, felsé korlitként végtelent kapunk. Ha ilyen nincs, vagyis erre
a célfiiggvényre nézve a @ halmaz korlitos, (i((~))) optimdlis célfiiggvényértéke
(r;) nem valtozik, ha a feladatot a kovetkezd alakba irjuk:

(@) r, = max (¢; — (g + Od)A))x;
Dz, = b,

{

x> 0

Legyven g = p,, ahol p, az algoritmus sordn utoljara megoldott extremdlis
feladat optimalis dudl megoldisa. Ekkor @ = 0-ra ezt a feladatot amigy is
meg kell oldani, majd parametrikus programozassal meghatirozhat6, hogy
r; hogyan véltozik a @ fiiggvényében.

Konnyen belathatd, hogy r/(0) szakaszonként linedris, konvex fiiggvény,
melynek toréspontjait, és ezen toréspontokban a fiiggvényértékeket a para-
metrikus programozds szolgdltatja. Bzekbdl viszont explicit médon felirhat6
az r,(0) figgvény.

Mivel

N
(EDO)) = (g + Odb, + 5 1(0),

vagyis szakaszonként linedris konvex fiiggvények oOsszege, ezért a v(]b’l)(@))
fiiggvény maga is szakaszonként linedris és konvex lesz, és toréspontjai is
megegyeznek az r,(0) fiiggvények toréspontjaival. Tgy e pontok kidrtékelésével
a v(El)(O)) fliggvény minimuma meghatarozhaté (lasd a Fiiggelékben).

Amint varhaté is volt, a Dantzig ~Wolfe dekompoziciés algoritmusra a
modositott felsé korldt kiszamitdsa lényegesen nagyobb munkat igényel, mint
az egyszer( linearis programozasi feladat esetén, hiszen a parametrikus progra-
mozas is, és a v(El)((~))) fiiggvény minimumdnak meghatarozisa is elég sok
szamitast igényelhet.

Ezért a modositott felsé korldtot nem érdemes minden iterdcioban kiszd-
mitani, hanem csak idénként, esetleg adaptiv médon, az algoritmus részered-



FELSO KORLAT AZ OPTIMALIS MEGOLDASRA 219

ményeitdl fiiggben. Egy lehetéség példaul, hogy ezt a szdmitdst csak akkor
végezziik el, mikor bizonyos egyéb kritériumok (pl. a célfiiggvény novekedési
itemének csokkenése) alapjan gy tiinik, hogy nem érdemes tovabbi iterd-
cidkat végezni, a jelenleg rendelkezésre 4ll6 megengedett megoldas mér ,,elég
jo7 célfuggvényértéket ad.

Ha a felsé korlat szamitasat stiribben kivanjuk elvégezni, tovabbi szdmi-
tasokat lehet megtakaritani azaltal, hogy a v(ED(Q)) figgvény minimuménak
csak egy kozelitésével dolgozunk. Példdul a parameterikus programozést

3. dbra
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csak egy S << O < T intervallumban végezziik, vagy a v(BD(@)) fiiggvény
minimumdnak meghatérozdsakor nem vesziink figyelembe minden torés-
pontot. (Esetleg csak azokat, amelyeknél az egyes r;(0) fiiggvények minimuma
volt.)

Fiiggelék

A v(EI)(@)? fiiggvény minimuménak meghatirozésira szolgdldé rutinnak a
kovetkezi feladatot kell megoldania: tudjuk, hogy az f: R — R fiiggvény
szakaszonként linedris, konvex, és rendelkezésre all egy olyan rutin, mely
tetsz6leges ¢ pontban meghatarozza f(t)-t. (Jelen esetben ez a v(r/(@)) fiiggvé-
nyek 6 = ¢ helyen valé kiszdmitésat, és ezek Osszegzését jelenti.) Adottak az f
fiiggvény toréspontjai, 7', I = 1,..., L, melyek azonban nincsenek nagysig
szerinti sorba rendezve. Meghatdrozandé f minimuma.

A 3. 4bran lathato eljards gy hatdrozza meg az f fiiggvény minimumét,
hogy nem rendezi a 7', értékeket, és lehetdség szerint nem minden [-re szi-
mitja ki f(T)-et.

( Beérkezett: 1980. aprilis 16-dn)
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UPPER BOUND FOR THE OPTIMAL SOLUTION IN THE SIMPLEX
METHOD AND IN DANTZIG—WOLFE’S DECOMPOSITION ALGORITHM

The article is concerned with the computation of the upper bound that can be given
for the optimal value of the objective function in solving large linear programming
problems. Since the primal algorithms approach the optimum through feasible solutions
the lower estimates for the optimal values are always available. In view of the fact that
in case of a large programming problem it is not always economical to determine the
precise optimum, it seems to be essential to find possibly tight upper bound in the course
of the algorithms.

The article discusses the simplex method and Dantzig— Wolfe’s decomposition algo-
rithm. It presents for the simplex method — assuming the variables to be bounded both
from above and from below — a simpler procedure and a more complicated one, that
provides for a better bound. In the case of Danzig— Wolfe’s algorithm — relying on the
above idea — a procedure is suggested which gives a better upper bound than these
applied so far.

In both cases the underlying procedure is that a feasible solution of the dual program
is determined for a more restricted set.
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BEPXHWI MPEJEJI ONTUMAJIbHOI'O PELIEHUST ¥V CUMITJIEKCHOI'O METOJA
N NEKOMITO3ULIMOHHOI'O AJIFTOPHUTMA OAHLIMIA-BOJIb®A

Hacrosiasi crathst 3aHMMAeTcsl BbIYMCJIEHUEM BepXHero mnpejesa IleeBoil GpyHKuM onTu-
MaJIbHOTO pelleHMs1 B cllyyae 3ajay JIMHeHHOTO NMporpaMMHpoBaHust 00JbIIMX pasdmepoB. Tax
KaK aJICOPUTMBI NIPSIMOTO PElIeHUs] NPUOIIDKAIOTCS K ONTHMYMY 4epe3 JOMYCTHMble pelieHust,
BCer/ia MMeeTCsl 01leHKAa HUYKHero mpejesia ontumyma. Mmest B BUy, YTo NpM pelleHHH 3a1ad
00ab1IOr0 pasmepa Y4acTo He SKOHOMMYHO ONPEJEJISIThH TOUHOH ONTUMYM, ONpejeJieHUe BepXHero
npejesia Kak MOYKHO TOYHee Ka)KeTcsl 04eHb BAXKHBIM B aJIr0pUTMAx.

B crarbe mojapo0OHO 00CY)AIOTCST CHUMIUIEKCHBIH MeTOoJ M JIeKOMIO3ULMOHHBIA ajropurm
Januura-Bousbga. IMpeanosarasi, uyto Uit OTAEIbHBIX NePeMeHHbIX H3BECTHbl BePXHHE M HIDK-
HUE TMpeJIesibl, B CTAThe JAeTCsl 0JMH NPoCToil U ouH 0oJiee CJI0>KHbBIH MeTon, KoTopble obecre-
YMBAIOT Jiyyiue npeaessl. Juig anaropurma Januura-Bosbda Ha ocHoBe BbleynoMsHyTOH Hieu
M3JIaraeTcst MeTojI, KOTOPBI onpejesisieT BepXHUIA npejes1 Jiydie, yeM paHbIle.

B 000MX cJiyuasix 0CHOBHOI Hjieeil SIBJISIETCST TO, YTO OTIpejiesisieTcsl JONyCTHMoe peteHue 00-
paTHOi 3ajlaun B 0oJee y3KoM HHTEPBaJe.



