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FÉNYES TAMÁS-SÁRI JózSEF

Kamatlábpolitika közgazdasági-matematikai modellel 

A pénz, a hitel és a kamat a fejlett szocialista társadalom létező érték­
kategóriái, és a tervgazdálkodás folyamatában a gazdasági vezetés, irányítás
és a közgazdasági szabályozás eszközei. A gazdaságirányítás jelenlegi rend­
szerében véleményünk szerint a kamat csak abban az esetben töltheti be
a közgazdasági szabályozó szerepót, ha felhasználható a gazdasági egyensúly
javítására, a hitelkereslet és -kínálat összehangolására. Feladatunknak ezért
azt tekintjük, hogy bemutassuk az állami központi és jegybank szerepét
a kamatpolitika tudatos alakításában egy piacorientált szocialista tervgazda­
ságban. A jelen cikkben először a kamat szerepével foglalkozunk a közgazda­
sági szabályozó rendszerben, majd matematikailag megfogalmazzuk és meg­
oldjuk a felvetett problémát, és végül számszerű példával mutatjuk be az
általunk javasolt kamatmechanizmus működését.

I. A kamat a közgazdasági szabályozó rendszerben 

A népgazdasági terv- és rnérlegrendszer részét képező országos hitclmérleg
prognózis változatában mennyiségileg irányozzák elő a, forgalom lebonyolí­
tásához indokolt pénz állományát, a gazdálkodás zavartalan folytatásához,
a bővített újratermelés oszközezükségletéhez folyósítandó hitelvolumen nagy­
ság:1t. A szocialista országokban a kamatnak bizonyos mértékig kisebb a
jelentősége, mint a többi frtékkatcgóriának, s így közgazdasági szabályozó­
ként is csak más kategóriákkal együttesen, azok kiegészítőjeként fejtheti ki
hatását a vállalatok gazdálkodásában; ahol jórészt arra szolgál, hogy kifejezze
"p saját és a kölcsöncszközök közötti minős,:'gi különbségot és biztositsa a pénz­
intézetek költsőgfedezetét,

A kamat lényege gazdasági tart.almát kifejező Iogáltalánosabhan használt
fogalmából következik, amelyet H {wD=F wűé [B"=qé D=Fé é ]D Uw9=D=DD «í N[HP tekin­
ten-ik. A kamat azonban ennél több, {s nemcsak hitelkamat, hanem betét­
kamat is létezik a szocializmusban; emellett tágabb értelemben kamatnak
tekinthető a kölcsönadott pénzeszközök vagy a saját forrásokból eszközölt
befektetések tiszta hozadéka is. Ennek megfelelően a U>űHF>? v amely kifejezi
a kamat helyét és szerepét a szooialísta népgazdaságban, a következőképpen
határozható meg fl]:
- a {wD=FPH?HD a kölcsön használatáért fizetett díj, amely a társadalom

tiszta jövedelmének része, annak egyik sajátos, a pénzintézetek útján történő
elvonási formája; minimális hatékonysági elvárás a központosított pénzalapok
újraelosztásában hitelen keresztül részesülő gazdálkodó szervekkel szemben;
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- a betétkarnat a bankoknál (takarékpénztárnál) elhelyezett, többnyire
meghatározott időtartamra lekötött pénzeszközök után fizetett díj a, termelő­
eszközök vagy fogyasztási cikkek iránti időlegesen vagy tartósan elhalasztott
kereslet miatt; egyben a jövedclernújraoloszt.ás egyik eleme;
- a tőkekamal a gazdaságban lekötött álló- és forgóeszközök tiszta hoza­

déka, r. különböző vállalati tcrvvariánsok közötti v{~las:,,,tás rs:,,,küzc; össze­
hasonlító mutatószám a jelenleg felhasználható erőforrás és a jövőben várható
termelési é1 ték és jövedelem nagysága. kö½ött.

A kamat fentit k hen mcgh,ltározott jellmzöí ből következik, hogy az a s,,o­
oializrnusban nem csupán a jöv. dckmujrncloszt.áa mcchnnizrnusában műkodö
eszköz, hanem :: jck-nbcni rs, lel.vés egyik döntési paramétere, n, jövőbeni
várakozúsok, elvárás, l-. rangsmnlúsi mcrcéjc. Így lesz a ku,rnatlcíú a kamat
nagyságát az időegység függvény6bcn kifejező olyan jellemző és orientáló
mutatószám, amely eligazítást ne! n tervszerű, arányos fejlődé» feltételeinek
biztosítására, valamint a lJiacga,,dállrndásba n crvényesü p+ keresleti-kínálati
lehetőségek számunkra jobb, df5nyüHl hb k ihasználáaára,

7. A lcamatláh fognlm(i és 1uiuysár;n 

A Icama! a kölcsön hasz.nálatúért fizetett díj, tehát jövedelem,; a. kanuüláb
viszont a kölcsöntőke á 00 egysé>gc után cgyr-;égnyi idöszak (többnyire egy év)
alatti használatért fizetett díj mértéke, v,tgyis %Í lcölcsönlőlce jövedelrne.zősh;ét
kifejező muuüószáan,

Az egyszerű kamatszámítés tényezői közötti üsszefüggés:

K = pLH, ( l) 

azaz a kamat (K) egyenlő a kamatL.íb (p)xid.ő (l)xhitel-(botét-) üsszcg (II). 
Ebből a kamatláb:

K
p=-. 

tii
(A p kamatlábat a cikkben cgyütthLlt6s formában, 1,- Ft-ra értelmezxük.)

A szocialista államok tervgazdaságára a tudatosság a jellemző; van nuk
azonban a tőkésországokban is - és az utóbbi évtizedekben ez általános gy,,­
korlattá vált - olyan időszakok. urnil or :1 piaci kamatlábat jegy/Janki beruxü­
kozással igyekeznek módosítani. Ennek alapvetően két oka lehet: ,1z <'lsó
- és a jegyb:1nkok szempontjából a fontosabb - az infláció elleni lcúzdriom;
ami a növekedés felé mozditja cl am kamatszintet, miközben a roálkarn.u.lúb
(a névleges kamatláb osztva az áriHdcxszcl) nagyjáb1'.il változatlan rn,trad;
a második viszont az, hogy a foatalkozlaloll1,CÍ(J növelése 0nlckébcn a:i; cgy::s
kormányok élénkíteni igyekeznek a beruházási és ezáltal a. termelési kedvet,
amit az olcsóbb pénz politikájával s:-,úndékoznak elősegíteni. Músföl-l,ét
évszázad tapas✓.talata szerint rövid vagy akár közép túvon átmenetileg növe­
kedhet ugya,n a kamatláb, hosszú idlíszak tendenciájában a,mnban csökkenő.
Marx ennek fő okát a profitráta süllyedő tendcnéiájában jelülte meg, cnwllct.t
oka az is, hogy a kölcsöntőke kínálata gyorsabban nő, mint a keresleté.A kamat­
láb azonban nem lehet zérus, mert ingyen a tőkés nem kölcsönzi ki pénzét.

A szocialista gazdaságban is pozitív érték a kölcsönkamatláb, mivel a hitel­
források megszerzése bizonyos ráfordításokkal, áldozatvállalással jár a nép-
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gazdaság, közvetlenül pedig a bankok részéről. A hitelkamatnak népgazdasági
szinten fedezetet kell nyújtania a betétek és a külföldről bevont devizaforrások
kamataira, valamint az összes költségjellegű ráfordításokra. A kamatlábnak
fontos szerepe van az önálló elszámolást folytató vállalatok döntéseiben is, mert
a jelenlegi megtakarítás és felhalmozás racionális voltát az igazolja, és hozza
összhangba a jövőbeni termeléssel, az abból. várható hozadékkal, jövede­
lemmel.

A tőkés szakirodalomban találkozhatunk olyan számításokkal, amelyek
arról tájékoztatnak, milyen rugalmasan alkalmazkodik a kamatláb a kölcsönök
keresletéhez és kínálatához. A vizsgálatok célja kettős: egyrészt annak meg­
határozása, hogy mennyi idő telik el, amíg a kamatlábban tükröződnek a
pénzpiac állapotát jellemző arányok és változások, másrészt az, hogy milyen
rugalmassággal reagál a keresletre és a kínálatra a kamatláb. Ebben a tárgyban
J. J. La/font és R. Garcia [2] széleskörű vizsgálatot végeztek, s az erről írt
cikkükben megállapítják, hogy Kanadában a kereskedelmi bankok 1 %-os
hiteltúlkereslet esetén l/4 %-kaJ növelték az általuk kiválasztott időszakban
{1973-ban) a kamatlábat, míg túlkínálat esetén az 1 %-os többlethez a kamat­
láb 1/8-ad %-os csökkenése kapcsolódott.

Felvetődik a kérdés, hogyan alakul, ill. milyen tényezők határozzák meg
a hitel- <:s a betétkamatláb nagyságát a szocializmusban. Nálunk a tapaszta­
latok azt mutatják, hogy a hitelkamatláb hosszabb időn át azonos névleges
értékben terheli a:t adóst, illetve a betétkamatláb független a fogyasztói árszfn­
vonal ala kulúsától. A kereslet-kínálat befolyásoló szerepe alig érvényesül,
h iszcn ;a jegyb,mk által alkalmazott hitel- és betétkamatlábat nem érinti
a forgalom vagy a hitel- és a pénzállomány nagysága, de nem függ a teljes
<-s am kick'gíthctó hitclkercalet.töl sem. Hiteltúlkínálat viszont csak kivételes
jolcnség "m · szooiahata gazdaságban, ahol az állami bank a központi akarat
kifejezője. Ebből következik, hogy 11 mi feltételeink között a hitellcamatláb
kö,q)(mtilag meghatározott olyan érték, amely bizonyos mértékig képes betöl­
teni %p kölcsöneszközök minimális hatékonysági elvárását kifejező mutatószám
szerepét, és ugyanakkor fedezetet képez a kölcsönforrások megszerzésének
költségeire.

2. A hitellcamatláb alsó és felső határa,

A kölcsönkamatláb nagyságárn tett megállapítás lényegében a hiielalap­
kamatlábra, a vállalatokkal szemben támasztható általános, minimális jöve­
dclmczöségi elvárást kifejező mércére vonatkozik, amitől a konkrét tételek
természetesen felfelé és lefelé is eltérhetnek. (A továbbiakban - ha külön
nem jelezzük, - kamatlábon mindig hitel-alapkamatlábat értünk.) A marxi
álláspontra helyezkedve úgy fogalmazhatnánk, hogy a hitelkamatláb
- minimális mértéke a hitelforrások bekerülési költséghányada,
- maximális értéke pedig az átlagos vállalati eszközarányos nyereség-

hányad.
Amíg az alsó határ népgazdaságilag indokolt mértéke jórészt a pénzintézetek

g.:izdasági adottságaitól és a nemzetközi pénzpiacokon kialakult kamat­
feltételektől függ. addig a felső határ a gazdaságpolitika és ezen belül az ár­
és jövedelempolitika feltételrendszerében meghatározott érték. Alakulásában
erősen közrejátszik az árrendszer, a ténylegesen alkalmazott árak rugalmas­
sága, a jövedelemszabályozó rendszer, a népgazdaság fejlettségi színvonala,
fejlődésének üteme. A pénzintézeti s:takágazat ráfordításai között. döntő

l* 
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súllyal szerepel a belföldi lekötött (tartós) betétek után fizetett kamat (a lakos­
ságnál túlnyomórészt 5 %, a vállalatoknál 8 %) , valamint a külföldi kölcsönök
kamata. Emellett a pénzintézetek egyrészt saját alapokat képezhetnek, más­
részt teljesíteniük kell a szocialista állam elvárásának megfelelő nyereség­
befizetést a költségvetésbe. Ily módon a 70-es években a hitelalapkamatláb
alsó határa 6,f'-7,5% között alakult. A kamatláb felső határának általában
az átlagos vállalati jövedelmezőség tekinthető. o> V. ötéves terv eddig eltelt
éveiben a vállalatok átlagos eszközarányos nyereséghányadának figyelembe­
vételével a hitelkarnatláb felső határa 11-12 %- Az 1980-as termelői árrendezés
következtében megváltozott a vállalatok jövedelmezősége. Az I. félévi - és
véglegesnek még nem tekinthető - eszközarányos nyereséghányad a vállalati
gazdálkodást folytató szervezetek összességére vonatkozóan kb. 9,5-10,0%
lesz éves szintre vetítve.

A vállalat elsősorban a saját jövedelmezősége és nem az átlagos ágazati
szóródás szerint értékeli a kamatterhet. Emellett a vállalati kalkulációban
leértékelődik a kamatláb az eszközök meghitelezési arányában (hitelsáv).
A hitelsávnak - amely a bankrendszerrel szembeni eladósodás mérőszáma -
annyiban van szerepe a kamatteher értékelésénél, hogy a vállalat tevékeny­
sége egészére mutatja ki a jövedelmczőséget., illetve a teljes termelésére, áru­
kibocsátására készít kalkulációt a ráfordításokról. Nem hagyható viszont
figyelmen kívül az, hogy a hitel a végső eszközforráa, s így az utolsó 1,- Ft
pótlólagos befektetés lényegét tekintve mindig hitelből történik, ami azt
jelenti, hogy a határon minden esetben a kamatláb teljes értéke terheli a válla­
lati költségeket, illetve csökkenti a nyereséget.

3. A hüelkamatláb és a tókelcamatláb közötl'i, kapcsolat

A kamatláb fölső határánál abból indultunk ki, hogy az a népgazdaság
általános, átlagos feltételeitől meghatározott., mert a hiteleszk özökro nézve is
számol a vállalatok jövedelmezőségével. Az új bofektetósoknél azonban ennél
nagyobb hatékonysági elvárást kell megkövetelni. Ebh61 következik, hogy ez
a töblet már nem fejezhető ki a vállalatok átlagos jövedelmezőségével, hanem
valamilyen más népgaadasági mutatóval közelíthetjük azt. E:,; a jellemző
a tőkekarnat, illetve annak rátája. Nézzük meg ezért közelcbböl, mit jelent
ez a fogalom a szocialista gazdaságban. Szerintünk a tólcelcam,rt/ a népgazdaság
termelő tevékenységének eredménye, a termelésben (és forgalomban) lekötött
összes anyagi eszkozeinek: tiszta hozadéka; rátája p dig e hozadéknak az eszkö­
zökhöz viszonyított százalékos aránya. (Az V. ötéves terv éveiben 26-27,5%
között mozgott.) Feltételezzük, hogy a vállalati gazdálkodást folytató szer­
vezetek által létrehozott tiszta jövedelemből három szerv részesedik; még­
pedig:
- a termelőeszközök tulajdonosa az állam, ill. az állami költségvetés;
- a gazdasági tevékenységet folytató szervezetek, vagyis a vállalatok,

a szövetkezetek és egyes költségvetési szervek; valamint
- a kölcsönöket nyújtó pénzintézet.
A társadalmi tiszta jövedelmet a fenti három tulajdonos között a következő­

képpen osztjuk fel:
- a vállalaté a nyereség (R),
- a költségvetésé a tiszta jövedelem nyereségen kívüli (felüli) központosí-

tott része (A),
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- a banké a kamat (K).
Ennek megfelelően a társadalmi tiszta jövedelem értéke:

J= R +A+ K. (2)

Ha a nyereséget, a központosított tiszta jövedelmet és a kamatot a lekötött
eszközökhöz viszonyított hányadokban fejezzük ki, akkor
- a nyereséghányad

R 
r=­ 

E' 

- a költségvetés által központosított nyereségen kívüli tiszta jövedelem
hányada

és a kamathányad = K .
E

Mivel az egy évi kamat összege kifejezhető az átlagos éves kamatláb tB, 
és a hitelállományok (J-1) szorzataként is (pH), továbbá a hitel- és az eszköz­
állományok hányadosa (I-J/E) a hitelsáv (s), ezért az eszközértékre vonatkoz­
tatott kamathányad a hitelsáv és a kamatláb szorzatával egyenlő. Azaz: ps = K/E.

Ily módon a tőkekamat rátájára felírható az alábbi összefüggés:

k = r +a+ ps, tk, 
amiből a hitelkamatláb

k-(r+a)
p= . 

8 

A hitelkamatláb és a tőkekamat rátája közötti összefüggés lényegében olyan
átlagos elvárást tartalmaz, amely közelítően az általános (minden vállalatra
és valamennyi hitelfajtára) egységes alapkamatlábat fejez {RA Ehhez mérten
lehet azután a kamatláb differenciálását a hitelpolitikai céloktól függően végre­
hajtani.

(3a)

4. A hitelsáv és a kamatláb közötti összefünés

A kamat a társadalmi tiszta jövedelem része. A (3)-ban megadott feltétel­
rendszerben a három jövedelemtulajdonos közötti osztozkodás dönti el nagy­
ságát, s így a kamatláb mértékét is. Ez a követelményrendszer azonban nem
fejezi ki azt az elvárást, hogy a kamatlábpolitika akkor fejtheti {R igazi hatását,
ha összhangban van a vállalatokkal szemben felállított jövedelmezőség vár­
ható mértékével. A számításoknál mindenek előtt feltételezzük, hogy egy
vállalatnál az eszközbefektetés minden egysége ugyanakkora nyereséget hoz (r).
Ebből pedig következik, hogy a hiteleszközök annyival hoznak kevesebb
nyereséget a saját eszközöknél, mint amennyi az egységnyi eszközre jutó
kamatfizetési kötelezettség (p). Ha tehát a vállalat saját eszközökkel (S) és 
hiteleszközökkel (I-1) dolgozik, és az egységnyi saját eszközre jutó nyereség-
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hányad r5, akkor a vállalat eszközarányos nyereséghányadára érvényes az
alábbi összefüggés:

r5-S+(r5-p)-H r = ----=-------'-----=----"'-- •
S+H

Mivel S 3 H = E, vagyis az összes lekötött eszközök értéke, a hitelsáv (s)
pedig a hitel- és eszközállományok hányadosa, ezért a fenti összefüggés
a következőképpen is felírható

ti , 

A gyakorlatban az eszközöket általában egyszerre bővítik saját- és a hitel­
eszközökből. Tegyük fel, hogy a vállalat eszközeinek növekedése Ex, és legyen
az eszköznövekedés utáni nyereséghányad "x- Ha az eredeti (4) összefüggéare
térünk vissza, akkor az eszközarányos nyereséghányad a fejlesztés során
bővített eszközökre vonatkozóan a következő lesz:

, r5S 3 (rs p) H 3 r5xSx 3 (rsx • B, Hxr jj ··············f·11·f···D· E+ lEx 
ahol "s« jelöli az új beruházások (felhalmozások) saját eszközökre vonatkozó
nyereséghányadát. Az összefüggésből egyben a,. is megállapítható, hogy a hitel
volumenének változása az ú T hitelsáv mutatójában jut kifejezésre. Az s tehát
időben változó tényező. A felírt összefüggés mind vállalati, mind népgazdasági
szinten értelmezhető mutató, és ez utóbbi esetén a kamatlábra felírható, hogy

( ) r5(t) - r(t) .pt=-"-----.
s(t)

t. , 

A hitelsáv nagyságára - miután . az a bankkölcsönnek az összes eszköz­
értékben való részaránymutatója - érvényes, hogy a [O, 1] intervallumban
helyezkedik el. Ha tehát a vállalati eszközök bővítésekor a hitel részvétele
pl. rendkívüli mértékben megnő, vagyis a végtelenhez tart, akkor a hitelsáv
mutatója közeledik az I-hez, Ha az újonnan kibocsátott hitelek volumene
csökkenő a lekötött összes eszköz értékéhez képest, akkor a bővített újra­
termelés finanszírozásában a hitel aránya a zérushoz tart, következésképpen
az új hitelsáv közeUti a régi nagyságát, vagyis s' ·3 s-hez. Ily módon az (5)-ből
azt kapjuk, hogy
- ha a hitelkibocsátás expanziv (kínálati) jellegű, azaz a hitel minden

határon túl nő, s így s'-+ 1-hez, akkor az új kamauéiel határa a saját eszközök
és a teljes eszközállomány átlagos jövedelmezőségének a különbsége lesz;
- ha viszont a hitelpolitika restriktív (keresleti), akkor a hitelsáv csökkenő

(s' ··3 s-hez}, és ekkor az új kamatláb a saját eszközök és az összes eszközök
jövedelmezőségének különbsége osztva a hitelsávval.

Számszerű levezetéssel igazolható, hogy az eredeti formájában felírt (5)
összefüggés olyan expanziós hitelpolitikát tételez fel, amikor a hitelkínálati
bőség miatt csökken a kamatláb, vagyis kifejezésre jut a piaci kamatlábnál
érvényesülő törvényszerűség. Ha viszont a szükséglet feltételeit úgy akarjuk
szabályozni, hogy az erőteljes hitelkereslet miatt a hitelsáv növekedésével pár­
huzamosan növekedjék a kamatláb is, akkor az előző feltételhez képest a fenti
(5) egyenlőségben egy olyan korrigált hitelsáv mutatóval célszerű osztani, ahol
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a bázisidőszakban érvényes hitelsávot csökkentjük a meghitelezési arány
növekedésének értékével. Az elmondottak jobb megértése érdekében nézzük
meg közelebbről a módosítás lehetőségét. Az expanziós hitelpolitika növekvő
hitelldnálat és csökkenő kamatlábai eredményez. Ezért a tényleges hitelsáv
az osztó szerepében így értelmezhető:

8
1 = s -t- L1s', t+, 

ahol: s = az eredeti [báxis ) hitelsáv mutatója,
mfAE = a változás jele.

Miután Lls' pozitív érték, ezért növekedése esetén az I-hez közeledő mind
nagyobb számmal osztunk, tehát valóban csökken a kamatláb az eredeti álla­
pothoz képest. Ezzel szemben, lm a hitelkeresletet a kamatpolitikával is fékezni
kívánjuk, akkor növekvő kamatlábat indokolt alkalmazni. Ezt úgy érjük el,
ha a (6)-ban a L'.ls' értékét leoonjul: a bázisban érvényes hitelsáv nagyságából.
Azaz:

s'= s - L'.ls'. (6a)

A Js' jelen esetben is pozitív, ezért az osztókcnt használt s' kisebb lesz,
mint a bázisban érvényes s, következésképpen nő a kanuuláb, A javasolt össze­
függésben a kainutlábra vonatkozó hitel/ceresleti-kínálati egyensúly az s-hitel­
sávnál van. Ebben az a követelmény jut kifejezésre, • CÜ« a saját erő arányosan
változzék a hitellel. A hitelalupkamatláb optimális mértékének meghatározá­
sához uz s hitelsáv figyelembevétele szükséges, do nem elégséges feltétel.
A kamatlábpolitika tudatos viteléhez szerintünk c lcngcdhctctlen a hitel
illetve a kamat hatékonyságát. jellemző rugalmassági mutatószám felhasz­
nálása is.

5. I{arnlllérzfken!J1;é17 é8 lcwnathaté/conyság

A nyereség abszolút nagysá,g1.t a terrnékkibncsátás volumenétől és össze­
tételétől, a, termékek árától és azok önköltségótöl függ elsősorban. A köz­
gaxdaság: kutatások eredményei alapján függvényszerűen is kimutatható,
hogy valamely árucikk kíná.latának növekedésével - egy bizonyos határon
túl - csökken az egységá.r, sőt tDlítettsóg esetén eladhatatlanná válnak a ter­
mékek. A termékegységre cső költségek (önköltség) a termelés növelésével egy
bizonyos mennyiségig (az optimumig) csökkennek, ettől kezdve pedig növe­
kednek. Egyszerű módon bizonyítható az is, hogy pótlólagos hitelbefektetés
esetén az eyységnyi hitelre j'utó nyereség, vagyis a hiteljövedelmezőségi mutató
- a kwrnatlcöltségelc növekedése miatt -- csökken, ha a termékegységekben reali­
zált jövedelmezőség változatlan marad. Ennek ellensúlyozása csak úgy lehet­
sóges, ha a fejlesztés céljára kért hitel feltételeként nagyobb nyereségkövetel­
rnényt támaszt a bank az átlagosnál, illetve a beruházó vállalat jövedelmezőbb
termékeket gyárt más gazdálkodó szervezeteknél.

Jelentse esetünkben a hatékonyság az egységnyi hitelre jutó nyereség és kamat­
ráfordítás hányadosát a luüáron ; azt, hogy l %-os kamatnövekedésre hány %
nyereség növekedés jut. A hatékonyság tehát lényegében olyan rngalrnassági
mutatószárn, amely diffcrencia-hányadosként értelmezve:

h = iJN : !!__. 
dK K

t=, 
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A fenti (7) kifejezést felírhatjuk az alábbi formában is, figyelemmel arra,
hogy N = rE és K = pH:

h= L'.l(rE) : .!___'
L'.l(pH) ps

mivel E/H a2 s hitelsáv reciprok értéke.
Az összefüggés szerint a hatékonysági mutató értéke akkor lehet nagyobb

egynél, vagyis a vállalatnak (és végeredményben az egész népgazdaságnak)
csak abban az esetben érdemes további bővítést végeznie, ha a nyereség
gyorsabb ütemben nő a kamat összegénél. Ez azt jelenti, hogy a hitelből esz­
közölt új beruházásoknak jövedelmezőbbnek kell lenniök a meglevő összes,
így a saját eszközöknél is.

Az előzőekben állandónak tekintettük a kamatlábat, hiszen nagysága
- a jelenlegi gyakorlatban - nem függ a hitel volumenétől. A kamatnak
azonban bizonyos mértékig a kereslet-kínálat szabályozójának is kellene
lennie, mint ahogyan az árak sem közömbösek a fizetőképes kereslet alaku­
lására. Ha abból indulunk ki, hogy a pótlólagos befektetések növekedésével nő
a meghitelezés aránya, s ebből következően a kamatteher, akkor e2 a körül­
mény változatlan kamattétel mellett is viszonylagosan nagyobb terhet ró
a vállalatra. Még inkább így van ez, ha a kamatláb is magasabb lesz a hitel­
kereslet növekedésével. A jelenségnek a hatékonysági mutatóra gyakorolt
befolyását az alábbi ábrán mutatjuk be, ahol az ún. hiteljövedelmezőségi
hányad és a kamatláb elméletileg lehetséges kapcsolatait szemléltetjük.

r nyereséghányad
pklmatláb

nyereséghán yad

____ P
1

lnöwkvó kamatláb)

------·-·-·-·-·-·­ ·-·--·-·- -. --- ..
·- ---~ (csökkenő kamatláb)

0,..__ -'-----'--.L.-_..x pótlólagos
h0=1 befektetés

h2::1 hitelből

1. ábra

Az ábrából világosan Iáthatő, hogy az ,,olcsó" pénz (p2) nn,gyobb befekte­
tésekre ösztönöz, mint a ,,drágább" (p1). E:;,; megmutatkozik egyértelműen
a h1 és a h2 hatékonysági mutatók elhelyezkedésében. A2 állítás igazolására
induljunk ki a (7) összefüggésből. A kifejezésben ah értéke a H hitelállomány
növekedésével - minden más körülmény változatlansága esetén - csökken.
Ugyanakkor, ha a hitelkereslet növekedésével még a kamatláb is arányosan
emelkednék, akkor kamatérzékenyebbé válilc a gazdaság. A kamatórzékenységet
a közgazdasági szakirodalomban egyszerűen a KIN hányadossal azonosítják [3],
ami elsősorban vállalati, üzemgazdasági mutató, s kifejezi az egységnyi nyere-
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ségre eső kamatterhet. A kamatérzékcnység növekedéséből egyidejűleg követ­
kezik a hitelbefektetések hatékonyságának csökkenése, hiszen minden egyes
hitelből végzett pótlólagos befektetés mind rosszabb és rosszabb jövedelme­
zőségű területen helyezkedik el. A gyakorlat logikájából következik, hogy
a hatékonysági mutató jellemezheti a kamatnak a pénzkeresletre gyakorolt
befolyásoló szerepét is. Mennél nagyobb ugyanis a nyereséghányad és a
kamatláb közötti arány, annál eredményesebb a vállalatok befektetése, annál
nagyobb a hitel iránti kereslet, de ugyanilyen - ha nem gyorsuló mértékben -
csökken a kamat szerepe a vállalatok döntéseiben, kalkulációjában; vagyis
érzéketlenné válnak a kamatteherrel szemben.

6. A hitelkamatláb optimális nagysága

A kamatlábat a fentiekben ismertetett három összefüggésből kiindulva
közelíthetjük meg; mégpedig:

a társadalmi tiszta jövedelem (tőkekamat),
- a vállalati jövedelmezőség (nyereség),
- a hitel- (kamat-) hatékonyság oldaláról.

A társadalmi tiszta jövedelemből (3a) és a vállalati jövedelmezőségből (5)
levezetett kamatláb lényegében azonosság. A társadalmi tiszta jövedelemből
azonban célszerűbb kiindulni, mert így a gazdálkodó szervezetekkel szemben
támasztott általános, átlagos és minimális jövedelmezőségi követelményt
jellemző bankkamatláb a népgazdasági mérlegekben meghatározott fel­
tételekre épülhet. Hasonlóan népgazdasági elvárást fejez ki a kamat jövedelem­
rugalmassága, amit cikkünkben kamathatékonysági mutatónak nevezünk.

A hitel-alapkamatláb jövőbeni meghatározása szempontjából kitüntetett
szerepe van a hatékonysági (rugalmassági) és a hitelsáv mutatóknak, mert ezek
a hitellel szembeni követelményrendszer részei, döntési mutatók. A bővített
újratermelés növekvő eszközszükséglete ti. csökkenő eszközhatékonysággal
párosul. A fejlesztések hitellel való támogatásánál ezért éppen az a feladat,
hogy a befektetett egységnyi eszköz tisata hozadéka ne legyen kisebb, mint
az előző időszak(ok)ban volt. Ezért a h(t) = 1 érték mint követelmény fejezi
ki azt a hatékonysági minimumot, ami fenntartja a már elért eredményt,
s ugyanakkor megszabja a bitelalapkamatláb optimális mértékét. A hitelsáv
a hitelprognózisból meghatározott érték, s mivel nagysága tendenciaszerűen
növekvő, ezért - változatlan kamatláb mellett - fokozódó kamatterhet
eredményez. Egyidejűleg a hitelkiterjesztés mind kisebb jövedelmezőségű
eszközök felhalmozását finanszírozza. s így a hitelsáv növekedésére ható
tényezők - változatlan nyereséghányad esetén - szükségszerűen csökken­
tűcn befolyásolják a hatékonyságot. A hitelkereslet túlzott növekedésének
fékezéHe érdekében a kamatlábnak viszont éppen azt a feladatot szánhatjuk,
hogy tartsa egyensúlyban azt a kínálattal. Ennek feltétele a (6) illetve (6a)
egyenlőség közgazdaságilag mérlegelt alkalmazása.

A p(t) optimumra fenn kell állnia, hogy a közgazdasági követelményként
megfogalmazott alsó és felső határ közé essék. Azaz nem lehet kisebb a hitel­
források ráfordítási hányadánál (z), és nem lehet nagyobb a vállalatok átlagos
eszközarányos nyereséghányadánál (r). Ezért érvényes:

z(t) < Popt(t) < r(t). (8)
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Az eddigiekben a jövedelem oldaláról közelítettük a hitel-alapkamatlábat.
A (8)-ból következik azonban, hogy az optimum nem lehet az alsó határ alatt,
vagyis figyelembe kell vennünk a hitelforrások megszerzésének népgazdasági
költségeit is. Annak megállapítása, hogy az optimális kamatláb biztosítja-e
a hitelforrások költségfedezetét, és ugyanakkor a pénzintézeti ágazat is elfogad­
ható jövedelmezőséggel (kamatréssel) dolgozik, olyan kombinált index alkal­
mazásával történhet, amely a z(t) várható nagyságának kiszámításánál
- a belföldi változásokon túlmenően - figyelembe veszi a nemzetközi pénz­
piacon érvényes kamatlábak módosító hatását is a külföldi tartozások ará­
nyában.

II. Az optimális hitelkarnatláb matematikai meghatározása 

A jelen fejezetben bemutatunk egy folytonos és egy diszkrét modellt az
optimális hitelkamatláb meghatározására. Ehhez azonban előbb definiálnunk
kell az egyes közgazdasági kategóriákat, amelyeket az idő -T::;;; t < ==:
T > O tartományában vizsgálunk. Megjegyezzük, hogy a folytonos modell
esetén -T::;;; t::;;; 0 időszakot, diszkrét modell esetén pedig a -T::;;; t::;;; -1 
időszakot tekintjük bázisnak, ahol a kategóriák múltbeli adatait ismertnek
tételezzük fel.

Jelölések és definíciók:

N(t) a [ ='I', t] időszakban létrejött teljes nyereség; a modellben exogén
kategória,

H(t) a teljes hitolállomáuy mint az id{5 függvénye; a modellben cxogén
kategória,

p(t) a kamatláb; folytonos esetben reciprok idő dimenziój ú,
K(t) a [-T, t] idöszatcban fizetett teljes kamat,
h(t) a kamat hatékonyságu mint az idő függvénye; népgazdasági elvárás­

ban megadott exogén változó, amelynek definícióját a folytonos és
diszkrét esetben külön-külön fogjuk megadni.

1. Folytonos modell

A kamat hatékonyságát a (7) összcfüggósben 11d0Lt meghatározással analóg
módon a

h(t) = N'(t) : N(t) 
K'(t) K(t) 

(9)

kifejezéssel definiáljuk, ahol a ' az idő szerinti deriválást jelöli.
Nyilvánvaló, hogy népgazdasági szinten h(t) > 0. A p(t) kamatláb opti­

mális, ha (9) jobb oldala t:?: O-ra, vagyis a jövőre nézve elöállftja a népgazda­
sági elvárásában előírt h(t) kamathatékonyságot. Határozzuk meg az optimális
p(t) kamatlábat. (9)-ből adódik, hogy

K'(t) - N'(t) K(l) = o
N(t) h(t) 

t;;;: o. (10)
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A kapott kifejezés egy egyszerű, a kamatra vonatkozó differenciálegyenlet,
amely könnyen megoldható. A megoldás

[

1 N'(r) ·1K(t) = K(ü) exp \' --- d-r , 
0 h(r)N(r) J

ahol K(O) a bázis időszakban fizetett kamat. Kiindulva a gyakorlatban ismert
és alkalmazott (1) összefüggésből, azt általánosítva, a K(t) kamatra nézve
felírható, hogy

t?: 0, (11)

/ 0 I 
K(t) = S p(r) H(r - 1) dr= J p(r) H(r - 1) dr+ J p(-r) H(r - 1) dr= 

-T -T o
I

=K(O)+Jp(r)H(r-l)dr, t-;>O,
0

ahol a H(t - l) az egy időszakkal előbb fennálló teljes átlagos hitelállomány
értéke, mivel a kamatot utólag fizetik .

. A (11)-ből és a (12)-ból következik, hogy

K'( 1 K(O) N'(t) . [ \( N'(r) d ]t1= ---exp --- r,
h(t) N(t) ó h( r) N( r)

!Cit) = p(t) H(t - 1)

(13) 

(14) 

és így az optimális kamailál)

K(O) N'(I) [ 1 N'(r) ] ·Popt(ll = ------ exp f ---· dr , t ~ 0n« - l) h(t) N(t) ó h(-r) N( r)
(15)

A (15) egyenlőségből látható, hogy nagyobb hatékonysághoz kisebb kamat­
láb tartozik és fordítva. Abban a, speciális esetben, amikor a hatékonyság
az időtől független állandó, azaz h(t) = h = konstans, kapjuk, hogy

( N'(r) dr= log N(t) , t > 0
o N(r) JV(O)

ahol N(O) a bázisban megtermelt teljes nyereség. Így az optimális kamatlábra
(15)-ből az alábbi egyszerű összefüggést nyerjük:

( ) K(O) N'(t) [ N(t) ]_!_
Popi t = hH(t - 1) N(t) N(O) h

Abban a speciális esetben, ha ah== 1, akkor

(16)

(t) = K(O) N'(t)
Poµt N(O) H(t - 1)

A folytonos modell előnye a szemléletesség, a gyakorlati igényekre való
tekintettel azonban kidolgoztunk egy diszkrét modellt is.

(17) 
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2. Diszkrét modell

Diszkrét esetben a kamat hatékonyságát a

h(t) = iJN(t): N(t - 1)
iJK(t) K(t - 1) 

(18) 

kifejezéssel definiáljuk - egyezően a (7) képlettel, ahol a tetszőleges f(t)
függvényre nézve L.Jf(t) = f(t) - f(t - 1). 

Az N(t) és a K(t) definíciójából a diszkrét esetben is nyilvánvaló, hogy
h(t) > 0. A p(t) kamatláb optimális, ha (18) jobb oldala t 2 O-ra, vagyis
a jövőre nézve előállítja a népgazdasági elvárásban előírt h(t) kamathatékony­
ságot. Határozzuk meg az optimális kamatlábat. A (18)-ból adódik, hogy

llK(t) - iJN(t) K(t - 1) = O.
h(t) N(t - 1)

(19) 

A kapott kifejezés egy egyszerű, a kamatra vonatkozó differenciaegyenlet.
A megoldás:

K(t) =K(-1) lf[l + iJN(i) J, t20 
;:..o h(i) N(i - 1)

{20)

ahol K{-1) a bázis időszakban fizetett teljes kamat. Másrészt a K(t) kamatra
felírható, hogy

t -I t
K(t)= X p(r)H(r-1)= X p(r)H(r-1)+:J:p(r)H(r-1)=

T=-T T=- T T-0

I
=K(-1)+ :J;p(r)H(r-1), t?,:;O.

T=O 
(21)

A (20) és a (21) alapján:

llK(t) = K( -1) iJN(t) 11 [1 + iJN(i) ] , t 2 0 (22)
iJN(t) + h(t) N(t - 1) ;-o h(i) N(i - l)

iJK(t) = p(t) Htt - l), (23)

A (22) és a (23) kifejezéseket egyenlővé téve, az optimális kamatlábra nézve
kapjuk, hogy

(t)= K(-l)iJN(t) 11[1+ iJN(i) ], t20 
Popt H(t - 1) [ ,1N(t) + h(t) N(l - 1)] í.:.o h(i) N(i - 1)

(24)

Vezessük be a e(t) függvényt az alábbi definícióval

( ) llN(t)
et=----, 

h(t) N(t - 1) 
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Ekkor a {24)-et a produktum t-edik tagjának leválasztásával az egyszerűbb
és áttekinthetőbb

e(t) t-1
Popt(l) = K(- 1)----=:..:._:___-JI (1 + e(i)], t:?: 0

H(t - 1) i=0

alakra hozhatjuk, ha megállapodunk abban, hogy
-1
II [ 1 + e( i)) = 1 .

(25)

Látható, hogy a diszkrét esetben is a nagyobb hatékonysághoz kisebb kamat­
láb tartozik és fordítva. A folyamatos esettel ellentétben viszont az időben
állandó kamathatékonyság felvétele nem egyszerűsíti le a (25) kifejezést,
kivéve, ha h == 1. Abban az esetben, ha h = 1, akkor elemi számolással kapjuk
a (25)-ből, hogy

Popt(t) = !JN(l) K(- 1) '
nu: l)N(- 1)

amely analóg a folytonos modell tárgyalásakor ismertetett (17) összefüggése!.
A gyakorlatban a nyereségre jó közelítéssel érvényes, hogy

t:?: 0, {26)

N(l) = N(- 1) (l + ~)1+1, t:?:-1, (27)

ahol N(-1) a bázisban megtermelt telj es nyereség, és

0<~~l.
Ekkor időben állandó h hatékonyságot feltételezve kapjuk, hogy

e(t) = !JN(t) 
hN(t - 1)

N(-1)(1+~)'11--N(-1){1+~)1 ~- = - = konstans,
hN(- 1) (l + ~)' h 

és (25) alapján

Popt(/) = K(- l) ~ Jf (1 + i_j' = K(- l) t (1 + J_)I, t:?: 0. (29)
H(t-l)h;~o h H(t--1)h h

Ha megköveteljük a minimálisan h-= 1 kamathatókonyságot, akkor adódik,
hogy

(28)

K(-1) ~ 1 Popt(t) = -- (1 +fl, t:?: 0.
I-1.(t -- 1)

(30)

A (30) összefüggés egyszerCíségénél fogva különösen alkalmas lehet a gya­
korlati közgazdászok számára, ennek feltétele azonban a kiegyensúlyozott,
egyenletesen növekvő gazdaság.

Nyilvánvalóan igaz, hogy ~ <{ h. Mint érdekes kuriózumot említjük meg,
hogy abban az esetben, ha ~ = h, vagyis ha a nyereség igen gyorsan növe­
kedne, akkor (30)-ból azt kapjuk, hogy

K(-1) 1 Popt(t) =------'-- 2 , t:?: 0.
H(t - 1)

(31) 
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Ideális esetnek tekinthető az, amikor az optimális kamatláb az időtől füg­
getlen állandó. A (29) alapján világos, hogy ez akkor következik be, ha a teljes
hitelállományra nézve fennáll, hogy

H(t) = y ( 1 + ii r 
ahol y valamilyen pozitív szám. Így ha h = 1, akkor az: optimális kamatláb
állandósága azzal biztosítható, hogy a teljes hitelállomány és a teljes nyereség
növekedési ütemei ( ~) megegyezzenek.

Ill. A modell gyakorlati alkalmazása 

A matematikailag megfogalmazott diszkrét modell (26) összefüggését hasz­
náljuk fel kiindulásként a gyakorlati számítások elvégzésekor. Ebben az egyen­
l6ségben - feltételezve, hogy a kamat jövedelemrugalmasságát kifejező
hatékonysági mutató értéke 1 - a hitelkarnatláb két tényező változásától
függ; mégpedig:
- a gazdálkodó szervek nyeresége és hitelállománya hányadosából képzett

ún. hiteljövedelmozöségi mutató alakulásától, és
- a bázisul választott időszak kamat- és nyercsógösszcgeinck hányadosából

képzett népgazdasági kamatérzékenységet jellemző mutatótól.
A számítások menetének bemutatása, érdekében először ismertetjük a fenti

mutatók közgazdasági tartalmát, majd FL ta.paaztalati számok felhasználásával
megadjuk a hitelkarnatláb optimális értékeit. A (26) egyenlőség első tényező­
jének számlálója a z-edik időszakban megtermelt nyereség összege, ami a már
ismert (4) összefüggés ,dapján kifejezhető az cszközurányos nyereséghányad
és az eszközük értékének a szorzate.kónt is a következő módon:

N(t) = r(t) E(t - 1), 

feltételezve, hogy a nyereséget az előz:őleg már rendelkezésre álló eszközökkel
hozzák létre.

H11 pedig a továbbiakban figyelembe vesszük a szóban forgó tényező neve­
zőjét is, akkor láthatjuk, hogy

FJ(t - J) 
H(I ··- l) 

hányadost is tartalmazza a kifejezés, ami nem más, mint a t-t megelőző
időszak hitelsáv mutatójának n reciprok értéke. lly módon a hiteljövcdel­
mezőségi mutató ténylegesen az eszközru-ányoa nyereséghányad és a hitolsáv
hányadosa. A fentiekben kapott ÖRHk·foggósek alapján megállapítható, hogy
a kamatláb optimális nagysága
- egyenes arányban van a gazcLJ,Jkodó szervek vizsgált időszakra jellemző

eszközarányos nyereséghányadávul, valamint a bázisul választc+t időszak
népgazdasági szintű kamatfrzékenységi mutatójával és
- fordítottan függ a vizsgált időszakot megoWző időszak hitolsáv muta­

tójától.
A modell eredményeképpen kapott összefüggés láthatatlan harmadik ténye­

zője a kamat jövedelem-rugalrN1,.ssági mutat6ja (h), amelynek az a feladata,
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hogy megakadályozza a növekvő eszközbefektetésekkcl párhuzamosan jelent­
kező csökkenő jövedelmezőséget. Lényegében olyan együtthatóról van szó,
amely a hitelbefektetésekre érvényes ,,tőkekoefficiens" és az eszközarányos
nyereséghányad között tartós, egyenesarányú i.iss:;,efüggést irányoz elő, ill.
olyan nyereségszint fenntartását tételezi fol, amely egy, az átlagosnál maga­
sabb mérce szerinti jövedelmezőséghez kapcsolja a kamatláb mértékét.
A tényleges összefüggésekben azonban a gazdasági helyzettől adottan a haté­
konysági mutató eltérhet l-től, és ebből következően a jövőre vonatkozó
döntéseknél is szükségszerűen el kell térni az elméletileg optimális értéktől.
Ebben az esetben 11 hatékonyság ct képlet látható tényezőjévé válik, amikor is
a, kamatláb fordítottan arányos vele. A közgtt;-,daságilag megfogalmazott és
maternat.ikailag meghatározott optimálisnak tekintett kamatlábban érvé­
nyesülnek mindazok a, követelmények, amelyeket célul tűztünk magunk elé,
mert közvetlen összefüggésben áll a hitelkamatlábra elméletileg érvényes felső
határt képviselő vállalati jövedelmezőséggel és ugyanakkor 11 hitelsáv révén
szabályozó szerepet játszik a hitelkereslet és a hitelkínálat. között.
A (26) összefüggés második tényezőjének, a bázisidöszakra jellemző kamat­

érzé!cenyséqi mulatónak az a szerepe, hogy a jelen, illetve a jövő kamatlába
ne szakadjon el teljesen a múltban kialakult arányoktól. Igaz ugyan, hogy
ez a, tényező bizonyos mértékű ,,konzerváló" szerepet játszik, nem szabad
azonban figyelmen kívül hagynunk, hogy a szabályozásnak mindig egy meg­
határozott eredményből kell kiindulnia, és ahhoz képest kell érvényesíteni
a szándókokat., figyelembe véve azokat a változásokat, amelyeket a jövőben
várunk vagy célszerűen megvalósítani kívánunk.

A számításokhoz 11 következő mutatókkal rendelkezünk:

K( ~l)••
N(l)

1975 0,223 0,119
197G 0,1 J.1 0,220 0,12ü
1977 0,127 0,218 0,136
1978 o.n 7 0,24A 0,149
1979 0,114 0,256 0, 16.5
1980* 0,098 0,258 0,186 
19Sl* 0,100

* vúrható
** a t időszakot megelőző r; évből alkotott bázis

A felírt adatokból a, (26) cgycnl6ség felhasználásával a kamatláb optimális
nagyságám az alábbi számsort lrnlJjulz:

1976 77 78 79 so» I SP 

Pop1(t) 0,0603 0.0744 0,0669 0,0696 0,0627
I

0,0722

A kamatláb ingadozására elsődlegesen az eszközarányos nyereséghányad hat,
ami azzal magyarázható, hogy az V. ötéves terv eddig eltelt időszakában
az 1977-es év volt a többihez képest kiugró jövedelmezőségű, míg 1980 várható
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értékében a január 1-ével érvényesülő szabályozó rendszer intézkedései hatnak
csökkentően. Ha ezeket az adatokat összehasonlítjuk a tényleges, átlagos
hitelkamatlábakkal ( 1980-ra várható érték):

1976 77 78 79 so• 81 •

p(t) 0,0847 0,0844 0,086[ 0,087[ 0,0852

akkor azt állapíthatjuk meg, hogy azok az általunk számított optimálisnál
lényegesen magasabbak. Ez két okkal magyarázható: a gyakorlati kamat­
politika érzékenyen reagál a hitelforrások költségeire, és ugyanakkor csak
részben van tekintettel a gazdálkodó szervezetek jövedelmezőségére, a haté­
konyságot kifejező értékekre; vagyis 11 kamatpolitika rugalmatlan a, vállalati,
de érzékeny a pénzintézeti jövedelmezőségre. Az V. ötéves terv folyamán
a vállalati jövedelmezőséget csökkentette az 1976. évi termelői árrendezés
(az 1975. évi 14,7%-ról 11,3%-ra), ugyanakkor a kamatláb szintje lényegében
változatlan maradt. Következik a két számsorból az is, hogy a kamathaté­
konysági mutató ilyen körülmények között nem lehet l, hanem annál lénye­
gesen kisebb. A h-rnutatók értékét az alábbiakban közöljük:

1976 1977 U)78

h(t) 0,72 0,8~ 0,7G 0,7(1

Az adott számsorból megállapltha.tó, hogy az V. ötóves terv eddig eltelt
időszakában megnövekedett a horuházáai kedv, amit a hitr-Jrrndszer külföldi
kölcsönök f>Jvöt,,J/,vel is messzemenően támogatott, ugyanrikkor :1, világpia,,,>11
erős verseny keletkezett a nemzetközi gazdasági helyzet úh.\lánm, pangása
és bizonyos diszkriminációk miatt . .A nyereséghányad csök kenősévcl egy­
idejűleg viszont már csak ::tzfrt som lehetett a, hitelkamatlábakat csökl cnteni,
mert időközben a nemzet.kozi pénz- 1;s tőkepiacokon megnövokodott a köksün­
eszközöl, díja, és az kedvezőtlenül befolyásolta a hazai ráfordit.ásokat is.

Mindezek figyelembevételével a fentiekben megadott számsorból úgy látjuk,
hogy u, kama//uiiékom;sáy értékét "' hitelkamatláb optimá.Iis mórtókénok meg­
határozásánál legfoljdll> 0,8-ben lehet Felhasználni. Ha ezt figyelembe voaszük,
akkor - tekintettel arra, hogy it kamatláb a lrnmftthatóknnysággal fordi-

tot.tan arányos - az-~ szorzattal az optimalis kamatlábra az alábbi korrigált
h(t) 

eredményeket kapjuk:

1976 77 78 79 80 81

Popt(l) korr. 0,07G4 0,0907 0,0836 0,0870 0,0785 0,0903

A következő lépésben azt tesszük vizsgálat tárgyává, vajon az így meg­
határozott kamatláb az elméletileg elfogadható alsó és felső határ közé esik-e.
A felső határ az eszközarányos nyereséghányad, amelyet a fentiekben már
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közöltünk, és összehasonlítva az itt kapott értékekkel, látható, hogy a korrigált
optimum belül van ezeken az értékeken; tehát ebből a szempontból elvileg
helyes a kamatláb. Kérdés, hogyan viszonylanak a fentiekben megadott
kamatlábak a hitelforrások bekerülési költségeihez, vagyis a pénzintézetek
ráfordítási hányadához. Ez az érték - a pénzintézetek alapképzési igényét is
figyelembe véve - az V. ötéves terv időszakában a következő:

1976 77 78 79 80* SP 

z(t) 0,06 l3 0,0fi86 0,0627 0,0741 0,0750 0,0800

Az idősorból egyértelműen megállapítható, hogy a ráfordítáei hányad
1977-től állandóan nő, és így 11 kamatláb optimális nagysága 1980-ban már
megközelíti a kritikus alsó határt. Mindazonáltal a korrigált optimális kamatláb
nagyobb az elméletileg kijelölhető alsó határnál, tehát n, modellel reális ered­
ményre jutottunk még akkor is, ha az többé-kevésbé eltér a ténylegesen kiala­
kult átlagos hitolkamatlábtól. Ennek oka elsősorban az, hogy a modell szerinti
ráta rugalmas, a gyakorlatban érvényesülő pedig rugalmatlan a gazdálkodó
szervek jövedclmczösógérc és a hitolsávra., illetve a hitelkereslet és -kínálat
viszonyára. Emellett a tényleges, átlagos értékre befolyást gyakorol a kamat­
lábak differenciálása is. Végül megjegye:.c11ük, hogy miután a kamat jövedel­
mezőségi rugalmassága közepes, ezért - a feltételek érdemi mogváltozá.aa
nélkül ~- a jövöbcn sem várható, hogy a hitellel lényegesen nagynbb szelektálás
érhető el; márpedig az általunk megfogalmazott modell szerinti kamatláb
rendkívül érzékeny a gazdállwcló sz'.'·rvel< jövedelrnezóségének változására.
Ez többek között megmutatkozik az 1976-ról Tl-re, ill. az 1977-r{..íl 78-ra
végbement változásokban is. Hasonlóan érdemi a változás 1980-ban 79-hez
viszonyítva, amikor is a;; új szabályozó rendszer örvénybe lépése miatt ala­
csonyahb jövedelmezőségi szint alakul ki a vá.lia.latokná.l. A modell segítségével
1981-re kalkulált 9 % átlagos hitelkamatláb mint optimum, lényegében kielégíti
a gyakorlati kamatpolitika követelményeit is, mert
- figyelemmel van a ráfordítási költségek növekvő tendenciájára, aminek

oka «lsősorban a nomzet.közi pénz- és tőkepiacok kamattételeinok nagyobb
arányú emelkedése az utóbbi két évben,
- ezt; a kamatterhet elbírja az átlagos jövedelmezőségű gazdaság, mert

a határon minden 10,- Ft nyereséggel szemben 9,- Ft kamat áll, ami vég­
eredményben minimális jövedolmezóséget biztosít még az utolsó egységnyi
befektetett pénzeszközre is.
- a pénzintézetek hitelágazati jövedelmezősége összhangban van az előző

években kialakult szinttel, ill. a kimutatott csökkenés arányos a mérsékeltebb
vállalati jövedelmezőséggel.

(Beérkezett: 1980. szeptember 22-én.)

2 Szigma
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INTEREST POLICY MAKING WJTH ECONOJVUC-MAT[-IJ<':MAT1CAL MODEL

The article is aimed at presenting the role of central state bank and issuing bank in the
conscious development, of i ntcroat policy in a market-oriented sociulist planned r-conorny.
The authors make distinction bct.woon credit interest (fee paid for using 1.1, loan), interest
on deposits (fee paid for money assets dcpointod for a detr rrninod period), und interest
on capital (not returns on fixed and circulating assets lied up in i.ho economy). For tho
rate of credit in tcrcst a lower and a.n upp,'r bound arc designated where the minimum
is the input costs ratio of credit sources, whi lo th· mux imurn is Lile average ratio of profits
to assets. Tho eo nnoc tion between tho ruto of on't!it, in torost an/I t·hc rate of interest on
capital can be clcdt1cPd from I.tic dis~.rib11i ion nf nd, income among it-s :i owners (profits
belong to the enterprise, the cenrrulized part; of not. 111001110 over profits is dru.wn away
by the budget, while the bank receives tho intcrest.). Tho connect.ions revealed indicate
that from tho viewpoint of inÜ'l'l•Rt s1-r,si1,ivity of tho enterprises tho credi t zone (pro­
portion of credits in assets) and profit 's ratio to aseets have somo part over and boyond
the rate of inrerest, The efficiency of in torost is defined by rho increment of profil 'ratio
per l percent rniso in intorcst. ·

Tho optimum size of tho in trrest. rate 01~ crer l i t is mathcmutically determined stnrt.ing
from the efficiency indicator by means of a oont.inuous and 11 discrete model. ln c11s0 if
tho efficiency of in rcrost as a fn turo rcqt1imrnon t, iK t, t hon tho interest rut.o un credit
will depend 0n the so-called credit. profitabilit,y ludioator-, formed from the rnt.io of pro­
fits of economic agents 1.1,nd the volurn« oC credit; as well w, on tho economy-wide int,,·r·e t
sensit.iviby indicator, formed from tho ratio of in ton st and prnfit, surns or I lio bs~sis
period. Cornpntations made with empi1·ical clt,tl.l. indicate ilmt tho intP1't'SL mtn on credit
applied in Hungary waR behn'en iho lowrn· and 11pper limi1A in the 19íüs t.liou;:;h it was
inelastic as regards both en1'P1-pt·iRn profitabilit·,y and credit domnnrl 1.1,nd supply (credit
zone). The opt,imum 9 percent in ternst, rate on credit forecastod for l 98 L meets the basic
requirements oC pn:whcal intorost polic:y, sinco it. tnkos inLo consideration tho upward
trends in inp11t coRts of credit r;otJrC('S, tho oxpoetod average profih.ibility of onL(:lrprises
as well ns pwfilnbilify of loans for t-he banks.

nOJJvlTvfl-{A nPOIJ,EHTHb!X CTABOI-{ C 31{0HOMi,Jl{O-MATEMATHLJECf{Ovl
MO.[IEJlblO

UCJ!b ,uaHHOIÍ CTaTbH '.l3I(JllO'laCTC~ B 1Hll{i13C pomI rocynapCTBCIIIIOro L(C!ITpam,Horo H 3MI-IC­
Cl10HH0rü 6a111(a B C03HaTCJ!bllOM QlO[JMHpOBéUIHH nomrnnrn ílJ10LlCHTHblX CTilBOI( ll cop1-1eHTll­
poaaHHOM Ha pb!HOI( nJiaHOBOM COl.11-laJIHCTHllCCl(OM X03~iíc-rne. ABTOJ1bl ll0Jlpa3L\CJl~IOT npoiteHT
Ha l(pcmrT (onJiaTa 3il 11CnOJ!b30BaHHC J<f)e,UHTa), IIJ)Ol{CIITbl Ha Bl(fül/(1,I (nJiaTa 3a /\CHC)!(llblC
cpe,[ICTBa, í!OMC!l.{aCMble Ha onpeAeJ!CllHOC BpCM~), llJ10I(CIIT II;] l{élllHTaJI ('IHCTblC noc-rynJlCHH5I3a
CtJCT OCHOBHblX H o6opOTHblX CpCl(CTB, HMC10ll(HXC5l n X03,lHCTBC). B OTHOIJ!CHMM llJ)OltCHTHOH
CTamrn Ha I<pC,UHT y1«.J3bJBaeTC5l liH>l<HHH II BCpXll!IH npe,nc11, 1(01'!(,;1 MHl·l!IM3Jlblli,IM lllal'OM
5lBJI~eTC~ CTOHMOCTb l!Cí10Jlb30BaHH~ l(J)CJIHTHblX HCTO'IIIHl(OB, a MaJ(CHMaJlbHblM J(OJrn npH6b!JIH,
nponopqHOHaJ!bHMl cpeAHCH no nre;xnpH~TH51M. CB513b MC)l(JIY npOI_ICHTIIOH CTaBl(OÍÍ Ha l(pC,UHT
H npOI_ICHTOM Ha l(anHTaJI MO)l{CT BblBOAHTC51 Ha OCHOBaHHJ.I pacnpel(CJICHH~ lfMCTOl'O L\OXOJW MC)l(­
AY TpeMb51 BJl3J(CJ!bltaMH (npCAílPH~THC no11y•1acT npH6bfJlb, 610/Ul(CT - l.lCHTJ)3JIH30Ba~rnym
•raCTb 'IHCTOrO J(OXOL(a caepx npHfö,IJIH, 6aHJ( - npOJ.lCl•rr). BblflBJ151CMblC 3aBHCHMOCHI í!Ol(a3bl­
B3IOT, '!TO C TQllJ(H 3pc1rn~ 'IYBCTl3MTCJ!bHOCTH rlJJC/(IIJ)l·15ITHtí Ha npOl(Cl·ITHYIO CTam<y onpene­
JICHHYIO pOJib HrpaeT AHana30H I<J)CAHTa cnepx npoqeHTHOH CTamrn (cOOHIOlllCHH0 l(pCL\HTOBaHJrn
cpe,UCTB) 11 ,UOJ15l npH6blJIH, nponopL(HOH3JlbHa~ CpCJ(CTBaM). ABTOpbl /(3101' onpeACJ1eH11e s(jJ­
(Ílel(THBHOCTII npo1_1eHTHOH CT381(11 nocpe,[ICTBOM J(OJIH yDCJIH'lCHl-151 n1m6J>1J1H H3 pac,1eTa Ha 1 npo­
l_lCHT pocTa npo1_1eHTHOH CT3BKH.
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Bernrnnra OHTHMaJlhHOH npO[ICHTHOH CTaBKH MaTCMaTH'!CCKH onpene.nsercs Ha OCHOBaHHH
HOKa3aTCJl51 3<pqleKTHBHOCTH C nOMOU1blO nenpepuaaoa H AHCKpCTHOH MOACJJH. B TOM cnyxae,
CCJlH 3(jl(jleKTHBHOCTb npo1.1eHTOB B KalJCCTBC rpeöoaaaaa üyzrymero COCTaBJJ51CT A, TO npO[ICHTbl
Ha KpCAHT 3aBHC51T OT nOKa3aTCJl,I HapOAHOHX03,IHCTBCHHOIÍ 'lYBCTBHTCJlbHOCTH KPCAHTa, o6-
pa30BaHHOro Ha OCHOBamrn xacraoro cyMMbl npOI_\CHTa B nepHOA,H36paHHbIH B Ka'lCCTBC 6a3HC·
noro HT. H. noKa3aTCJl,I peHTa6eJJbHOCTH xpemrra, oöpaaoeaasor-o H3 'laCTHOro npHŐb!JIH X03)1H­
CTBCHHblX opranasaunn H OŐbCMa KpCAHTa. 8 COOTBCTCTBHH C MOACJlblO paClJCTbI, npOBO)];HMblC
Ha OCHOBa!mH onsrrnux naHHbIX nOKa3b!BalOT, '!TO B BCHrpHH HCHOJib3yeMa51 npOI.\CHTHa51 CTaB­
Ka Ha l{pC,11HT B 70-x ronax HaXOAHJiaCb MC)l{AY HH)l{HCH tt BCpXHCH rpaHHI_\CH, XOT,I OHa He
,IBJI,IJlaCb rH6KOH HH B OTHOWCHHH peHTa6eJibHOCTH npennpH51THIÍ, HH B acnexre cnpoca tt npen­
JIO)KCHH,I KpC,IIHTa (KPCAHTHblH AHanil30H). ÜnTHMaJihHél51 npOL(CHTHa,I CTaBKél Ha KPCAHT, 3a­
nnannpunanaan Ha 1981 r. B npenenax 9 npOL(CHTOB no cyuiecray YJIOBJICTBOp51CT Tpe6oBaHH,IM
npaKTH'ICC!(OH TIOJIHTHKH, npOBOAHMOH OTHOCHTCJlbHO npOL\CHTOB, T. I{. npHHHMaeT BO BHHMa­
HHC TCHJICIH_\H!O pocra aarpar no HCTO'lHHl(élM KPCAHTOBélHH,I, npennonaraeayio, cpe;:i;HIOIO pen­
raűern.nocrt, npe,11npH51THH, a Ta101<e pCHTélŐCJibHOCTb KPCAHTHOIÍ CHCTCMbl (jlHHaHCOBblX yxpexc­

J..CHHH..

2*
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'I'öhbállomásos termelés-tervezés konkáv és lineáris 
költségfüggvénnyel 

l. Az egyállomásos termelés-tervezési probléma 

Tekintsünk egy vállalatot, mely egy terméket sorozatokban gyárt, valamint
egy tervidőszakot, melyet 11 periódusra osztunk fel. A termék iránti fogyasztói
keresletet adottnak tételezzük fel, s célunk annak meghatározása, hogy mely
periódusokban milyen nagysággal indítsunk sorozatot annak érdekében, hogy
minimális költség mellett a fogyasztói keresletet kielégítsük.

Az első megközelítésben eltekintünk a termelési folyamat részletezésétől,
ami azt jelenti, hogy csak a késztermék termelési szintjével jellemezzük a ter­
melési folyamatot. Azt a modellt, melyben nem követjük nyomon a félkész­
termékei késztermékké alakulásának folyamatát, egyállomás termelés-terve­
zési modclln k nevezzük. Egy állomáshoz a termelési folyamat és a termelési
folyamat outputját tartalmuzó raktár tartozik. A raktározás lehetővé teszi,
hogy esetleg ru-m kell minden periódusban sorozatot indítani, és így a t-edik
periódus 0í -= 2, 3, ... , 11

) igényét egy korábbi periódusban termelik meg,
a terméket poclig r:1ktározzák 11 z-cdik periódusig. A periódusok közötti kap­
csolatot így "rnktárnztLS teremti meg. (T = 3-ra lásd az t ) ábrát.)

Az elmondottak értelmében problémánkat a köv tkcző programozási feladat
fogalmazza meg:

MIN { {~ Kt (Xt D Ii)} 
1=1

It O1 + Xt = Dt + It ~ 

l{=lr=O, 

11 ~ 0, á t ~) O;

hi 1, ... , 11 

(1) 

t = l, ... ,T 

a, t-edik periódusban a termék inrántí kereslet,
a t-odik periódusban termelt tennék mennyisége,
a l-edik periódus végén raktáron levő termék mennyisége,
rL l-edik periódusban az Xt és 1t szintekhez tartozó költség.

Legyen a Kt függvény konkáv Xt és Irben. Ismert, hogy az (1) alatti
feladattípus esetén konkáv függvény a minimumát egy extremális pontban
Veszi fel, s mind n extremális pont kölcsönösen és egyértelműen meghatároz
egy bázismegoldást. (1) alatti feladatunk bázismegoldásában legfeljebb T nem
zéró bázisváltoz6 lehet. Legyen most g t > 0, t = 1, 2, ... , 8) Mivel egy
bázismegoldásban legfeljebb T nem zéró bázisváltozó lehet, következik, hogy
egy bázismegoldásban az 11_1 és á t változók közül az egyik pozitív, a másik
zéró (t = 1, 2, ... , 8X) Ha g t = 0 néhány t-re, akkor könnyen belátható,
hogy van olyan bázis, hogy a hozzá tartozó bázismegoldásban az 11_1 és áD 

ahol D, -
á -I
t t -
/{ h 
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változók közül az ilyen t-kre is legfeljebb az egyik lehet pozitív. Ezek szerint,
-egy bázismegoldás esetén a t-edik periódusban csak akkor folyik termelés,
ha 11_1 = 0, s Xrről azt kell eldönteni, hogy hány (t -: 1) utáni, periédus

Nyersanyag Termelés 

1. periódus 

2. periÓdus 

3. periódus 

Késztermék Raktározás Fagyasztás 

J;=:~ 
W-03

.l. ábra 

igényével legyen egyenlő. Azon t pontokat, ahol 1t = 0, regenerációs pontok­
nak nevezzük. Problémánkat tehát a regenerációs pontok megkeresésére
vezettük vissza. Az (1) alatti problémát Wagner és Wilhin f3]-ban vetette fel
először és Veinott [2]-ben a fonti gondolatm net alapjún egy dinamikus
programozási algoritmust adott.
Zangwill f5]-bcn úgy á.ltalánositobte. az (l) rdatti problémát, hogy az 11 

változókat előjelkötetlenné tette. Ez a gyakorlatban armyit jelent, hogy meg­
engedjük a fogyasztói igények késleltetett kielégítósót (pl. előjegyzéses rend­
szer). Problémánkat ekkor az alábbi programozási feladat írja le:

MIN {l: [C1(X1) +Ht(]/) -1-H1(f1)]fl 
l=l 

It O1+X,=Dt+It ~ 

1{=Tr=0 
ht T l t i l t D ht "';O, t;t ·:o, á t :O;

I= J., ... ,T (2)

l -= J., ... , 'l' 

ahol ő t D 3 t és 3 t ti megfelelő koltsógfüggvényol., mr-Iyek konkávuk. Z-:a,ngwill
bizonyítja, hogy az optimális megoldásb:m ,1,;r, 6t 1, !1_L t:H á t D h I, 2, ... , 'I.', 
változók közül legfeljebb egy lehet povil.iv. Zanuwitl 17 !-lJen (2)-n•'k egy
hálózatot feleltet. meg, s gráfelméleti ala.pon ugyn,n(irro U,1/. üss:,,;diiggúirc jut.
A (2)-n k megfolelő hálót T = 4-ro ,_1, 2. áhr,1, muto.t.ja.

2. ábra 
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2. A töbhállomásos termelés-tervezési probléma 

Tekintsük az (1) alatti problémának egy olyan általánosítását, melyben
a félkésztermékek termelési szintjeit nem a késztermék termelési szintjeiből
vezetjük le közvetlenül, hanem az egyes megmunkálási fázisokhoz külön
változót rendelünk: Xt t jelentse, hogy a t-edik időszakban hány terméken
fejeztük be a j-edik, 0j = 1, 2, ... , ahhX megmunkálási fázisnak megfelelő
műveleteket. Azokat a termelés-tervezési modelleket, melyekben nyomon
követjük a félkésztermékek késztermékké alakulásának folyamatát, több­
állomásos termelés-tervezési modelleknek nevezzük.

A j-edik állomás a j-edik megmunkálási szakasznak megfelelő munka­
folyamatokat és ezen munkafolyamaton átesett termékek raktárát foglalja
magában. Így a j-edik állomás termelési szintje nem determinálja egyértel­
műen ,1, j + 1-edik állomás termelési szintjét. Az utolsó állomáson - az
M--cdikcn - késaül el a késztermók, melyet az /11-edik raktárban raktározunk.
Az egyes periódusokat ismét a, ruk tározás köti össze. (Lásd 3. ábrát T = 3 és
JJ1 Ti 2 esetre).

Problérnánkut ,1,, ulábbi programozási feladat fogalmazza meg:

Ij,1-1 + át t = Ijl + XJ+ll; j = 1. .. M - 1, 

s D ~ 0, t t t > O;

Ijo = Ijr = O;

a T I, ... , ~iJ,f, 

t = 1, ,T 

l=l, 'l'

l i l D D8 

(3) 

j 0--= 1, ... , Zat 

,,hc,1 ! 11 :1 l-cd ik periódus végén 11 j-edil, raktár szintj ..it jLLl.i. 
;~1,muwilt ugyMws,.i,k P]-hcn (3)-nak egy luiló,mtot feleltet meg, s din.: .iikus

1,1 ogra.moúi,si algoritmust a.d m ra a:: cs t-re, amikor a ·:.0H.s:Sgfoggv.:nyek
konkávak. Cikkünl.he» ezen utóbbi modellt úJtalánosítjuk nly módon, h,igy
a,; llt(lbó állomúson , a k{Rz~,·rm0hk szintjén, rwgr:ngedjük a h,resL.t L,sbl­
td;ctL ki,·l<:gít,'Hd,. Konkáv köl eségcket frltótclc,~v0 dinamikus urognunn:;;át;i
algoriLmust - aclu1d,, lineáris koltségekot frlt.étch,;ve pedig problémánkat egy
s1i0c·i,1lis tipusu R;,a.llítási föladatra vezetjük vissza,

Nyersanyag Terme-- Félkész- Rak- Félkész-- Terme- Készter- Rak- Kész- R?gyasz- 
lés 1 termék tár 1 termék lés 2 mék tár2 termék tás 

1. periódus --►
~ - - G]' - o,

2 periódus 5J - 5J gi -
3. periódus 

~ - I X23 I __. D3 

3. ábra 
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3. A töhhállomásos termelési folyamat jellemzése a kereslet 
késleltetett kielégítése esetén konkáv költségfüggvény mellett 

Mivel a késztermék raktári szintje negatív .is lehet (az utolsó perióduskivé­
telével), ez azt jelenti, hogy 11, torvperiódus alatt a fogyasztói igónyeket kielé­
gítjük, de nem biztos, hogy ez részpcriódusonként is megvalósul. Értelem­
szerűen, egyetlen félkésztermék raktári szintje sem lehet negatív a terv­
periódus alatt. Legyen ismét ismert a fogyasztój kereslet, s az X termelési
és J+, J- raktározási szintekhez tartozzon ismét konkáv függvény. Felada­
tunk, hogy állomásonként és p-riódusonként meghatározzuk azokat a, terme­
lési és raktározúai szinteket, lll lyekhoz tartozó költs(;g minimális ,1 fogyasztói
kereslet kielégítés» es· 1,,:n. 

Modellünknek ,l,:,:; alúbhi pr<>gramozúsi feladat felel meg:

{

MT MIT T } 
MTN J~I I~ Cj1(Xj1) + j~ l~·I HjiUj1) + I~ [II.lri(ltri) + HMMM1)]

Ij,t-i + Xit = lit f- ;í.J+t,,; j-- l, ... , M - J, I= 1, ... ,'!.' 

IM,/-1 

X1, '?.:: O;

t = I, ... , rí' 

j - 1, ... , M; t 

(4) 

l, ... ''/'

l11 > 0; j = 1, , !VI - I, l = 1, ... , 'l' 

IMI = I/vu -- It'vli; Itt : O; IMI ": O; l = 1, , '['

j= J, ... , M

ahol: X11 a j-od.ik állomás L( rmclési szintjo ,l, /-<·dik periódusban,
!11 a j-edik raktár szintje a z-cdik periódus vé-g(n,
C 1 = termelési költségfüggvény, mely nemncgat.ív <'s konkáv,
djt, Ht,11, HMt = ro.ktározás: költségfüggvények, molyok nomncgutfvak

<:s konkávak:
A ( 4) feladat fr-ltételrcndszr re úgy is reprezentálható, mint egy egy~tlcn

forrásponttal bíró hálózat, melynek formáját u 4. áLrn mutatja, T - 3, 
M = 3 esetre.

T 
A (00) forráspont.ból kiindulva a 2,' D, folyamot kell cL rondoltetéai állo-

t=I 
másokra eljuttatni minimális költségg-I. Foltétclczésünknelc megfelelően az
.M-edik szinten visszaáramlást is megengedünk. Most fölhasználjuk Zcinu1cilt 
[ 4]-bcn kimondott tételét, mely egyetlen forráspnnttn,J Ii író hálózatokra meg­
állapítja, hogy ha a folyamokhoz konkáv függvény uu toz ik, akkor a minimum
értékű folyam avval EL tulajdonsággal bír, hogy minden pontnak lcgfoljr bb
egy pozitív inputja van. Legyen z > 0 a forráspontot kivéve valamely (jl)
pont inputja.

1. lfouetkezrnény: Ha a (jt) ponton keresztülfolyik az (Mk) rcndcltotóai
ponthoz tartozó Dk igényből valamely pozitív nagyság, akkor rajta a teljes
Dk nagyság átfolyik.

Ellenkező esetben legalább egy, a (jt)-től különböző és vele kapcsolatban
nem álló (j't') pontnak kellene lennie, melyen a D,, igény hiányzó része átfo­
lyik, s ezen folyamoknak legkésőbb az M-edik szinten egyesülniök kellene.
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Ekkor azonban legalább egy pontnak biztosan két pozitív inputja volna, ami
tételünlrnek ellentmond.

2. Következmény: Ha z, mint a (jt) pont inputja tartalmazza D"-t; k < t, 
akkor tartalmazza D1-t is. Másként az (Mt) pontnak két pozitív inputja lenne.

3. Következrnény: Ha z a (jt) pont inputja, akkor
f3 

z = J; D1r; 
k=r.x 

1;;;;0: {3, t,s;(J~T. 

Tegyük fel, hogy (jt) z inputja tartalmazza D"-t és D,+h-t; h ~ max {2, t-oc}
és o: + h > T, de nem tartalmazza Da.+1,-t; 1 :< k < h, továbbá, hogy (j't')
z' inputja tartalmazza Da+1<-t; 1 ~ k < h . 

. I,. ábra. A. 1·,i,bbá.llomtisos, dinu.mil,irs re1.J,.,z,-,r hálózata

Ho. t < t', akkor 11z (M, o: + h) és (M, o: + k) pontokba irányuló folyamok
keresztezik egymást, h.1 I'/ I, ,d,k(r ]'\'dig .1z (.Mo:) l's (111. o: + le) pontokba
irányuló folyamok keresztezik í•gymáRt. Ezek alapján konnycn jellemezhetjük
az output folyamokat is.

Legyen az ( Mt) pont inputja
fJ

z = }; D11; l <' o: ,.,,- t, t > (J <; T.
Ir=~ 

Hao: < t, akkor az (Mt) pont inputja a t-edik periódust megelőző periódusok
igényét is tartalmazza, s hogy az igény eljusson ez=n rendeltetési helyre

t-1
IM 1-1 ~--= lJ Dk 

, k=(I. 
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kell legyen. Hasonlóan, ha /J > l, akkor
(3 

It.,= J;Dk- 
k=t+l 

Amikor egy belső (jt) pont inputja
(3 

z = J;' D1c; l:,;:; (/, ~ fJ, t < fJ ,:s;; T; 
k=~ 

ezt a z folyamot szintén két részre kell osztani, hiszen a (jt) pontból csak
a (j + l, t) és (j, t + l) pontokba, irányul folyam. Mivel a (_jt) pont output
folyama ezen két vont input folyama, a 3. következmény azt diktálja, hogy

Egy pontban adott inputot feltételezve, melyet két paraméter, az IX és fJ 
határoz meg, olyan y-t kell válasstani, hogy az így létrejött feloszt.ás mini­
mális költséget erodrnónyczzen. Ennek meghatározásáru dinamikus progra­
mozási algoritmust fejlcsz tünk ki köt ú,lbpot-vúltozóv;,d.

4. A dinamikus programozási algot"itmus 

Legyen Kj1(1X, {J) az 2,f D1, nagys[igú (jf) pontba irányuló folyam (Na),
(JJ![, IX + 1), ... , (l11/J) ~Jl)ntoklu i,ört<:n,í , ljuUut{ifiinaJ, mirurnális költség<';
C Jt(a, fJ) a E~ D" keresleti mennyiségnek megfelelő termék tcrmcl6súnck költ­
sége a j-edik állomás-in a 1-cdik pcrióduslJt1,n: Hj1(v., {J) }1 2,f Dj koresluti tömeg­
nek mcgfekl<'í t,-,nnókok r;cl-:tn.rn.du,áru k kiilLtJ{•go ,1 j-odik rnktáruan a /-"dik 
periódusban.

J. A,; utolsó állomásra vonatkozó rokurz.íóa formulá.ink rl.kor:
1. Hat= l, akkor :x = l, ós

KM1(1, /J) = HA1,(2, /3) + /(NI:! (2, /J), 

mivel ;i, /J1 eljut a fngyasztókhnz, a (1)2+ ... Df3) mennyi.ségot pedig
az Ij:11 szállítja.

4 a. ábra. Az (Mt) ponthoz tartozó folyamatok
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2. Hat= T, akkor f3 = T, és

KM1(a, T) = HM, T-1(a, T - 1) + KM, T-1(a, T - 1). 

3. Minden más t-re (lásd 4. ábra):

KMl(a, /3) = HM,t-i(a, t - 1) + KM,t-1(a, t - 1) + HXi,t+i(t + 1, /3) + 
+ KM l+l(t + 1, (3).

II. j = JJ{ - 1 esetben, 1 ~ r/. ::C f3, t < (3 < T kikötések mellett
1. t < T-re, ha

la. (3 = t;
J{M-1,1(r/., I)= CM1(a, t) + K,...,11(a, t),

ugyanis ez az input folyam nom tartalmazza egyetlen t utáni periódus
igényét sem.

lb. a> t esetben Jl1 - 1, l pontból nem indulhat folyam (Jl1t)-be, mert
e:1. nem tartalmazza Drt- Tehát:

KM-l,/(rx. (3) = HM-1,k.1., fJ) + 1(-11-1,1+1(~, 19), 

le. minden más a és (3 kombinációra (lásd az 5-7. ábrákat):

KM-i,1(a, /3) = min{min {CM1(rx, ·y) + K1v11(a, y) + HM-i,1(y + 1, /3) + 
t<;;.yS".fJ

+ K/\1-1.1+1(Y + 1, /3)}. f-IM-1,1(rx, fJl + KM-1,1+1(a, /3)}
s lm t = 1 , a,k kor 1Y. 

2. I = 1'-rn fJ = 7':

/(M-1.T(oc, T) - C'M7(a, T) + /(M7(oc, T);

1-C't kell használni.

1. / (I. -· 'l'. 

Ezek után má.r könnycbbr-n lu tú.r11,;h,ttjuk lll"g az alsóbb szintekre
vonatkozó formuláinkn.t.

I.I I . 1 _,,...- j < .M - ·1 c aot.bcn, ! , a · fJ c'·c: I , f3 · · T ki I: otés rnellett

l. t < T-ro, lm,
la. (3 = I:

/l
I =LDk
M-1, t k=c( 

l
IX =0 
I 1,t
I

@ 
5. ábrn 
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lb. IX> t: 

Ki1(1X, /J) = min {0/+1,i(IX, y) + K/+1,i(IX, y) + K/,l+i(Y + 1, /J)};
<>-l=a;y;:a;,8

c/+l,l(a, (1. - 1) = K}+1,1{a, IX - 1) = 0,
le. minden más IX, fJ kombinációra:

Ki1(1X, {J) = min f min 0/+1,i(a, y) + K/+1(1X, y) + Hi1(y + 1, /J) + 
l1::a;r:a;.a

+ KJ,t+i(Y + 1, /J)}, H11(1X, /J) + KJ,1+1(1X, /J)}­
Ha t = 1, akkor a= I-et kell használni.

2. t = T-re fJ = T: 

Kj7(1X, T) = c}+l,T(a, T) + Kj+l,T(oc, T). 
IV. Végül a forráspontra vonatkozó egyenleteket kell meghatározni. Ehhez

bevezetjük a K01(oc, T) jelölést (1 :S;; oc :S:: T), mely a 2.,7 D1c keresleti tömeg
(Ma), (M, a+ 1), ... (MT) pontokba juttatásának minimális költségét
jelenti a forráspontból kiindulva, és ezt a tömeget at, t + l, ... , '1' periódu­
sokban termeljük meg.
1. Ha T >- a > t, t ~ T: 

K01(a, T) = min {011(a:, y) + K11{a:, y) + K0 i+i('Y + l, T)}.
o-1:a;y~T ' 

I =0 ~
!:::~---~ 

fi. ábra 

r 
X =~ D
Mt· k=O: k 

7. ábra. Az (M - 1, t) pont egy output folyama, amikor az input folyam csak egy·
részéből készül végtermék (t :s; y < {J)
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2. Ha 1 :;;; a _s; t, t # T-: , 

K01(a, T) = min { min {O11(a, y) + K11(a, ·v) + Ko,t+i(Y + 1, T)},
t:;á,y$T

3. Hat= T, akkor

K0T(a, T) = O17'(a, T) + Kn(a, T);

Mivel algoritmusunk ,,visszafelé lépegető", K MT(TT) = O-val kezdünk
és ha K01(1T)-hez érkeztünk, megadhatjuk az optimális megoldást.

Illusztrációként tekintsünk egy példát, melyben a költségfüggvények legye­
nek a következő típusúak:

011(X11) = { o ha
Aj+ Cit"xjl ha

és
j=l, ... ,M-1

HtiMt11) = hMI. Itri
HM1(IM1) = nM1'IM1 t = 1, ... ,T. 

Legyen M = 2, T = 3, D1 = 100, D2 = 200, D3 = 300, A1 = 400, A2 =
= 300; C11 = 20, C21 = 30, t = l, ... ,T; 

h11 = 2, h12 = 0, h21 = l, h22 = 3; n21 = 2, n22 = 4.

Tekintve, hogy c11 és c21 minden t-re azonos, modellünk érzéketlen erre
a költsésmemre. Szá.mit.ásuinkné.l ezeket nem vesszük figyelembe. Eljárásunkat
az M-edik állnmú.son kezdjük.

K23 (3,3) = 0 
K23 (2,3) = 200 · 4 = 800
K23 (1,3) = 300 · 4 + 100 · 2 = 1400
K22 (2,2) = 0 
K22 (2,3) = 300 · 3 = 900.

Most azt a lehetőséget kell megvizsgálni, amikor a (2,2) pontba mind a
három periódus igénye beérkezik. A D2 mennyiség közvetlenül a fogyasztókhoz
kerül, a D1 mennyiség az J-1 folyamon kerül a fogyasztókhoz, a D3 pedig
a I :t folyamon keresztül.

Ennek alapján:

1{22 (1,3) = 100 · 2 + 300 · 3 = 1100
K22 (1,2) = 100 · 2 = 200
K21 (1,1) = O
K21 (1,3) = 500 · l + 300 · 3 = 1400
K13 (3,3) = 023 (3,3) + K23 (3,3) = 300 + O = 300
K13 (2,3) = 023 (2,3) + K23 (2,3) = 300 + 800 = 1100
K13 (l,3} = 023 (1,3) + K23 ( 1,3) = 300 + 1400 = 1700
K12 (3,3) = H12 (3,3) + K13 (3,3) = O + 300 • 300
Ki2 (2,3) = min { min {022 (2, y) + K22 (2, y) + H12 (y + 1,3) + 

2;:á;y:$;3

+ K13 ( y + 1,3) }, H12 (2,3) + K13 (2,3)} =
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= min {300-+ 0 -+ 0-+ 300, 300 -+ 900-+ 0-+ 0, 0-+ 1100} =
= 600; y* = 2

K12 (2,2) = 022 (2,2) -+ K22 (2,2) = 300
K12 (1,2) = 022 (1,2) -+ K22 (1,2) = 300 -+ 200 = 500

Amikor az (1,2) pont inputja (D1-+ D2-+ D3)-mal egyenlő, az (1,2) pont
outputjait tekintve az alábbi változatok lehetségesek:

a második periódusban egyetlen készterméket sem termelünk, így a teljes
input folyam 112-n keresztül eljut az (l,3) pontba, tehátl12 = (D1 -+D2 +D3),

a második periódusban (D1 -+ D2) mennyiséget termelünk, a D3 mennyi­
séget, mint félkószterméltet még raktározzuk; tehát X22 = (D1 -+ D2) és
112 = D:3, 
a második periódusban megtermeljük a tervidőszak alatt jelentkező teljes
keresleti monnyisóget, tehát X22 = (D1 -+ D2 + D3) és .l.i2 = 0.

KL2 (1,3) = min { min {022 (l, y) + K22 (l, y) + 
2:.;y:.;3

+ H12 (y + 1,3) + K13 (y-+ 1 ,3)},
K13 (J ,3) + H t2 ( l ,3)1 = min {300 + 200 + 0 + 300 1100 + f .

+o+o,0+1100}=800; y*=2
K11 (1,1) = CH (1,1) + K2L (1, 1) = 300 I- 0 -= 300
K11 (1,2) = min{ min {021 (l, y) + K21 (l, y) + H.11 (y + 1,2) + 

I :a;y:.;2

+ K12 (y + 1,2)}, flu (1,2) + K12 (J ,2)} =
= min {300 + 0 + 400 + 300,300 + 200 + 0 + 0, 600 + 550}=
= 500; y* == 2

K11 (1,3) = min{ min {021 (1, y)-+ K2i{1, y) + H,1 (y = 1,3) + 
t:.;y:.;3

+ K12 (y + 1,3), 1111 (1,3) + Kt2 (1,3)} =
= min {300 + 0 + 1000 + 600, 300 -+ 200 + 600 + 300, 300 + 
+ J.400 + 0 + 0, 1200 + 800} = 1400; y* = 2.

S végül határozzuk meg a forráspontból kiinduló folyamok értékét:

K03 (3,3) = 400 + 300 = 700
K03 (2,3) = 400 + 1100 =-= 1500
K03 (1,3) = 400 + 1700 = 2100
K02 (3,3) = min {012 (3, y) + K12 (3, 11) + /(03 (y + 1,3)} =

2:.;y:.;3

= min {O + 0 + 700, 400 + 300} _, 700; y*-= 2,3
K02 (2,3) = min { min {012 (2, y) + K12 (2, y) -+ K0a (y-+ 1,3)}, K03 (2,3)}

2:.;y:.;3

= min {400 + 300 + 700, 400 + 600 + 0, 1500} = 1000; y* = 3
K02 (1,3) = min { min {012 (1, y) + K12 (1., y)-+ K03'(y + 1,3)} 1(0 (1,3)}

2:.;y;:,;3

= min {400 + 500 -+ 1500, 400 + 800 + 0, 2100} = 1200; y* = 3
K01 (1,3) = min { min {Ou (1, y) + K11 (l, y) + K02 (y + 1,3)}, K02 (1,3)}

1:.;y~3 ,

= min {400 + 300 + 100, 400 + 500 + 700, 400 + 1400 + 0,
1200} = 1200; X11 = 0
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Mivel K01 (1,3) minimumát K02 (1,3) adta., ebből következik, hogy X11 = 0.
K02 (1,3) minimuma y* = 3-nál van, tehát X12 = (D1 + D2 + D3), A (12)
pontba, irányuló folyam nagysága, ezek szerint 600 egység, K12 (1,3) minimuma
pedig y* = 2-nél van, tehát X22 = D1 + D2 és 112 = D3. Innen pedig már
következik, hogy 111 = 100, X23 = D3 és az összes több változó értéke zéró.
A feladat optimális folyamát a 8. ábra mutatja. Az optimális megoldás költ­
ségei a következőképpen oszlanak meg:

Az első termelési állomáson a második periódusban a fix költség 400
Az első termelési állomáson a második periódusban D3-nak meg-
felelő félkésztermék raktározásának költsége 0
A második termelési állomáson a, második periódusban D1 + D2
mennyiség termelésének fix költsége 300
A második termelési állomáson a harmadik periódusban D:i terme-
lésének fix költsége 300
A második termelési állomáson az első periódus késleltetett keres-
letkielégítésének költsége 200

melyek összege természetesen rnegegycz,ik K01 (lT) optimális értékével.

8. ábra. Az opt.imális folyam fa struktúrája

5. A lineáris eset 

Tekintsük az alábbi termelés-tervezési problémát:

l=l, ... ,T, j=l ... M
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T 
ZXM+1,1=D (5) 
l=I 

D1 < XM+l.1 :S: IJ,; t = 1, ,T 

s ; ~ o, 1)1 >- o; j = 1, , M 

IJ,o=IJ,T=O; j=1, ,M 

ahol XM+i,t, = a z-edik periódusban a fogyasztóknak kiszállított mennyiség.
(5) alatti modellünk megszünteti tehát a termelés-tervezési modellek azon

hátrányos tulajdonságát, hogy él keresletet nem tudják a tervperióduson belül
átrendezni.

Most tekintsük az alábbi szállítási feladatot:

M T M T M T

MIN Z Z V(OO)(ks) Y(oo)(lcs) + Z Z Z Z V(jt)(hs) • Y!Jt)(l<s1
k=l s=I }=1 t=I k=I s=I

Mt I T 

l,' Z Y(Jt)U<s) = rjt;
k=I s=I

M Tz z Y(}t)(ks) + Ycoo)(/<s) =-.-e r.; 
}=! I=! 

t = 1, ... , T, j = 1, M 

M-1-1 T 
Z l,' Ywo)Ucs) -cc, "oo

k=I s=I 
(6) 

S= 1, ... ,T, k= 1, ... ,Jtf 
M T 

PM+i,s < Z Z YUt)1M+l,s) + '!/(oo)(M+l,s) :,-- PM+l.s;- i=' 1=1 
ahol:

s=l, ... ,'I'

{ 
ell ha k = 1

V(OO)(ks) = , ,
oo egyebk:ent

6s S=l; t~-1, ... ,'J.' 

0 
e J+ I,

V(jt)(ks) = hf/

0 

ha j =kést-= s; j, le= l, ... , M; t, s= l ... T 
ha. k = j + l és t =-:.= s; j = 1 . . . M - 1 ; t = 1. ... T
ha, j = le és t + 1 = s; s = l ... T - 1 ; j = l . . . M
ha, j = M; le =.e: M + l, t = s; t = 1 ... T

oo egyébként

r00 = rjl = Pks = D; j = l ... M; t = l ... 1'; le= 1 ... M; s= 1 ... T: 

1. tétel: Az ( 5) föladat minden lehetséges megoldásához hozzárendelhető
a (6) feladatnak egy lehetséges megoldása, s a megoldáshoz tartozó célfügg­
vényértékek megegyeznek.

Bizonyítás: Legyen xJ1; j = 1, ... , M + 1, t = 1 ... Tés IJ1; j = 1 ... M, 
t = 1 ... T az ( 5) feladat egy lehetséges megoldása. Ekkor

1~,1-1 + x~1 = 151 + XJ+1.1
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Ebből

ll1-1 + XJ1 + D - (lir-1 + XJtl = IJ1 + xj+l,t + D - (IJ.1-1 + XJ,) 
Legyen most

Yi·t)(jt) = D - (IJ.1-1 + XJ1) = D - (IJ,t + Xj+1,1) 
y~jt)(j,1+1) = IJt; Y~j,t-l)(jt) = IJ,t-1 

Yil)(j+l,t) = XJ+i,t; y~j-1,t)(jl) = XJ1, 
valamint

Y(jt)(ks) = 0 és Y<ks)(jt) = 0
minden más le, s, j, t kombinációra.

Könnyen belátható, hogy ez megoldása az (5) feladatnak, s a megoldáshoz
tartozó célfüggvényértékek egyenlőek.

2. tétel: A ( 6) és ( 5) alatti feladat optimális megoldásának halmazai között
kölcsönös és egyértelmű leképezés létesíthető.
Bizonyítás: Elegendő megmutatni, hogy a (6) feladat optimális megoldása

lehetséges megoldása az (5) feladatnak. Mivel a (6) feladat optimális meg­
oldásához tartozó célfüggvényérték kisebb mint végtelen, minden ((jt), (jt))
zéró elemére:

Yt.t-l)(jl) + yfj-1,l)(jl) + yrj/)(jl) = D 
és

yrjl)(jl) + Y(il)(j,1+1) + Yf;,)(j+l,1) = n.

Ezekből

Y~j,1-l)(jl) + yfj-1,l)UI) = Y~jt)(j, l+l) + vrjt)(j+1,1),

és sorrendben az

lJ,1_1, xy1, IJ1, X}+i,t
választással adódik a kívánt eredmény.

Ahhoz azonban, hogy a termelési feladatunkat megoldhassuk, a szállítási
feladat megoldásához hatékony algoritrnuet kell keresni. Ehhez felhasználjuk
az p ·1 cikk eredményét, mely alkalmas a (6) szállítási feladattípus meg­
oldására.

Illusztrációként legyen:

c11 = 20 D = 700 h11 = 2

c12 = 40 D1 = 100 h12 = 0

c13 = 30 D2 = 100 h13 = =
c21= 50 D = 200 h21 = 1 _3

c22 = 60 D1 = = h22 = 3 

c23 = 40 D2 = 300 h2a = =
1)3 = 200

3 Szigma
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A feladathoz tartozó dieztribuciós táblát a 9. ábra, a 10. ábra pedig az
optimális megoldást mutatja, Osszehasonlításként most vegyük azt az esetet,
amikor a keresletet a tervidőszak alatt nem tudja a modell átrendezni, azaz
D1 = D, = D1• Ez esetben (6) alat.ti feladat egy standard szállítási feladattá
válik. Legyen most továbbra is D = 700, de D1 = 200, D2 = 300, D

3
= 200.

11 12 13 2l 22 32 
----------

00 
11 
12 
u
21 
22 
23 

20 
0 

40 
2
0 

30 

0 
0 

50

0 

60 

l
0 

40 

:J
0 

0 
0 

0 

700 
700 
700 
700
700 
700 
700 

oo oo oo oo oo o- 08100 0200 o0 8600 

700 700 700 700 700 700 8800 300 200 

9. ábra. A szállítási föladat induló diszti'ibuoiés tabléja

11 12 21 22 23 33

00 
11 
12 
13 
21
22 
23 

20100 40
o- 2200

osoo

0 0 

50500

0200 so 
osoo 40200

0200 poo
OGOO 3

or.oo
0 0 o0 0° 

o•oo

08100

0100

0200
0200

O"

10. ábra. A szállílási feladat opt.imális megoldása

A feladat optimális megoldását a 11. ábra mutatja.

11 12 13 21 22 23 :l3

00
11 
12 
[3 
21
22
23 

20100 4.0 30° 
0 2200 50500

osoo 0200 60 
o,oo ,10200

0200 poo 0200
o•oo 3

o=

700
700 
700 
700 
700 

o:ioo 700 
0200 700 

700 700 700 700 700 700 200 ::100 200 

11. ábra. A standard szállítási feladat optimális megoldása

A 10. ábra alapján az optimális megoldás: ..,Yu= 700, In= 200, X
2

_, = 500,
112 = 200, X23 = 200, 121 = 100, X31 = 400, X32 = 100, X33 = 200 és
Z = 47 500.

A 11. ábra alapján: X11 = 700, ln= 200, X21 = 500,121 =--= 300, X23 = 200
és Z = 47 600.
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Mivel az előző optimális célfüggvényérték száz egységgel kisebb, ez is
igazolja, hogy az (5) alatti modellünk annak révén, hogy a keresleteket inter­
vallumba szorítja, hatékonyabb eredményt ér el.

( Beérkezett: 1980.rmájus 21-én.) 
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MULTl-STAGE PRODUCTJON PLANNING WITH CONCAVE
AND LJNEAR COST FUNCTIONS

Zarurwill [7] gives a dynamic programming algorithm to the solution of a multi­
stage production planning problem with concave cost function. The present study gene­
ralizes this model in such a way that, at tbc level of finished products also negative stock
levels are allowed and for this generalized case a dynamic programming algorithm is
given, too. Besides a multi-stage production planning problem with linear cost function
is presented where demands in a given period are considered not as a fixed quantity,
but are confined to an interval. This case can be reduced to a generalized transportation
problem.

MHOrüCTYnEHYATOE nJlAHYIPOBAHME nPOM3B0,QCTBA C nowomuo 
BOfHYTblX vi Jlv!HEfiHbIX <l:>YHHUMO 3ATPAT 

3a1-1rBHJ1J1 B (7) paspaöoran anrupara n:miaMw1ec1<0ro nporpaaaapoaaxas JJ;Jrn perueuna 
MHoroCTyne~111aTOJ1 3aJ:(atJH nnaHHpOBaHH5l npOH3BOJ:(CTBa nocpeacraoa BOrHyTOH (j)yHKqHH 
,}aTpaT, B J~aHHOH paöore 3Ta MOJ:(CJlb o606ll.laCTC5l TaK, tJTO Ha yponne l'OTOBOl'O H3J~emrn J:(O­ 
nyc1<a!OTC5I Ta10Ke H OTpHqaTCJlbHbJC CJ(JlaJ:(CJ{HC ypOBHH H OTHOCHTCJlbHO 3TOl'O o606ll\CHHOrO 
CJ1y,,a51 paCCM,.tTJ)HBaCTC51 anropurv J:(HHélMHtJCCKOro npor-paaanponauns. Hapnny C 3THM pac­ 
CMaTpHaaeTC51 Ti.11<351 npoönewa MHOrOCTyneHtJélTOl'O nnaHHpOBaHH51 npOH3BOJ:(CTBél C nOMOII\b!O 
mrnei1HOH (j)yHJ{l.(llH aarpar, B pasucax 1{0TOpoi1 cnpoc B J{élJ(OM-TO nepnone He tlJHKCHpyeTC51 a 
orpaHH'lHBaJOT onpenenenuua nnrepnanoa. 3TOT cny-raü MO)l(CT 61,1Tb CBCJ:(CH I{ 0606u1eHHOH 
Tpa1-1cnopTHOi1 sazta-re.

3*
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Megjegyzés a szállítási feladat egy változatához 

Vörös József [2] alatti cikkében termelésprogramozási problémákkal foglal­
kozik, többek között egy lineáris célfüggvényű esettel, amelynek algebrai
modelljéről +: l megmutatja, hogy olyan alakra transzformálható, amely P 
standard szállítási feladattól abban különbözik, hogy egyes feltételekben
az egyenlőségjel helyett alsó és felső korlátok szerepelnek. Ez a feladattípus
speciális esete a következőnek:

(A)-Probléma 

Keressük a
J,' 'l) c,p;i 
I j 

költs6gfüggvény minimumát a következő feltételek mellett:
n 0::; a;:;. 2 x1i <e;<+ oo, a;::; e;, 

� · E 

m 
0$,b1< 2,'x,1<di< - oo, b1<d1, 

ű· ű 

i = 1, 2, ... , m, 

j=l,2, ... ,n,

X;j X, 0 és C;j > 0.
A célunk az, hogy megvizsgáljuk e kétoldalról korlátozott szállítási modell
kapcsolatát a szállítási feladatok néhány típusával. Legyenek

m n m n 
A=J,'a;, B=};bi, 0=1,'c; és D=2d1. 

b· E }=I b· E }=I 

Az (A)-Probléma megoldhatóságának nyilván szükséges feltétele, hogy
A < D és B ~ 0 teljesüljön. Amennyiben A = D vagy B = C teljesül, akkor
egy standard szállítási feladatot kapunk. A = D esetén a következőt:

n 
a1=.I:x,1, 

}=I 
i = 1, 2, ... , m, 

m 

dj= 2 X;j, 
b· E 

j=l,2, ... i n i 

X;J X 0 és C;j X 0,

min 2 2 c,1x11. 
i j 
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xz (A)-Problémához rendeljük hozzá a következő, részben felsőkorlátos
szállítási feladatot:

(B)-Probléma 

Keressük a
m n 
J; J; c,p;J 
b· ű � · ű 

költségfüggvény minimumát a következő feltételek mellett:
,,
J.: X;j -t X; n+l ·,pp C; 

nb· ű i 

m 

_J.: X;J - Xm+l, J = cl j, 
ű· ű 

i ·,· l, 2, ... , ni,

j ,,· 1, 2, ... , n, 

i = l, . i i m, 

z ][ Xm+l,J ]~~ d1 - b1 j = ci . i i n, 

xii O és c;1 - 0.
A (Bj-Prcbléma ekvivalens a:;, (A)-.Problémával olyan értelemben, hogy az

egyik feladat minden lehetséges mcgoldésának kölcsönösen és egyértelműen
megfeleltethető a másik feladat egy loh tséges megoldása, és a,1 egymásnak
megfelelő megoldásokhoz az egyos feladatokban egyenlő célfüggvényértékek
tartoznak. A (B)-Probléma folsökorlé.tos disztribuoióa módszerrel megoldható,
ha megoldáahalmaza nem üres.

Módosítsuk az (A)-Problémát úgy, hogy a C; ] +oo, illetve d1 ] +=
feltételeket C; :S:: +oo, ill. di·~ -!-oo foltétclckro változtabjuk. Nevezzük
( A')-Problérnának az előbbiekben megfogalmazott problémát. Ez a probléma
általában nem írható át ekvivalens felaőkorlatos disztribuciós felada.otá, mint
azt a következő egyszerű példa is mutatja.

Példa: 
Keressük a

J; J; C1 X;J 
i J J 

költségfüggvény minimumát a következő föltételek mellett:

1 [s[ Xu+ X12,

1 [s~ X21 - X22• 

1 [s~ Xn -!- X2i,

1 ;S; X12 - X22, 

és a költségmátrix:

! ~ ~ \ · 
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A problémának optimális megoldásai lesznek a következők:

7c. = 7. c = o i Xu :2: 1 és 7. . . cn 

Ez a példa azt is mutatja, hogy általában az (A')-Probléma nem redukál­
ható olyan (AJ-Problémává, hogy a Mt probléma optimális megoldásai meg­
egyezzenek. Egy, a gyakorlati alkalmazások szempontjából fontos esetben
azonban hasznos megállapítást tehetünk. Abban az esetben, amikor minden
fajlagos szállítási költség pozitív, igaz Pi következő:

Lemma: ~4 
n 

Ü ~~s~[ a;~ }.; X;j ~ C; < -j- oo ,
i=l 

m 
0:::'b1:' J;x;1:;"d1,,,..+=, 

b· ű 

X;J ~ 0, C;J > 0,

min .J.; .J.: e; /Xi; 
i j 

szállítási feladatnak minden opt.imális x = [xu, xc. i nnn i x w11�> megoldására
teljesülnek a küv('Lke;/í föltételek:

11 

J,' X;J · ~ )11,'X +[ű~i B). 
nb· E 

Ill

I.; J:1i ;/ max (ú1, x l i 
b· ű 

i = l, 2, ... , m, 

j = 1, 2, ... , n, +cl 

i CCC ci nn • l jJi, +. l 

J = t, ... , n. 

Bizony üás : 

Legyen x - - [x11, x12, ... , :tm11� > optimális megoldása (1)-nek. Tegyük fel,
hogy v Pn o űy Pn a index, amelyre

n 
".J.: xgJ X max (ag, ml n 
J=I 

-Ielölje J a k.ővebkcző indexhalmazt:

J = {j E 1 ;S; j ::;; n és xgi > z } n 

Nyilvánvaló, hogy
m 

.J.; .J.; xu X .J.: xgJ X B, 
}EJ b· ű JEJ 

ezért található olyan h v J, hogy

m 

.J.: X;h > bh. 
· E 

Legyen
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n m 
(1,~ = }; Xgj, bí, = }; X;h• 

J=I b· ű 

Feltevésünk szerint a; > ag és bí, > b,,. Legyen ö egy olyan pozitív szám,
amelyre

z ] ö ] min {a;- ag, bí, - bh, xg11}. 

Legyen X;J = x;1, ha i -s. g vagy j # h és legyen

Xgh = Xgh - (). 

Könnyen ellenőrizhetö, hogy ekkor az i = [5:cci nnn i X171n]* vektor lehetséges
megoldása az (1) feladatnak, és Pi hozzátartozó célfüggvényérték ö · cg11 > 0
értékkel kisebb, mint az x megoldáshoz tartozó célfüggvényérték. Vagyis
x feltevésünkkel ellentétben nem optimális mr-goldás. Ez az ellentmondás bizo­
nyítja, hogy a (2) egyenlőtlenségeknek szükségképpen teljesülniük kell.
A most bizonyított Lemmából következik az

1. Tétel: 
Tekintsük ct Lemmában megfogalmazott (1) feladatot. Módosítsuk azt

a követkozőképpon:
n 

() / Cl; ·, }; X;J ] Ci
� · ű 

m 
0 ,,, b. /" "'X· · _.,... d'. j ,:;;_, If j 

b· ű 

i = 1, 2, ••• , ·m 

j = 1, 2, •.. , n +2l 

m n 
min }; }; C;jX;J 

b· ű nA· E 

ahol:

,· I e,, ha c1 < - oo
e; l max (a,1, ml egyébként

és

d' _ { a; ha d1 < - oo
i - max (b1, A) ogyébként.

Ekkor a (3) és az (1) feladat optimális megoldásainak halmaza egyenlő.

Bizonyítás: 
xz nyilvánvaló, hogy a (3) feladat optimális megoldásai lehetséges meg­

oldásokat szolgáltatnak az (1) feladat számára. Jelölje z2, ill. z1 a (3), ill. 
(1) feladat optimális megoldásaihoz tartozó célfüggvényértéket. Nyilvánvaló,
hogy z1 ~ z2.

A Lemma állításából követ] ezik, hogy (1) minden optimális megoldása
megvalósítható megoldása (3)-nak, következésképpen z2 [][ z1, és ennélfogva
z1 = z2. Emiatt (3) optimális megoldásai (1)-nek is optimális megoldásai és
a Lemmára való tekintettel ( l) minden optimális megoldása optimális meg­
oldása (3)-nak is.
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Az l. Tétel alapján tehát az (1) feladatot redukálhatjuk a (3) feladatra,
az pedig - lévén típusát tekintve (A)-Probléma - redukálható egy (Bj-Prob­
lámává, azaz egy felsőkorlátos szállítási feladattá.

Mielőtt rátérnénk az l. Tételből adódó egy további következmény tárgya­
lására, néhány megjegyzést kell tennünk.

Ha a Lemmában a költségmátrixra vonatkozó pozitivitási feltevést nem­
negativitási feltevésre módosítjuk (vagyis, ha, csak azt feltételezzük, hogy
C;J ~ 0), akkor a Lemma állítása már nem lesz igaz, ami pl. a cikk elején
közölt egyszerű példa alapján nyilvánvaló. Viszont a Lemma bizonyításában
felhasznált gondolatmenet segitségével ebben az esetben is igazolható P 
következő:

2. Tétel: A 
AIE 

z [U[[ a; U 2) X; j < C; ~ - =
K· ű 

i = 1, 2, ... , m, 

m 
0<b.< ~x·<d·< +=· ] " .;_, I} ~ , · j ~- , 

b· ű 

Xij -:::: 0, C;J ] 0,

_j z= 1, 2, ... , n, (4) 

m n 
minZ s-»; 

í · ű l=) 

szállítási feladatnak van olyan optimális megoldása, melyre teljesülnek a
Lemma +. l feltételei.
A 2. Tételből következik a

3. Tétel: 
Módosítsuk a 2. Tételben megfogalmasott (4) feladatot a következőképpen:

AIE 
z <a.,,-- ~ [r • · < </ ~ I • .;_, I] = l 

K· ű 
i = 1, 2, ... , m, 

_j = 1, 2, ... , n, +<l 

Xij > 0, C;j::;;: 0,
m n 

min Z Z c;1x;1, c· c b· ű 

ahol

e;= { e;, ha e;<+=
max (a;, ml egyébként

és

d'.-{d1, had1<+=
'J - max (bJ, A) egyébként.

Ekkor az (5) feladat minden optimális megoldása egyúttal a (4) feladatnak is
optimális megoldása.
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Ennek alapján tehát a ( 4) feladat bizonyos optimális megoldásait (de álta­
lában nem mindegyiket) megkapjuk az +<l feladat megoldása útján, amely
viszont már ekvivalens egy folsőkorlátos szállítási feladattal.

Ezek után vizsgáljuk meg a következő problémát:
Legyenek Ii, 12, I 3 és � 1, J2, J 3 páronként diszjunkt indexhalmazok, ame­

lyekre c1 f c2 f 13-= {l, 2, ... , m}, � 1 f J2 f � 3 = {1, 2, ... , n}. Minimali­
zálandó

feltéve, hogy

m n 

I: J: C;JXij' 
i=l j=l 

n 
rJ.1 > J: X;J, 

j=!
i v Iv 

n 
«. = I: X;J, 

j=l 
+: l 

n 
«. ·_... J;xiJ, 

j=I 
i v 1.1, 

f'/1 

fJ; : 2,' X;J, 
b· E 

m 

{JI 2i• X;;, 
b· E 

m 

fJ j .2.J' i;íj, 
i=d 

jE J,,, 

rJ.; , 0, i . I, 2, ... , m; {31 : 0, j -= I, 2, , n, 

~r,.1 ·O, r:,1 ,(), i j l,2, ... ,rn; j · · l,2, ,n. 

Vezessük he ut kövctkr z<'.í jelolósr-kc-t:

a,.: 
e;: ,· 

iE uű iE [i 
z rx; 
!Y..; !Y..; 

jE � / j v J2 -
f31-· - z 

f3 j f3' 1 
- 6~:
cl/-"' 

Nyilvánvaló, hogy a (6) feltételrendszer azonos az

'i§_l1___ _ 
rx,
-j-oo

jE J3
fJ-j - - 
- 

fl 

a;:: I; x11 :.: c1,
j=l 

m 
a1 ;:S; I: x11 :S; cl1, 

b· E 

i = l., ... ,m +; l 

j = l, ... , n 

feltételrendszerrel. Ennek következtében tehát a (6) probléma egy (A')-Prob­
léma, melynek megoldása részben vagy egészben visszavezethető egy felső­
korlátos szállítási probléma ((B)-Probléma) megoldására.

( Beérkezett: 1980. május 21-én.) 
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Szigma. E számban.

REMARKS ON A VARIANT OF THE THANSPORTATION PROBLEM

In the constraint system of a standard 'transporte.tion problem let us replace equality
signs by lower and upper limits (Problem A). This problem is equivalent to a transport­
ation problem with upper bound (Problem B). The article is aimed at examining the
relationship of Problem A and B, respectively, to some types of transportation problems.
If in Problem A some of the upper bounds are omitted then in case of positive objective
coefficients all optimum solutions of the new problem and, in general, some of its optimum
solutions can be determined by solving a transportatiou problem with upper bound.
Finally, let the standard problem be modified so tbat, in tho constraint system instead
of the equality sign the rcla.tions ;;:;; and ?. are also allowed. The solution of this no -del
can also be reduced t.o problem B.

3AMEL!AHHE I{ O.[\HOMY v13 Bvl.[\O8 TPAHCnOPTHOf:1 3A.[\ALJí-1

3aMCHHM B CHCTCMC orpaHll'!CHllE c-raHp;aprnoi,i TpaHCllOJ)Tl·!OE sanavn 3Bal{H paBeHCTBa e
IH!)IO-IMMH H aepxl-lHMJ-1 11pCL\CJlaMH (npotínewa (<A>>). 3Ta :1a,[(a'-la 31(BHBaJiennia TpaHcnopTHOI1
aana-re C sepXIIHM npC)\CJIOM (upoöncwa (<6>>). Llern, J:(arnrnE CTé!TbH 331(J110L[3CTC5l B TOM, 4TOŐbl
paCCMOTJ)CTi, B3all\l0Cllll:JH ll))OUJICM (<A>) H (<6>) e J-ICl(OTOpl,IMH THrlaMH rpancnopruux 3a)J;aLJ.
ECJ!H B npOOJlCMC 1,A,, 113 'll1CJ1il BCpX!JMX npcuenne (ICi>) If =r HCl(OTOl)bJC őyztyr ynyuienu, TO B
cny-rae ((Cij > 0,) JliOŐOC 0flTIIMilJlbH0e pe11JCHHC H0JJ0ii aa)la'-11-1 a B OŐU\CM cnyxae HCK0TOJ)ble
0llTHMélJlhllb]C pc11.1em151 M0ryT 61.1Tb onpcncnenu nyTCM J)CUJCHH,I TpaHCflOJ)TH0l'I aap;a•m e nepx­
HHM npC)\CJJOM. B :JJi(JJlO'ICJl!ll-1 CTé!HJlilPTll:151 aana-ra MO)l(CT Őb!Tb H3MCHCHa TaK, 4TO CHCTeMe
Ol'j),Jl-ll·l'ICI-IMi'r IJMeCTO suarca pi11JcllCTB;L 6y/1.CT /(011yc1<aTb Ta1O1,e 11 0TH0UJeHH5l:;;; H ;?;. Taxoe
pe11.1eHMC r.uorce MO)l(CT 61,1Tb CBCJ~CIIO I( n poűncwe d31).
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"a r a m e t r i k u s m ó d s z e r a z i n d e fi n i t 
k v a d r a t ik u s p r o g r a m o z á s i f e l a d a t o k m e g o l d á s á r a 

1. 1 e v e z e t é s 

Adott az

) = {U i U > +, ~U ...-. í y ' ~n 

nemüres, korlátos konvex poliéder, és az n-változós

T l " P(x) = e x 0 ~l~ x Dx 
2

kvadratikus függvény. (A feladatban szereplő állandók valamennyien valós
értékűek.) A

max .F(x)
xEL 

m_L 

feladatot kvadratikus programozási (a továbbiakban: QP) feladatnak nevez­
zük. A I mátrix legyen (célszerűen, de nem szükségszerüen) szimmetrikus;
a feladat legspeciálisabb eseteként (amikor D A 0) a lineáris programozási
feladatot nyerjük.

Az (1) feladat megoldására kidolgozott módszerek közül legismertebbek
a lokális Kuhn--Tucker-Lagrangc feltételekre évülő szimplex algoritmus
különböző variánsai (pl. [17], [19]), de más lokális - elsősorban a hatékony
irány módszerekre épülő - módszerek is használatosak. (v K55O? [14] pl.
az aktív feltételek lépésenkénti ezisztcma.tikua változtatásával kombinálja
kvázi-Newton módszerét.) A lokális módszerekkel azonban csak lokális
maximum nyerhető, így ezekkel ,.t módszerekkel teljes sikerre csak akkor
számíthatunk, ha I negatív (szcmijdef'init (konvex QP), ugyanis ilyenkor
a lokális maximum ogyúttaJ globális maximum is.

Speciális az az eset is, amikor I po:átív (saemíjdefinit (konkáv 6 "u z ekkor
a megoldást az ) halmaz csúcspontjai között kell keresnünk. Kis méretű
feladatok esetén jól használható a csúcspontok teljes Ieszárnlálása.; nagyobb,
méretek esetén részleges leszámlálások (pl. p OW· 6C V5O»•í0 •( jL, va,gy a lokális
optimumpont!Jól kiinduló metszősík módszerek ( V· 5úó [6], M_bKí [16]) vezet­
hetnek eredményre.

O konvex, ill. konkáv 6 " lll':goldási módszerei - oLoőFO56· 0 [11], [12] vizs­
gálatai nyomán -- könnyen kiterjeszthetők kvázikonvex, ill. kvázikonkáv
feladatokra is. Ennél általánosabb indefinit QP feladatok azonban már eléggé
nehezen kezelhetők. Pl. >í66� 5 [4], [15] a metszősík módszert fejleszti tovább,
~ K� őő� 5 [13] pedig a gradiens projekció módszerére építi fel több pontból
llldított heurisztikus algoritmusát. ]íM· 5úó [8] ugyancsak metszősík módszert
alkalmaz egy ,,e-optimális" megoldás felkutatására.
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Az ismert 4O5Owé 6� 5� 0 módszerek lényege, hogy a változók egy részét para­
méterként kezelve csökkentett méretű multiparametrikus konvex kvadratikus
vagy lineáris programozási feladatok sorozatát állíthatjuk elő ( áO» m� _O»w� 
[17], V· 5úó [7], [8]).

A dolgozat egy új paraméterezési lehetőségre hívja fel a figyelmet; részle­
tesen foglalkozik a primál-duál multiparametrikus lineáris programozással,
és megmutatja, hogy a ,,szétválasztás és korlátozás" módszerével hogyan
növelhető az algoritmus hatékonysága.

2. Visszavezetés redukált méretű QP feladatokra paraméterezéssel

Az indefinit mátrixokra jellemző, hogy már eleve tartalmaznak (vagy
- amint azt az 5. pontban látni fogjuk - célszerű lineáris transzformációkkal
mindig elérhető, hogy tartalmazzanak) egy O főminor-mátrixot.

Tegyük tehát fel, hogy egy (n - p)-edrcndű O főminor blokk áll - ha kell,
a sorok és oszlopok célszerű, azonos permutációja után - a bal felső sarokban,
azaz legyen

D = [ iL ~~:]
Ha az U és a � vektort is a D mátrix particiójának mogfelolően particionáljuk,

akkor az (1) feladat célfüggvénye az.

V h " TJ _· j l h l [ " "+ h O D12 ] i X1 ]VuUr = uU\ Unr = c1, c2 0 bb UFC Un " 
b j n o : D12 D22 j n o 

alakot ölti. Végezzük el a szorzáaokab, és vetessük be Ol_, xn = t jelölést:

_uU1, t) ~"" � h x_ + •N6 + }n} (r DLx_ + 2-a;f D12l + -2:__ tY D,,,t =
2 2 2 ~-

" I " m uo o " 
Í}}Í pnő + 2[ nn6 + A_ + D12t) <_b m: L 

Az ~U ll/l W feltételt ugytinígy felbontva kapjuk, hogy

!"A1, X3J[ ~1]:; b, 
azaz

Ha a 4 komponensű 6 vektorváltozót 4O5Owé 6� 5I é» 6 kezeljük, akkor a (2)
célfüggvénnyel felírt

Nu6r = max { Ji'(x1, t) i j F oo1 0, Atx1 / W b A2t, 6 -:l- ü y (3)
UoC 

feladat csak annyiban tér el a 4. pontban tárgyalandó ,,szokványos" prirnál­
duál parametrikus lineáris programozási feladattól, hogy az F(xFC t) cél-

függvényben egy, a 6 paramétertől kvadratikusan függő •N6 0 }L-}65 D22t rész
2

is szerepel. Ez azonban semmi nehézséget nem jelent, mivel a primál-duál
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feladat megoldásában az f(t) függvénynek az L1, ... , ) 1" ••• , ) 8 karakterisz­
tikus tartományok feletti NC]6rC I = l, 2, ... , s része mindenképpen kvadra­
tikus. Irhatjuk tehát, hogy

f1(t), ha 6é L1,

f(t) f,,(t), ha t E 6o. 

N0u6rC ha 6 E ) 0C 
ahol

/1,(t) = c(k)T 6 + ~ 6"mux16C I = l, 2, .•. , 8. 
2

Mivel nyilvánvaló, hogy

max Ji'(x) = max {max /dt) h, 
xEL _,l-}®,M* IELk f 

ezért az (l} feladat megoldása s számú - csökkentett dimenziójú - QP fel­
adat megoldására vezethető vissza, ugyanis a

mn,xf,,(t)=max{c<kJT1.+_!__(roc"lt}, I l 1,2, ... C0 (4)
tELk IELk : 

feladat formailag azonos az ( _L feladattal, csupán 6 E RP u4 < »ro 
A ( 4) feladat - amennyiben DU<) indefinit mátrix -- hasonló probléma elé

áJlíL hennünket, {@W" az (1) feladat: 11 t válto,,ót most: már 45· ú5O5»\ á ő6· öó I é »6 
kczclvo mogismóteljük :-t paramétcrczóat, tovább csökkentve ezzel a részfel­
adatok dimenzióját.

Hu podjg DU<) (szcmijdefinit, akkor a, max f,Jt) = I); értéket a konvex
IELk

vagy a konkáv QP bármely ismert eszközével meghatároxhatjuk.
A definit QP feladatok megoldására Kzolgáló részprogramokat szubrutinként

kell kezelnünk, mert az adott esetben egymásba skatulyázott, egyre csökkenő
dimcn:óójú indcfinit QI' feladatok sorát mindig egy definit QP feladat meg­
oldása zárja. A felbontás során ugyanis c6lfü.ggvó1ykc'.nt előbb vagy utóbb
mindig egy (szcmijdcfinif kvad, atikus függvényt (extrém esetben - az egy­
válto:r,ós szintre jutva - <"gy parabolát] kapunk.

Az összes, tovább már nem bontott knraktcriszt ikus L~rtománvon kiszá­
mítván a definit QP feladat opí.imuműt, e rószopí imumok maximuma az m_L 
felada,t megoldását szolgiltatja.

3. Megoldás a szétválasztás és korlátozás módszerével

Az előző pontban ismr-rtetett algoritmus tulajdonképpen egy 6� ő«� 0 ő� 0öáw ­ 
őá őá 0C mivel minden karakt. riszt.ikua tartomány vizsgáh1tára explicite szüksé­
günk van. Az algoritmus h,1ti~k0nysága azonban a szétváhtsztás és korlátozás
módszerével nagyban növelhető, az alábbiak szerint.

Az ~ D(k) mátrix oszloponkénti partíciója legyen
: 
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_I_ ; m®L = hBuür Buür BuI r+ o 
: 1 ' 2 ' .•• ' 4 M 

az Lk karakterisztikus tartományon érvényes célfüggvény ezzel
1 p p p 

f,,(t) = • ! I r" 6 yb6"muxő6 = J; • .ő•ő6F 0 J; u6óBrx1r6F =}_'(ct>+ 6"B!Nőr ti. 
: }=I ől r o ől r o 

Mivel
p p 

max f (t) = max "' (c("l 0 65 d("))t • ,,,-- max "' u� !ox1 ~_ max 6" B! xőr6 k · ,:;., I J L~ C-.oC I ' · ő } M 
IELk IEL.t }=I IELk j=l . tELk .

ezért a

ő•l őCnC ooo C4 m) L 

lineáris programozási feladatsor megoldása után az NC]6r függvényre egy
újabb lineáris programozási feladat megoldásával - jól használható felső
korlátot nyerhetünk:

4 

max f,,(t) ,,_- { Od u- (c)"l 0 h?l)t1 a max(cCl<l 0 üuő•őr"6 a f,
1
• mf L 

IELk IELk J=I /EL,

Xv (5) feladatsor megoldása - mivel csak a, c<'.lfüggvényel< különbözőek,
a feltételek nem - nem okoz nc:hózségot.

A teljes leazámlálási algoritmusunlrnt célszerű tehát úgy módosítani, hogy
minden karakterisztikus tartományhoz hozzárendeljük a, uólfüggvény (6)
szerinti felső korlátját, és csak m5 mindenkori Iegkedvezöbh korláttal rendel­
kező kara.ktoriszfikua tartományt vesszük részletos vizsgáht alá. Algoritrnu­
sunkat a szétválas;1,tás és korlátozás s;1,abályai szerint i:J,ddig folytn.tjuk, amíg­
a fa-gráf valamolyik aktuális végpnntján i; m g nem jelenik egy domináns,
effektív célfüggvényérték.

4. A primal-duál parametrikus lineáris programozásról

A prirnál-duál feladat általá.nos alakja

~U bbba W 0 B6 r 
j � 1 0, lE " 

Nu6r -C: mnx (e 0 r[fx,
X 

m3L 

·ahol O 
" = 86 i Rt = r} ' RP

konvex poliéder it p-kom_ponensű vcktorparaméter értelmezési tartománya.
A (7) feladat az

Ax= W 
x?.:,0,lET 

Nu6r = max (e+ 56róMU 
X 
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primális, és az

A:r = W 0 l1t 
:r f C6é" 

Nu6r = max cT :r 
X 

duális feladat egyfajta általánosításának tekinthető. (A (7) feladatnak azzal
a speciális esetével, amikor a célvektorban és a kapacitásvektorban más-más
paraméterek szerepelnek, vagyis a célvektor � 0 rt, a kapacitásvektor pedig
W 0 LFb• alakú, z � í»� 56 [18] foglalkozik.)

Bizonyítható (lásd pl. [5]), hogy a primális (ill. a duális) feladatnál a T 
értelmezési tartomány felbontható összefügg<\ szeparált Li, LnC o• • C L8 konvex
poliéderek (karakterisztikus tartományok) rendszerére, amely rendszer felett
a föladat em"L megoldása t.artományonként lineáris, folytonos konvex (ill.
konkáv) függvény.

A primál-duál feladat a -- pl. 19}ben részletesen tárgyalt - primális, ill.
duális feladattól elsősorban abban tér el, hogy

az Nu6r függvény továbbra is folytonos, de tartományonként nem lineáris,
hanem kvadratikus,
a karakteriszt.ikua tartományoknak egy-egy határlapján nemcsak egy,
hanem több szomszédos tartományba is átléphetünk. mivel a mindenkori
szűk keresztmetszet (és így az átlépést realizáló transzformáció generáló
eleme is) függ a voktorpara.mét rtől.

A (7) feladat adatait az alábbi tú,blú,ha rendezhetjük:

A W 0 l1t 
~D , ~ 

t( 6r i b m � 0 n@\ o
I

Ha "5E A rnátrix mérete í» Xv, akkor - feltéve, hogy A sorai lineárisan
függetlenek - a lehetséges Wá öí0· ő- számu (~)- Egy J bázishoz (vagyis egy
B bázismátr.ixhoz] tartozó rövid szimplex tábla (amikor is \_ bázisváltozók
csak a bal szegélyen szerepelnek) az alábbi:

XB A' b'(t) 

f(l) [c'(t)f (e+ rt)~ b'(t) 

ahol :r8 tartalmazza a bázisváltozókat.,
xN tartalmazza a nembázis változókat,

A'= n-1 A,
b'(t) = n-1 (b 0 LF6rC 

[c'(t)f = (e 0 rt)1 A' ~ (e 0 rt)J:F• 

1 Szigma
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(Itt (e 0 rt)1 és (e 0 rt);~ jelöli a célvektornak a bázis, @hh} nembázis válto­
zókra vonatkozó részét.)

A J bázis · 46íwá őí0C lm a

b'(l) 2 + l 
•Mu6~ u"· m] L 

rendszer konzisztens. A konzisztens (8) egyenlőtlenségrendszer megoldásaként
nyert

) 8 = 86 It ü! , WMu6r booo- V, c'(t)?;;: ü y c;--"' 0

konvex poliéder a J bázishoz tartozó lmral<Lcrísztikus tartomány. Az )
8 karakterisztikus tartomány felett

x8(t) = WMuőr 
j 2 = + 

az optimális program, és Nu6r = (e 0 \"L_ b'(t). 
Ha nem teljes leszámlálássa] dolgozunk (azaz, ha nem akarjuk valamennyi

bázist explicite megvizsgálni; - ez nagy méretű feladatok esetén túl sok
munkát jelentene), akkor két alupvető kérdésre kell választ adnunk:

1. Hogyan határozhatunk meg egy optimális bázist (vagyis egy karakte­
risztikus tartományt}, és

2. hogyan határozhatjuk meg az összes többi optimális bázist (ill. karakte­
risztikus tartományt).

ad. 1. Az első kérdést könnyen megválaszolhatjuk. Ha ugyanis ismerünk
egy 60 E " vcktorparumótert, akkor a

max {(e 0 rto)'' x Ix - , 0, Ax = W 0 L\.t0} (9)

paraméter nélküli (,,l1üzönsógcs") LP fol..idnt megoldásához tartozó J F bázis
lesz az első optimális bázís, <:s ,t (8) rendszer megoldása az £ ✓1 karaktcriaztikus
tartomány.

ad. 2. Ismeretes, hogy ha ,L 45ú »á őí0 foludat megoldása során szomszédos
tartományba akarunk !ttlépni, akkor egy »� w5� B0í»Bá w0 (a,ktivizálható) fel­
tételnek megfelelő · 0öő· 4WO»o kell 4· öü í \ generáló elemet választanunk a szűk
keresztmetszetben. ~ BKá őí0 feladatnál is hasonló a helyzet, csak ott »� úO6í\ 
generáló elemet kell választanunk a megfelelő 0· 5 szűk keresztmetszetében.
(Meg kell jegyeznünk, hogy a degeneráció ezeknél a folada.toknál, csakúgy,
mint a primal-duál feladatnál, komplikációkat okozhat.)

A prirnál-duál feladatnál is szüksógünk van rt nemredundáns feltételekre.
Legyen a (8) rendszer aktivizálható feltételeinek indcxhalmaaa

10 = {i i a W1uőrbooo 0 feltétel nem redundáns, i = 1, 2, ... , m},
és

]0 = {j i a c;(t) > 0 feltétel nem redundáns, j = 1, 2, ... , v}.
Most is a nemredundáns feltételeknek megfelelő oszlopban, ill. sorban kell

pozitív, ill. negatív generáló elemet választani a szűk keresztmetszetben.
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Mivel azonban itt a szűk keresztmetszet is függ a paramétertől, csak további
nehézségek árán (pl. a karakterisztikus tartományok valamennyi csúcsának
meghatározásával) tudnánk kijelölni a szomszédos tartományokba átvezető
generáló elemeket.

Sokkal egyszerűbb, ha valamennyi a~j < 0, lcE_ 10 és a;,> 0, t« J0 elemet
számon tartjuk, mint potenciális generáló elemet. Ezek közül az elemek közül
azonban csak azok lesznek tényleges generáló elemek, amelyekkel végre-
hajtott transzformáció konzisztens feltételi rendszerhez vezet. ·

A primál-duál feladat specialitásaként az is előfordulhat, hogy szomszédos
bázishoz geometriailag nem szomszédos karakterisztikus tartomány tartozik.
Ez azonban semmi problémát nem jelent, mert a tényleges geometriai viszo­
nyoknak nincs jelentőségük abban az algoritmusban, melyet - vázlatosan -
alább ismertetünk.

1. A (9) feladat megoldásával meghatározzuk az első szimplex táblát, majd
kijelöljük a potenciális generáló elemeket.

2. Megnézzük, hogy a táblán van-e olyan potenciális generáló elem, amelyik
eddig még nem vizsgált B bázist generál. Ha nincs, térjünk rá a 4. lépésre.
Egyébként

3. a B bázist vegyük fol a vizsgálat alá vett bázisok listájára, majd nézzük
meg, hogy a megfelelő (8) rendszer konzisztens-e. Ha a (8) rendszer inkon­
zisztens, térjünk vissza a 2. lépésre. Ha viszont a (8) rendszer konzisztens,
számítsuk ki az A' mátrixot -- így egy új szimplex táblát nyerünk, melyet
a móg nem vizsgált szimplex táblák közé sorolunk. A célszerűség kedvéért
a konzisztencia-vizsgálattal együtt itt határozzuk meg a nernredundáns
feltételek IO és JO indexhalrnazát is. Térjünk vissza a 2. lépésre.

4. Van-e még nem vizsgált szimplex tábla? Ha nincs, megoldottuk a prirnál­
duál programozási feladatot. Ha van, akkor kiválasztjuk a következő
táblát, és
- kiíratjuk a legfontosabb adatokat (Lk, xk(t), ih(t), stb.),
- meghatározzuk a potenciális generáló elemeket.
Térjünk vissza, a 2. lépésre.

_) , A O föminor előállításáról

A fődiagonálisban előállítható O blokk méreteinek lehetséges határait a
, őtengelytranszformáció segítségével vizsgálhatjuk.

Ismeretes, hogy ha D egy n-edrendű szimmetrikus mátrix, akkor a cél-

függvény 2-xrDx kvadratikus része i; ;l.jx; alakra transzformálható, ahol
: éah 

a ;l.1 együtthatók a D mátrix sajátértékei. Ha a pozitív sajátértékek száma w
(indef'init mátrixról lévén szó 0 2 w 2 n), akkor a sajátértékek közül kiválaszt­
ható legfeljebb z = min {w, n - w} számú ).k > 0, A1 < 0 pár. Bevezetve az

4*
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ú é változókat, azt kapjuk, hogy ).é;k 0 L}1x, = xkx1, vagyis minden ilyen
párhoz megjelentethető egy

főminor. Mivel az így előállítható másodrendű főminorok maximális száma z,..
ezért D vonalainak célszerű pennutációjával legfeljebb z-edrendű O főminor
nyerhető.

Nézzük most a m( L feladatot! Mivel "ü RP és x1ü Br:», ezért a O főminor
méreteinek növelésével az A1 mátrix mérete (és ezzel a karakterisztikus tarto­
mányok száma) növekszik, csökken viszont O p paraméterszám (és ezzel
együtt az egyes karakterisztikus tartományokon megoldandó részfeladatok
dimenziója). Számítástechnikai tapasztalatok hiányában a O főrninor mére­
teinek növelése látszik célszerűnek.

Mindenesetre, ha csupán egyetlen zérust akarunk előállítani, akkor ehhez
elegendő a főátlóban kiválasztani egyetlen pozitív-negatív elernpárt, sőt, elég
egy olyan másodrendű förninort találni, amelynek determinánsa negatív.
Ugyanis, ha

det D(i, j) = i "P du i},}},}} V d '- 'jj 

ekkor a megfelelő kvadratikus rész szorzattá alakítható az
Rt,,,_

}bDl}~ d ..x12 0 d-1 X·X1 0 _!_d1,·X21 = _!_ d-,(X1 0 a.x1) (x 0 /Jx,•) = _!_a .. X·X •211 II : : 1 1 : _eiu 

összefüggésnek megfelelően, ahol

dli 0 V-det D(i,j)
a.= du '

{J _ d/J - V-det D(i, j) 
- du .

Ha nagyobb O blokkot akarunk előállítani, akkor a fötengelytranszformáció
mellett ( amelynek @"" inkább csak el vi sterep3 van) a d·iagonizáló eljárást is
sikerrel alkalmazhatjuk. (A kvadratikus formák diagonizáló tra.nszformé.ciója
abban különbözik a lineáris bázisbranszformé.oióból, hogy a diagonális generáló
elem S:)ra és oszlopa - a generáló elemet leazámitva - zérussá változik.
Erről a transaformáclóa eljárásról bővebben >h} [Iül-bon vagy [17]-b3n olvas­
hatunk.)

A diagonizáló transzformációs egyenleteket D tranazformált alakja.inak
segítségével írhatjuk fel. Az első lépésben pl. a D mátrix első sorát használ­
hatjuk fel az

d1 = d11x1 0 d12x2 0 }}} 0 d1,1Xn
ú é változó bevezetésére. (x1 előjelkötetlen vagy elójelkötött, a du, ... , d111
állandók előjelétől függően.) Innen

Xi=_!:_ (Xi - di2X2 - • • • - dinXn) > 0.
dn 
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Ekkor d__ a generáló elem, és D transzformáltja

X1 X2 Xn
- } - - - - b - - - b b b b - b 

1 0 + 
du

d - di2 d _ d12d1n dh 0 0 0
0 22 d 2n d 0 d;2 a;3 «. 

D'= __ __ b i --

l 0 d;n .u; d~n

0 d d12d1n d _ dfn
'2n--d- nn d

__ __ 

293

A második lépésben az

transzformációt alkalmazzuk. Az új D" mátrixot a a;: generáló elemmel
nyerjük, stb.

Például legyen

így
1 

-3 

( 

-3 
f 

( 

Az első ú é változó

D transzformáltja

d1 = 1d1 - ( d2 0 ( d3,

Xi :r2 X3

1 0 0
1 

+ 
15 21

D'= - -
1 1 

_21 18
0 -

1 5

A második új változó
• 15 21
X2=b<: +-x,

4 4 
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ezzel <_ x2 Pb( -----·-···-··-······
l l 0 0
1 

0
1 

D"= - 0
15

0 0
15
1 

és f(x) második transzformáltja

t( A O L 1 Y• : 2 • : 15 : xj, X2,X3 =-Xi +-x2 - -X3.
8 15 8

Természetesen, bármelyik transzformációt alkalmazzuk, az új változókat
nemcsak a célfüggvénybe, hanem a feltételi rendszer minden egyes foltételébe
is (a nemnegativitúsi feltételeket is beleértve) be kell vezetnünk.

6. Mintafeladat
Oldjuk meg az

<_ -f--- : < : -J- X1 ,::; 10
: <_ 0 X2 -f--- ( <-@ b X1 ;5: _: 

4x2 -f--- : d( 0 : d1 *- 15
XJ, X2, X3, X4 : Ü 

F(x) a d1d4 0 x: 0 4x2x3 0 )lhl2d," 0 ( d) 0 P x~ - 1d1 - : d2 0 ( d4 a { Od} 
1 

feladatot !
Mivel xf mellett x1x2 és x1x3 tag is hiányzik a célfüggvényből, a O főminor

rendjét az

azaz

m_+L 

transzformáció felhasználásával növelhetjük.
Az új változókat bevezetve a feltételi rendszerbe és a célfüggvénybe,

az alábbi feladatot nyerjük (most d2 és x3 is előjelkötött):

<_ 0 3±2 - X3 0 X4 l*-- _+ 
: <_ 0 X3 - X4;.;; _}: 

5x2 - x 3 0 : d 4 :::::; 15
- 3±2 0 i:( :S: + 

x.e - )ll ( P + 
<_, X2, X3, X4 > + 
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x3 a ti, xt a t2 paraméterezéssel az alábbi kétparaméteres feladathoz
jutunk, melynek karakterisztikus tartományai az 1. ábrán láthatók:

1. úbra

x1 + ( d2 ,S: 10 + t1 - t2 

: d1 < 12 - l1 + lz

5x2 < 15 0 "1 -2t2

- 3x2 :S: b"1
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Az 

±2 i tl I
t2<_ i i 

V1 1 0 C _+ - 1 1-1
V2 2 + 12 1-1 i 1i i 
V3 + L3 é 15 i 1 1-2

i i 
V4 + L1 0 1-1 i 0( 

L2 A; 
i i V5 + 01 1 (I

I

4 ( 
-- ~------

l1 0 -1 f o(t) aa b 
-- 1--------

t2 -1 -15/2

◄b 

induló tábláról leolvasható (8) rendszer konziaz.tona ugyn-n, de az

L0--=ft111 -=O, O<t2.,,.-- ;}

tartomány elegen rálb, A (8) rendszer ncmrcdundáns föltételeit nyíllal jelöltük;
a potenciális generáló elemeket bekorotczt.ük, és megjelöltük azt a tartományt,
ahová a megfelelő transzformáció vezet

f,1 tnrtoruánsj: 

X1 V4 @ i i@ i iP I i 
· b 

A; i 
iY 1 0 _+ i + i - II

2 ú 12 i 
i i lt'2 _b i 

C) i 2 i 
V3 + LJ i ) i - i -2

i 3
i i 

l i L i 
;.. W ú - i + ... 2 -- i 3 i ( i 

A; i 2 i 
V5 + L2 + i -- i W 

i 3 i 
' Y 

4 1 - - --------- 
f1(t) = _!_tr 0 ti + -1/3

-- --------- 3 
t2 bi -5/2

DL : Y b e,, 0 .3t.,
4 - -

Mivel /1m"L konvex függvény, és az L1 tartománynak mindössze 3 csúcsa van,
teljes leszámlálással kapjuk, hogy n = max f 1(t) = 3. 

IEL
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L2 tartomány:
I I

X1 V5 i l1 i t2 
i i 

V1 Q) L4 -3 10 1-2 _-1i i 

Vz ®0 + 12 1-1 I 1

+L i i 
V3 0 L3 15 1-4 1b: 

i i 

V4 + Li ® + i : @ + 

xz 0 Lo A; Vh 1 i + 
i i 

1 -3 
·bb ,___ -------

l1 + 1 f2(t) = tf 0 5i
--- ---------

lz -1 15/2

" 
L2 = {t i t > 0, 4tl 0 2l2:;;; 15, t2,:::;; 4, 2t1 0 15t2 :2. 6}.

Az ( 5) lineáris programozási feladatok megoldása:

� (2) - { . ) J- 13 1 -- max t1 0 b t2 - - ,
tEL, 2 4

{
5 9 } 107xeh = max -t1 +-t2 =-.

IEL, 2 4 8
A (6) korlát meghutározésa:

b ó• 13L m _+3L y · e: = max --2 0bb t1 0 3 0bb t2 = 82-.
tEL, 4 8 16

L( tartomány:

X1 Z( 
i ti : t2 i 
I

m; Ls
( 1 \ 2 i 1

Vi -- - -
) i ) i 5i 

® L6 0 _: i -1 I l1)2 i 
1 i _ i : 

x2 0 - 31 -,~-
5 i 5 5
3 i : i f 

v, + - 9 _bb 1--
5 i 5 i 5

G) i 
4 i : 

V5 + L2 b( i b, -
i 5 I ) 
i 

1 -3/5-- --------- 1 7
l1 + 1/5 I ai,l) =-tf --ti 

-- ---------- 5 5
lz b_ 3/2

0b 

( : 17 : f 3 
t. - -t2 0 -ti 0 -t2 - · 
. 4 5 10
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L3 = {t It : 0, t, - l2:::: 12, 2t1 0 6t2--:; 45, 4t1 0 2t2 c 15, l2 l*ll 4}.

1. (3) { 1 7 .. } 12 7 (1) . { 7 3 } 21n1 a max - t1 - - t2 a b , 1,2 , inax - - t1 - - t2 = - -- ,
IEL, 5 10 5 tEL, hz 4 8

- {29 963 }/3=max -11+-t2-9 =148,2.
IEL, ) 1+ 

D,1 tartomány:
i i 

Vi V5 i tl i !2
I

:r.l A; I,2 -3 _+ i -2 i -1
i i 

V2 -2 f -8 i :1 i ( Dst3 i 
V:1 () _) i -4 i -2 

i i V () ( n i 2 i (),D 

:e~ fl 1 n i _ i nI i 

-4 · 
- - - -------

1, () i f 1(/) /2 !--- --------- I

iP I se: 

l 
f P_ Z __ 

/ •I - { O X t I •bb I.,
tEL, 1 ] • 

{
:3 5 1 mn.x , 1_ _ 1: 

1(1., 2 4

y 
i li 

- 40 = I ;í7
l(i

I,,, /rirlonuíny: 

n 

( 

) 

{l

) 

I
) 

() ( 
) 

+ 

I

l : 2
I 5 
I
I · L+ I - -

i 5 
i 

3 i 
i 5 
I

i 2 9 i ~~ 
i 5
i 
i 

-3 I
I
I

-- D 
i 
I
i 
I
I
i 

bP i 
5 I

I

l

) 

3

) 

2

) 

f 

) 

2

) 
-4 

()

1

9/5 
1/5

9/10

•--

75 

] 

/ ( l 11 : 9 269s l) = -- tr - t1t2 - - I 0 bb t1 b_b bb t 
5 20 2 5 ' 10 2 _( 
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L5 = {t i t > V, 9t1 - 3t2 ..:;: *V, 2t1 0 6t2 :S: 45, 4t1 0 2t2?. 15, t2?. 4}.

_"í~ 5l = max {_!_t1 - _!._t2} = - 28
. h~5l = max {- _!_t1 •- ..!..!:.t2} = - 123,

/EL, 5 2 45 tEL, 2 20 40

/- {53 953 • } 11
5 = max -l1 +-t2- 13 = 165-.

IEL, 45 40 16

L6 trirtomány: 

V2 V3 t 1 12 

E])ic 0E}) · 3
l'.1 -5 -- --,

10 10

CDL l 1
:i:J () 6 -- -( 

2 2

l l 1
x!! () - ( - ---

5 5 ) 

3 : f 
v,, () - · -- --

5 5 5

1 1 2
v~ () -- -3 - --

5 ) 5

-2 -3/5
·-- - ----------- / ( ) l : 19
__ t!_ - + l/5 + t = -- "@ b b"@ 

------------- 5 10
12 l/2 3/2 

l
: 

27 307
t - - t 0 ·b ti 0 b t - 332 4 2 5 10 2

L6 = {t i t l: 0, 9l1 - 3l2 ~ 50, 211 0 6t2:;:;; 45, l2?. 4}.

hl61 = { Od J_!._t1 - P"2} = - .!_'7_, h~0c = max {-
19

t1 - _!_t2} = - 679
,

/EL }" s 20 10 IEL, 20 4 90

- {37 1042 } 115f 6 = max - l1 0 bb l2 - 33 = 111- .
/EL, _+ 45 216

h£h•, I /- 11 . 'k k 5 d idil ' . L ' tMivo a max k = 165 - érte. = -re a o 1 ;:, ezert az 5 tartomány o-
_*-®*-f 16

vábbi vizsgálatára kerül sor. /) (t) egy indefinit kvadratikus függvény, ezért
Ismét egy dimenziócsökkentő paraméterezést kell végrehajtanunk.

Első lépésben D(5J főátlójában kell előállítanunk a zérust. Ezt az
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összefüggés felhasználásával tehetjük meg. Legyen

YI b __ tt1 - t1 -- 2•
: 

A 1 >t2 = t1 +-t2 = 0,
: 

innen

m__L 

A transzformációs (11) egyenleteket behelyettesítve az L5 tartomány fel-
tételi rendszerébe és az /5(t) célfüggvénybe, az alábbi feladatot nyerjük: ,,

-5l{ 0 1112 l*l- : 3+ 

1 '.*A 13 A* 92 A-t1t - -t1 +-t - 13 = max.
5 2 3 15 2

Legyen a paraméter l: = r. Az induló szimplex tábla

it i 
i r: 

_+_ 5 200 i -31

] i 
b _3 U)2 270 i 

W3 0 -1.5 i 1 
i 

w, _ -24 i l
i 

W5 -1 + I __ 

13/3 92 --- ----- fso(r) = - Y"o 
r -l/5 15

- 13 
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A bekeretezett helyen választva generáló elemet az előjelkötetlen if vál­
tozót bevisszük a bázisba:

I
Wz i \ 

I

4 _ 1 470 i -48
i 

.* 1 i 17
ti -- -54 i -

5 i 5

W3 0 -15 i 1 i 
1 i 12

W4 - 30 i ----
) i 5

i 
1 -54 i 72

W5 -- i 
-

5 i 
5

13/15 I ( ) 11 .,---- ---- s1 \ = - \P 
T 1--1/25 25

97
b b\ 0 221

) 

{
15 235}L)_= \hbl/l \Pb} 
4 24

tV 13 . •o , 15 h 1
61 = max /5L(-z;) = 157 - , amit a . uggveny a b\0 = - e yen vesz fel.

TEL., 16' 4
Mivel nincs több karakterisztikus intervallum, L5 felbontása befejeződött.

Az eÜ1 = 157 ~ érték O 2. ábrán látható fa-gráfon domináns effektív érték,
_f 

tehát feladatunkat megoldottuk.
Az optimális program meghatározásához először is figyelembe kell vennünk,

h
• 15 . , , YI 1 7 + 165ogy t
2
= r+ = -, és az utolsó tábláról t1 = -54 0 -r = -- . A (11}

1 ) 1 
összefüggésből

X3 = "_ = 112 (- 1:5 0 1:5) = 0, X4 --- l2 - ~ (1: 0 D•L b 12~0 - 125'

2. ábra
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az L) tartomány táblájából pedig

2 1 5 _ 1 2
X1 = 1 0 b t l 0 b t? = - , X2 = 3 0 b tl - - t2 = 0.

5 5 " 2 5 5

Végül, a (10) összefüggésből

Az . ,_} } + h 5 15JToptima 1s program e szerint x = -, 0, 0, - .
2 2 

Köszönetnyilvánítás. V :ge:wtül szeretném megköszönni a lektoroknak, vala­
mint Klafszky Emil professzornak értékes megjegyzéseiket és tanácsaikat,
melyek nélkül ez a dolgozat nem sz ü lcthctett volna meg.

(Beérkezett: 1980. augusztu8 lli-érc)
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A PAl'i,AMETLUC METHOD rou THE SOLUTJON
OF INDJDFINITE QUADRATIC PROGRAMMING PROBLEMS

The solution of indefinite quadratic programrning problems raises serious difficulties.
Parametric methods yield a way of solution when a part of program variables are treated
as parameters and a series of mult.ipa.rn.motric convex quadratic or Iinear programming
problems of reduced size can be formulated.

The procedure presented in this paper draws at.tention to a new possibility of para­
metrization making use of the minor matrices taken from the main diagonal of an inde­
finite matrix D. Primal-dual multiparamct ric linear programming is dealt with in detail,
furthermore, it is shown how the efficiency of the algorithm can be raised by using
Branch and Bound techniques.

nAPAMETPv!LIECl{vlYI METO)l )lJl51 PEWE!-11151 HEOnPE)lEJ1EHHblX
3A)lALI l{BA)lPATvl4ECl·{Of'O nPOfPAMMv!POBAHvl51

PetllCJIHC 11conpe1~eJ1CHHOH 33!13'1H 1(83!1J}~ffH'lCCJ{OrO nporpaMMHp0BilHH51 51BJ151CTC5l cepses­
HOH npOŐJ1CMOi-\. ÜJIHOM H3 B03MO)KHOCTCH peureuus J(3HHOi1 33J(3YIT 5IBJ15110TCJI napaMCTp!IYCCJ<ne
MCTOJ(bl, xorna npa paCCMOTpe1rnH Y3CTH nporpaawuux nepexeuusrx B 1(3YCCTBC napawerpon
MO)J(CM ll0JIY'll1Tb cepmo MyJibTHnapa111eTpH•1CCl(HX asmyiorux 33Jl3'1 1{03JIJ)3TH'fHOro HJ1H JIH­
HCHHOl'O nporpaMMHpOB31-1HH MCHbWHX pa3MCJ)OB.

Mcron, H3J10)l(CHllb!H B ):WHHOi1 paöore 06pa11.1aeT m-rnMaHHC Ha HOBblC B03MO)h'.HOCTH napa­
MCTpHposa1-11151 C l-!Cfl0Jlb30B311HCM MHHOJ)Hb!X MaTpMLI «O», l{OTOJ)b!C MOryT Őb!Tb pacnOJJO)KC
Hb! no OCIIOBHOÍ1 111-1aro1.-1as11-1-11eonpeJ1CJ1CHl-lbJX M3TJ)Ml( «D»; .D,CT3JlbHO paCCMaTp11B3CTC}l /~BOH
CTOCHH3H sana-ra MYJlbTlmapaMCTJ)H'II-IOrO JJHJICHHOf"O nporpaMMHpOB3HH5T H yxaasmaercs, !(ill
C nououu.ro MCTOJ(a aenielí H rpa!-IHJ..I MO)l(l!O nOBblCHTb 3lpcjJCI{'fHBJ-IOCTb 3JTrOJ)HTMa.
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BRÓDY, A.: Ciklus és szabályozás. Budapest,
1980. Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó.
271 o.

Élvezetes és izgalmas olvasrnány Bródy
András új könyve. Élvezetessé teszi klasz­
szikus, ,, veretes" epigrammaszerű stílusa,
ami egyben lehetővé teszi, hogy a rend­
kívül gazdag gondolati anyagot példás
tömörséggel írja le. (Valóban a műben
egyetlen felesleges, ,,túlmagyarázó" mon­
dat sincs.) Izgalmassá teszi már maga a
témaválasztás is: az egyensúlytalanság, a
ciklusok ábrázolása, ami mostohagyerek
mind a marxista, mind a polgári közgaz­
daságtan számára. Maga a szerző így ír
erről: ,,A jelenlegi tanulmányírók inkább
azb kutatjék: mit kell feltenni a piac stabi­
litásának bizonyítésara, semmint azt, hogy
volójában mit, művel a piac. Ha minden
óvatosséguk ellenére mégis valahogy csilla­
pítatlan iugadozassal találkoznak az egyen­
Ictokbcn, uzormal vesztegzárat vonnak it
ferLőzött ponL körül, kijelentve, hogy az
ilyen rnozgásforrna »zérus valósztnüségű«,
holott, a Lapasz1,alat elóg világosan m u ta t­ 
ja, hogy a piac állu.ndóan ingadozik, és
ezért, tulaj.Ionképpcn az egyensúlyhoz való
kon v, ·rgPrwia a ri i kán látot.t jelenség."

Bródy módszere a régi, ami , az Érték és 
újraterrnelés oírnÍJ művéből rrnÍI' alaposan
rncgisrncrhüLott az olvasó. E módszer lát­
S1/,al·.r·a a rnuternut ikni közgazdaságt-an mű­
volöi közé sorolja Bródyt, a mélyubh olva­
sás uzoribun hitelesen rncggyőzi az olvasót,
hogy Bródy specié lis 11 -lyet foglal cl e
táboron bolül. Nálu a matr-matikui mód­
szerek valóban a rrondolkodási segédeszkö­
zök funkoiójé.L töl ?ik be. Az olmélot.i alapok
részben lt klassz.ikus polgári közgazdászok­
ban, 6s elsósorban Marxban gyökereznek,
amiröl Bródy u mű bevezetőjében a követ­
kezőket, írja: ,,Ez a fölfogás jobban meg­
felelt áltulűnos 1,apasztt1lat.aimnak, és a
marxi közgazdaságtannak is, amely mindig
is moghatérozre tudományos gondolkodá­
somat", vagy egy más helyen, szintén
a bevezetőben: ,, ...más után kellett elin­
dulnom, s munkámban, a modell felállítá­
sában tulajdonképpen régebbi szerzők, a
klasszikusok, Smith, Ricardo és Marx

gondolatainak következetes végiggondo­
lása vezetett." A szilárd klasszikus és
marxista elméleti alapok, az ennek mindig
szigorúan alárendelt, korszerű, és emellett
érthető, alapvetően matematikai ihletésű
módszertani apparatus mellett Bródy mun­
kájának egy további fontos jellemzője a
gyakorlati alkalmazhatóságra való erő­
teljes törekvés. Nála valóban a gyakorlati,
a tervezésbeni alkalmazhatóság az elmélet
igazi értékelő kritériuma.

A mű tartalmi oldalát tekintve egy álta­
lános cikluselmélet megfogalmazására tö­
rekszik. Kiindulópontja az egyensúly,
amelyben a politikai gazdaságtan alapvető
kategóriái (érték, termelési arányok) a
maguk klasszikus valóságában érvénye­
sülnek. Ebben az ideális (absztrakt) álla­
potban kerül a legközelebb a gazdasági
valóság Iogalmi meghatározásához. Bródy
rá1m1,.ar, a Leontief-féle modellel ábrázolt
egyensúl alapvető iugutagságéra, Ebből
az ingatagságból (u.mit a polgári közgaz­
dászok néhány jeles képviselője is felismert)
még önmagában n .m következik a gazda­
ság immanensen ciklikus mozgása.

A polgári közgazdaaágte.nban az egyen­
súly fogalmának spocié.lis, kitüntetett, funk­
ciója van, mivel Smith láthatatlan keze
nemcsak a gazdasági, hanem lényegében
a té.rsadalrni problémákat is orvosolja,
ezért nem fojlesztettc ki azt a fogalmi appa­
rarust, amelynek segítségével az egyen­
súlyon (a ,,steady st.aten ") kívüli állapotok
é,,; folyamatok viz:;6álhatók. E:t.é1·t a polgári
iskolák által leírt gazdasági ciklusok zömé­
ben önhelyreállító jellegűek (akadnak kivé­
tolok is, amelyeket a szorzó bemutat) abból
kifolyólag, hogy az egyensúly, mint von­
zási pont, és nem mint mozgásoentrum
szerepel ezekben az elméletekben.

A szerző rárnutat a Srnith-félo ,,látha­
tatlan kéz" meohauizmuson alapuló, mind­
máig magát fenntartó érvelés dimenziós
hibájára, amit a verbális érvelés elrejt.
A gyorsulás (a második derivált,) bekapcso­
lása alapján könnyen kimutatható, hogy
már az egyszerű piaci ciklus sem állapod­
hat meg az egyensúlyi értékeknél.

A piaci ciklus egy fontos jellemzője a
kínálat és az ár mozgásának aszinkroni-

I Szigma 
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tása. A makroökonómiai jellegű ciklusok­
ban alapvető szerepet játszik a termelés
egyensúlyi üteme, illetve ennek a duális
megfelelője, az átlagprofitráta. Ezek a vál­
tozók közvetlenül nem figyelhelők meg,
de szerepű k alapvető a makroökonómiai
ciklusok ulakulásában . 8zek a ciklusok
( szintén) az ár éR a termelés (kínálat) most
mát· sz.immetrik us duulit ásan alapuluuk.
Ha az aktuális profitráta az át-lagprofitl'átu
fölé kerül, akkor a tf,rrnelés növcksz ik.
A termelés növekedése az ukcclerátor h11I ii­
son keresztül a kcrr-slrt növekedését vált ju
ki, és ez növelóh-g ha, az tí.r k ra. Az árak
növekedése viszont. mórsé]« Ii n turrl1(•1és
(kereslet) növckodését , mivel uövelölog hut
a költségekre. Ha a költs igck növekedése
mór az át lagprof'it ba ,,ho.mp bele", » ik kur
a termelés elkezd csökkenni. Bródy d11:ílir;
egyenletei nag?jóból p z f f fi rnozg(u,l, ír­
ják le.

Értelmezi - és ez külön k icmclondö -
az egy<'nsúlyhdtrnRág állapotai hoz t nrtozó
kategóriák (í.úlkoreslot, állagon Iolüf pro­
fit) mennyiségi viszonylat ait . l!::hhcz viszont
be kell vinni · a 1· á l is folya.mat o k a t i leIró
modellbe a tőkenyereség, illet.v« a pénz
kategóriájat.. Ezen monet arizé.láai törekvő­
sek ellenére a modell nem válik ,,monelá­
rissá", mivr-l továbbra is a rcé.lfolyamatok­
nak (beleértve az ezeken alapulő árké11ző­
désf is) van meghat ározó lsőbbségük.
Az átlagon felüli pi· f »i tf ami csak általános
túlkereslet mellett, léphet id, éppen a nutu­
rálisan hiányzó t crmékvolumon t,őkekölt.­
ségével egyenlő, ami összességében rneg­
egyezi k a készletek ilyenkor fellépő kon­
junkt.urális ért éknövckcdésével.

Ezen a ponton lép b o a képbe a keynesi
és nern-keynesi, vagyis pontosabban az !'111.
monetáris felfngós közti v it a. Az {I r ri 
,, bibliai özvegyasszony korsója" tó1 o l l o l 
kapc-solar ban u szt'l'ZÓ igPn méri ék tart (JI.tit
foglal állast: ,,A mi lo,Tmtéstink ulapjá»
azonbun az ok~; ~i lrnpormlat, ellr•ntét0fl,
és azt, a könnyc•bben llH'gérl,llOLŐ össz,,.
függést fr•jp•1.i ki csup{tn, hogy a I őkós
elkölthPti, és <'I is költi profitját. Flőbb
kell tPhát rnaliztíloia prnfit,ját,, 111int, hogy
elki\l.! i."

Ez a vita (a két irány7.at közüt,1) a
k 'sőbbiekb!'n r·xplicitobb forrnábon is c:lő­
kel'tU. A keynesi gazdasiigpolitilrni ,,recep­
tek" körüli vita ért.ékel 'sénól ti szerző
rámutat, hoey mind az egyoldalú mul ipli­
kátor elmélet-, mind anmik monotarisla
kritikája lényogéb ,n az anticiklik11s ga,r,da­
ságpolit,ilm egy-egy önmagában csak hami­
Ran értelmezhető mozzanatát ragadja ki.
Ugyanakkor a sz rző kihagyta azt a lehe­
tőséget, hogy ciklus-modelljo segítségével
annak mechanizmusai alapján elemezze
az anticiklikus gazdaságpolitika szorosan

összekapcsolódó reál- és monei"ál'is hatá­
sait,, melyek kombinációjukban a gazdasági
ciklus egyfajta t.ükörképét adják,

A pénz bekapcsolása már a rnoclcll elemi
cgyonlotcinok feltárásakor megt·örténik.
Az an,nypénz (pénzáru) még nem sérti
a b6vít.ett új1·a! cnnelést ábrázoló modell
közguzdasági értelrnnzhel,őségé(,; a papír­
pénz vii;zont n:iegszüntdi 11 modell in-e­
ducihifüó..-át-, és ezáltal unieiLásó.t;.

A pénznek a ciklusra gyakorol!; hatását
elo11H·zvo som áll inog a Hzorző r1 formális
mozzitnal;ok bon111tatásá11ál. l{ondldvüJ
plasztikusa.11 érzékdt;et,i a pénztőke és az
ipari Uilrn cit-érő érték sülési fázisa.it a
ko11j11nklú1.·a ciklusok menotébrn1 és ennek
tödónelrni köveLkozrnényoit: a finánct-őke
1.dalalrnli.bát és mogor6södését.

Br·ódy könyvének legizgalmasabb, leg­
t iibb újdonsággal szolgáló része a szabá­
lyozással foglalkozó harmadik rész, unnak
ell •nóro, hogy ezen a terülot;en - ahogy
maga a swrz6 is o öbbször olőrebocsátju -
még 11i11(,H(•11ok bcfojezett., kiérlelt kutatási
orcdményni.

A ciklus t,ulajdonképpeni okai a gazda­
ság logm lyobh fojléldéstörvénye-ibc11 1·cjle­
nok. A 11ern fc1, szííkös erőforrásokból ldin­
d11ló hosszútávú dinamikus szemlélet szá­
mára az ogyensúJyi növekedési ütemből
fakadó korlát nolr •zen folisrnorlrető, külö­
nösen a azocialiBta gazd11s1í.gLan, ahol oi 
gazduságpol i t,i lm st,rnt égiai céljai között
kiorncllwdő jelentős ggcl bír a növekedési
üf,fHn. Az c•gycnsúlyi üt,orn rnoghaladásu
pillanatnyilttg 111 m okoz problémákat,, sőt
bizonyos lársadulmi-g1:tzd11sági go1H lok meg­
ol lását; fulgyo1·sft,h11Lj1.1.. Hosszi.lib t,ávon
a,mn ban éppr1n az i,if;orn I 1ílfoszíl.éi,;r• vozot
kúr,yRzcrü lassíláshoz, és Í<;y kinlttkulnak
a cild11sok.

,\ i;:a.zdo,ság szubó.lyozása Br·ódy Hmrint.
nom irftnyulhat 111 tgiirn a növPlcndési
i"1lrn1rn, mivel u.z n16zritnR dii11f,6sok <·rod-
111é11y,ikénL 111,ll 111 ki. Viszont, sz11hnlyoz­
l11dó ,i cikl11s a rrövelrndést·, mognlapozó
b1•rnlrázó.soko11 kur,·sztül, mely uló!,IJi(tk
lé11yc-góbon rt gazdaság gyorsulásával a1·11-
11yosal.

A könyv I.H!fojnző réRzo a hos;izt'.il ávú
gazdastí~i f,,jlődé:➔ néhány vitaio+t, prnblé-
1111ijáv11.I »fn d1dkozil : a swrves ö<;szt,tútl'I és
az i"ilnrn k11pC'sol1.tLávul, az ím. ,,rnHwilch­
ing" (váll,ÚH vn.gy visszavált.ás) prnblérnó.­
v,{I, és a guzdasági r n lszrrek hasonlósá­
gó.1 tik kvant,itutív jollcmzőivol.

A míívot függ lék egészíti ki, umoly
a bomutatotl; mod ·Hegy vólt,ozalávol vég­
zel,t Azámítások adatait és szárn(t,óg~pi
programját tartalmazza.

SZfJPESI GYÖRGY 
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AUGUSTIN0VICS, M. (szerk.): Népgazdasági 
modellek a távlati tervezésben. Budapest 19 79.
Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó. 448 o.

A könyvet az teszi a tervező és a kutató
számára rendkívül érdekessé, hogy a szer­
zők pontosan és részletesen leírják, hogyan
alkalmaztak különböző matematikai köz­
gazdaságtani modelleket a távlati terve­
zésben, rnilyen nehézségeik, problémáik és
tapasztalataik voltak, és (bár rövidebben)
milyen eredményeket kaptak. A matema­
tikai közgazduságtannek a távlati terve­
zésben történő ilyen felhasználására, tudo­
másom szerint., eddig csak Magyarországon
került sor. Ezért a szerzők munkája a
maga nemében egyedülálló a világiroda­
lomban és nemcsak a magyar, hanem a kül­
földi közgazdászok számára is új ismere­
teket ad.

Az ötéves tervek kidolgozásával össze­
függésben már korábban is alkalmaztak
Ma,gyarországon matematikai programme­
zási modelleket. A tízenötéves távlati terve­
zés azonban csak 1968-ban kezdődött meg
Magyarországon. Kézenfekvő ~-"<;>It az a
gondola", hogy a távlati tervezes! munká­
ban is felltü,sználjók a muternatika.i köz­
gazdasági an ál1 al kínált lehetőségeket.,
A távlati tervezésbcu torrnészctcsen más­
faj I o f rnodellek felhasználása látszott elő­
nyösebbnek, mint a középtávú tervezésben.

A~, első három fejezet-bon Aiigustinovics 
Moria a 1ávl,ti;i tervezés általűnos kérdé­
seivel és inodnllek alkalmazásának elvi
prnblérnáival foglalkozik. Tárgyalja, a sta­
niszt ikui adat bázissal össxefüggésbcn fel­
merült nehézségeket. A távlati tervezésnek
szükségképpen erősebben keUa stati~ztikai
adatbázisra t,ámaszkodn1a, mint, az eves és
az ötéves tervezésnek. Az utóbbi fajta
tervezési munkában ugyanis az elmúlt egy
VLtgy néhány év tényszám.ai me!lett a
folyamatban levő év vagy o_téves 1dősza:<
hál ralevő ré;;zének gazdaság1 eredményeit
is figyelombo k ll venni, ilyeneket a sta­
tisztika természetesen nem szolgáltathat,
ezért. a tervezők megszokt.ák, hogy a
bázisul szolgóJó várható acl_atot maguk
bocsü I ik meg. Ez lényeges b1zoJ_1ytalans,á­
go L visz be o tervekbe. A távlati tervezés­
brn ez az út nem járható, hosszabb múlt­
beli idószuk elemzéséből kell kiindulni,
annak s1 at.isz.tika.i adatait kell felhasz­
nálni. Ez azonban a szerző szerint a követ­
kező nehézségekbe ütközik: oi a népgazda­
sági mérlegrendszer . és a ~~akstatisztikák
közöU, nem volt teljes az osszhang, 2. az
egyes évekre vonatkozó etatisz.tikai aclatol~
nem hasonlíthatók össze minden további
nélkül, mert a statisztika folyamatosan fej­
leszti módszereit, 3. a tövidebb távú ter­
vezésben alkalmazott, mutatószámrendszer

nem teljesen azonos a statisztika mutató­
szárnrcndszerével, 4. a távlati tervezési
időszakban olyan új jelenségek fognak
lényeges szerepet játszani, amelyeket a
múltban a statisztika nem figyelt meg.
A távlati tervezők kezdetben arra töre­
kedtek, hogy 30-40 ágazatra vonatkozó
hosszú adatbázist alakítsanak ki az 1959,
1961, 1965 és 1968. évi nagyméretű ága­
zati kapcsolati mérlegek alapján. Az 1968-
tól kezdve bevezetett új népgazdasági
mérlegrendszer azonban olyan változtatá­
sokat hozott néhány fontos aggregált
mutatóban, amelyeket a korábbi nagy­
méretű ágazati kapcsolati mérlegeken nem
tudtak visszamenőleg átvezetni. Ezért a
magyar input-output statisztika korai,
nemzetközi összehasonlításban is kiemel­
kedő eredményeit a távlati tervezésben
nem használták fel. Viszont az új nép­
gazdasági mérlegrendszernek és a hozzá
csatlakozó, kisméretű ágazati kapcsolati
mérlegnek az idősorait a KSH 1960-ig
visszamenőleg publikálta és évről évre
összehasonlítható formában kiegészíti azo­
kat. Ez nagy lépés abban az irányban,
hogy lassanként kialakuljon a távlati ter­
vozéshez szükséges adatbázis.

Összefoglalóan ismerteti azt a három
modell-típust, amelyet a távlaf,i tervezés­
ben alkalmaztak. Ezek: l. a, HOVA model­
lek 2. a DINAMIKUS modellek, 3. a
KJ1;SLELTETŐ modellek. Mindegyik mo­
dell sokszektoros népgazdasági modell,
intertemporális összefüggéseket tartalmaz
(a beruházás és a termelés között), dina­
mikai korlá1ok szerepelnek bennük (arne­
lyeik ugyanazon tevékenységnek időben
egymást kő vető értékeit kapcsoljak össze)
és opt.imalizálhatók. A gyakorlati terv­
szdmításokban elsősorban a HOVA model­
leket, használták, a többi modell főleg
módszertani tanulságokat szolgáltatott és
a HOVA által felderttett. tartomány további
elemzését totre lehetővé.
Augu,stinovics Mária rámutat; a modellek

hiányosságaira. Ilyen elsősorban az a tény,
hogy a külkereskedelem alakulását nagyon
Ieegyszerűsítve kezelik. Nagyon kevés kül­
kRreskedelmi korlátozó feltételt tudt.ak
megfogalmazni és a modellbe beépír-eni,
ezért nérn.elyik megoldás köz~azda.sági
értelemben elfogadhatatlan. A másik prob­
lematikus pont a gazda.sági fejlődés társa­
dalmi összefüggéseinek ábrázolása: hiány­
zik a fogyaszt.ásnak 1·ársadalmi, jövedelmi,
lakóhelyi csoportok szerinti felbontása;
időszakonként egyetlen munkaerő korlát
szerepel a modellekben, képzettség stb.
szerin1',i részletezés nélk[il; hiányzik a
modellekből a lakossági jövedelmek elosz­
tása és újraelosztása; nem-megfelel6 a ter­
melőszféra és a nem-anyagi szolgáltatások

5*
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~oktatás, egészségügy, lakásellátás) közötti
kapcsolat kidolgozása. 

Nagyon helyesen felhívja a figyelmet a
:modellezéssel kapcsolatos három téves 
:illúzióra: 1. a népgazdasági modellezés 
megvalósítása még nem jelenti azt, hogy
népgazdasági tervezés folyik, más szóval
a néhány tőkés országban végzett szín­
vonalas modellezést nem helyes a terve­
zéssel azonosítani, 2. a tervezés nemcsak
modellezésből áll, a modellek - sohasem
fogják a mai értelemben vett tervezést
helyettesíteni, mert a tervezésnek nemcsak
technológiája van, hanem szociológiája is,
3. a modellezés nem jelent szükségképpen
idő- és munkamegtakar[tást.

A 4. és 5. fejezetben Krekóné Kwpu 
Ildikó a HOVA modellt és a kapott ered­
ményeket mutatja be. A modell első meg­
fogalmazása abból indult ki, hogy a külön­
böző részterületek fejlesztését előzőleg
variánsokban megtervezik, a modell fol­
adata a rész variánsok közötti válogatás
olyan módon, hogy a réezvariánsok st.ruk­
túrája és dinamikája nem változik meg,
csak a megvalósulás sztnvonalu módosul
csekély mértékben. Variánsok Ii iányában
azonban a modellt, ebben a válogató formá­
ban nem működtették. A szerző részletesen
foglalkozik a külkereskedelem kezelésével.
Valóban ez a modell egyik kritikus pontja.
Ezt érzékelteti például a rnodellszárnítá­
sok nak az az eredménye, hogy u létszám­
és tökeigenycs mezőgazclaság.i 1 crrnókok
tőkés cxporrja helyett a foldolgovóipru-i,
elsősorban gépipari exportot célszerű előny­
ben részesíteni. Nyilvánvaló, hogy a modell
rnegfogalmazott feltételei nem kellőképpen
vették figyelembe a tőkés irányú gép­
export. nehézségeit.

A 6. fejezetben Bori Péter a DINAMIKUS
modellt, írja lo. ·r;;z a d iuurnizál t , iuput­
output elszámoláson alapuló, többperió­
duscs, többteuhnológiás tervezési modcllok
családjába tartozik. A HOVA modelltől
a részek és az egész közöl ti kapcsolat föl­
fogásában tér el. Bonne a kapacitások
tervezésének megha+ározó szerepe van.
Az ágazat.i variánsokat elsősorban fejlesz­
tési (beruházási) valtoza.toknn.k tekinti.
A távlati terv teljes idc5t-iJ.rlmnárn nézve
nem változtatja meg az ágazati fejlesztési
variánsok sztnvonalé.t, de nem tokiut.i
megvélboz tathatatlannak a boruhdzások­
nak az ágazati variánsokban megtervezett
időbeli ütemezését. Más szóval átcsoporto­
síthatja a beruházásokat az egyes részidő­
szakok között. Különböző társadalmi pre­
fenciákat kifejező oélfüggvényeket maxi­
malizál, de elsősorban olyan megoldásokat
keres, amelyek a fogyasztást optimé.lják.

A DINAMIKUS modellel kapott meg­
oldások egyik jellemzője, hogy általában

erősers esökkeiftí Bl beruhézésokat; vagyis
kivételes. esetektől eltekintve a kisebb
beruházási teherrel járó megoldaet vá­
lasztja. Optimistább képet ad a társadalmi
szükségletek kielégítésének Jövőbeli lehe­
tőségeiről, mint a HOVA model] középső
változata. A természetes mértékegységek-­
ben nyert külkereskedelmi egyenlegek is
kedvezőbbek, mint a HOVA modell meg-­
oldása esetében. Bod Péter összefoglalás­
képpen egy olyan programozási modell
kialakítását látja lehetségesnek, amely a
HOVA és DINAMIKUS modellek előnyeit
ogyesítené. _ .
Faur 'l'ivadar a KESLELTETŐ modellel

foglalkozik. Ez: elsősorban abban külön­
bözik az előző két modell típustól, l10gy
a bnri.tl-1~zás és annak üzembe helyezése
köziit.t; időkülönbség, késés van. .Ennek
megfelelően nem ötéves, hanem egyéves
időszakokból tevődik össze. A beruházá­
soknak mind a rnogvulósítása (a beruhá­
;,;ási toljesítrnény), mind uz üzembe helye­
zése több évre húzódik szét. Ezen össze­
függések .ncllot.t, sz,·repolnok a modellben
ágazaLi tcrmdkmérlegek, állóeszközrnérle­
gok, kiilkureskedelrni áruforgalmi mérlegek,
Cogyasztás-cliun.mikai folt,étolek és a nép­
guzrlusági rnunkuorfSmúdog. A problerria­
Lilws ponL obbon a m.odollben is a kül­
kereskedelem kozulét:ie. Az exporL éR uz
imporL mind a tőkés, mill(_! a szocialista
reliicióbun kütöU 1igazt1l,i Rku.ktúrá_jú és
u vol11men if! csak szűk tartornú.nyh,'l.n
rnozoglmt,. A inodollszániítások nrndniény"t
közül figyeliuot érdornd, hogy n 111or!Pll
az J.976-77. évekre mind a 1r-rm,-[,\s, 111i11d
a fogyaszl;ás tokin tet-ébun n1ugt 01-p£111ást,
jelzeU, él:l oz uz ogész ofső ötóvo;; időszak
eredrnényoir·e hut oU.. 1980-t(;l az1, t-ó.11 egyen­
súly mutatkozik éH dinfJ.rnikus niivclrndés
valósul meg a modell szurint.

A 8. fojewtbon Roda Györqy az egyes
makrovariú.nsokhoz tartozó ítgazaU kap­
csolati mérlegekkel végzott inp,d",-output
olomzés orndményuil. mutatja be. A küt­
kor,:skcdchrn iilakulásái, elemzi. A fl'. feje­
zel;ben l-íúnhúl-i P1s1:cnc 11 volurnonbon
elkészült varián~ok ár·-összoföggésoi.t, vizs­
gálja ogy árn,odr,11 BPgítségével. Bázis­
árrnndszorkénL uz Hl72-bun rnogfígyelt
tényleg"s áralrnL használj[), fel és tt ráfo:r­
cHtás-fJ.rányos ár:aJ,~at 81/,árníl"ja ki a kő-vet­
kező időszakokra. Igy arra fJ. kérdésre ko:ros
választ,, liogy a bázisit.lősz11k tényleges á1'£ti
monnyibun fojezik ki a ráfordításokat-. Míg
az 1970-es években még a mezőg,1zdasági
ráfordítások túlságosan alacsony éi-f;ékelése
volt uz árrendszer fő aránytalansága, a
jövőben, a modc-11 szerint, a szolgáltat.ások
alulértélrnlése válik a központi problémává.
A 10. fejozet.ben Ács Mar1da az 1950 óta
végbement fejlődést, vizsgálja a modellek
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segítségével, a 11. fejezetben Haraszti 
Katalin nyolc tőkés ország ágazati kap­
csolati mérlegeivel hasonlítja össze a model­
lek segítségével kapott eredményeket.

Végül a Függelékekben Pehertz Ferenc 
és Székely Béla a számítógépes tervezési
rendszert írják le, Krekóné Kupa Ildikó, 
Bod Péter és Faur 'I'icadar pedig a döntési
modellek formális leírását adják. Ez utóbbi
különösen értékes azok számára, akik a
modelleket alaposan meg akarják ismerni.

Az ismertető csak egyes részeket, prob­
lémákat tud kiragadni a rendkívül gazdag
tartalmú könyvből. A szerzőknek minden
egyes - itt idézett és meg sem említett -
megállapítása tulajdonképpen alapos meg­
vitatást érdemelne. Egyetlen hiányosságra
szeretnék rámutatni, amelyet azon ban
nem lehet a szerzőknek felróni. Nincs szó
n könyvben arról, hogy a modell számítá­
sok eredményeit hogyan használták fel a
ténylegesen kidolgozott távlati tervben.
Ennek uku azonban nyilvánvalóan az,
hogy a világgazdasági változások, amelye­
ket a rnodcllszárnításoknak 's a tervezési
ciklusnak idején sem Magyarországon, sem
külföldön senki sem látott előre, meg­
zavarták magát, a távlati tr-rvot és a távlati
tervezés Pgész folyamar át, Nern kétséges
azonban, hogy távlati t crvezésre szükség
van, ezért a modellekkel szerzett tapaszta­
latok értékesen járultak hozzá annak töké­
letesítéséhez.

ANDORKA RUDOLF

PRJtKOl'A, A. (sz<-'rk.): Studies on mathe­ 
matical programrning (Tanulmányok a mate­
mat ikai programozás tárgyköréből). Bud1,1,­
pest, J 980. Akadémiai Kiadó.

J l osszú évek óta, cgy-ogy év kihupyás­
aal , a Magyar Tudományos Akadémia ruin­
don t.élcn megrendezi Matrafüredcn a
Matcmat ika.i J~rograrnozósi Téli Iskolát.
Eze.11 1:1 tudományos összejövetelen a hazai
résztvevők mellett. a szakma világviszony­
latban is kiemelkedő képviselői tartanak
magussztnvonalú előadásokat, részt vesz­
nek kerekasztal beszélge1,ésekcn, amelye­
ken 0gy-egy fontos téma izgalmas, átfogó
kérdéseit vitatják meg. Ezeken a konferen­
ciái on az előadó.sok általában egyórásak
és az előadók saját, eredményeik ismertetése
mellett áttekintik a vonatkozó nemzetközi
irodalmat is.

A most kiadott. tanulmánykötet az
1975-ben tartott konferencia előadásaiból
készült és válogatott anyagot tartalmaz.
A legtöbb cikk a szerző értékes új erec:Imé­
nyeit prezentálja a megkövetelt áttekintés
mellett. Ez alól kivétel egy-két cikk,

amelyek vagy csupán áttekintést adnak,
vagy pedig a matematikai programozás
egyes alkalmazási lehetőségeire koncent­
rálnak. A 15 tanulmány témák szerint
a következőképpen csoportosítható (a cso­
portosítás kissé önkényes): lineáris és para­
metrikus programozás (4), nemlineáris
programozás (3), egészértékű programo­
zás (1), sztochasztikus programozás (2),
programozás több célfüggvénnyel (1), álta­
lános matematikai programozási feladatok
(2), alkalmazások (2).

A könyv megjelenését egyértelműen
csak üdvözölni lehet. Alapvető érdeme,
hogy sok értékes új eredményről számol be
és a matematikai programozás bizonyos
területeiről jó áttekintést ad. Főleg azok­
nak a könyvespolcáról nem hiányozhat,
akik maguk is ezen a területen dolgoznak,
ill. olyan alkalmazási problémákkal foglal­
koznak, amelyek szorosan kapcsolódnak a
matematikai programozási módszertanhoz.
Külön érdeme a könyvnek, hogy végre fel­
hívja a figyelmet arra a komoly tudomány­
szervezési teljesítményre is, amelyet a mát­
rafüredi konferenciák megrendezése jelent.

Néhány kritikai észrevételt azért sze­
ret nék tenni, amelyek azonban súlyukban
messze elmaradnak a könyv érdemei mel­
lett,.

1. Legfőbb hiányosság, hogy a könyv
igen nagy késéssel jelent meg (5 év!).
Ez nagyban csökkenti az áttekintő cikkek
aktualitását, legalábbis azokon a terüle­
teken, ahol az előrehaladás gyors.

2. A cikkek között részletességben, mély­
ségben nagy a szórás. Egy kontraszt:
I. I. Yeremin- V. D. Mozuro» és .R. 
Deumlicli=Ki-H, Elster cikke.

3. Helyenként sok a hivatkozás nehezen
elérhető publikációkra. Ezeket az eredmé­
nyeket röviden ismertetni lehetett volna,
mivel a ,,worldng-papcr"-ek beszerzése
gondot jelenthet az érdeklődőknek.

4. Jó lett volna, ha minden cikk elején
van egy összefoglaló. Ez párszor szerepel,
de nem mindenütt.

5. Igazi, konkrét gyakorlati alkalmazás
nem szerepel a gyűjteményben.

6. Feltehető, hogy nem készül minden­
egyes év terméséből egy kötet. Mivel az
átfutási idő így is hosszú, talán jobb lett
volna több év terméséből összeállítani a 
könyvet.

A könyv tartalmi ismertetésére csak
tartalomjegyzék szintjén vállalkozhatok,
esetenként egy-egy mondat magyarázattal
megtoldva. Az egyes tanulmányok a követ­
kezők:
l. D. E. Bell: Az egészértékű programo­

zási feladat. csoportelméleti megközelí­
tése: a legújabb fejlemények attekin­
tése.
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2. R. Deumlich-K.-H. Elster: A konju­
gált függvények elméletéről.

3. J. Dwpaéouá : A sztochasztikus progra­
mozás minimax döntési elve. (A szto­
chasztikus programozási feladatban a
valószínűségi változók eloszlása isme­
retlen és a játékelméletből ismert mini­
max döntési elvet alkalmazzuk. Ezt
a megközelítési módot a szerző java­
solta először.)

4. I. I. Yeremin- V. FJ. Mazuro» : A mate­
matikai programozás nemstacionárius
folyamatainak szintézise alakfelismerés
használatával. (A szerzők olyan opti­
malizációs folyamatokkal foglalkoznak,
melyek információs komponense szegé­
nyes és időben változik.)

5. J. Guddat: Kvalitatív stabilitás a nem­
lineáris parametrikus programozésban
és néhány alkalmazás. (A konvex kvad­
ratikus programozás lokális ste.bilitésá­
val, valamint a vektorminimum prob­
léma és a parametrikus programozás
kapcsolatával' foglalkozik.)

6. H. Hollatz : Minimax problémák szük­
séges feltételeinek egy analibikus-geo­
metriai megközelítése. (Egy lemma
segítségével számos nemlineáris progra­
mozási probléma szükséges optimali­
tási feltétele nyerhető egységes és egy­
szerű módon.)

7. P. Huard: A matematikai programozás
módszereinek szintézise és aggregációja.

8. W. S. Jewell: Bevezetés az izotonikus
becslésbe. (A hálózati folyamatok mód­
szertanát. használja optimális paramé­
terbecslésre.)

9. G. Kéri: Egy táblázatkitöltési probléma
és alkalmazási lehetósége mátrix in ver­
tálásra. (Ritka mátrixok invertálásánál

generálóelem választási stratégiákat
vizsgal.)

10. L. Lovász: Hatékony algoritmusok:
formális logikai megközelítés. (Algorit­
musok komplexitásának vizsgálatára
egy új megközelítési módot tárgyal.)

11. A. Prékopa: Dinamikus eztochusatikus
programozási modellek. (Attekinti a 
gyakorlµti alkalmazási szempontból lfig­
fontosabb dinamikus típusú sztochasz­
tikus programozási modelleket.)

12. H. We,inert: Bizonyos több-paraméteres
lineáris programozási feladatok meg­
oldásáról. (Azokkal a parametrikus
lineáris programozási feladatokkal fog­
lalkozik, amelyekben a paraméter csak
a célfi.iggvénylien és a jobb oldalon sze­
repel, továbbá a függőség lineáris.)

13. C. Winkler: Blokk-szerkezetű lineáris
programok bázis faktorizéciója. (Blokk­
szet·kezetű lineáris programozási fel"­
adatok bázisának szerkezetét vizsgálja
és egységesen kezel számos ismert
dekompozíciós algoritmust.)

14. K. Zimmermann: Néhány optimum­
feladat rnegoldéea extremális algebra­
kon. ( Bizonyos algebrai struktúrákon
definiált speciális optimumfeludatokat
vizsgál.)

15.S. Zionts-J. Wallenius: Tetszőleges
vekforhulmaz efficiens részhalmazünak
meghatározásáról. (Egy új módszert
ismertet efficiens vektorok meghataro­
zására.)

Minden. cikk után külön bibliográfia talál­
ható. Az 1975-ös mátrafüredi konferencia
résztvevőinek névsora és egy előszó teszi
teljessé a kötet,et.

FORGÓ FERENC
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A Debreceni Agrártudományi Egyet-ernen 1980. szeptember 9~ 11-én rendezett X.
Magyar Operációkutatási Konferencia közel 4-00 résztvevője a megnyitó plenáris ülés és
a 4 szekcióban 100-nál több előadás elhangzása után, a záró plenáris ülésen a következő
rnegálJapításokat és ajánlásokat fogadta el:

A Magyar Közgazdasági Társaság Matematikai Közgazdasági Szakosztálya, a Bolyai
János l\latematikai Társulat Alkalmazott Mutemarikai Szakosztálya és a Neumann
János Számíi,ógéptudo:nányi Társaság Operációkutatási Szakosztálya a tudományos
munka és a gyakorlati alkalmazások elősegítése, terjesztése és ösztönzése érdekében
1963 óta rendez operációkutatási konferenciákat. A rendezvények 1972 óta gyakorlatilag
évente követik egymást. / konferenciák nagy számú résztvevője, a sok és tartalmas elő­
adás, alkotó vi! a jelentősen elősegítette mind a tudományos kutatást, mind pedig a
gyakorlati alkalmazást.

/ konferencia résztvevői továbbra is szükségesnek és célszeríinek tartják a Magyar
Operációkutatási Konferenciák évcnkénh megrendezését.

A rcndozó szakoszté.lyok vezetóségei a Konferenciák alkalmából komdinálják tevé­
kenységüker, egyeztetik a fejlődés folyamán a felmerülő problémák megoldásában
vállaH szerepüket.

A következőkben megrendezésre kerülő Operációkuta1ási Konferenciák programját
az eddigi ál fogó jelleg fenntartása m--llett célszerű úgy alakítani, hogy alkalmanként
egy-egy új , agy n ár 1.agycrr án} osr aki ekinther ő konkrét alkalmazási terület (társadalom­
tudományok, műszaki tervezési problémák, egészségügy, vízügy, mezőgazdaság, stb.)
eredményeinek bnnutatásával bővüljön.

A X. Magyar Operációkutatási Kcnfcrcncián elhangzott előadások az operációkutatási
módszerek széles területét fogták á bée (matematikai programozási eljárások, matematikai­
közgazdasági modellek, fakrorunallzis, szimulációs eljárások, készletgazdálkodási és
egyéb szr ochaszt ikus modellezés stb.) egzakt és heurisztikus módszereket egyaránt.

Ezzel az elmélet- és a gyakorlat szoros kapcsolarat, kölcsönhatását is kifejezésre
juttat.té.k.

Az elméleti és módszertani kérdések mellett, az előadások az alkalmazások számos
területére terjedtek ki: népgazdasági, területi és vállalati alkalmazások, kül- és bel­
kereskedelem, közlekedés és száll.ítés, mezőgazdaság, információ és hírközlés, földtani
és bányás7.at-i kérdések.

Az elhangzott előadások és az előadrisokat követő viták alapján megállapítható, hogy
a magyar operációkutatók mind elméleti és módszertani, mind gyakorlati alkalmazási
területen jelentős eredményeket értek el, ami lehetővé teszi, hogy az operációkutatás
gyakorlatban történő felhasználása mind szélesebb területre terjedjen ki.

Ennek elősegítése érdekében az operációkutatás és a számítástechnikai tudományos
kutatások elsősorban pedig a gyakorlati felhasználások hatékonyabb támogatása és
koordinálása szükséges országos szintén is, de különösen az egyes tárcákon belül. Kerülni
kell a felesleges párhuzamosságokat, összehangolt munkával együttműködve, törekedni
kell általánosan használható komplex információs és irányítási rendszerek kialakítására,
felhasználva az operációkutatési módszerek széles körét.

A Konferencia· egyidejűleg felhívja az országos szerveket, minisztériumokat és válla­
latokat, hogy segítsék elő és támogassák az ilyen irányú törekvéseket.

A Konferencia résztvevői örömmel veszik tudomásul, hogy a Magyar Tudományos
Akadémián Operációkutatási Bizottság alakul. A Bizottság munkájától a résztvevők
egyebek között azt is várják, hogy elősegíti a fentebb említett célok megvalósítását,
a hatékonyabb információcsere megszervezését.

Fontos feladatnak tartják annak megvizsgálását is, hogy a magyar operációkutatók
munkájának összefogása és a nemzetközi operációkutatási táraaságokkal való kapcsolat
milyen szervezeti formában fejleszthető tovább.



Nemzetközi IFAC /IFORS konferencia
a ,,Népgazdaság dinamikus modellezéséről

és irányításáról."
Varsó, 1980. június 16-19.

Az IFAC/IFORS által szervezett nemzetközi konferencia immár hagyomanyosan.
követte az 1973-as warwicki és az 1977-es bécsi azonos jellegű rendezvényt. A jelenlegi
tudományos ülésszakon mintegy .l50 kutató vett részt.

A konfcrencie. célja az volt, hogy átfogó képet, adjon a gazdasági rendszerek dinamikus.
modellezése és irányílása elméletónek legújabb eredményeiről, konkrét alkalmazási
l ehetőségciről. ·

A Nemzetközi Programbizott ág - melynek elnöke Kh ö; w ü8w s 4ÖC titkára J(. áÖLő8L4Ö 
volt - az elóadásokat tk7 korábban beküldött kivonatok, majd a rövid összefoglaló ismer-
é ct és ulapjé,n két lépcsőben vé.lasztotta ki és sorolru be az alkalmazási, illetve a módszer­
t an i szekcióba. A két szekció ttímakörniL az al rik b b i e kk b a n ismertetjük.

Alkulmuzris! szekció:
Népgazdasági, illet ve ucmzoLgazclasági modellek
Szektorrnodellok
Regionális modellek
Pénzügyi modellek

Módszor: an i szekció:
ÜL<0nurnelriui előrejelzés, becslés és idcntifikáeió
Opt.ime Iixációa módszerek
A modellépitós clméleí e
A ,n,tkroi>ko11ó111iai modellezés és elemzés software eszközei

A jól szt>rv"zct (, kunf,:.1:i:nc:i,H összességében alkot ó légkür és élénk vita jellemezte.
Nnpo11Lu kút; pl('!ltÍ,ris oJőadús i.;s luirorn kremiJen párhuzamosun szokciónként 15-20
b.-nyúj tot.t. olőudás liangzult "J. A plenáris clóu.Iúsokra mindig az adott terület egy-egy
k imagasló szaktekiet élyé! kcrtélc fol, aki egyrós1/,t összcfogla.lra a témában eddig elért
c'rc'rlmúnyokot, máRrúszL felvázolta a további kutatás várhat,() irányair. A következő
rncgh/vuU dőn,,Jókal, J ,allhaUuk:

.J. b rí y A Egy v<'gyes gazdaság gazdaságpolitikájtÍ,nak tervei és vizsgálatai.
) h z h S ?28ÉÖ; s üLőy A J makroökonómia modellezés software eszközei.
G r8 rt 8s z hA A gtt7.daság szabályozása árjclzésok nélkül.
J(. J(. ) ; üt u 4Z» A Optimalizációs népgazdasági modellek.

A konferencia résztvevői számára, felkért hoze.ászólókkal két kerekasztal vi tá t is
r ,nJcztd,: G; r t 8s z é ü; elnökletével a közgazdasági modellek dinamikus és irányítás­
elméleti jellemzőiről és Rh b rí y (Anglia) elnöklet é el a modellépíMk és döntéshozók közti
kapcsolatokról. Mindkét beszélget ést egy hatalmas előadóban tartották, ami eleve meg-
11ehczítetto az elnökségen kívül helyet foglalók egyenjogú részvételét, igazi vita kiala-
kulását.

Arni a szekciónkénti előaclásolrnt illeti, azokat - mint ahogy az már a témafelsorolás­
ból is kitűnt - a reuclldvi.ili változat,osság jellemezte. Az egyes előadások megtartására
rendelkezesrn álló 25 peTC t<>rmészetesen a legritkább esetben lehetett elegendő a téma
részlet,es kifejtésére, ezért az ülések ulán gyakoriak volta.k a személyes konzultációk is.
Az előadások nagy száma és u konfPrencia témakörének gazdagsága miatt nem vállal­
kozhatunk arra, hogy minden előadást részletesen ismertessünk, sőt még arra sem, hogy
a mintegy 60 címet felsoroljuk. Ehelyett megelégszünk azzaJ, hogy n,ind az alkalmazási,
mind a módszertani szekcióból kiemelünk néhányat. Elsősorban azokról az előadásokról
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adunk rövid összefoglaló áttekintést, amelyek számunkra a legérdekesebbek, leginkább
hasznosak voltak.

Az ; ü4; ürí ; z á s Ö s z ?4LÖó F; í bemutat ott modellek nagy része népgazdasági, illetve
nemzetgazdasági méretű volt., de sok regionális és szektorrnodellt is ismertettek. A model­
lezők érdeklődésüket elsősorban a pénzügyi folyamatok és a külgazdasági kapcsolatok
elemzésére és előrebccslésére irányították. Szembotűnő volt az energiamodellek nagy
száma is.

Az alkalmazott módszereket illetően nagyon változatos a kép. Input-output model­
lektől kezdve egészen a legmodernebb dinamikus irányításelméleti uszközökig, illetve
a különböző módszerek kornbinálásáig, mindent megtalálhatunk a bemutatott modellek
eszköz téré.Lan. Az alábbiakban dőször néhány dinamikus irá.nyf t ási és klasszikus ökono­
met riai modellt ismertetünk.
J. z r; §?ü?y C rh HohD;ÖE?; r t ;Ö"ő (Dublin , Írország): ,,Optirmilü; irányítás és elemzés kis

nyílt gazdaságban. Itország példája." A nemzetek közöt ti kölcsönös függés növekedé­
sével a kis nyitott gazdaságok egyre kiszolgáltatottabb h.-Iyzetbe kerülnek. Az ír szerzők
a stabilitásra való törekvést vizsgálták u, Központi Bank sz.ámárH készített makromodell
segítségével. Moclolljükben nemlineáris iranyltéselméloti ulgoritmuat és egy 0 h r h áő8w 
által kidolgozott, számítási eljárást (Analysis and Conrrol of Dynamic Economic Systems,
1975. New York) használtak.

7h O8üüy (London, Egyesült Királyság): ,,Racionális elvárások és Iehctóségek egy nyílt
gazdaság pénzügyi politikájában." O8üüy egy olyan előrebecslési módszert ismertetett,
amely különböző racionális elvárásokra építve más és más előrebecelést eredményez.
Ez azt jelenti, hogy a O8üüy által javusolt irányítási modell a kérdesea kategóriák jövőbeli
értékeit nemcsak a modell egyenloteibe való aut,omaLikus bcholyef.testtéseol azárnolja ki,
hanem tekintet.be veszi az egyéb elérhotü információkat is. Az előadó illuszrré.lta is mód­
szerét. Egy kis azimuláoiós modelli· mut atotr br-, melyben az opti,11,ilis pénzügyi politika
a világkereskcdclembc-n lezajlott vált;ozriH0km1.k 11wgfoldőC'11 alakul.
J. J h b4üö E (Umoa, Svédország): ,,Opl imúlis rnukrogazdasági ir{rnyítrisi modell pon­

tatlan adatokkul." b4üö E a t öbbporiódusú opl.itllális irányításolrnóloL kis nyílt. gazdas,ígra
vo11at,lwzó néhány aspektusát 1 r,kin I 8( 8 áL Érzóko11yRógi vizs;:.;álatolml, vógzot,i, molyok
alapján arra a kövctl,nzlotésro jutot.r, hogy u rnogfigy,:H adatok rnérósi hibája, illot.ve
u Lonn ük késkltctot I ,-n érzékclhctó hut.ások kövo: k•·zLélw11 /J,1/, i 1·úny íl,áfJi modollr-k m,-g­
bízhatósága lényegt,son csökken.

ó C OC z ; s u (Cami>ridgo, J,;gyesült, J'ir1.í.lyság'): ,,1:;gy sohzcld,or·os opl.irrnilis íninyíló.si
uwdell az :Egy,·siilt Királyság r:n,,rgiupolil ikájának moghat-ároz:isár'it," A J4 szolcLoros
dinamikus ölconorrwl riai modell sztouhusztik11s opLi111úli,; i ninyffási techniká11 d1.,pszilc.
Olyan ga,.dasági t,ervd- kíván rnc-gliat./Írozni, moly t,artt1.lmazzu t, lwrnh{tzások, az i,xporL
és az import jövőbdi tdulrnlúsát. ,:\ rés,,l,•t,os ok111zóA 111ugába f'oglnlju uz rtto11Hn·i'\n1űvok
energial;o.rmdésérn c'·s tw, És-atk i-t,mg(• 1· olaj1 t1.rl'ltlólmi1 ,ak fol l'iin:is1í.1·a vonai,ko,,ö rész­
modellt is.

Az alkaln1azási szekuióban bern11t·n,1,lak olyan rnod<·llr·lwt is, arno)yek célj(l, több ország
gazdaságának ogyüttns donw,éso és r·lőrnbPcslér;n vol I. f de 1,art·,o1/,nttk l,z úgynovf zutt;
,,összPkapcsolt," modcllnk és uz (nfonrrn-flASA rnodolln,ncfszor.

Rh A . heh öürt s ÉÉns (Ant w,•rpen, Helgi111n): ,,Interplay: Az EGK guzdaságpolitikáj,irrnk
összok8posolt rnodulljo." Az Inte1·plai,y n,od"H (i J,;u I( ornz,Í.•-'. - Bolgi!lm, NSZJ~, l<'ra1,oia.­
Ol'Bzág, Ol.il,Szország, J-folluudia és !Vl (•;gy,·,;idt Kir'lí.lys11g !Ívos adu.tokon t,lapuló nmkrn­
ökouómiai részrnorJ,,Ujérwk ÖSRzolütpc1:,olása. A lmpesol,it·oL o, biJttt,1•1·á.lis koreskod<:lmi és
pénzügyi változók I Pl'C111tjk meg. MindPn ogyes országot kb. SlO sl,rnkLunilis ogyonl •t
kópvisd.

ó h EJ. S y üÉs (Laxen burg, A usz!,,•ju, I [A1">A): ,, 1 n li,rnm-HA:SA nornzet,gt~zdnsági
modellrendszer." An JNFORU.M-1 rASA modell nomz,•tgazdasági rnodolleket lmpcsol
össze, bilaterális külkoroskedelrni váll ozók segítség 'v<·I. JJ:J{írljo az 1966-ban publikált
s J üÉ8í k INFORVM. rnodoll volt-, m.ely esak az USA-n.1, vonatkozott. Az HASA irányí­
tásávf1l készülő nagyméretű si,ámil;ások id61rorizonLja J0-.15 'v. M.indon egyes uemzet,­
gaztlaságot olyan dinamikus inpu1,-<JLrl prd, ruodoll képvisel, mely (t ki- ós a bemenő ad1t­
tokat, azonos módon kezeli, de bPlső slr11Jdúrájábt~n lagolt. és rugalmas.

~S' h Gh JüF?"8v (Laxen burg, Auszrria, HASA), RC / ; L2r z y üLC heh ~ h Hw s Öí s 4ÖC J h 7t r; s z ; 4 
(Varsó, Lengyelország): ,,Dezaggn•gált, lineáris progmn,ozási modell alapján kic.lolgo-wt;t,
regionális mezőgazdasági Lervpolitilm." J ncrnzel,köz.i kut·fü,ócsoport nagyméretű lineáris
programozási modellt készített. A modell ti tennéshoztimot és az állat,áUomány nagyságát
részletesen, t01'i.iletekre, t,alajtípusokm, alkalmazott; tecl111ológiákra stb. lebonl,va rész­
letesen t,artalmazza. Figyelembe veszi a r,mclelkezésre álló anyagi, emberi és természeti
erőforrásokat, értelmezi mind a primál, mind a duál foJadat megoldását.
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A É8§?z ?r t ; rLÖ s z ?4LÖóF; í elhangzott előadások alapvetően három csoportba sorolhatók:
ökonometriai módszertani tanulmányok, dinamikus irányításelméleti modellek és opti­
mal.izációs modellek.

Az előadások egy jelentős része a 4ü; s s z Ö4u s ö 48í 8É?t r Ö; Ö modellek módszertani problé­
máival foglalkozott. Először azok közül emelünk ki néhányat, amelyek a hagyomá.nyos
becslési és előrebecslési módszerek területén elért eredményeiket mutatták b~.

v u r Ö A. á őÖz 8v (Novoszibirszk, Szovjetunió): ,,Szovjet tapasztalatok az ökonometriai
modellezésben és néhány tőkés országra vonatkozó elörebecslés ökonometriai modellek
felhasználásával." Az előadó beszárnolt a Novoszibirszkben folyó ökonometriai kutatá­
sokról és ismertette a tőkés országok negyedéves adataiból becsült ökonometriai modellek
fő jellemzőit, becslési eredményeit az ex ante és ex post előrebecsléseket.

öh Rh ) ?r É?u ü?í (Pretoria, Dél-Afrika): ,,Az ökonometriai modellek paraméter- és
struktúraérzékenysége." A szerző olyan mutatót szerkcsz tet.t, amely alkalmas az ökono­
metriai modellek paramétereinek specifikációtól és becslési eljárástól függő változásának
mérésére. Egy egyszerű modell, a / ü?Öí I-es felhasználásával kiszámította az érzékeny­
ségi mutató értékeit különböző becslési módszerek és specifikáció esetén.

á h z Ö; í LőÖC G. á u üz8 r ÖC öh á 8r s Ö (IBM Tudományos Közpout, Olaszország): ,,Multipli­
kátorok és előrebecslések szórásának meghatározása blokkcliagonális kovariancia mátrix
felhasználásával." A szerzők az olőrebocslés kovariancia mátrixának nagyméretű
számitásigényét elkerülendő, egy egyszerűbb eljárást dolgoztak ki a kovariancia mátrix
födiagonálisá,mk (szóréenégyzeteknek) meghut ározására. Annak ellenére, hogy néhány
ismert modellen (pl. bü?Öí 'C / ü?Öí csc0 8Ö§F?rq ?rk sikerült a korlátozott információn ala­
puló módszerükkr-l os éé teljes információjú becslési eljárásokkal kapott eredmények nem
túl nagy eltérését kimutatniuk, a szekcióülés résztvevői között élénk vita bontakozott
ki az t,ljárásról. Két olyan nyomós érv is született, amelyek alapján kétségbe lehet vonni
a• bernutato tt módszer hasznosságát.. Az egyik, hogy a mai korszerű számítástechnikai
apparátus mellett nem jdent gondot a teljes kovariancia mátrix kiszámítása, a másik,
hogy a fo11(,i eljárás norn s.lkaf mazható általánosan, csak néhány speciális esetben.

öh ~ h Htt ?r (Hollandia): ,,Becslés, identifikáció és adaptív irányítás többváltozós zárt
gazdasági rnndS',ll'l'L'k!,.,n ." A hagyományos ökonometria és a sztochasztikus szabályozás­
elrnélot kt1,pcAoh1l u ,1bi,pján a 137,orzéí előadásában bebizonyitot.ta, hogy a lineáris zárt
visszucsatohtsos 11,odellt·k idmil,ifiksilhaLóságának feltételeit, le lehet vezetni a szimultán
öko110111í'1 l'iai ll'l<Jil<:llnk i,lr·nrifik,ilhat,ósrígi felt ételoinuk szinonimájára.

A1/. t'1j 1J111.i k,·1·,•.,<'ík kii,.iil gb é« · éé 111c·!.,'.nnilíleni a'l,1, a s,.ánH1S előadót, akik a klasszikus
módsz,·r,.k pl'oi>l,;111:\il, f'l'li,;111,,,.,,,. i'1j ilf',,slési és clőrdlf·e~JSsi eljárással, nevezetesen a
Kálm,ín-/-il!N 111ríd,;zc·1Tn1 \'égzd,l kíHól'h·l,•ikrőJ szé.mol t ak b<'. A módszert, mint ahogyan
az ulni,v,,zóRlw11 i ~ b,·111,e van, a inagyar 8Zánrnt'l,ású Oh 1ÖCoh R{ rÖüÉ á í dolgozta ki 1960-ban
technikai rnndRzcrnk «lomzésőrc. A1/, ökonomerrié.l.an ,,Jííször D. A. z ?s ü?y ajánlotta
időb n vá.ltozó paramótorck bocslésére I !)73-ban és Gh J t ő; És alkalmazta a redukált
forrna kooff'icienseinr-k l,noslésúhez 1974-ben. A hivatkozásokban megtaláljuk P .. F. 
O8r rÖs 8í M á h d h 811,1·en,q n"vú!,, akik elméletileg rnoga.lapozták a Kálmán-filter gazdasági
elörebecsléaro való felhasználásM. A varsói konferr-ncié,n az NSZK-ból, az Egyesült
Allarnokból, Dánié.ból és Görögországból érkezett, knl,atók mutatták be Kálmán-filter
módszerrel becsült modelleket,.

gh ~ h onont y ü8r és ó'. Gh § üÖ»n;h (Newport, Nows, USA): ,,A Kálmán-filter módszer fel­
használása az l~gyesült Allarnok gazdasági feltételeinek előrebecsléséhez" 1950-80
közöt,ti havi adatok alapján a hagyományos paraméterbncslési módszerek és a Kálmán­
filter iteratív alkalmazásával olyan előrebecslési modellt számszerűsítettek, amely
alkalmas a rövid távú gazdasági cikluso_k elemzésére és az inflációs ráta előrebecslésére.

D8üf J ; "; ; r §c7v ?í§s ?í (Dánia): ,,Ökonometriai modellek becslése Kálmán-filter
módszerrel." A szerző a nemlineáris ökonometriai .modellek paraméterbecslési problé­
máival foglalkozik. Előadásában két módszert, az instrumentális változók iteratív mód­
szerét és a Kálmán-filter továbbfejlesztett változatát mutatt,a be.

rh 7h GÖtr 82; u ü;s C Rh bh 78É8uü ÖÖüÖs C .E. S h ö r 8t 8í 8t ; r Ö; s (Görögország): ,,Energia­
prognózis Kálmán-filter segítségével." A görög szerzőhármas időben változó paraméterű
kisméretű energiamodell becslésére a Kálmán-filtert használva jó előrebecslési eredmé­
nyeket kapott. A becslés során 0 h ~ h noR8r r Ös8í és ó h Oh öÖ4? által 1977-ben az Egyesült
Államok energiaigényénok hosszútávú előrebecslésére kidolgozott algoritmust hasz­
nálták fel.

0 h ö; ; s (NSZK): ,,Az előrebecslés minőségének előzetes becslése." Az el6adásban
bemutatott BAYKAL (Bayesi előrebecslés Kálmán-filter alkalmazásával) módszer
alkalmas a szimultán dinamikus lineáris ökonometriai modellek becslésére és előre­
becslésre való felhasználására. Az előadó három számszerűsített modellt mutat be,
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amelyeknél a BAYKAL módszer alkalmazásával növelték az előrebecslés megbízható­
ságát a klasszikus ökonometriai előrebecsléssel szemben.

A software eszközöket bemutató előadások között szerepeltek J h ó Ö?§Öw és ó h S u§ §s 
(Anglia), akik az input-output táblák tárolására és kezelésére dolgoztak ki könnyen hasz­
nálható programokat. J h ó r u § (Dánia) a TSP (az USA-ban kidolgozott és könnyű
kezelhetősége miatt világszerte alkalmazott) ökonometriai programcsomag tovább­
fejlesztését, optimális irányítási programmal való kiegészítését mutatta be.

Az 82t ÖÉ;üÖz á LÖ8s É8§?z ?r ?üL. között általános áttekintések, megoldási algoritmusok
és konkrét modellek is szerepeltek.

0 h Oh 7; ; § (USA) áttekintette és rendszerezte az operációkutatásban eddig kidolgozott
és alkalrnazott termeléstervezési rendszereket. Az egyes módszerek összehasonlltésa,
korlátaik és előnyös tulajdonságaik feltárása mellett arra is rámutatott, hogy hol vannak
még fehér foltok a modellezés területén, illetve az elmélet és gyakorlat viszonyában.

z h Du s t ?É és Gh z h K; r r 82 (Anglia) N személyes játékok Nash-féle egyensúlyi pont­
jának meghatározására adott egy Newton-típusú algoritmust, amit a holland gazdasági-a
kidolgozott kétszemélyes játékmodellben ki is próbált.

Az optimalizációs modellek között elsősorban nemlineáris célfüggvényű, többcélú
modellek szerepeltek. Több előadó foglalkozott különböző érzékenységi, instabilitási
problémákkal is.

Jugoszláv modellezők s) h Du 2í Ö4C 7h 7t rÉL í Ö4M Dh / 8rF ; és dh z r ?É s ; 4k a gazdaság
dinamikus t.ulajdonságait folytonos dinamikus LP modellel közelítették meg. Kétfajta
optimalizálást végeztek. A minden időpont-him optimalizáló és a végállapotot optimalizáló
változat összevetésével azt vizsgél té k , hogy a hosazútavú célokat melyik tartományban
közelítik jól a rövidtávú 1 ervdönt ések ,

Mugyarorszégot 11 kutató képviselte. A meghívott előadók között szerepelt G; r t 8s 
z é ü; C aki előadásában a Közgazdaságtudományi Intézetben több éve folyó, a decentrali­
zált, norma szerinti, nem árjellegíí szabályozással foglalkozó kuta.tés főbb eredményeiről
szárrn,lt, be. A modellek általános ismertetése mellett azt elernezr e, hogy a gazdaság
vegetatív működése körében milyen szerepet töltenek be olyan információk, mint a kész­
letek és a rendelésállomány alakulása, hogyan lchetséae s ezekkel az eszközökkel a gaz­
daságot szabályozni. Összehasonlftor ta a síagnáló és fejlődő gazdaságokra alkalmazhutó,
a centralizé.ltség különböző fokainak megfclolő szabályozáei modefleket. Bemutatta, hogy
a elöntések bizonytulansáaénuk , a szabályozók korlátozottságának milyen deatabil iz.éló
hatása lehet.

Az Agrárgazdasági Kutató I'nt ézot munkatársa, Gé s ?á r8 ? 7á í §8r a szektorális model­
lek szekcióban ökonometriai modellt ismertetett, amelynek célja a fejlődő és fejlett orszá­
gok műtrágyafelhasználáeának és termelésének elórebecslésc.

A Tervgazdasági Intézet és az OT SzK munkatársai - ) ?üü;Ö 0 y ö r " y ÖC ) ?üÖLz 4y Ró z s ?f 
és z ?r §? b v ; c cl inamikus hi kt oranalíxis felhaszné lásé.val kidolgozott dinamikus fok tor­
modelleket mutattak be. KÖ?rÉ ; í rA ]\If ; r "Öt ismerrr-t.t o a 81/,0rzőtársai val ( z á í 4ö v Ö 0 y ö r " y 
és ) ?üÖLz 4y Ró z s ?fk együtt kidolgozott módszer alapelveit. A dinamikus fuktoranalíais,
mint informaciósűrítő eljárás, több in terdcpender.s idősor dinamikus és statikus sajátos­
ságait ragadja meg és fő célja az egyes kategóriák ért ékcinek előrebecslése. A dinamikus
faktorrnodell a múltban sztochasztikusan érvényesülő tendenciák jövőre vonatkozó
kivetítésén alapul. Az első faktor ál talűban Hz idősorok által tükrözött gazdasági jelenség
alapirányzatát ragadja meg, míg a további faktorok a trendi ől való eltéréseket fejezik ki.
Az előadó a módszer gyakorla1,i illusztrálásaként a VI. ötéves terv szamításaihoz készített
két dinamikus Iaktormodellt is bemutatta.

ö ó r J í§ r á s a HASA-ban munkatársaival együtt kidolgozott módszert ismert.etet.t
,,Dekompozíciós elvek alkalrnazása a gazdasági Pgyensúly megl1f11"ározásához" címmel.

A magyar előadásokat élénk érdeklődés kísérte.
A konferencián az előadások sokrétűsége ellenére is néhány, a gazdasági modellezésben

érvényesülő tipikus tendenciát figyelhettünk meg. A hagyományos ökonometriai model­
lekkel készftef.t előrebecslések problémái arra ösztönzik a kutat·ókat, hogy új eljárásokat
dolgozzanak ki mind a becslések, mind az előrebecslések terén. Ugyanakkor sok országban
az előrebecslés mellett az ökonometriai modellek felhasználásának új területfi a gazdaság­
politikai döntéBek előkészítése, ahol fontos szerepet, kapriak a matematikai rendszer­
elmélet legújabb eredményei is.

BERDE ÉVA-VELLA! GYÖRGYI

* Az. optimalizációs módszertani tanulmányok ismertet,ésében hasznos segítséget
nyl.'.ljtott á s ?rí á t 8í y á s ; F; h 
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Matematikai közgazdasági folyóirat

A lap témájának megfelelően elsősorban azokat az új
bel- és külföldi matematikai módszereket ismerteti,
melyek a mai közgazdaságtan szerves részévé váltak.
Elemzi a matematika felhasználásának legidőszerűbb
kérdéseit a vállalati alkalmazástól a népgazdasági
szintig és az elméleti közgazdaságtantól a gyakorlati
operációkutatási feladatokig.

Szerkeszti Martos Béla
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Évi előfizetési díja 80, - Ft
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Főszerkesztő Eörsi Gyula

Áttekintést ad az Osztályhoz tartozó intézmények munkájáról.
Közzéteszi az Osztály előadóülésein, konferenciáin elhangzott elő­
adásokat, a magyar nyelven még nyomtatásban meg nem jelent
értekezéseket a gazdaság- és jogtudományok különböző területeit
érintő olyan kérdésekről, mint többek között a közgazdaságtudo­
mány, az ágazati gazdaságtudományok, az állam- és jogtudomá­
nyok, a szociológia, a statisztika, a demográfia, valamint az afro­
ázsiai kutatások.
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Évi előfizetési díja 7 2, - Ft

Akadémiai Kiadó, Budapest
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