
DANYI PÁL-KOMLÓSI SÁNDOR

Megjegyzés a szállítási feladat egy változatához 

Vörös József [2] alatti cikkében termelésprogramozási problémákkal foglal­
kozik, többek között egy lineáris célfüggvényű esettel, amelynek algebrai
modelljéről +: l megmutatja, hogy olyan alakra transzformálható, amely P 
standard szállítási feladattól abban különbözik, hogy egyes feltételekben
az egyenlőségjel helyett alsó és felső korlátok szerepelnek. Ez a feladattípus
speciális esete a következőnek:

(A)-Probléma 

Keressük a
J,' 'l) c,p;i 
I j 

költs6gfüggvény minimumát a következő feltételek mellett:
n 0::; a;:;. 2 x1i <e;<+ oo, a;::; e;, 

� · E 

m 
0$,b1< 2,'x,1<di< - oo, b1<d1, 

ű· ű 

i = 1, 2, ... , m, 

j=l,2, ... ,n,

X;j X, 0 és C;j > 0.
A célunk az, hogy megvizsgáljuk e kétoldalról korlátozott szállítási modell
kapcsolatát a szállítási feladatok néhány típusával. Legyenek

m n m n 
A=J,'a;, B=};bi, 0=1,'c; és D=2d1. 

b· E }=I b· E }=I 

Az (A)-Probléma megoldhatóságának nyilván szükséges feltétele, hogy
A < D és B ~ 0 teljesüljön. Amennyiben A = D vagy B = C teljesül, akkor
egy standard szállítási feladatot kapunk. A = D esetén a következőt:

n 
a1=.I:x,1, 

}=I 
i = 1, 2, ... , m, 

m 

dj= 2 X;j, 
b· E 

j=l,2, ... i n i 

X;J X 0 és C;j X 0,

min 2 2 c,1x11. 
i j 
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xz (A)-Problémához rendeljük hozzá a következő, részben felsőkorlátos
szállítási feladatot:

(B)-Probléma 

Keressük a
m n 
J; J; c,p;J 
b· ű � · ű 

költségfüggvény minimumát a következő feltételek mellett:
,,
J.: X;j -t X; n+l ·,pp C; 

nb· ű i 

m 

_J.: X;J - Xm+l, J = cl j, 
ű· ű 

i ·,· l, 2, ... , ni,

j ,,· 1, 2, ... , n, 

i = l, . i i m, 

z ][ Xm+l,J ]~~ d1 - b1 j = ci . i i n, 

xii O és c;1 - 0.
A (Bj-Prcbléma ekvivalens a:;, (A)-.Problémával olyan értelemben, hogy az

egyik feladat minden lehetséges mcgoldésának kölcsönösen és egyértelműen
megfeleltethető a másik feladat egy loh tséges megoldása, és a,1 egymásnak
megfelelő megoldásokhoz az egyos feladatokban egyenlő célfüggvényértékek
tartoznak. A (B)-Probléma folsökorlé.tos disztribuoióa módszerrel megoldható,
ha megoldáahalmaza nem üres.

Módosítsuk az (A)-Problémát úgy, hogy a C; ] +oo, illetve d1 ] +=
feltételeket C; :S:: +oo, ill. di·~ -!-oo foltétclckro változtabjuk. Nevezzük
( A')-Problérnának az előbbiekben megfogalmazott problémát. Ez a probléma
általában nem írható át ekvivalens felaőkorlatos disztribuciós felada.otá, mint
azt a következő egyszerű példa is mutatja.

Példa: 
Keressük a

J; J; C1 X;J 
i J J 

költségfüggvény minimumát a következő föltételek mellett:

1 [s[ Xu+ X12,

1 [s~ X21 - X22• 

1 [s~ Xn -!- X2i,

1 ;S; X12 - X22, 

és a költségmátrix:

! ~ ~ \ · 
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A problémának optimális megoldásai lesznek a következők:

7c. = 7. c = o i Xu :2: 1 és 7. . . cn 

Ez a példa azt is mutatja, hogy általában az (A')-Probléma nem redukál­
ható olyan (AJ-Problémává, hogy a Mt probléma optimális megoldásai meg­
egyezzenek. Egy, a gyakorlati alkalmazások szempontjából fontos esetben
azonban hasznos megállapítást tehetünk. Abban az esetben, amikor minden
fajlagos szállítási költség pozitív, igaz Pi következő:

Lemma: ~4 
n 

Ü ~~s~[ a;~ }.; X;j ~ C; < -j- oo ,
i=l 

m 
0:::'b1:' J;x;1:;"d1,,,..+=, 

b· ű 

X;J ~ 0, C;J > 0,

min .J.; .J.: e; /Xi; 
i j 

szállítási feladatnak minden opt.imális x = [xu, xc. i nnn i x w11�> megoldására
teljesülnek a küv('Lke;/í föltételek:

11 

J,' X;J · ~ )11,'X +[ű~i B). 
nb· E 

Ill

I.; J:1i ;/ max (ú1, x l i 
b· ű 

i = l, 2, ... , m, 

j = 1, 2, ... , n, +cl 

i CCC ci nn • l jJi, +. l 

J = t, ... , n. 

Bizony üás : 

Legyen x - - [x11, x12, ... , :tm11� > optimális megoldása (1)-nek. Tegyük fel,
hogy v Pn o űy Pn a index, amelyre

n 
".J.: xgJ X max (ag, ml n 
J=I 

-Ielölje J a k.ővebkcző indexhalmazt:

J = {j E 1 ;S; j ::;; n és xgi > z } n 

Nyilvánvaló, hogy
m 

.J.; .J.; xu X .J.: xgJ X B, 
}EJ b· ű JEJ 

ezért található olyan h v J, hogy

m 

.J.: X;h > bh. 
· E 

Legyen
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n m 
(1,~ = }; Xgj, bí, = }; X;h• 

J=I b· ű 

Feltevésünk szerint a; > ag és bí, > b,,. Legyen ö egy olyan pozitív szám,
amelyre

z ] ö ] min {a;- ag, bí, - bh, xg11}. 

Legyen X;J = x;1, ha i -s. g vagy j # h és legyen

Xgh = Xgh - (). 

Könnyen ellenőrizhetö, hogy ekkor az i = [5:cci nnn i X171n]* vektor lehetséges
megoldása az (1) feladatnak, és Pi hozzátartozó célfüggvényérték ö · cg11 > 0
értékkel kisebb, mint az x megoldáshoz tartozó célfüggvényérték. Vagyis
x feltevésünkkel ellentétben nem optimális mr-goldás. Ez az ellentmondás bizo­
nyítja, hogy a (2) egyenlőtlenségeknek szükségképpen teljesülniük kell.
A most bizonyított Lemmából következik az

1. Tétel: 
Tekintsük ct Lemmában megfogalmazott (1) feladatot. Módosítsuk azt

a követkozőképpon:
n 

() / Cl; ·, }; X;J ] Ci
� · ű 

m 
0 ,,, b. /" "'X· · _.,... d'. j ,:;;_, If j 

b· ű 

i = 1, 2, ••• , ·m 

j = 1, 2, •.. , n +2l 

m n 
min }; }; C;jX;J 

b· ű nA· E 

ahol:

,· I e,, ha c1 < - oo
e; l max (a,1, ml egyébként

és

d' _ { a; ha d1 < - oo
i - max (b1, A) ogyébként.

Ekkor a (3) és az (1) feladat optimális megoldásainak halmaza egyenlő.

Bizonyítás: 
xz nyilvánvaló, hogy a (3) feladat optimális megoldásai lehetséges meg­

oldásokat szolgáltatnak az (1) feladat számára. Jelölje z2, ill. z1 a (3), ill. 
(1) feladat optimális megoldásaihoz tartozó célfüggvényértéket. Nyilvánvaló,
hogy z1 ~ z2.

A Lemma állításából követ] ezik, hogy (1) minden optimális megoldása
megvalósítható megoldása (3)-nak, következésképpen z2 [][ z1, és ennélfogva
z1 = z2. Emiatt (3) optimális megoldásai (1)-nek is optimális megoldásai és
a Lemmára való tekintettel ( l) minden optimális megoldása optimális meg­
oldása (3)-nak is.
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Az l. Tétel alapján tehát az (1) feladatot redukálhatjuk a (3) feladatra,
az pedig - lévén típusát tekintve (A)-Probléma - redukálható egy (Bj-Prob­
lámává, azaz egy felsőkorlátos szállítási feladattá.

Mielőtt rátérnénk az l. Tételből adódó egy további következmény tárgya­
lására, néhány megjegyzést kell tennünk.

Ha a Lemmában a költségmátrixra vonatkozó pozitivitási feltevést nem­
negativitási feltevésre módosítjuk (vagyis, ha, csak azt feltételezzük, hogy
C;J ~ 0), akkor a Lemma állítása már nem lesz igaz, ami pl. a cikk elején
közölt egyszerű példa alapján nyilvánvaló. Viszont a Lemma bizonyításában
felhasznált gondolatmenet segitségével ebben az esetben is igazolható P 
következő:

2. Tétel: A 
AIE 

z [U[[ a; U 2) X; j < C; ~ - =
K· ű 

i = 1, 2, ... , m, 

m 
0<b.< ~x·<d·< +=· ] " .;_, I} ~ , · j ~- , 

b· ű 

Xij -:::: 0, C;J ] 0,

_j z= 1, 2, ... , n, (4) 

m n 
minZ s-»; 

í · ű l=) 

szállítási feladatnak van olyan optimális megoldása, melyre teljesülnek a
Lemma +. l feltételei.
A 2. Tételből következik a

3. Tétel: 
Módosítsuk a 2. Tételben megfogalmasott (4) feladatot a következőképpen:

AIE 
z <a.,,-- ~ [r • · < </ ~ I • .;_, I] = l 

K· ű 
i = 1, 2, ... , m, 

_j = 1, 2, ... , n, +<l 

Xij > 0, C;j::;;: 0,
m n 

min Z Z c;1x;1, c· c b· ű 

ahol

e;= { e;, ha e;<+=
max (a;, ml egyébként

és

d'.-{d1, had1<+=
'J - max (bJ, A) egyébként.

Ekkor az (5) feladat minden optimális megoldása egyúttal a (4) feladatnak is
optimális megoldása.
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Ennek alapján tehát a ( 4) feladat bizonyos optimális megoldásait (de álta­
lában nem mindegyiket) megkapjuk az +<l feladat megoldása útján, amely
viszont már ekvivalens egy folsőkorlátos szállítási feladattal.

Ezek után vizsgáljuk meg a következő problémát:
Legyenek Ii, 12, I 3 és � 1, J2, J 3 páronként diszjunkt indexhalmazok, ame­

lyekre c1 f c2 f 13-= {l, 2, ... , m}, � 1 f J2 f � 3 = {1, 2, ... , n}. Minimali­
zálandó

feltéve, hogy

m n 

I: J: C;JXij' 
i=l j=l 

n 
rJ.1 > J: X;J, 

j=!
i v Iv 

n 
«. = I: X;J, 

j=l 
+: l 

n 
«. ·_... J;xiJ, 

j=I 
i v 1.1, 

f'/1 

fJ; : 2,' X;J, 
b· E 

m 

{JI 2i• X;;, 
b· E 

m 

fJ j .2.J' i;íj, 
i=d 

jE J,,, 

rJ.; , 0, i . I, 2, ... , m; {31 : 0, j -= I, 2, , n, 

~r,.1 ·O, r:,1 ,(), i j l,2, ... ,rn; j · · l,2, ,n. 

Vezessük he ut kövctkr z<'.í jelolósr-kc-t:

a,.: 
e;: ,· 

iE uű iE [i 
z rx; 
!Y..; !Y..; 

jE � / j v J2 -
f31-· - z 

f3 j f3' 1 
- 6~:
cl/-"' 

Nyilvánvaló, hogy a (6) feltételrendszer azonos az

'i§_l1___ _ 
rx,
-j-oo

jE J3
fJ-j - - 
- 

fl 

a;:: I; x11 :.: c1,
j=l 

m 
a1 ;:S; I: x11 :S; cl1, 

b· E 

i = l., ... ,m +; l 

j = l, ... , n 

feltételrendszerrel. Ennek következtében tehát a (6) probléma egy (A')-Prob­
léma, melynek megoldása részben vagy egészben visszavezethető egy felső­
korlátos szállítási probléma ((B)-Probléma) megoldására.

( Beérkezett: 1980. május 21-én.) 
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REMARKS ON A VARIANT OF THE THANSPORTATION PROBLEM

In the constraint system of a standard 'transporte.tion problem let us replace equality
signs by lower and upper limits (Problem A). This problem is equivalent to a transport­
ation problem with upper bound (Problem B). The article is aimed at examining the
relationship of Problem A and B, respectively, to some types of transportation problems.
If in Problem A some of the upper bounds are omitted then in case of positive objective
coefficients all optimum solutions of the new problem and, in general, some of its optimum
solutions can be determined by solving a transportatiou problem with upper bound.
Finally, let the standard problem be modified so tbat, in tho constraint system instead
of the equality sign the rcla.tions ;;:;; and ?. are also allowed. The solution of this no -del
can also be reduced t.o problem B.

3AMEL!AHHE I{ O.[\HOMY v13 Bvl.[\O8 TPAHCnOPTHOf:1 3A.[\ALJí-1

3aMCHHM B CHCTCMC orpaHll'!CHllE c-raHp;aprnoi,i TpaHCllOJ)Tl·!OE sanavn 3Bal{H paBeHCTBa e
IH!)IO-IMMH H aepxl-lHMJ-1 11pCL\CJlaMH (npotínewa (<A>>). 3Ta :1a,[(a'-la 31(BHBaJiennia TpaHcnopTHOI1
aana-re C sepXIIHM npC)\CJIOM (upoöncwa (<6>>). Llern, J:(arnrnE CTé!TbH 331(J110L[3CTC5l B TOM, 4TOŐbl
paCCMOTJ)CTi, B3all\l0Cllll:JH ll))OUJICM (<A>) H (<6>) e J-ICl(OTOpl,IMH THrlaMH rpancnopruux 3a)J;aLJ.
ECJ!H B npOOJlCMC 1,A,, 113 'll1CJ1il BCpX!JMX npcuenne (ICi>) If =r HCl(OTOl)bJC őyztyr ynyuienu, TO B
cny-rae ((Cij > 0,) JliOŐOC 0flTIIMilJlbH0e pe11JCHHC H0JJ0ii aa)la'-11-1 a B OŐU\CM cnyxae HCK0TOJ)ble
0llTHMélJlhllb]C pc11.1em151 M0ryT 61.1Tb onpcncnenu nyTCM J)CUJCHH,I TpaHCflOJ)TH0l'I aap;a•m e nepx­
HHM npC)\CJJOM. B :JJi(JJlO'ICJl!ll-1 CTé!HJlilPTll:151 aana-ra MO)l(CT Őb!Tb H3MCHCHa TaK, 4TO CHCTeMe
Ol'j),Jl-ll·l'ICI-IMi'r IJMeCTO suarca pi11JcllCTB;L 6y/1.CT /(011yc1<aTb Ta1O1,e 11 0TH0UJeHH5l:;;; H ;?;. Taxoe
pe11.1eHMC r.uorce MO)l(CT 61,1Tb CBCJ~CIIO I( n poűncwe d31).


