Danyi PArL—Komués:i SANDOR

Megjegyzés a szallitasi feladat egy valtozatiahoz

Voros Jozsef [2] alatti cikkében termelésprogramozasi probléméakkal foglal-
kozik, tobbek kozott egy linedris célfiiggvény(i esettel, amelynek algebrai
modelljérél (6) megmutatja, hogy olyan alakra transzformalhaté, amely a
standard szallitdsi feladattél abban kiillonbozik, hogy egyes feltételekben
az egyenldségjel helyett alsé és fels§ korlatok szerepelnek. Ez a feladattipus
specidlis esete a kovetkezének:

(A)-Probléma
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A célunk az, hogy megvizsgiljuk e kétoldalrdl korlatozott szallitdsi modell
kapesolatit a szallitasi feladatok néhény tipusaval. Legyenek

m n m n

A=3a, B=3b, O0=3¢ é D=2d;.

i=1 J=1 i=1 j=1

Az (A)-Probléma megoldhatésigénak nyilvin sziikséges feltétele, hogy

A < D és B < C teljesiiljon. Amennyiben 4 = D vagy B = C teljesiil, akkor
egy standard szallitasi feladatot kapunk. 4 = D esetén a kovetkezst:
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Az (A)-Probléméahoz rendeljiikk hozza a kovetkezs, részben felsGkorlatos
szallitasi feladatot:

(B)-Probléma

Keressiik a
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koltséegfiiggvény minimumat a kovetkezd feltéteick mellett:
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A (B)-Probléma ekvivalens az (A)-Problémaval olyan értelemben, hogy az
egyik feladat minden lehetséges megoldisinak kolesonosen és egyértelmiien

megfeleltethetG a masik feladat egy lohetséges megoldasa, és az egymasnak
murtololo megoldisokhoz az egyes feladatokban mry(-nlo célfiiggvényértdkek
tartoznak. A ( )-Probléma felsGkorlitos disztribuciés mddszerrel megoldhatd,
ha megoldashalmaza nem iires.

Médositsuk az (A)-Problémét gy, hogy a c¢; <7 +oo, illetve d; < +-o0
feltételeket ¢; << +oo, ill. d; <7 fo0 feltGtelokro va,lb()/,ta,tjuk Nevezziik
(4’)- Problémdnak az elébbiekben megfogalmazott problomwt Ez a probléma
altalaban nem irhaté at ekvivalens felsGkorlatos disztribucios feladatta, mint
azt a kovetkezd egyszer(i példa is mutatja.

Példa :
Keressiik a
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és a koltségmatrix:
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A problémdnak optimalis megoldasai lesznek a kovetkezGk:
Tyg = Ty =0, @y =1 €8 gy > 1.

Ez a példa azt is mutatja, hogy altaliban az (A’)-Probléma nem redukal-
haté olyan (A)-Probléméva, hogy a két probléma optimalis megolddsai meg-
egve//enok Egy, a gy@korlatl ‘alkalmazdsok szempontjabol fontos esetben

azonban hasznos megdllapitast tehetiink. Abban az esetben, amikor minden
fajlagos szallitdsi koltség pozitiv, igaz a kovetkezd:

Lemma: A

n
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szallitdsi feladatnalk minden optimalis @ = [, 24, ..., 2,,]* megolddsira
teljesiilnek a kovetkead feltételek:
n
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Bizonyltds:
Legyen @ == (2, @1y, - . ) Ty, |* optimalis megoldasa (1)-nek. Tegyiik fel,

hogy van olyan ¢ index, amelyre

n
/%: ¥, - max (da,, B).

Jelolje J a kiovetkezd indexhalmazt:

J={11<j<né z,; > 0}
Nyilvinval6, hogy
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Z 2/ xl} : ngj> B,
jeJ

ezért talalhato olyan h€ J, hogy

Legyen
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Z xg/’ bh I~ lelh'
=
Feltevésiink szerint a; — a, és b;, > by, Legyen ¢ egy olyan pozitiv szam,
amelyre

0 << & < min {ay; — ay, by, — by, Ty}
Legyen &;; = w;;, ha ¢ == g vagy j -« h és legyen

.”Cg,, e xgh — 0.
Konnyen ellenérizhets, hogy ekkor az @ = [&,, ..., &,,]* vektor l(‘hot%gcs
megoldaw az (1) feladatnak, és a hn//a,t,(utoﬁu célfiiggvényérték 6 - cgy > 0
értékkel kisebb, mint az & megoldashoz tartozo célfiiggvényérték. Vagyis
x feltevésiinkkel ellentétben nem optimélis megoldas. Kz az ellentmondds bizo-
nyitja, hogy a (2) egyenlGtlenségeknek sziikségképpen teljesiilniiik kell.

A most bizonyitott Lemmabd! kovetkezik az

1. Tétel :
Tekintsitk o Lemmdaban megfogalmazott (1) feladatot. Moédositsuk azt
a kovetkezGképpen:
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" {iser, ha ¢, << + oo
o i i
: | max (a;, B) egyébként
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" d, ha d; < 4 oo
@j m(w (b;, A) egyébként.

Ekkor a (3) ¢s az (1) feladat optimdlis megoldasainak halmaza egyenld.

Bizonyitds :

Az nyilvanval6, hogy a (3) feladat ()ptmm,lls megoldasai lehetséges meg-
olddsokat szolgdltatnak az (1) feladat szémara. Jelolje z,, ill. z, a (3), ill.
(1) feladat optimdlis megoldasaihoz tartozé célfiiggvényértéket. Nyilvanvalé,
hogy 2, < z,.

A Lemma allitasibol kovetkezik, hogy (1) minden optimalis megoldasa
megvalésithaté megoldésa (3)-nak, k()V('tkcm".slu’xppen 2y < 21, ¢8 ennélfogva
2y = z,. Emiatt (3) optimalis megoldasai (1)-nek is optimalis megoldisai és
a Lemmédra val6 tekintettel (1) minden optimélis megoldésa optimdlis meg-
oldésa (3)-nak is.
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Az 1. Tétel alapjan tehdt az (1) feladatot redukalhatjuk a (8) feladatra,
az pedig — 1évén tipusat tekintve (A)-Probléma — redukalbaté egy (B)-Prob-
lamavé, azaz egy felsSkorlatos szallitasi feladatta.

Miel6tt ratérnénk az 1. Tételb6l adédé egy tovabbi kovetkezmény targya-
lasara, néhany megjegyzést kell tenniink.

Ha a Lemméaban a koltségmdtrixra vonatkozé pozitivitdsi feltevést nem-
ncgativi’t‘isi felteviésre mdédesitjuk (Vagyis, ha csak azt feltételezziik, hogy
¢;j = 0), akkor a Lemma allitdsa mar nem lesz igaz, ami pl. a cikk elején
kozolt egyszer(t példa alapjan nyilvanvald. Viszont a Lemma bizonyitdsdban
felhasznalt gondolatmenet segitségével ebben az esetben is igazolhaté a
kovetkezG:

2. Tétel: A

0 s 3@ 6 Foo e e 2 v G
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) m
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i = 0, Cij >0,
m n
b W) -l 4
min 2 Cijij
i=1 j=I

szallitasi feladatnak van olyan optimélis megoldasa, melyre teljesiilnek a
Lemma (2) feltételei.

A 2. Tételbd] kivetkezik a
3. Télel :

Moédositsuk a 2. Tételben megfogalmazott (4) feladatot a kivetkezSképpen:
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Ekkor az (5) feladat minden optimalis megoldisa egyuttal a (4) feladatnak is
Optimélis megoldésa.
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Ennek alapjan tehat a (4) feladat bizonyos optimdalis megolddsait (de 4lta-
liban nem mindegyiket) megkapjuk az (5) feladat megolddsa atjan, amely
viszont mar ekvivalens egy felsGkorlitos szillitdsi feladattal.

Ezek utan vizsgiljuk meg a kovetkezs probléméat:

Legyenek I,,1,, 1, ¢és Jy,J,,J, paronként diszjunkt indexhalmazok, ame-
lyekre I, U, U ;= {1,2,...,m}, J; UJ,UJy= {1, 2, ...,n}. Minimali-
zdlandé
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Vezessiik be a kovetkezo jelolésekoet:
i€ 1, i€ 1, i€ 1,
a;: = 0 %; o
¢ = o & {0
j€Jy J€ Jy J€ /g
d;: = B B {00
Nyilvanval6, hogy a (6) feltételrendszer azonos az
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a; <, 2 %y =6y i=1,...,m (7
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feltételrendszerrel. Ennek kovetkeztében tehat a (6) probléma egy (A’)-Prob-
léma, melynek megolddsa részben vagy egészben visszavezethets egy felss-
korlatos szallitasi probléma ((B)-Probléma) megoldasara.

( Beérkezett : 1980. mdjus 21-én.)
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REMARKS ON A VARIANT OF THE TRANSPORTATION PROBLEM

In the constraint system of a standard transportation problem let us replace equality
signs by lower and upper limits (Problem A). This problem is equivalent to a transport-
ation problem with upper bound (Problem B). The article is aimed at examining the
relationship of Problem A and B, respectively, to some types of transportation problems.
If in Problem A some of the upper bounds are omitted then in case of positive objective
coefficients all optimum solutions of the new problem and, in general, some of its optimum
solutions can be determined by solving a transportation problem with upper bound.
Finally, let the standard problem be modified so that in the constraint system instead
of the equality sign the relations < and == are also allowed. The solution of this m~del
can also be reduced to problem B.

SBAMEYAHHME K OJJHOMY M3 BUI0OB TPAHCIIOPTHOM 3AJAUM

3aMCHHM B CHCTEME OI'DAHHUCHHH CTaHAApTHOI TpaHcnopTHOH 3aJayM 3HAKM PaBeHCTBA C
HIDKHHUMH 1 BEPXHHMH 1ipejiesiamy (npobsiema «A»). Jra 3ajiaya SKBHBAJICHTHA TPAHCIIOPTHOM
sajaue ¢ Bepxuum npesestom (npobsena «b»). Llesb ZanHoii craTby 3aKI104aeTcs B TOM, YT00bI
PACCMOTPETD B3AMMOCBSISH 1Po0ICM «A» 1 «B» ¢ HEKOTOPLIMM THIIAMH TPAHCIIOPTHBIX 3aJ1ad.
Ecom B npotuieme «A» 13 uncaa BEPXHUX NPEACIOB «Cpp 1 «dpp HEKOTOPbIE OyayT ynyueHsl, 70 B
Cllyyae «; - > 0» Jioboe onrHMalibHOe PelICHUe HOBOI dd‘l‘lllll a B 00uem Ciiydae HEKOTOpbie
OHTHMAJILHBIC PEICHUA MOryT ObITh ONPCICIICHLE ITYTEM PereHust TPAHCIOPTHOH 3a1a4u C BepX-
HUM 1Ipe/Ieiom. B 3dicJioueHnn CTaHantiast 3ajaya Moyker ObiTh H3MEHEHA TaK, 4To CHUCTEMe
OrPAHMUCHHIT BMCCTO 3HAKA DABCHCTBA OyJICT JIOIYCKATL TaloKe H OTHomeHHAa < U . Takoe
pemenne TaoKe MoXKeT OnTh CBEJICHO 1K npodaeme «bo.



