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1. 1 e v e z e t é s 

Adott az

) = {U i U > +, ~U ...-. í y ' ~n 

nemüres, korlátos konvex poliéder, és az n-változós

T l " P(x) = e x 0 ~l~ x Dx 
2

kvadratikus függvény. (A feladatban szereplő állandók valamennyien valós
értékűek.) A

max .F(x)
xEL 

m_L 

feladatot kvadratikus programozási (a továbbiakban: QP) feladatnak nevez­
zük. A I mátrix legyen (célszerűen, de nem szükségszerüen) szimmetrikus;
a feladat legspeciálisabb eseteként (amikor D A 0) a lineáris programozási
feladatot nyerjük.

Az (1) feladat megoldására kidolgozott módszerek közül legismertebbek
a lokális Kuhn--Tucker-Lagrangc feltételekre évülő szimplex algoritmus
különböző variánsai (pl. [17], [19]), de más lokális - elsősorban a hatékony
irány módszerekre épülő - módszerek is használatosak. (v K55O? [14] pl.
az aktív feltételek lépésenkénti ezisztcma.tikua változtatásával kombinálja
kvázi-Newton módszerét.) A lokális módszerekkel azonban csak lokális
maximum nyerhető, így ezekkel ,.t módszerekkel teljes sikerre csak akkor
számíthatunk, ha I negatív (szcmijdef'init (konvex QP), ugyanis ilyenkor
a lokális maximum ogyúttaJ globális maximum is.

Speciális az az eset is, amikor I po:átív (saemíjdefinit (konkáv 6 "u z ekkor
a megoldást az ) halmaz csúcspontjai között kell keresnünk. Kis méretű
feladatok esetén jól használható a csúcspontok teljes Ieszárnlálása.; nagyobb,
méretek esetén részleges leszámlálások (pl. p OW· 6C V5O»•í0 •( jL, va,gy a lokális
optimumpont!Jól kiinduló metszősík módszerek ( V· 5úó [6], M_bKí [16]) vezet­
hetnek eredményre.

O konvex, ill. konkáv 6 " lll':goldási módszerei - oLoőFO56· 0 [11], [12] vizs­
gálatai nyomán -- könnyen kiterjeszthetők kvázikonvex, ill. kvázikonkáv
feladatokra is. Ennél általánosabb indefinit QP feladatok azonban már eléggé
nehezen kezelhetők. Pl. >í66� 5 [4], [15] a metszősík módszert fejleszti tovább,
~ K� őő� 5 [13] pedig a gradiens projekció módszerére építi fel több pontból
llldított heurisztikus algoritmusát. ]íM· 5úó [8] ugyancsak metszősík módszert
alkalmaz egy ,,e-optimális" megoldás felkutatására.
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Az ismert 4O5Owé 6� 5� 0 módszerek lényege, hogy a változók egy részét para­
méterként kezelve csökkentett méretű multiparametrikus konvex kvadratikus
vagy lineáris programozási feladatok sorozatát állíthatjuk elő ( áO» m� _O»w� 
[17], V· 5úó [7], [8]).

A dolgozat egy új paraméterezési lehetőségre hívja fel a figyelmet; részle­
tesen foglalkozik a primál-duál multiparametrikus lineáris programozással,
és megmutatja, hogy a ,,szétválasztás és korlátozás" módszerével hogyan
növelhető az algoritmus hatékonysága.

2. Visszavezetés redukált méretű QP feladatokra paraméterezéssel

Az indefinit mátrixokra jellemző, hogy már eleve tartalmaznak (vagy
- amint azt az 5. pontban látni fogjuk - célszerű lineáris transzformációkkal
mindig elérhető, hogy tartalmazzanak) egy O főminor-mátrixot.

Tegyük tehát fel, hogy egy (n - p)-edrcndű O főminor blokk áll - ha kell,
a sorok és oszlopok célszerű, azonos permutációja után - a bal felső sarokban,
azaz legyen

D = [ iL ~~:]
Ha az U és a � vektort is a D mátrix particiójának mogfelolően particionáljuk,

akkor az (1) feladat célfüggvénye az.

V h " TJ _· j l h l [ " "+ h O D12 ] i X1 ]VuUr = uU\ Unr = c1, c2 0 bb UFC Un " 
b j n o : D12 D22 j n o 

alakot ölti. Végezzük el a szorzáaokab, és vetessük be Ol_, xn = t jelölést:

_uU1, t) ~"" � h x_ + •N6 + }n} (r DLx_ + 2-a;f D12l + -2:__ tY D,,,t =
2 2 2 ~-

" I " m uo o " 
Í}}Í pnő + 2[ nn6 + A_ + D12t) <_b m: L 

Az ~U ll/l W feltételt ugytinígy felbontva kapjuk, hogy

!"A1, X3J[ ~1]:; b, 
azaz

Ha a 4 komponensű 6 vektorváltozót 4O5Owé 6� 5I é» 6 kezeljük, akkor a (2)
célfüggvénnyel felírt

Nu6r = max { Ji'(x1, t) i j F oo1 0, Atx1 / W b A2t, 6 -:l- ü y (3)
UoC 

feladat csak annyiban tér el a 4. pontban tárgyalandó ,,szokványos" prirnál­
duál parametrikus lineáris programozási feladattól, hogy az F(xFC t) cél-

függvényben egy, a 6 paramétertől kvadratikusan függő •N6 0 }L-}65 D22t rész
2

is szerepel. Ez azonban semmi nehézséget nem jelent, mivel a primál-duál
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feladat megoldásában az f(t) függvénynek az L1, ... , ) 1" ••• , ) 8 karakterisz­
tikus tartományok feletti NC]6rC I = l, 2, ... , s része mindenképpen kvadra­
tikus. Irhatjuk tehát, hogy

f1(t), ha 6é L1,

f(t) f,,(t), ha t E 6o. 

N0u6rC ha 6 E ) 0C 
ahol

/1,(t) = c(k)T 6 + ~ 6"mux16C I = l, 2, .•. , 8. 
2

Mivel nyilvánvaló, hogy

max Ji'(x) = max {max /dt) h, 
xEL _,l-}®,M* IELk f 

ezért az (l} feladat megoldása s számú - csökkentett dimenziójú - QP fel­
adat megoldására vezethető vissza, ugyanis a

mn,xf,,(t)=max{c<kJT1.+_!__(roc"lt}, I l 1,2, ... C0 (4)
tELk IELk : 

feladat formailag azonos az ( _L feladattal, csupán 6 E RP u4 < »ro 
A ( 4) feladat - amennyiben DU<) indefinit mátrix -- hasonló probléma elé

áJlíL hennünket, {@W" az (1) feladat: 11 t válto,,ót most: már 45· ú5O5»\ á ő6· öó I é »6 
kczclvo mogismóteljük :-t paramétcrczóat, tovább csökkentve ezzel a részfel­
adatok dimenzióját.

Hu podjg DU<) (szcmijdefinit, akkor a, max f,Jt) = I); értéket a konvex
IELk

vagy a konkáv QP bármely ismert eszközével meghatároxhatjuk.
A definit QP feladatok megoldására Kzolgáló részprogramokat szubrutinként

kell kezelnünk, mert az adott esetben egymásba skatulyázott, egyre csökkenő
dimcn:óójú indcfinit QI' feladatok sorát mindig egy definit QP feladat meg­
oldása zárja. A felbontás során ugyanis c6lfü.ggvó1ykc'.nt előbb vagy utóbb
mindig egy (szcmijdcfinif kvad, atikus függvényt (extrém esetben - az egy­
válto:r,ós szintre jutva - <"gy parabolát] kapunk.

Az összes, tovább már nem bontott knraktcriszt ikus L~rtománvon kiszá­
mítván a definit QP feladat opí.imuműt, e rószopí imumok maximuma az m_L 
felada,t megoldását szolgiltatja.

3. Megoldás a szétválasztás és korlátozás módszerével

Az előző pontban ismr-rtetett algoritmus tulajdonképpen egy 6� ő«� 0 ő� 0öáw ­ 
őá őá 0C mivel minden karakt. riszt.ikua tartomány vizsgáh1tára explicite szüksé­
günk van. Az algoritmus h,1ti~k0nysága azonban a szétváhtsztás és korlátozás
módszerével nagyban növelhető, az alábbiak szerint.

Az ~ D(k) mátrix oszloponkénti partíciója legyen
: 
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_I_ ; m®L = hBuür Buür BuI r+ o 
: 1 ' 2 ' .•• ' 4 M 

az Lk karakterisztikus tartományon érvényes célfüggvény ezzel
1 p p p 

f,,(t) = • ! I r" 6 yb6"muxő6 = J; • .ő•ő6F 0 J; u6óBrx1r6F =}_'(ct>+ 6"B!Nőr ti. 
: }=I ől r o ől r o 

Mivel
p p 

max f (t) = max "' (c("l 0 65 d("))t • ,,,-- max "' u� !ox1 ~_ max 6" B! xőr6 k · ,:;., I J L~ C-.oC I ' · ő } M 
IELk IEL.t }=I IELk j=l . tELk .

ezért a

ő•l őCnC ooo C4 m) L 

lineáris programozási feladatsor megoldása után az NC]6r függvényre egy
újabb lineáris programozási feladat megoldásával - jól használható felső
korlátot nyerhetünk:

4 

max f,,(t) ,,_- { Od u- (c)"l 0 h?l)t1 a max(cCl<l 0 üuő•őr"6 a f,
1
• mf L 

IELk IELk J=I /EL,

Xv (5) feladatsor megoldása - mivel csak a, c<'.lfüggvényel< különbözőek,
a feltételek nem - nem okoz nc:hózségot.

A teljes leazámlálási algoritmusunlrnt célszerű tehát úgy módosítani, hogy
minden karakterisztikus tartományhoz hozzárendeljük a, uólfüggvény (6)
szerinti felső korlátját, és csak m5 mindenkori Iegkedvezöbh korláttal rendel­
kező kara.ktoriszfikua tartományt vesszük részletos vizsgáht alá. Algoritrnu­
sunkat a szétválas;1,tás és korlátozás s;1,abályai szerint i:J,ddig folytn.tjuk, amíg­
a fa-gráf valamolyik aktuális végpnntján i; m g nem jelenik egy domináns,
effektív célfüggvényérték.

4. A primal-duál parametrikus lineáris programozásról

A prirnál-duál feladat általá.nos alakja

~U bbba W 0 B6 r 
j � 1 0, lE " 

Nu6r -C: mnx (e 0 r[fx,
X 

m3L 

·ahol O 
" = 86 i Rt = r} ' RP

konvex poliéder it p-kom_ponensű vcktorparaméter értelmezési tartománya.
A (7) feladat az

Ax= W 
x?.:,0,lET 

Nu6r = max (e+ 56róMU 
X 
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primális, és az

A:r = W 0 l1t 
:r f C6é" 

Nu6r = max cT :r 
X 

duális feladat egyfajta általánosításának tekinthető. (A (7) feladatnak azzal
a speciális esetével, amikor a célvektorban és a kapacitásvektorban más-más
paraméterek szerepelnek, vagyis a célvektor � 0 rt, a kapacitásvektor pedig
W 0 LFb• alakú, z � í»� 56 [18] foglalkozik.)

Bizonyítható (lásd pl. [5]), hogy a primális (ill. a duális) feladatnál a T 
értelmezési tartomány felbontható összefügg<\ szeparált Li, LnC o• • C L8 konvex
poliéderek (karakterisztikus tartományok) rendszerére, amely rendszer felett
a föladat em"L megoldása t.artományonként lineáris, folytonos konvex (ill.
konkáv) függvény.

A primál-duál feladat a -- pl. 19}ben részletesen tárgyalt - primális, ill.
duális feladattól elsősorban abban tér el, hogy

az Nu6r függvény továbbra is folytonos, de tartományonként nem lineáris,
hanem kvadratikus,
a karakteriszt.ikua tartományoknak egy-egy határlapján nemcsak egy,
hanem több szomszédos tartományba is átléphetünk. mivel a mindenkori
szűk keresztmetszet (és így az átlépést realizáló transzformáció generáló
eleme is) függ a voktorpara.mét rtől.

A (7) feladat adatait az alábbi tú,blú,ha rendezhetjük:

A W 0 l1t 
~D , ~ 

t( 6r i b m � 0 n@\ o
I

Ha "5E A rnátrix mérete í» Xv, akkor - feltéve, hogy A sorai lineárisan
függetlenek - a lehetséges Wá öí0· ő- számu (~)- Egy J bázishoz (vagyis egy
B bázismátr.ixhoz] tartozó rövid szimplex tábla (amikor is \_ bázisváltozók
csak a bal szegélyen szerepelnek) az alábbi:

XB A' b'(t) 

f(l) [c'(t)f (e+ rt)~ b'(t) 

ahol :r8 tartalmazza a bázisváltozókat.,
xN tartalmazza a nembázis változókat,

A'= n-1 A,
b'(t) = n-1 (b 0 LF6rC 

[c'(t)f = (e 0 rt)1 A' ~ (e 0 rt)J:F• 

1 Szigma
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(Itt (e 0 rt)1 és (e 0 rt);~ jelöli a célvektornak a bázis, @hh} nembázis válto­
zókra vonatkozó részét.)

A J bázis · 46íwá őí0C lm a

b'(l) 2 + l 
•Mu6~ u"· m] L 

rendszer konzisztens. A konzisztens (8) egyenlőtlenségrendszer megoldásaként
nyert

) 8 = 86 It ü! , WMu6r booo- V, c'(t)?;;: ü y c;--"' 0

konvex poliéder a J bázishoz tartozó lmral<Lcrísztikus tartomány. Az )
8 karakterisztikus tartomány felett

x8(t) = WMuőr 
j 2 = + 

az optimális program, és Nu6r = (e 0 \"L_ b'(t). 
Ha nem teljes leszámlálássa] dolgozunk (azaz, ha nem akarjuk valamennyi

bázist explicite megvizsgálni; - ez nagy méretű feladatok esetén túl sok
munkát jelentene), akkor két alupvető kérdésre kell választ adnunk:

1. Hogyan határozhatunk meg egy optimális bázist (vagyis egy karakte­
risztikus tartományt}, és

2. hogyan határozhatjuk meg az összes többi optimális bázist (ill. karakte­
risztikus tartományt).

ad. 1. Az első kérdést könnyen megválaszolhatjuk. Ha ugyanis ismerünk
egy 60 E " vcktorparumótert, akkor a

max {(e 0 rto)'' x Ix - , 0, Ax = W 0 L\.t0} (9)

paraméter nélküli (,,l1üzönsógcs") LP fol..idnt megoldásához tartozó J F bázis
lesz az első optimális bázís, <:s ,t (8) rendszer megoldása az £ ✓1 karaktcriaztikus
tartomány.

ad. 2. Ismeretes, hogy ha ,L 45ú »á őí0 foludat megoldása során szomszédos
tartományba akarunk !ttlépni, akkor egy »� w5� B0í»Bá w0 (a,ktivizálható) fel­
tételnek megfelelő · 0öő· 4WO»o kell 4· öü í \ generáló elemet választanunk a szűk
keresztmetszetben. ~ BKá őí0 feladatnál is hasonló a helyzet, csak ott »� úO6í\ 
generáló elemet kell választanunk a megfelelő 0· 5 szűk keresztmetszetében.
(Meg kell jegyeznünk, hogy a degeneráció ezeknél a folada.toknál, csakúgy,
mint a primal-duál feladatnál, komplikációkat okozhat.)

A prirnál-duál feladatnál is szüksógünk van rt nemredundáns feltételekre.
Legyen a (8) rendszer aktivizálható feltételeinek indcxhalmaaa

10 = {i i a W1uőrbooo 0 feltétel nem redundáns, i = 1, 2, ... , m},
és

]0 = {j i a c;(t) > 0 feltétel nem redundáns, j = 1, 2, ... , v}.
Most is a nemredundáns feltételeknek megfelelő oszlopban, ill. sorban kell

pozitív, ill. negatív generáló elemet választani a szűk keresztmetszetben.
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Mivel azonban itt a szűk keresztmetszet is függ a paramétertől, csak további
nehézségek árán (pl. a karakterisztikus tartományok valamennyi csúcsának
meghatározásával) tudnánk kijelölni a szomszédos tartományokba átvezető
generáló elemeket.

Sokkal egyszerűbb, ha valamennyi a~j < 0, lcE_ 10 és a;,> 0, t« J0 elemet
számon tartjuk, mint potenciális generáló elemet. Ezek közül az elemek közül
azonban csak azok lesznek tényleges generáló elemek, amelyekkel végre-
hajtott transzformáció konzisztens feltételi rendszerhez vezet. ·

A primál-duál feladat specialitásaként az is előfordulhat, hogy szomszédos
bázishoz geometriailag nem szomszédos karakterisztikus tartomány tartozik.
Ez azonban semmi problémát nem jelent, mert a tényleges geometriai viszo­
nyoknak nincs jelentőségük abban az algoritmusban, melyet - vázlatosan -
alább ismertetünk.

1. A (9) feladat megoldásával meghatározzuk az első szimplex táblát, majd
kijelöljük a potenciális generáló elemeket.

2. Megnézzük, hogy a táblán van-e olyan potenciális generáló elem, amelyik
eddig még nem vizsgált B bázist generál. Ha nincs, térjünk rá a 4. lépésre.
Egyébként

3. a B bázist vegyük fol a vizsgálat alá vett bázisok listájára, majd nézzük
meg, hogy a megfelelő (8) rendszer konzisztens-e. Ha a (8) rendszer inkon­
zisztens, térjünk vissza a 2. lépésre. Ha viszont a (8) rendszer konzisztens,
számítsuk ki az A' mátrixot -- így egy új szimplex táblát nyerünk, melyet
a móg nem vizsgált szimplex táblák közé sorolunk. A célszerűség kedvéért
a konzisztencia-vizsgálattal együtt itt határozzuk meg a nernredundáns
feltételek IO és JO indexhalrnazát is. Térjünk vissza a 2. lépésre.

4. Van-e még nem vizsgált szimplex tábla? Ha nincs, megoldottuk a prirnál­
duál programozási feladatot. Ha van, akkor kiválasztjuk a következő
táblát, és
- kiíratjuk a legfontosabb adatokat (Lk, xk(t), ih(t), stb.),
- meghatározzuk a potenciális generáló elemeket.
Térjünk vissza, a 2. lépésre.

_) , A O föminor előállításáról

A fődiagonálisban előállítható O blokk méreteinek lehetséges határait a
, őtengelytranszformáció segítségével vizsgálhatjuk.

Ismeretes, hogy ha D egy n-edrendű szimmetrikus mátrix, akkor a cél-

függvény 2-xrDx kvadratikus része i; ;l.jx; alakra transzformálható, ahol
: éah 

a ;l.1 együtthatók a D mátrix sajátértékei. Ha a pozitív sajátértékek száma w
(indef'init mátrixról lévén szó 0 2 w 2 n), akkor a sajátértékek közül kiválaszt­
ható legfeljebb z = min {w, n - w} számú ).k > 0, A1 < 0 pár. Bevezetve az

4*
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ú é változókat, azt kapjuk, hogy ).é;k 0 L}1x, = xkx1, vagyis minden ilyen
párhoz megjelentethető egy

főminor. Mivel az így előállítható másodrendű főminorok maximális száma z,..
ezért D vonalainak célszerű pennutációjával legfeljebb z-edrendű O főminor
nyerhető.

Nézzük most a m( L feladatot! Mivel "ü RP és x1ü Br:», ezért a O főminor
méreteinek növelésével az A1 mátrix mérete (és ezzel a karakterisztikus tarto­
mányok száma) növekszik, csökken viszont O p paraméterszám (és ezzel
együtt az egyes karakterisztikus tartományokon megoldandó részfeladatok
dimenziója). Számítástechnikai tapasztalatok hiányában a O főrninor mére­
teinek növelése látszik célszerűnek.

Mindenesetre, ha csupán egyetlen zérust akarunk előállítani, akkor ehhez
elegendő a főátlóban kiválasztani egyetlen pozitív-negatív elernpárt, sőt, elég
egy olyan másodrendű förninort találni, amelynek determinánsa negatív.
Ugyanis, ha

det D(i, j) = i "P du i},}},}} V d '- 'jj 

ekkor a megfelelő kvadratikus rész szorzattá alakítható az
Rt,,,_

}bDl}~ d ..x12 0 d-1 X·X1 0 _!_d1,·X21 = _!_ d-,(X1 0 a.x1) (x 0 /Jx,•) = _!_a .. X·X •211 II : : 1 1 : _eiu 

összefüggésnek megfelelően, ahol

dli 0 V-det D(i,j)
a.= du '

{J _ d/J - V-det D(i, j) 
- du .

Ha nagyobb O blokkot akarunk előállítani, akkor a fötengelytranszformáció
mellett ( amelynek @"" inkább csak el vi sterep3 van) a d·iagonizáló eljárást is
sikerrel alkalmazhatjuk. (A kvadratikus formák diagonizáló tra.nszformé.ciója
abban különbözik a lineáris bázisbranszformé.oióból, hogy a diagonális generáló
elem S:)ra és oszlopa - a generáló elemet leazámitva - zérussá változik.
Erről a transaformáclóa eljárásról bővebben >h} [Iül-bon vagy [17]-b3n olvas­
hatunk.)

A diagonizáló transzformációs egyenleteket D tranazformált alakja.inak
segítségével írhatjuk fel. Az első lépésben pl. a D mátrix első sorát használ­
hatjuk fel az

d1 = d11x1 0 d12x2 0 }}} 0 d1,1Xn
ú é változó bevezetésére. (x1 előjelkötetlen vagy elójelkötött, a du, ... , d111
állandók előjelétől függően.) Innen

Xi=_!:_ (Xi - di2X2 - • • • - dinXn) > 0.
dn 
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Ekkor d__ a generáló elem, és D transzformáltja

X1 X2 Xn
- } - - - - b - - - b b b b - b 

1 0 + 
du

d - di2 d _ d12d1n dh 0 0 0
0 22 d 2n d 0 d;2 a;3 «. 

D'= __ __ b i --

l 0 d;n .u; d~n

0 d d12d1n d _ dfn
'2n--d- nn d

__ __ 

293

A második lépésben az

transzformációt alkalmazzuk. Az új D" mátrixot a a;: generáló elemmel
nyerjük, stb.

Például legyen

így
1 

-3 

( 

-3 
f 

( 

Az első ú é változó

D transzformáltja

d1 = 1d1 - ( d2 0 ( d3,

Xi :r2 X3

1 0 0
1 

+ 
15 21

D'= - -
1 1 

_21 18
0 -

1 5

A második új változó
• 15 21
X2=b<: +-x,

4 4 
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ezzel <_ x2 Pb( -----·-···-··-······
l l 0 0
1 

0
1 

D"= - 0
15

0 0
15
1 

és f(x) második transzformáltja

t( A O L 1 Y• : 2 • : 15 : xj, X2,X3 =-Xi +-x2 - -X3.
8 15 8

Természetesen, bármelyik transzformációt alkalmazzuk, az új változókat
nemcsak a célfüggvénybe, hanem a feltételi rendszer minden egyes foltételébe
is (a nemnegativitúsi feltételeket is beleértve) be kell vezetnünk.

6. Mintafeladat
Oldjuk meg az

<_ -f--- : < : -J- X1 ,::; 10
: <_ 0 X2 -f--- ( <-@ b X1 ;5: _: 

4x2 -f--- : d( 0 : d1 *- 15
XJ, X2, X3, X4 : Ü 

F(x) a d1d4 0 x: 0 4x2x3 0 )lhl2d," 0 ( d) 0 P x~ - 1d1 - : d2 0 ( d4 a { Od} 
1 

feladatot !
Mivel xf mellett x1x2 és x1x3 tag is hiányzik a célfüggvényből, a O főminor

rendjét az

azaz

m_+L 

transzformáció felhasználásával növelhetjük.
Az új változókat bevezetve a feltételi rendszerbe és a célfüggvénybe,

az alábbi feladatot nyerjük (most d2 és x3 is előjelkötött):

<_ 0 3±2 - X3 0 X4 l*-- _+ 
: <_ 0 X3 - X4;.;; _}: 

5x2 - x 3 0 : d 4 :::::; 15
- 3±2 0 i:( :S: + 

x.e - )ll ( P + 
<_, X2, X3, X4 > + 
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x3 a ti, xt a t2 paraméterezéssel az alábbi kétparaméteres feladathoz
jutunk, melynek karakterisztikus tartományai az 1. ábrán láthatók:

1. úbra

x1 + ( d2 ,S: 10 + t1 - t2 

: d1 < 12 - l1 + lz

5x2 < 15 0 "1 -2t2

- 3x2 :S: b"1
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Az 

±2 i tl I
t2<_ i i 

V1 1 0 C _+ - 1 1-1
V2 2 + 12 1-1 i 1i i 
V3 + L3 é 15 i 1 1-2

i i 
V4 + L1 0 1-1 i 0( 

L2 A; 
i i V5 + 01 1 (I

I

4 ( 
-- ~------

l1 0 -1 f o(t) aa b 
-- 1--------

t2 -1 -15/2

◄b 

induló tábláról leolvasható (8) rendszer konziaz.tona ugyn-n, de az

L0--=ft111 -=O, O<t2.,,.-- ;}

tartomány elegen rálb, A (8) rendszer ncmrcdundáns föltételeit nyíllal jelöltük;
a potenciális generáló elemeket bekorotczt.ük, és megjelöltük azt a tartományt,
ahová a megfelelő transzformáció vezet

f,1 tnrtoruánsj: 

X1 V4 @ i i@ i iP I i 
· b 

A; i 
iY 1 0 _+ i + i - II

2 ú 12 i 
i i lt'2 _b i 

C) i 2 i 
V3 + LJ i ) i - i -2

i 3
i i 

l i L i 
;.. W ú - i + ... 2 -- i 3 i ( i 

A; i 2 i 
V5 + L2 + i -- i W 

i 3 i 
' Y 

4 1 - - --------- 
f1(t) = _!_tr 0 ti + -1/3

-- --------- 3 
t2 bi -5/2

DL : Y b e,, 0 .3t.,
4 - -

Mivel /1m"L konvex függvény, és az L1 tartománynak mindössze 3 csúcsa van,
teljes leszámlálással kapjuk, hogy n = max f 1(t) = 3. 

IEL
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L2 tartomány:
I I

X1 V5 i l1 i t2 
i i 

V1 Q) L4 -3 10 1-2 _-1i i 

Vz ®0 + 12 1-1 I 1

+L i i 
V3 0 L3 15 1-4 1b: 

i i 

V4 + Li ® + i : @ + 

xz 0 Lo A; Vh 1 i + 
i i 

1 -3 
·bb ,___ -------

l1 + 1 f2(t) = tf 0 5i
--- ---------

lz -1 15/2

" 
L2 = {t i t > 0, 4tl 0 2l2:;;; 15, t2,:::;; 4, 2t1 0 15t2 :2. 6}.

Az ( 5) lineáris programozási feladatok megoldása:

� (2) - { . ) J- 13 1 -- max t1 0 b t2 - - ,
tEL, 2 4

{
5 9 } 107xeh = max -t1 +-t2 =-.

IEL, 2 4 8
A (6) korlát meghutározésa:

b ó• 13L m _+3L y · e: = max --2 0bb t1 0 3 0bb t2 = 82-.
tEL, 4 8 16

L( tartomány:

X1 Z( 
i ti : t2 i 
I

m; Ls
( 1 \ 2 i 1

Vi -- - -
) i ) i 5i 

® L6 0 _: i -1 I l1)2 i 
1 i _ i : 

x2 0 - 31 -,~-
5 i 5 5
3 i : i f 

v, + - 9 _bb 1--
5 i 5 i 5

G) i 
4 i : 

V5 + L2 b( i b, -
i 5 I ) 
i 

1 -3/5-- --------- 1 7
l1 + 1/5 I ai,l) =-tf --ti 

-- ---------- 5 5
lz b_ 3/2

0b 

( : 17 : f 3 
t. - -t2 0 -ti 0 -t2 - · 
. 4 5 10
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L3 = {t It : 0, t, - l2:::: 12, 2t1 0 6t2--:; 45, 4t1 0 2t2 c 15, l2 l*ll 4}.

1. (3) { 1 7 .. } 12 7 (1) . { 7 3 } 21n1 a max - t1 - - t2 a b , 1,2 , inax - - t1 - - t2 = - -- ,
IEL, 5 10 5 tEL, hz 4 8

- {29 963 }/3=max -11+-t2-9 =148,2.
IEL, ) 1+ 

D,1 tartomány:
i i 

Vi V5 i tl i !2
I

:r.l A; I,2 -3 _+ i -2 i -1
i i 

V2 -2 f -8 i :1 i ( Dst3 i 
V:1 () _) i -4 i -2 

i i V () ( n i 2 i (),D 

:e~ fl 1 n i _ i nI i 

-4 · 
- - - -------

1, () i f 1(/) /2 !--- --------- I

iP I se: 

l 
f P_ Z __ 

/ •I - { O X t I •bb I.,
tEL, 1 ] • 

{
:3 5 1 mn.x , 1_ _ 1: 

1(1., 2 4

y 
i li 

- 40 = I ;í7
l(i

I,,, /rirlonuíny: 

n 

( 

) 

{l

) 

I
) 

() ( 
) 

+ 

I

l : 2
I 5 
I
I · L+ I - -

i 5 
i 

3 i 
i 5 
I

i 2 9 i ~~ 
i 5
i 
i 

-3 I
I
I

-- D 
i 
I
i 
I
I
i 

bP i 
5 I

I

l

) 

3

) 

2

) 

f 

) 

2

) 
-4 

()

1

9/5 
1/5

9/10

•--

75 

] 

/ ( l 11 : 9 269s l) = -- tr - t1t2 - - I 0 bb t1 b_b bb t 
5 20 2 5 ' 10 2 _( 
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L5 = {t i t > V, 9t1 - 3t2 ..:;: *V, 2t1 0 6t2 :S: 45, 4t1 0 2t2?. 15, t2?. 4}.

_"í~ 5l = max {_!_t1 - _!._t2} = - 28
. h~5l = max {- _!_t1 •- ..!..!:.t2} = - 123,

/EL, 5 2 45 tEL, 2 20 40

/- {53 953 • } 11
5 = max -l1 +-t2- 13 = 165-.

IEL, 45 40 16

L6 trirtomány: 

V2 V3 t 1 12 

E])ic 0E}) · 3
l'.1 -5 -- --,

10 10

CDL l 1
:i:J () 6 -- -( 

2 2

l l 1
x!! () - ( - ---

5 5 ) 

3 : f 
v,, () - · -- --

5 5 5

1 1 2
v~ () -- -3 - --

5 ) 5

-2 -3/5
·-- - ----------- / ( ) l : 19
__ t!_ - + l/5 + t = -- "@ b b"@ 

------------- 5 10
12 l/2 3/2 

l
: 

27 307
t - - t 0 ·b ti 0 b t - 332 4 2 5 10 2

L6 = {t i t l: 0, 9l1 - 3l2 ~ 50, 211 0 6t2:;:;; 45, l2?. 4}.

hl61 = { Od J_!._t1 - P"2} = - .!_'7_, h~0c = max {-
19

t1 - _!_t2} = - 679
,

/EL }" s 20 10 IEL, 20 4 90

- {37 1042 } 115f 6 = max - l1 0 bb l2 - 33 = 111- .
/EL, _+ 45 216

h£h•, I /- 11 . 'k k 5 d idil ' . L ' tMivo a max k = 165 - érte. = -re a o 1 ;:, ezert az 5 tartomány o-
_*-®*-f 16

vábbi vizsgálatára kerül sor. /) (t) egy indefinit kvadratikus függvény, ezért
Ismét egy dimenziócsökkentő paraméterezést kell végrehajtanunk.

Első lépésben D(5J főátlójában kell előállítanunk a zérust. Ezt az
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összefüggés felhasználásával tehetjük meg. Legyen

YI b __ tt1 - t1 -- 2•
: 

A 1 >t2 = t1 +-t2 = 0,
: 

innen

m__L 

A transzformációs (11) egyenleteket behelyettesítve az L5 tartomány fel-
tételi rendszerébe és az /5(t) célfüggvénybe, az alábbi feladatot nyerjük: ,,

-5l{ 0 1112 l*l- : 3+ 

1 '.*A 13 A* 92 A-t1t - -t1 +-t - 13 = max.
5 2 3 15 2

Legyen a paraméter l: = r. Az induló szimplex tábla

it i 
i r: 

_+_ 5 200 i -31

] i 
b _3 U)2 270 i 

W3 0 -1.5 i 1 
i 

w, _ -24 i l
i 

W5 -1 + I __ 

13/3 92 --- ----- fso(r) = - Y"o 
r -l/5 15

- 13 



IND E1!'INIT KVADRATIK US PROGRAMOZÁS 301

A bekeretezett helyen választva generáló elemet az előjelkötetlen if vál­
tozót bevisszük a bázisba:

I
Wz i \ 

I

4 _ 1 470 i -48
i 

.* 1 i 17
ti -- -54 i -

5 i 5

W3 0 -15 i 1 i 
1 i 12

W4 - 30 i ----
) i 5

i 
1 -54 i 72

W5 -- i 
-

5 i 
5

13/15 I ( ) 11 .,---- ---- s1 \ = - \P 
T 1--1/25 25

97
b b\ 0 221

) 

{
15 235}L)_= \hbl/l \Pb} 
4 24

tV 13 . •o , 15 h 1
61 = max /5L(-z;) = 157 - , amit a . uggveny a b\0 = - e yen vesz fel.

TEL., 16' 4
Mivel nincs több karakterisztikus intervallum, L5 felbontása befejeződött.

Az eÜ1 = 157 ~ érték O 2. ábrán látható fa-gráfon domináns effektív érték,
_f 

tehát feladatunkat megoldottuk.
Az optimális program meghatározásához először is figyelembe kell vennünk,

h
• 15 . , , YI 1 7 + 165ogy t
2
= r+ = -, és az utolsó tábláról t1 = -54 0 -r = -- . A (11}

1 ) 1 
összefüggésből

X3 = "_ = 112 (- 1:5 0 1:5) = 0, X4 --- l2 - ~ (1: 0 D•L b 12~0 - 125'

2. ábra
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az L) tartomány táblájából pedig

2 1 5 _ 1 2
X1 = 1 0 b t l 0 b t? = - , X2 = 3 0 b tl - - t2 = 0.

5 5 " 2 5 5

Végül, a (10) összefüggésből

Az . ,_} } + h 5 15JToptima 1s program e szerint x = -, 0, 0, - .
2 2 

Köszönetnyilvánítás. V :ge:wtül szeretném megköszönni a lektoroknak, vala­
mint Klafszky Emil professzornak értékes megjegyzéseiket és tanácsaikat,
melyek nélkül ez a dolgozat nem sz ü lcthctett volna meg.

(Beérkezett: 1980. augusztu8 lli-érc)
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A PAl'i,AMETLUC METHOD rou THE SOLUTJON
OF INDJDFINITE QUADRATIC PROGRAMMING PROBLEMS

The solution of indefinite quadratic programrning problems raises serious difficulties.
Parametric methods yield a way of solution when a part of program variables are treated
as parameters and a series of mult.ipa.rn.motric convex quadratic or Iinear programming
problems of reduced size can be formulated.

The procedure presented in this paper draws at.tention to a new possibility of para­
metrization making use of the minor matrices taken from the main diagonal of an inde­
finite matrix D. Primal-dual multiparamct ric linear programming is dealt with in detail,
furthermore, it is shown how the efficiency of the algorithm can be raised by using
Branch and Bound techniques.

nAPAMETPv!LIECl{vlYI METO)l )lJl51 PEWE!-11151 HEOnPE)lEJ1EHHblX
3A)lALI l{BA)lPATvl4ECl·{Of'O nPOfPAMMv!POBAHvl51

PetllCJIHC 11conpe1~eJ1CHHOH 33!13'1H 1(83!1J}~ffH'lCCJ{OrO nporpaMMHp0BilHH51 51BJ151CTC5l cepses­
HOH npOŐJ1CMOi-\. ÜJIHOM H3 B03MO)KHOCTCH peureuus J(3HHOi1 33J(3YIT 5IBJ15110TCJI napaMCTp!IYCCJ<ne
MCTOJ(bl, xorna npa paCCMOTpe1rnH Y3CTH nporpaawuux nepexeuusrx B 1(3YCCTBC napawerpon
MO)J(CM ll0JIY'll1Tb cepmo MyJibTHnapa111eTpH•1CCl(HX asmyiorux 33Jl3'1 1{03JIJ)3TH'fHOro HJ1H JIH­
HCHHOl'O nporpaMMHpOB31-1HH MCHbWHX pa3MCJ)OB.

Mcron, H3J10)l(CHllb!H B ):WHHOi1 paöore 06pa11.1aeT m-rnMaHHC Ha HOBblC B03MO)h'.HOCTH napa­
MCTpHposa1-11151 C l-!Cfl0Jlb30B311HCM MHHOJ)Hb!X MaTpMLI «O», l{OTOJ)b!C MOryT Őb!Tb pacnOJJO)KC
Hb! no OCIIOBHOÍ1 111-1aro1.-1as11-1-11eonpeJ1CJ1CHl-lbJX M3TJ)Ml( «D»; .D,CT3JlbHO paCCMaTp11B3CTC}l /~BOH
CTOCHH3H sana-ra MYJlbTlmapaMCTJ)H'II-IOrO JJHJICHHOf"O nporpaMMHpOB3HH5T H yxaasmaercs, !(ill
C nououu.ro MCTOJ(a aenielí H rpa!-IHJ..I MO)l(l!O nOBblCHTb 3lpcjJCI{'fHBJ-IOCTb 3JTrOJ)HTMa.


