VOROS JOZSEF

Tobballomasos termelés-tervezés konkav és linearis
koltségfiiggvénnyel

1. Az egyallomasos termelés-tervezési probléma

Tekintsiink egy vallalatot, mely egy terméket sorozatokban gyart, valamint
egy tervidGszakot, melyet 7' periédusra osztunk fel. A termék irdnti fogyasztéi
keresletet adottnak tételezziik fel, s célunk annak meghatérozasa, hogy mely
periédusokban milyen nagysiggal inditsunk sorozatot annak érdekében, hogy
minimalis koltség mellett a fogyasztoi keresletet kielégitsiik.

Az elsé megkozelitésben eltekintiink a termelési folyamat részletezésétol,
ami azt jelenti, hogy csak a késztermék termelési szintjével jellemezziik a ter-
melési folyamatot. Azt a modellt, melyben nem kovetjiik nyomon a félkész-
termcékek késztermékké alakuldsanak folyamatat, egyallomas termelés-terve-
zési modellnek nevezziik. Egy allomdshoz a termelési folyamat és a termelési
folyamat outputjat tartalmazé raktar tartozik. A raktarozas lehet6vé teszi,
hogy esetleg nem kell minden periddusban sorozatot inditani, és igy a f-edik
periédus (1~ 2,3, ..., T) igényét egy kordibbi periédusban termelik meg,
a terméket pedig raktarozzik a f-edik periodusig. A periddusok kozotti kap-
esolatot igy a raktarozis teremti meg. (77 = 3-ra lasd az 1. abrit.)

Az elmondottak értelmében problémankat a kivetkezd programozisi feladat
fogalmazza meg:

T
MIN l_\_' K(X, 1,)]

t=1
I+ X,=D,+1; Rl TPRT o
10::'[T::0» (1)
II._"O, X{ 0, ,:‘-],,T
ahol D, a t-edik periédusban a termdk inrdnti kereslet,
X, = a t-edik periédusban termelt termék mennyisége,
I, — at-edik periédus végén raktaron lev termék mennyisége,
K, — a t-edik periédusban az X, és I, szintekhez tartozé koltség.

Legyen a K, figgvény konkiv X, ¢és I,-ben. Ismert, hogy az (1) alatti
feladattipus esetén konkdv fiiggvény a minimumdt egy extremalis pontban
veszi fel, s minden extremdlis pont kolesonosen ¢s egyértelmiien meghataroz
egy bizismegoldist. (1) alatti feladatunk bazismegoldasaban legfeljebb 7' nem
zéré  bazisvaltozé lehet. Legyen most D, > 0, t — 1,2, ..., T. Mivel egy
bézismegoldasban legfeljebb 7' nem zéré bazisvaltozé lehet, kivetkezik, hogy
egy bazismegolddsban az I, | és X, valtozok koziil az egyik pozitiv, a mésik
zérd (t =1,2,...,7). Ha D, = 0 néhdny t-re, akkor konnyen belathaté,
hogy van olyan bézis, hogy a hozzd tartozé béazismegoldasban az I, , és X,
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valtozok koziil az ilyen ¢-kre is legfeljebb az egyik lehet pozitiv. Ezek szerint
egy bazismegoldés esetén a t-edik periédusban csak akkor folyik termelés,
ha I,_; =0, s X, 16l azt kell eldonteni, hogy hany (/ — 1) utdni periédus

Nyersanyag ~ Termelds Késztermék Raktdrozds Fogyasztds

1. periddus ———» — V — D
2. periddus ———— —_ V — D,
3 peribdus  ———— St Ny A e [y

1. abra

igényével legyen egyenls. Azon  pontokat, ahol I, - 0, regenerdciés pontok-
nak nevezziik. Probléménkat tehdt a regenericiés pontok megkeresésére
vezettitk vissza. Az (1) alatti problémat Wagner és Within [3]-ban vetette fel
elGszor ¢és Veinott [2]-ben a fenti gondolatmenet alapjin egy dinamikus
programozasi algoritmust adott.

Zangwill [5]-ben Ggy Altalinositotta az (1) alatti problémét, hogy az I,
valtozdkat elGjelkitetlenné tette. Kz a gyakorlathan annyit jelent, hogy meg-
engedjiik a fogyaszt6i igények késleltetett kielégitését (pl. elGjegyzéses rend-
szer). Problémankat ekkor az alibbi programozési feladat irja le:

T
MIN | 3 [04X) + HF (1) + il

bt J

[ gXy = l),-}*[,; A I A (2)
[0:’['-,-‘:()
If —Ir =1, I >0, Iy 20, X,20; t=1,...,T

ahol O, H," és Hi o megfeleld koltségfiggvényck, melyek konkivak. Zangwill
bizonyitja, hogy az optimalis megolddsban az [}* , I, ¢s X0 1,2, ..., T,
valtozok koziil legleljebb egy lehet pozitiv. Zangwill [7]-ben (2)-nck egy
halézatot feleltet meg, s grafelmdleti alapon ugyanerre az oOsszefiiggdsre jut.
A (2)-nek megfeleld halot 7' = 4-re a 2. dbra mutatja.

2. dbra
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2. A tobballomasos termelés-tervezési probléma

Tekintsiik az (1) alatti probléméanak egy olyan altalanositasat, melyben
a félkésztermékek termelési szintjeit nem a késztermék termelési szintjeibdl
vezetjiilk le kozvetleniil, hanem az egyes megmunkdlasi fizisokhoz kiilon
valtozot rendeliink: X, jelentse, hogy a f-edik id@szakban hény terméken
fejeztiik be a j-edik, (5= 1,2, ..., M) megmunkalasi fazisnak megfelels
miiveleteket. Azokat a termelés-tervezési modelleket, melyekben nyomon
kovetjitk a félkésztermékek késztermdékké alakuldsanak folyamatat, tobb-
allomasos termelés-tervezési modelleknek nevezziik.

A j-edik dlloméas a j-edik megmunkalasi szakasznak megfelel6 munka-
folvamatokat és ezen munkafolyamaton atesett termékek raktarat foglalja
magaban. fgy a j-edik alloméas termelési szintje nem determindlja egyértel-
mien o j + l-edik allomds termelési szintjét. Az utolsé dllomdson — az
M-ediken — készil el a késztermdle, melyet az M-edik raktarban raktarozunk.
Az cgyes periédusokat ismét a raktarozas koti ossze. (Lasd 3. abrat 7" = 3 és
M 2 esetre).

Probléméankat az alabbi programozisi feladat fogalmazza meg:

(T M
MIN 1 3 3O X o) + H (1 )]
t=1 j=1
ljjpr + Xpp=Tp+ Xppps j=1...M —1, t =1, T
Ipgi—1 + X = Iy + Dis A (3)
Xy 20, Iy2>0; e 5 Sty M e Ly ot 1
[‘/0,_- ]l.,l.:(); j }, ony M
ahol 7, a t-edik periddus végén a j-edik rakidr szintjit jeluli

Zangwill ugyancsak [7]-ben (3)-nak egy haldzatot teleltet meg, s dineaikus
programozasi algoritmust ad aira az esotre, amikor 2 koltsdgfligevinyek
konikavak. Cikkiinkben ezen utobbi modellt altalanositjuk oly médon, hogy
az utolsd dllomason, a késziormckek szintjén, megengedjik o keresl ot ilslel-
tetett hicldgitdsit, Konkav kolwségeket feltételesve dinamikus programozasi
algoritmust aduwnk, linearis koltségeket feltételonve pedig problémankat egy
specialis tipusu szallitdasi feladatra vezetjitk vissza.

Nyersanyng Terme- Félkész- Rak-  Félkész- Terme- Készter- Rak-  Kész-  Fogyasz-
lés 1  termék tar1  termék 1és 2 mék tér2 termék  tds

1 periddus ————» e e V —— . —_— V — D
Zperiédus———> -————>——> ——>~—>D2
3. periddus ——— —— V—-» I Xo3 I Y V — Dy

3. abra
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3. A tobballomasos termelési folyamat jellemzése a kereslet
késleltetett kielégitése esetén konkiv koltségfiiggvény mellett

Mivel a késztermék raktari szintje negativ is lehet (az utolsé periéduskivé-
telével), ez azt jelenti, hogy a tervperiddus alatt a fogyasatoi igényeket kielé-
gitjiik, de nem biztos, hogy ez részperiddusonként is megvalssul. Ertelem-
szeriien, egyetlen félkésztermék raktari szintje sem lehet negativ a terv-
periodus alatt. Legyen ismét ismert a fogyasztoi kereslet, s az X termelési
és I, I~ raktdrozdsi szintekhez tartozzon ismét konkdav fiiggvény. Felada-
tunk, hogy allomdsonként és poriddusonként meghatirozzuk azokat a terme-
lési és raktarozdsi szinteket, m lyekhez tartozo koltség minimalis a fogyasztoi
kereslet kielégitése es: tén.

Modelliinknek az alabbi programozasi feladat felel meg:

M T M 1T 7ol
MIN [2‘ 20X+ 3 JHl)+ X [‘IIMI(IMI) 1 IIIH!(’MI)]
=t t=1 == t=1
I/'.[*l T 1\'/1;711'1 | ““’/%vl,/.‘ j l.....lli "*]‘, —]....,’Iy
Iog i1+ Xy = Ipgy + Dy ¢ = 1, s 4T (4)
Xy =0; j=1,....,M;t=1,...,T
I, >0 Tt o M- = LT

Iy = Ijg — I Ty =05 Ipge 205 t=1,...,7T

I;o=1I;'=0; Vi PR
ahol: X, = a jedik dllomds termelési szintje a f-edik periédusban,
I, = a jedik raktir szintje a t-edik periddus végén,

Vi = termelési koltségfiiggvény, mely nemnegativ és konkdv,
Hjjl, H yyqy H oy = raktirozasi koltségfiiggvények, melyek nemnegativak
és konkéaval.
A (4) feladat feltételrendszere gy is reprezentalhaté, mint egy egyetlen
forrasponttal biré halézat, melynek formdijit a 4. dbra mutatja, 77 - 3,
M = 3 esetre.

.
A (00) forrdspenthdl kiindulva a > D, folyamot kell a rendeltetési allo-
=1

masokra cljuttatni minimalis koltséggel. Feltételezésiimknek megfelelGen az
M-edik szinten visszadramlast is megengediink. Most felhasznaljuk Zangedl
[4]-ben kimondott tételét, mely egyetlen forrdsponttal bird halézatokra meg-
allapitja, hogy ha a folyamokhoz konkéav fliggvény tartozik, akkor a minimuin
értékii folyam avval a tulajdonsiggal bir, hogy minden pontnak legfcljebb
egy pozitiv inputja van. Legyen z ~ 0 a forraspontot kiviéve valamely (jt)
pont inputja.

1. Kovetkezmény: Ha a (jt) ponton keresztiilfolyik az (M k) rendeltetési
ponthoz tartozé D, igénybdl valamely pozitiv nagysig, akkor rajta a teljes
D, nagysag atfolyik.

Ellenkez6 esetben legaldbb egy, a (jt)-t6] kiillonbozs és vele kapesolatban
nem all6 (j't') pontnak kellene lennie, melyen a D, igény hidnyzé része atfo-
lyik, s ezen folyamoknak legkésébb az M-edik szinten egyesiilniok kellene.
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Ekkor azonban legalabb egy pontnak biztosan két pozitiv inputja volna, ami
tételiinknek ellentmond.
2. Kovetkezmény: Ha z, mint a (jt) pont inputja tartalmazza D,-t; k <¢,
akkor tartalmazza D,-t is. Masként az (Mt) pontnak két pozitiv inputja lenne.
3. Kovetkezmény: Ha z a (jt) pont inputja, akkor

i}
2 == N 1 o o] R
k=a
Tegyiik fel, hogy (jt) z inputja tartalmazza D,-t és D,,,-t; h > max {2, {—«
és o + h <<T, de nem tartalmazza D, ,-t; 1 <"k <k, tovibb4, hogy (j't')
z' inputja tartalmazza D, ,-t; 1 <"k < h.

. abra. A tobbdllomdsos, dinwnikns rendszer hédldzata
1. dat A tobbdllomdsos, ] ! hdlozat

Ha ¢ < t', akkor az (M, « 4 &) és (M, o 4+ k) pontokba irdnyuld folyamok
keresztezik egymast, ha (" < (, akker pedig az (Ma) ¢s (M, « + k) pontokba
irdnyul6 folyamok keresztezik cgymast. Ezek alapjin konnyen jellemezhetjik
az output folyamokat is.

Legyen az (Mt) pont inputja

B
g2 M D AL <P 1 s B =0
k=x
Ha « << ¢, akkor az (M) pont inputja a t-edik periddust megelézé periddusok
igényét is tartalmazza, s hogy az igény eljusson ez n rendeltetési helyre

t—1

IM, t—1— ké‘ Dk
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kell legyen. Hasonléan, ha 8 > ¢, akkor

Amikor egy belsé (jt) pont inputja

2

2=22Dy 1B BT,
k=q.

ezt a z folyamot szintén két részre kell osztani, hiszen a (jt) pontbol csak

a (j + 1,t) és (5, -+ 1) pontokba irinyul folyam. Mivel a (j¢) pont output

folyama ezen két pont input folyama, a 3. kovetkezmény azt diktélja, hogy

¥ £
‘\H-I‘/ = 2 Dy, [j{ = Y Dy
k=a k=y+1

Egy pontban adott inputot feltételezve, melyet két paramdéter, az « és
hatiroz meg, olyan p-t kell valasztani, hogy az igy létrejott felosztds mini-
malis koltséget eredményezzen. Ennek meghatirozisira dinamikus progra-
mozasi algoritmust fejleszbiink ki két allapotviltozdoval.

4. A dinamikus programozasi algoritmus

Legyen K («, ) az XU D, nagysigi (jt) pontba irdnyulé folyam (M«),
(M, + 1), ..., (MB) pontokba torténd cljuitatisinak minimalis koltsége;
Cila, B) a 2% Dy keresleti mennyiségnek megfeleld termék termelésének kolt-
sége a j-edik allomdson a i-edik periddusban: i1 (o, f) a LI D; keresleti tomeg-
nek meefelol termékek raktirozasinak koltsége a j-edik raktarban a f-edik
periédusbain.

1. Az utolsd allomasra vonatkozd rekurzios formuldaink el kor:
1. Ha t = 1, akkor « = 1, és
Kan(1, B) = Hin(2, B) + Ky, (2, B),

mivel a Dy eljut a fogyasatokhoz, a (D,* ... Dy) mennyiséget pedig
az 1y szallitja.

da. dbra. Az (Mt) ponthoz tartozé folyamatok
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2.Hat =T, akkor § =T, és
Kuoe, T) = Hpp, ra(a, T — 1) + Kpp g2, T — 1).

3. Minden mas t-re (lasd 4. abra):

Ky, B) = Hp a0t — 1) + Kpg pqlo, 8 — 1) + Hjg,palt + 1, B) +
+ Kyt + 1, B).
II. j = M — 1 esethen, 1 < « <~ B, t << B < T kikotések mellett

1.t < T-re, ha
lawpie=its
KMﬂ,t(“:/) = Cppele, 1) + KMt(“")~

ugyanis ez az input folyam nem tartalmazza egyetlen ¢ uténi periédus
igényét sem.

1b. a - ¢ esethen M — 1, ¢ pontbhdl nem indulhat folyam (Mt)-be, mert
ez nem tartalmazza D,-t. Tehat:

I(M-rl,f(a‘ B) = ”M-fl,t(m B) + I{Mfl,l—ﬂ("!v 2)s

1e. minden més « és f kombindciéra (lasd az 5—17. abrakat):

Ky, (e, f) = min {’milslf {th(a" Y) 4+ Kple, ) + Hy—y, {y +1, 8) +
Y )

F Koy ey + 1, /'3)}' H 1, la, B) + Ky, pa(e, :8)}
s hat = 1, akkor o 1-ct kell hasznalni.
2.t =T-te =T
Kyoyrlo, T) = Cpprle, T) + K ppp(o, T'); 1S as T
Bzek utén mar konnyebben hatdarozhatjuk meg az alsébb  szintekre
vonatkozo formuliinkat.
IIL. 1 <§j< M — 1¢sethen, 1 < -2 fést -7 B T kikotés mellett

1.t < T-re, ha
Ta.a0, ="
K(a,t) =Cjiy (2 1) + Ky {2, 1),

£ D
k:dk

5. abra
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1bad>t:

Ko, B) = Ilnsinsﬁ{ojﬂ,t(“: V) + Kjpy oo, p) + Kj oy + 1, B)}5
a—1<y

Oj+1,t((7" «—1) =Ky fa,a — 1) =0,
lc. minden més o, f kombindcidra:

Kjfa, B) = min{tmigﬁ(]j“’,(a, V) + Ko, ) + Hyly + 1, 8) +
=

+ Kjaly + 1, 8)}, Hyla, B) + K 114(a, ﬂ)}

Ha t = 1, akkor « = 1-et kell hasznalni.
2.t =T-re § =1T:

Kjr(a, T) = Cip,rlo, T) + Ky (2, T).

IV. Végiil a forraspontra vonatkozé egyenleteket kell meghatérozni. Ehhez
bevezetjiik a K (a, T jelolést (1 <~ a < T'), mely a XT D, keresleti tomeg
(M), (M, o + 1), ... (MT) pontokba juttatdsinak miniméalis koltségét
jelenti a forraspontbol kiindulva, és ezt a tomeget a t,t 4 1, ..., 7" periédu-
sokban termeljiik meg.
1.HaT > o>ttt < T

Koo, T) = min {Cu(“v ) -+ Ko, y) + Ko paly + 1:”,)}-
«—15ysST

6. abra

7. dbra. Az (M — 1,t) pont egy output folyama, amikor az input folyam ecsak egy
részébdl készil végtermék (¢ <y < f)
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Hasl <o <0t t2 T
Ko(a, T) = min{ min {Cu(“: P) + Kyle, y) + Ko,t+1(7 = 1 T)},

t<ysT
Ko,t+1(“’ T)}-
3. Ha t = T, akkor
Kop(a, T) = Cy1(0, T) + Kypla, T); el e .

Mivel algoritmusunk ,,visszafelé 1épegets”, K, (T'T) = 0-val kezdiink
és ha K ,(17)-hez érkeztiink, megadhatjuk az optimalis megoldast.
Tllusztracidként tekintsiink egy példat, melyben a koltségfiiggvények legye-
nek a kovetkezd tipusuak:

0 hag 32X 50
Ci(X ) = ‘ : ! ;
Aj+cy- Xy ha X; >0
és
Hy(1;) = hje- 1y (IS (TR P |
H (i) == T Ly
H py(ane) = 7t L b= RNl o

Legyen M = 2, T = 3, D, = 100, D, = 200, D, = 300, 4, = 400, 4, =
= 3008 Gy = 20,65, = 30, £ =1, a5 15
}I“ 2 /L12 =0, /I".!l =8 [ /122 = 3 ey = 2 g (= 4.

Tekintve, hogv ¢,, ¢és ¢, minden f-re azonos, modelliink érzéketlen erre
a koltségnemre. Szamitasainkndl ezeket nem vessziik figyelembe. Eljarasunkat
az M-edik allomdson kezdjiik.

K,,(33) =0

K,y (2,3) = 200 - 4 — 800

K, (1,3) = 300 - 4 + 100 - 2 = 1400
K,, (2,2) = 0

K,y (2,3) = 300 - 3 — 900.

Most azt a lehetéséget kell megvizsgdlni, amikor a (2,2) pontba mind a
hdrom periédus igénye beérkezik. A D, mennyiség kozvetleniil a fogyasztékhoz
keriil, a D, mennyiség az I; folyamon keriil a fogyasztékhoz, a D, pedig

1 yiseg Y g 3 g
a I} folyamon keresztiil.
Ennek alapjan:

K,y (1,3) = 100 - 2 + 300 - 3 = 1100
K,, (1,2) = 100 - 2 = 200

K21 (1,1) =0
K, (1,3) = 500 - 1 + 300 - 3 — 1400

13 (3,3) = O, (3,3) + K, (3,3) = 300 4 0 = 300
K., (2,3) = C,3 (2,3) + Ky, (2,3) = 300 4 800 = 1100
K4 (1,3) = Cyq (1,3) + K, (1,3) = 300 4 1400 = 1700
K., (3,3) = H,, (3,3) + K13 (3,3) = 0 + 300 = 300
K, (2,3) = min {22123 Oz (2,7) + Ky (2,7) + Hyp (y + 1,3) +

Y4
+ Kig (7 + 13)), Hip (23) + Kip (23] =
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= min {300 + 0 + 0 + 300, 300 4 900 4+ 0 + 0, 0 + 1100} =
= 600; y* = 2

Ky, (2,2) = Oy (2,2) + K,, (2,2) = 300

K, (1,2) =0y, (1,2) + K, (1,2) = 300 + 200 = 500

Amikor az (1,2) pont inputja (D, + D, + Dj;)-mal egyenl§, az (1,2) pont
outputjait tekintve az alabbi valtozatok lehetségesek:
— a masodik periédusban egyetlen készterméket sem termeliink, igy a teljes
input folyam 7,,-n keresztiil eljut az (1,3) pontba, tehat I, — (D, +D,+D,),
— a masodik periodusban (D; + D,) mennyiséget termeliink, a D, mennyi-
séget, mint félkészterméket még raktdrozzuk; tehat X,, = (D, + D,) és
¥y =Dy,
— a masodik periédusban megtermeljiik a tervidészak alatt jelentkezd teljes
keresleti mennyiséget, tehat X,, = (D, + D, + D,) és I,, = 0.

K, (1,3) = min [ min {C,, (1, y) + K,, (1, y)
l2sy<s
Hy, (y + 1,3) + Ky (v + 1,3)},
Kis(1,3) + Hy, (1.3)} - min {300 & 200 4 0 4 300 1100 +

+0 4+ 0,0 + 1700} = 800; y* = 2
1) = Cyy (1,1) + K,y (1,1) = 300 0 — 300
,2) = min { min {C,, (1, y) + K, (1, 9) + Hy (y + 1,2) +
1=y=s2

+ Ky (v +'1.2)} llIl (1,2) + K, (1,2)

= min {3()() + 0 4 400 + 300, 300 4 200 ++ O 4 0,600 -+ 55()}—~<
= 500; y* - 2
K, (1,3) = min { min {Cy, (1, y) + K, (1, 9) + Hyy (y = 1,3) +
ISy<s3
+ K, (v + 1,8), Hy; (1,3) + K, (1,3)

min {300 + 0 + 1000 -+ 600, 300 -+ 200 | 600 -+ 300, 300 +
1400 + 0 - 0, 1200 + 800} = 1400; p* = 2.

S végiil hatérozzuk meg a forrispontbdl kiindulé folyamok értékét:

03 (3,3) = 400 + 300 — 700
Koa (2,3) = 400 + 1100 — 1500
K o3 (1,3) = 400 + 1700 = 2100
Ky (3,3) = min {Cy, (3, y) + K15(3, 9) + Kos (y + 1,3)} =

2573

= min {0 + 0 + 700, 400 + 300} — 700; y* = 2,3
K, (2,3) = min [ min {(,1,, (2, 9) + K13(2,9) + Ko3 (y + 1,3)}, Ko (2,3)}

25yss

= min {400 + 300 4 700, 400 + 600 -+ 0, 1500} = 1000; y* = 3
K, (1,3) = min {21Sni23 {Cia (1, 9) + Ky (1, p) + Kog (y + 1,3)} Ko(l'?’)}
Y,

= min {4OQ + 500 + 1500,400 + 800 + 0,2100} = 1200; y* =3
Koy (1,3) = min {1’2‘23{011 (L, y) + Ky (1, 9) + Ko (¥ 4 1,3)}, K02(1:3)}
1

= min {400 + 300 + 100, 400 4 500 + 700, 400 + 1400 + 0,
1200} = 1200; X,; = 0
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Mivel K (1,3) minimumat K, (1,3) adta, ebbdl kovetkezik, hogy X, = 0.
Ky, (1,3) minimuma p* = 3-ndl van, tehit X,, = (D, + D, + D). A (12)
pontba irdnyulé folyam nagysiga ezek szerint 600 egység, K, (1,3) minimuma,
pedig y* = 2-nél van, tehat X,, = D, + D, és I,, = D,;. Innen pedig mar
kovetkezik, hogy I3 = 100, X,, == D, és az Osszes tobb valtozd értéke zéré.
A feladat optimélis folyamét a 8. abra mutatja. Az optiméalis megoldas kolt-
ségei a kovetkezSképpen oszlanak meg:

— Az elsd termelési dlloméason a masodik periédusban a fix koltség 400
— Az els§ termelési dlloméson a mdsodik periédusban Dg-nak meg-

felelg félkésztermdék raktarozasanak koltsége 0
— A masodik termelési allomdson a méasodik periodusban Dy 4 D,
mennyiség termelésének fix koltsége 300
— A madsodik termelési 4llomédson a harmadik periédusban D, terme-
lésének fix koltsége 300
— A masodik termelési dlloméson az elsg periddus késleltetett keres-
letkielégitésének koltsége 200

melyek 0sszege természetesen megegyezik Ko, (17) optimalis értékével.

X =300

D,=300

8. dbra. Az optimdlis folyam fa struktirdja

5. A linearis eset

Tekintsiik az alabbi termelés-tervezési problémat:

M T
MIN | 3 3 (e;0- X, + by 1)
Jj=1 t=1

I].l*~l+Xjf:Ijl+Xj+1,f; tzl,...,T, ]: ...M
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7y
t_z;XM+l,t:D
b s s o)

j=1,..., M

3= g .
Qt = XM+1.t < Dt’

Lip=1;r=0;
ahol X1, = a t-edik periédusban a fogyasztéknak kiszallitott mennyiség.
(5) alatti modelliink megsziinteti tehat a termelés-tervezési modellek azon
hatranyos tulajdonsigat, hogy a keresletet nem tudjék a tervperiéduson beliil
atrendezni.
Most tekintsiik az aldbbi szallitdsi feladatot:
M T M ToEM
h -l 3 Y A
MIN ¥ X Yooy tks) Yooy iksy + & 2 2 2 Uity ks * Yjty tks)

J=1 t=1 k=1 s=1

k=1 s=1
M+1 T
Y Y A . . _ b R
2 2 Yintks =T b iy ok By =24l M
k=1 s=1
M1 T
LY v = )
2\ Ywoyts)y —— Too (6)
k=1 s=1
M T
v Y (N 7 LS m
2/ Z !luz)(/\s) 2 .’/(0(:)(/.5) 1/\'5' = lv EE w0 1. I‘ N I’ ’ M
j=1 t=1
M T
P ) % ! v 2 . - . m
Pmi1,s = 2’1 ,ZI Yjym+1,s) + Yooy, s = Pmt. s S L %
==
ahol:
I il

Cinanar =™ ¢ s=1 1
Y00) (ks) — P
~ egyébként

0 ha j =kést =89, b=1, ..., M:t,8=1...T

ha k=j+1ést=8;j=1... M —1;t=1...T
$

Ci+1,

Vityksy = § it hasj=kést +1=s88=1,..T—1;j=1... M
0 ha j=M; k=M +1,t=s8;t=1...T
~o egyébként

Tew=Tp=Pps=D3)=1... t=4.,..T, k=1...M;8=1...T:
Pm+1,s = B Pm+1,s = D,
1. tétel: Az (5) feladat minden lehetséges megolddsahoz hozzérendelhetd
a (6) feladatnak egy lehetséges megolddsa, s a megoldishoz tartozé célfiigg-
vényértékek megegyeznek.

Bizonyitds: Legyen afy; j=1, ..., M +1,t=1... Té&1%;j=1... M,
t=1...T az (5) feladat egy lehetséges megoldésa. Ekkor

191+ Xy =I% + X%,
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Ebbdsl
I(},t—l e X?t + D — (I(},t—l o X?t) i ?1 Fis Xj+1,t ded) = (I'},t—l - X_?t)
Legyen most
Winin =D — I -1+ X}) =D — (I9; + X;41,0)

0 = ——
YnG,een = L3 Y -Gy = 13,11
s 0 " 0 —
Yng+o = X% YG-1n6n = X,
valamint

Yinws =0 €8 Yugin=0

minden més k, s, §, { kombinéciéra.

Konnyen beldthaté, hogy ez megoldasa az (5) feladatnak, s a megolddshoz
tartozé cdlfiiggvényértékek egyenlGek.

2. tétel: A (6) és (b) alatti feladat optiméalis megoldasanak halmazai kozott
kolesonos és egyértelmi leképezés 1étesithetd.

Bizonyitds: Elegendd megmutatni, hogy a (6) feladat optimélis megoldasa
lehetséges megoldasa az (5) feladatnak. Mivel a (6) feladat optimélis meg-
olddsdhoz tartozé célfiiggvényérték kisebb mint végtelen, minden ((y’t), (jt))
zéré elemére:

Y, —nin + Wi-unun T Yingy = D

és

Yoo + Wing, o + Wing+,n = D-
Ezekhol

0 210 A a0
Y- T Yi—unan = YGo G, t+n T YGo G,
és sorrendben az

0 70 0 70
19 X5, If, X%,

vilasztdssal adodik a kivint eredmény.

Ahhoz azonban, hogy a termelési feladatunkat megoldhassuk, a szallitdsi
feladat megoldasahoz hatékony algoritmust kell keresni. Ehhez felhasznaljuk
az [1] cikk eredményét, mely alkalmas a (6) szdllitdsi feladattipus meg-
olddsira.

Musztraciéként legyen:

¢y = 20 D = 1700 by =2

g =40 D, = 100 i =10

615 = 30 D, =100 B

¢31-= 50 D= 200 by = 1

bgtre B0 D, =500 hgyre= 3

Cyy = 40 D, = 300 e
Dy = 200

3 Szigma
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A feladathoz tartozé disztribucis tablit a 9. dbra, a 10. abra pedig az
optimélis megolddst mutatja. Osszchasonlitisként most vegyiik azt az esetet,
amikor a keresletet a tervid@szak alatt nem tudja a medell dtrendezni, azaz
D, = D, = D,. Ez esetben (6) alatti feladat egy standard szallitasi feladatta
vélik. Legyen most tovébbra is D) = 700, de D, — 200, D, — 300, D, = 200.

11 12 13 21 22 23 31 32 33

00 20 40 30 700
11 0 2 50 700
12 0 0 60 700
13 0 40 700
21 0 I 0 700
22 0 3 0 700
23 0 0 700

T R T O T T L

700 700 700 700 8800 300 200

700 700
9. dabra. A szallitdsi feladat indulé disztribucios tabldja
11 12 13 21 22 23 31 32 33

00 20700 40 30

11 oo 2200 50500

12 0p00: (=00 60

13 0500 40200

21 (200 1100 (100

22 (6LLL R Qo0

23 ()500 ()z00

0 0 0 0 0o (1L ()8100 (200 0o

10. dbra. A széllitdsi feladat optimdlis megolddsa

A feladat optimalis megoldéasat a 11. dbra mutatja.

11 12 13 21 22 23 31 32 33

20700 40 300 700

00

11 0 2200 50800 700
12 0s00 Q200 60 700
13 0soo 40200 700
21 OZ(IO I:lll() 0200 700
22 0400 3 (05 700
23 0so0 0200 700

700 700 700 700 700 700 200 300 200

11. dbra. A standard szdallitdsi feladat optimdlis megolddsa

A 10. dbra alapjin az optimélis megoldds: X,, — 700, I,, — 200, X, == 500,
I, = 200, X,3 =200, I,; =100, X, = 400, X,, = 100, X,, — 200 &s
Z = 47 500.

A 11. dbra alapjén: X, = 700, I,, = 200, X,, = 500, I,, = 300, X,, = 200
és 7 — 47 600.
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Mivel az el6z8 optimalis célfiggvényérték szdz egységgel kisebb, ez is
igazolja, hogy az (5) alatti modelliink annak révén, hogy a keresleteket inter-
vallumba szoritja, hatékonyabb eredményt ér el.

( Beérkezett: 1980 K mdjus 21-én.)
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MULTI-STAGE PRODUCTION PLANNING WITH CONCAVE
AND LINEAR COST FUNCTIONS

Zangwill [7] gives a dynamic programming algorithm to the solution of a multi-
stage production planning problem with concave cost function. The present study gene-
ralizes this model in such a way that at the level of finished products also negative stock
levels are allowed and for this generalized case a dynamic programming algorithm is
given, too. Besides a multi-stage production planning problem with linear cost function
is presented where demands in a given period are considered not as a fixed quantity,
but are confined to an interval. This case can be reduced to a generalized transportation
problem.

MHOI'OCTYTIEHUATOE TTJIAHMPOBAHME TTPOM3BOJIACTBA C ITOMOLIBLIO
BOIHYTBIX U JIMHEMHBIX ®YVHKLMNA 3ATPAT

Baurswun B (7) paspaboTan aaropuT™M JAHHAMHYECKOIO MPOrPAMMHPOBAHHSA JUIS PelleHHs]
MHOroCTYNneHuaToli 3afaud MJIAHHPOBAHHS ITIPOM3BOJICTBA IMOCPEICTBOM BOTHYTOH (YHKIIHH
satpar. B jannoit pa6Gore ata moziesib 06o0maercst TaK, 4To Ha ypOBHE I'OTOBOrO HSJEJIHs JI0-
MyCKAIOTCs TAKHKE 1 OTPHUATEIbHBIC CKIIAJCKHE YPOBHH H OTHOCHTEJILHO 9TOro 06061eHHoro
Cilyyasi pacCMaTpUBAETCsI AIrOPHTM JIMHAMHYECKOr 0 POrpaMmMupoBanust. Hapsiny ¢ atum pac-
CMaTpuBaercs Takast npobseMa MHOrOCTYNeHYaToro MJIAHHPOBAHHS NPOH3BOJCTBA C MOMOIIBIO
JIMHElHOH (yHKIMK 3aTPAT, B PAMKaxX KOTOPOH CIpOC B KAKOM-TO NMEPHOJE He (PUKCHPYETCs a
OrPAHMUMBAIOT ONPE/IEJIEHHBIM HHTEPBAJIOM. ITOT cayuail Moycer OblTb CBeien K 0000meHHokH
TpaHncnopTHOi 3ajxave.
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