
VÖRÖS JÓZSEF

'I'öhbállomásos termelés-tervezés konkáv és lineáris 
költségfüggvénnyel 

l. Az egyállomásos termelés-tervezési probléma 

Tekintsünk egy vállalatot, mely egy terméket sorozatokban gyárt, valamint
egy tervidőszakot, melyet 11 periódusra osztunk fel. A termék iránti fogyasztói
keresletet adottnak tételezzük fel, s célunk annak meghatározása, hogy mely
periódusokban milyen nagysággal indítsunk sorozatot annak érdekében, hogy
minimális költség mellett a fogyasztói keresletet kielégítsük.

Az első megközelítésben eltekintünk a termelési folyamat részletezésétől,
ami azt jelenti, hogy csak a késztermék termelési szintjével jellemezzük a ter
melési folyamatot. Azt a modellt, melyben nem követjük nyomon a félkész
termékei késztermékké alakulásának folyamatát, egyállomás termelés-terve
zési modclln k nevezzük. Egy állomáshoz a termelési folyamat és a termelési
folyamat outputját tartalmuzó raktár tartozik. A raktározás lehetővé teszi,
hogy esetleg ru-m kell minden periódusban sorozatot indítani, és így a t-edik
periódus 0í -= 2, 3, ... , 11

) igényét egy korábbi periódusban termelik meg,
a terméket poclig r:1ktározzák 11 z-cdik periódusig. A periódusok közötti kap
csolatot így "rnktárnztLS teremti meg. (T = 3-ra lásd az t ) ábrát.)

Az elmondottak értelmében problémánkat a köv tkcző programozási feladat
fogalmazza meg:

MIN { {~ Kt (Xt D Ii)} 
1=1

It O1 + Xt = Dt + It ~ 

l{=lr=O, 

11 ~ 0, á t ~) O;

hi 1, ... , 11 

(1) 

t = l, ... ,T 

a, t-edik periódusban a termék inrántí kereslet,
a t-odik periódusban termelt tennék mennyisége,
a l-edik periódus végén raktáron levő termék mennyisége,
rL l-edik periódusban az Xt és 1t szintekhez tartozó költség.

Legyen a Kt függvény konkáv Xt és Irben. Ismert, hogy az (1) alatti
feladattípus esetén konkáv függvény a minimumát egy extremális pontban
Veszi fel, s mind n extremális pont kölcsönösen és egyértelműen meghatároz
egy bázismegoldást. (1) alatti feladatunk bázismegoldásában legfeljebb T nem
zéró bázisváltoz6 lehet. Legyen most g t > 0, t = 1, 2, ... , 8) Mivel egy
bázismegoldásban legfeljebb T nem zéró bázisváltozó lehet, következik, hogy
egy bázismegoldásban az 11_1 és á t változók közül az egyik pozitív, a másik
zéró (t = 1, 2, ... , 8X) Ha g t = 0 néhány t-re, akkor könnyen belátható,
hogy van olyan bázis, hogy a hozzá tartozó bázismegoldásban az 11_1 és áD 

ahol D, -
á -I
t t -
/{ h 
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változók közül az ilyen t-kre is legfeljebb az egyik lehet pozitív. Ezek szerint,
-egy bázismegoldás esetén a t-edik periódusban csak akkor folyik termelés,
ha 11_1 = 0, s Xrről azt kell eldönteni, hogy hány (t -: 1) utáni, periédus

Nyersanyag Termelés 

1. periódus 

2. periÓdus 

3. periódus 

Késztermék Raktározás Fagyasztás 

J;=:~ 
W-03

.l. ábra 

igényével legyen egyenlő. Azon t pontokat, ahol 1t = 0, regenerációs pontok
nak nevezzük. Problémánkat tehát a regenerációs pontok megkeresésére
vezettük vissza. Az (1) alatti problémát Wagner és Wilhin f3]-ban vetette fel
először és Veinott [2]-ben a fonti gondolatm net alapjún egy dinamikus
programozási algoritmust adott.
Zangwill f5]-bcn úgy á.ltalánositobte. az (l) rdatti problémát, hogy az 11 

változókat előjelkötetlenné tette. Ez a gyakorlatban armyit jelent, hogy meg
engedjük a fogyasztói igények késleltetett kielégítósót (pl. előjegyzéses rend
szer). Problémánkat ekkor az alábbi programozási feladat írja le:

MIN {l: [C1(X1) +Ht(]/) -1-H1(f1)]fl 
l=l 

It O1+X,=Dt+It ~ 

1{=Tr=0 
ht T l t i l t D ht "';O, t;t ·:o, á t :O;

I= J., ... ,T (2)

l -= J., ... , 'l' 

ahol ő t D 3 t és 3 t ti megfelelő koltsógfüggvényol., mr-Iyek konkávuk. Z-:a,ngwill
bizonyítja, hogy az optimális megoldásb:m ,1,;r, 6t 1, !1_L t:H á t D h I, 2, ... , 'I.', 
változók közül legfeljebb egy lehet povil.iv. Zanuwitl 17 !-lJen (2)-n•'k egy
hálózatot feleltet. meg, s gráfelméleti ala.pon ugyn,n(irro U,1/. üss:,,;diiggúirc jut.
A (2)-n k megfolelő hálót T = 4-ro ,_1, 2. áhr,1, muto.t.ja.

2. ábra 
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2. A töbhállomásos termelés-tervezési probléma 

Tekintsük az (1) alatti problémának egy olyan általánosítását, melyben
a félkésztermékek termelési szintjeit nem a késztermék termelési szintjeiből
vezetjük le közvetlenül, hanem az egyes megmunkálási fázisokhoz külön
változót rendelünk: Xt t jelentse, hogy a t-edik időszakban hány terméken
fejeztük be a j-edik, 0j = 1, 2, ... , ahhX megmunkálási fázisnak megfelelő
műveleteket. Azokat a termelés-tervezési modelleket, melyekben nyomon
követjük a félkésztermékek késztermékké alakulásának folyamatát, több
állomásos termelés-tervezési modelleknek nevezzük.

A j-edik állomás a j-edik megmunkálási szakasznak megfelelő munka
folyamatokat és ezen munkafolyamaton átesett termékek raktárát foglalja
magában. Így a j-edik állomás termelési szintje nem determinálja egyértel
műen ,1, j + 1-edik állomás termelési szintjét. Az utolsó állomáson - az
M--cdikcn - késaül el a késztermók, melyet az /11-edik raktárban raktározunk.
Az egyes periódusokat ismét a, ruk tározás köti össze. (Lásd 3. ábrát T = 3 és
JJ1 Ti 2 esetre).

Problérnánkut ,1,, ulábbi programozási feladat fogalmazza meg:

Ij,1-1 + át t = Ijl + XJ+ll; j = 1. .. M - 1, 

s D ~ 0, t t t > O;

Ijo = Ijr = O;

a T I, ... , ~iJ,f, 

t = 1, ,T 

l=l, 'l'

l i l D D8 

(3) 

j 0--= 1, ... , Zat 

,,hc,1 ! 11 :1 l-cd ik periódus végén 11 j-edil, raktár szintj ..it jLLl.i. 
;~1,muwilt ugyMws,.i,k P]-hcn (3)-nak egy luiló,mtot feleltet meg, s din.: .iikus

1,1 ogra.moúi,si algoritmust a.d m ra a:: cs t-re, amikor a ·:.0H.s:Sgfoggv.:nyek
konkávak. Cikkünl.he» ezen utóbbi modellt úJtalánosítjuk nly módon, h,igy
a,; llt(lbó állomúson , a k{Rz~,·rm0hk szintjén, rwgr:ngedjük a h,resL.t L,sbl
td;ctL ki,·l<:gít,'Hd,. Konkáv köl eségcket frltótclc,~v0 dinamikus urognunn:;;át;i
algoriLmust - aclu1d,, lineáris koltségekot frlt.étch,;ve pedig problémánkat egy
s1i0c·i,1lis tipusu R;,a.llítási föladatra vezetjük vissza,

Nyersanyag Terme-- Félkész- Rak- Félkész-- Terme- Készter- Rak- Kész- R?gyasz- 
lés 1 termék tár 1 termék lés 2 mék tár2 termék tás 

1. periódus --►
~ - - G]' - o,

2 periódus 5J - 5J gi -
3. periódus 

~ - I X23 I __. D3 

3. ábra 
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3. A töhhállomásos termelési folyamat jellemzése a kereslet 
késleltetett kielégítése esetén konkáv költségfüggvény mellett 

Mivel a késztermék raktári szintje negatív .is lehet (az utolsó perióduskivé
telével), ez azt jelenti, hogy 11, torvperiódus alatt a fogyasztói igónyeket kielé
gítjük, de nem biztos, hogy ez részpcriódusonként is megvalósul. Értelem
szerűen, egyetlen félkésztermék raktári szintje sem lehet negatív a terv
periódus alatt. Legyen ismét ismert a fogyasztój kereslet, s az X termelési
és J+, J- raktározási szintekhez tartozzon ismét konkáv függvény. Felada
tunk, hogy állomásonként és p-riódusonként meghatározzuk azokat a, terme
lési és raktározúai szinteket, lll lyekhoz tartozó költs(;g minimális ,1 fogyasztói
kereslet kielégítés» es· 1,,:n. 

Modellünknek ,l,:,:; alúbhi pr<>gramozúsi feladat felel meg:

{

MT MIT T } 
MTN J~I I~ Cj1(Xj1) + j~ l~·I HjiUj1) + I~ [II.lri(ltri) + HMMM1)]

Ij,t-i + Xit = lit f- ;í.J+t,,; j-- l, ... , M - J, I= 1, ... ,'!.' 

IM,/-1 

X1, '?.:: O;

t = I, ... , rí' 

j - 1, ... , M; t 

(4) 

l, ... ''/'

l11 > 0; j = 1, , !VI - I, l = 1, ... , 'l' 

IMI = I/vu -- It'vli; Itt : O; IMI ": O; l = 1, , '['

j= J, ... , M

ahol: X11 a j-od.ik állomás L( rmclési szintjo ,l, /-<·dik periódusban,
!11 a j-edik raktár szintje a z-cdik periódus vé-g(n,
C 1 = termelési költségfüggvény, mely nemncgat.ív <'s konkáv,
djt, Ht,11, HMt = ro.ktározás: költségfüggvények, molyok nomncgutfvak

<:s konkávak:
A ( 4) feladat fr-ltételrcndszr re úgy is reprezentálható, mint egy egy~tlcn

forrásponttal bíró hálózat, melynek formáját u 4. áLrn mutatja, T - 3, 
M = 3 esetre.

T 
A (00) forráspont.ból kiindulva a 2,' D, folyamot kell cL rondoltetéai állo-

t=I 
másokra eljuttatni minimális költségg-I. Foltétclczésünknelc megfelelően az
.M-edik szinten visszaáramlást is megengedünk. Most fölhasználjuk Zcinu1cilt 
[ 4]-bcn kimondott tételét, mely egyetlen forráspnnttn,J Ii író hálózatokra meg
állapítja, hogy ha a folyamokhoz konkáv függvény uu toz ik, akkor a minimum
értékű folyam avval EL tulajdonsággal bír, hogy minden pontnak lcgfoljr bb
egy pozitív inputja van. Legyen z > 0 a forráspontot kivéve valamely (jl)
pont inputja.

1. lfouetkezrnény: Ha a (jt) ponton keresztülfolyik az (Mk) rcndcltotóai
ponthoz tartozó Dk igényből valamely pozitív nagyság, akkor rajta a teljes
Dk nagyság átfolyik.

Ellenkező esetben legalább egy, a (jt)-től különböző és vele kapcsolatban
nem álló (j't') pontnak kellene lennie, melyen a D,, igény hiányzó része átfo
lyik, s ezen folyamoknak legkésőbb az M-edik szinten egyesülniök kellene.
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Ekkor azonban legalább egy pontnak biztosan két pozitív inputja volna, ami
tételünlrnek ellentmond.

2. Következmény: Ha z, mint a (jt) pont inputja tartalmazza D"-t; k < t, 
akkor tartalmazza D1-t is. Másként az (Mt) pontnak két pozitív inputja lenne.

3. Következrnény: Ha z a (jt) pont inputja, akkor
f3 

z = J; D1r; 
k=r.x 

1;;;;0: {3, t,s;(J~T. 

Tegyük fel, hogy (jt) z inputja tartalmazza D"-t és D,+h-t; h ~ max {2, t-oc}
és o: + h > T, de nem tartalmazza Da.+1,-t; 1 :< k < h, továbbá, hogy (j't')
z' inputja tartalmazza Da+1<-t; 1 ~ k < h . 

. I,. ábra. A. 1·,i,bbá.llomtisos, dinu.mil,irs re1.J,.,z,-,r hálózata

Ho. t < t', akkor 11z (M, o: + h) és (M, o: + k) pontokba irányuló folyamok
keresztezik egymást, h.1 I'/ I, ,d,k(r ]'\'dig .1z (.Mo:) l's (111. o: + le) pontokba
irányuló folyamok keresztezik í•gymáRt. Ezek alapján konnycn jellemezhetjük
az output folyamokat is.

Legyen az ( Mt) pont inputja
fJ

z = }; D11; l <' o: ,.,,- t, t > (J <; T.
Ir=~ 

Hao: < t, akkor az (Mt) pont inputja a t-edik periódust megelőző periódusok
igényét is tartalmazza, s hogy az igény eljusson ez=n rendeltetési helyre

t-1
IM 1-1 ~--= lJ Dk 

, k=(I. 
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kell legyen. Hasonlóan, ha /J > l, akkor
(3 

It.,= J;Dk- 
k=t+l 

Amikor egy belső (jt) pont inputja
(3 

z = J;' D1c; l:,;:; (/, ~ fJ, t < fJ ,:s;; T; 
k=~ 

ezt a z folyamot szintén két részre kell osztani, hiszen a (jt) pontból csak
a (j + l, t) és (j, t + l) pontokba, irányul folyam. Mivel a (_jt) pont output
folyama ezen két vont input folyama, a 3. következmény azt diktálja, hogy

Egy pontban adott inputot feltételezve, melyet két paraméter, az IX és fJ 
határoz meg, olyan y-t kell válasstani, hogy az így létrejött feloszt.ás mini
mális költséget erodrnónyczzen. Ennek meghatározásáru dinamikus progra
mozási algoritmust fejlcsz tünk ki köt ú,lbpot-vúltozóv;,d.

4. A dinamikus programozási algot"itmus 

Legyen Kj1(1X, {J) az 2,f D1, nagys[igú (jf) pontba irányuló folyam (Na),
(JJ![, IX + 1), ... , (l11/J) ~Jl)ntoklu i,ört<:n,í , ljuUut{ifiinaJ, mirurnális költség<';
C Jt(a, fJ) a E~ D" keresleti mennyiségnek megfelelő termék tcrmcl6súnck költ
sége a j-edik állomás-in a 1-cdik pcrióduslJt1,n: Hj1(v., {J) }1 2,f Dj koresluti tömeg
nek mcgfekl<'í t,-,nnókok r;cl-:tn.rn.du,áru k kiilLtJ{•go ,1 j-odik rnktáruan a /-"dik 
periódusban.

J. A,; utolsó állomásra vonatkozó rokurz.íóa formulá.ink rl.kor:
1. Hat= l, akkor :x = l, ós

KM1(1, /J) = HA1,(2, /3) + /(NI:! (2, /J), 

mivel ;i, /J1 eljut a fngyasztókhnz, a (1)2+ ... Df3) mennyi.ségot pedig
az Ij:11 szállítja.

4 a. ábra. Az (Mt) ponthoz tartozó folyamatok
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2. Hat= T, akkor f3 = T, és

KM1(a, T) = HM, T-1(a, T - 1) + KM, T-1(a, T - 1). 

3. Minden más t-re (lásd 4. ábra):

KMl(a, /3) = HM,t-i(a, t - 1) + KM,t-1(a, t - 1) + HXi,t+i(t + 1, /3) + 
+ KM l+l(t + 1, (3).

II. j = JJ{ - 1 esetben, 1 ~ r/. ::C f3, t < (3 < T kikötések mellett
1. t < T-re, ha

la. (3 = t;
J{M-1,1(r/., I)= CM1(a, t) + K,...,11(a, t),

ugyanis ez az input folyam nom tartalmazza egyetlen t utáni periódus
igényét sem.

lb. a> t esetben Jl1 - 1, l pontból nem indulhat folyam (Jl1t)-be, mert
e:1. nem tartalmazza Drt- Tehát:

KM-l,/(rx. (3) = HM-1,k.1., fJ) + 1(-11-1,1+1(~, 19), 

le. minden más a és (3 kombinációra (lásd az 5-7. ábrákat):

KM-i,1(a, /3) = min{min {CM1(rx, ·y) + K1v11(a, y) + HM-i,1(y + 1, /3) + 
t<;;.yS".fJ

+ K/\1-1.1+1(Y + 1, /3)}. f-IM-1,1(rx, fJl + KM-1,1+1(a, /3)}
s lm t = 1 , a,k kor 1Y. 

2. I = 1'-rn fJ = 7':

/(M-1.T(oc, T) - C'M7(a, T) + /(M7(oc, T);

1-C't kell használni.

1. / (I. -· 'l'. 

Ezek után má.r könnycbbr-n lu tú.r11,;h,ttjuk lll"g az alsóbb szintekre
vonatkozó formuláinkn.t.

I.I I . 1 _,,...- j < .M - ·1 c aot.bcn, ! , a · fJ c'·c: I , f3 · · T ki I: otés rnellett

l. t < T-ro, lm,
la. (3 = I:

/l
I =LDk
M-1, t k=c( 

l
IX =0 
I 1,t
I

@ 
5. ábrn 
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lb. IX> t: 

Ki1(1X, /J) = min {0/+1,i(IX, y) + K/+1,i(IX, y) + K/,l+i(Y + 1, /J)};
<>-l=a;y;:a;,8

c/+l,l(a, (1. - 1) = K}+1,1{a, IX - 1) = 0,
le. minden más IX, fJ kombinációra:

Ki1(1X, {J) = min f min 0/+1,i(a, y) + K/+1(1X, y) + Hi1(y + 1, /J) + 
l1::a;r:a;.a

+ KJ,t+i(Y + 1, /J)}, H11(1X, /J) + KJ,1+1(1X, /J)}
Ha t = 1, akkor a= I-et kell használni.

2. t = T-re fJ = T: 

Kj7(1X, T) = c}+l,T(a, T) + Kj+l,T(oc, T). 
IV. Végül a forráspontra vonatkozó egyenleteket kell meghatározni. Ehhez

bevezetjük a K01(oc, T) jelölést (1 :S;; oc :S:: T), mely a 2.,7 D1c keresleti tömeg
(Ma), (M, a+ 1), ... (MT) pontokba juttatásának minimális költségét
jelenti a forráspontból kiindulva, és ezt a tömeget at, t + l, ... , '1' periódu
sokban termeljük meg.
1. Ha T >- a > t, t ~ T: 

K01(a, T) = min {011(a:, y) + K11{a:, y) + K0 i+i('Y + l, T)}.
o-1:a;y~T ' 

I =0 ~
!:::~---~ 

fi. ábra 

r 
X =~ D
Mt· k=O: k 

7. ábra. Az (M - 1, t) pont egy output folyama, amikor az input folyam csak egy·
részéből készül végtermék (t :s; y < {J)
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2. Ha 1 :;;; a _s; t, t # T-: , 

K01(a, T) = min { min {O11(a, y) + K11(a, ·v) + Ko,t+i(Y + 1, T)},
t:;á,y$T

3. Hat= T, akkor

K0T(a, T) = O17'(a, T) + Kn(a, T);

Mivel algoritmusunk ,,visszafelé lépegető", K MT(TT) = O-val kezdünk
és ha K01(1T)-hez érkeztünk, megadhatjuk az optimális megoldást.

Illusztrációként tekintsünk egy példát, melyben a költségfüggvények legye
nek a következő típusúak:

011(X11) = { o ha
Aj+ Cit"xjl ha

és
j=l, ... ,M-1

HtiMt11) = hMI. Itri
HM1(IM1) = nM1'IM1 t = 1, ... ,T. 

Legyen M = 2, T = 3, D1 = 100, D2 = 200, D3 = 300, A1 = 400, A2 =
= 300; C11 = 20, C21 = 30, t = l, ... ,T; 

h11 = 2, h12 = 0, h21 = l, h22 = 3; n21 = 2, n22 = 4.

Tekintve, hogy c11 és c21 minden t-re azonos, modellünk érzéketlen erre
a költsésmemre. Szá.mit.ásuinkné.l ezeket nem vesszük figyelembe. Eljárásunkat
az M-edik állnmú.son kezdjük.

K23 (3,3) = 0 
K23 (2,3) = 200 · 4 = 800
K23 (1,3) = 300 · 4 + 100 · 2 = 1400
K22 (2,2) = 0 
K22 (2,3) = 300 · 3 = 900.

Most azt a lehetőséget kell megvizsgálni, amikor a (2,2) pontba mind a
három periódus igénye beérkezik. A D2 mennyiség közvetlenül a fogyasztókhoz
kerül, a D1 mennyiség az J-1 folyamon kerül a fogyasztókhoz, a D3 pedig
a I :t folyamon keresztül.

Ennek alapján:

1{22 (1,3) = 100 · 2 + 300 · 3 = 1100
K22 (1,2) = 100 · 2 = 200
K21 (1,1) = O
K21 (1,3) = 500 · l + 300 · 3 = 1400
K13 (3,3) = 023 (3,3) + K23 (3,3) = 300 + O = 300
K13 (2,3) = 023 (2,3) + K23 (2,3) = 300 + 800 = 1100
K13 (l,3} = 023 (1,3) + K23 ( 1,3) = 300 + 1400 = 1700
K12 (3,3) = H12 (3,3) + K13 (3,3) = O + 300 • 300
Ki2 (2,3) = min { min {022 (2, y) + K22 (2, y) + H12 (y + 1,3) + 

2;:á;y:$;3

+ K13 ( y + 1,3) }, H12 (2,3) + K13 (2,3)} =
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= min {300-+ 0 -+ 0-+ 300, 300 -+ 900-+ 0-+ 0, 0-+ 1100} =
= 600; y* = 2

K12 (2,2) = 022 (2,2) -+ K22 (2,2) = 300
K12 (1,2) = 022 (1,2) -+ K22 (1,2) = 300 -+ 200 = 500

Amikor az (1,2) pont inputja (D1-+ D2-+ D3)-mal egyenlő, az (1,2) pont
outputjait tekintve az alábbi változatok lehetségesek:

a második periódusban egyetlen készterméket sem termelünk, így a teljes
input folyam 112-n keresztül eljut az (l,3) pontba, tehátl12 = (D1 -+D2 +D3),

a második periódusban (D1 -+ D2) mennyiséget termelünk, a D3 mennyi
séget, mint félkószterméltet még raktározzuk; tehát X22 = (D1 -+ D2) és
112 = D:3, 
a második periódusban megtermeljük a tervidőszak alatt jelentkező teljes
keresleti monnyisóget, tehát X22 = (D1 -+ D2 + D3) és .l.i2 = 0.

KL2 (1,3) = min { min {022 (l, y) + K22 (l, y) + 
2:.;y:.;3

+ H12 (y + 1,3) + K13 (y-+ 1 ,3)},
K13 (J ,3) + H t2 ( l ,3)1 = min {300 + 200 + 0 + 300 1100 + f .

+o+o,0+1100}=800; y*=2
K11 (1,1) = CH (1,1) + K2L (1, 1) = 300 I- 0 -= 300
K11 (1,2) = min{ min {021 (l, y) + K21 (l, y) + H.11 (y + 1,2) + 

I :a;y:.;2

+ K12 (y + 1,2)}, flu (1,2) + K12 (J ,2)} =
= min {300 + 0 + 400 + 300,300 + 200 + 0 + 0, 600 + 550}=
= 500; y* == 2

K11 (1,3) = min{ min {021 (1, y)-+ K2i{1, y) + H,1 (y = 1,3) + 
t:.;y:.;3

+ K12 (y + 1,3), 1111 (1,3) + Kt2 (1,3)} =
= min {300 + 0 + 1000 + 600, 300 -+ 200 + 600 + 300, 300 + 
+ J.400 + 0 + 0, 1200 + 800} = 1400; y* = 2.

S végül határozzuk meg a forráspontból kiinduló folyamok értékét:

K03 (3,3) = 400 + 300 = 700
K03 (2,3) = 400 + 1100 =-= 1500
K03 (1,3) = 400 + 1700 = 2100
K02 (3,3) = min {012 (3, y) + K12 (3, 11) + /(03 (y + 1,3)} =

2:.;y:.;3

= min {O + 0 + 700, 400 + 300} _, 700; y*-= 2,3
K02 (2,3) = min { min {012 (2, y) + K12 (2, y) -+ K0a (y-+ 1,3)}, K03 (2,3)}

2:.;y:.;3

= min {400 + 300 + 700, 400 + 600 + 0, 1500} = 1000; y* = 3
K02 (1,3) = min { min {012 (1, y) + K12 (1., y)-+ K03'(y + 1,3)} 1(0 (1,3)}

2:.;y;:,;3

= min {400 + 500 -+ 1500, 400 + 800 + 0, 2100} = 1200; y* = 3
K01 (1,3) = min { min {Ou (1, y) + K11 (l, y) + K02 (y + 1,3)}, K02 (1,3)}

1:.;y~3 ,

= min {400 + 300 + 100, 400 + 500 + 700, 400 + 1400 + 0,
1200} = 1200; X11 = 0
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Mivel K01 (1,3) minimumát K02 (1,3) adta., ebből következik, hogy X11 = 0.
K02 (1,3) minimuma y* = 3-nál van, tehát X12 = (D1 + D2 + D3), A (12)
pontba, irányuló folyam nagysága, ezek szerint 600 egység, K12 (1,3) minimuma
pedig y* = 2-nél van, tehát X22 = D1 + D2 és 112 = D3. Innen pedig már
következik, hogy 111 = 100, X23 = D3 és az összes több változó értéke zéró.
A feladat optimális folyamát a 8. ábra mutatja. Az optimális megoldás költ
ségei a következőképpen oszlanak meg:

Az első termelési állomáson a második periódusban a fix költség 400
Az első termelési állomáson a második periódusban D3-nak meg-
felelő félkésztermék raktározásának költsége 0
A második termelési állomáson a, második periódusban D1 + D2
mennyiség termelésének fix költsége 300
A második termelési állomáson a harmadik periódusban D:i terme-
lésének fix költsége 300
A második termelési állomáson az első periódus késleltetett keres-
letkielégítésének költsége 200

melyek összege természetesen rnegegycz,ik K01 (lT) optimális értékével.

8. ábra. Az opt.imális folyam fa struktúrája

5. A lineáris eset 

Tekintsük az alábbi termelés-tervezési problémát:

l=l, ... ,T, j=l ... M
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T 
ZXM+1,1=D (5) 
l=I 

D1 < XM+l.1 :S: IJ,; t = 1, ,T 

s ; ~ o, 1)1 >- o; j = 1, , M 

IJ,o=IJ,T=O; j=1, ,M 

ahol XM+i,t, = a z-edik periódusban a fogyasztóknak kiszállított mennyiség.
(5) alatti modellünk megszünteti tehát a termelés-tervezési modellek azon

hátrányos tulajdonságát, hogy él keresletet nem tudják a tervperióduson belül
átrendezni.

Most tekintsük az alábbi szállítási feladatot:

M T M T M T

MIN Z Z V(OO)(ks) Y(oo)(lcs) + Z Z Z Z V(jt)(hs) • Y!Jt)(l<s1
k=l s=I }=1 t=I k=I s=I

Mt I T 

l,' Z Y(Jt)U<s) = rjt;
k=I s=I

M Tz z Y(}t)(ks) + Ycoo)(/<s) =-.-e r.; 
}=! I=! 

t = 1, ... , T, j = 1, M 

M-1-1 T 
Z l,' Ywo)Ucs) -cc, "oo

k=I s=I 
(6) 

S= 1, ... ,T, k= 1, ... ,Jtf 
M T 

PM+i,s < Z Z YUt)1M+l,s) + '!/(oo)(M+l,s) :,-- PM+l.s;- i=' 1=1 
ahol:

s=l, ... ,'I'

{ 
ell ha k = 1

V(OO)(ks) = , ,
oo egyebk:ent

6s S=l; t~-1, ... ,'J.' 

0 
e J+ I,

V(jt)(ks) = hf/

0 

ha j =kést-= s; j, le= l, ... , M; t, s= l ... T 
ha. k = j + l és t =-:.= s; j = 1 . . . M - 1 ; t = 1. ... T
ha, j = le és t + 1 = s; s = l ... T - 1 ; j = l . . . M
ha, j = M; le =.e: M + l, t = s; t = 1 ... T

oo egyébként

r00 = rjl = Pks = D; j = l ... M; t = l ... 1'; le= 1 ... M; s= 1 ... T: 

1. tétel: Az ( 5) föladat minden lehetséges megoldásához hozzárendelhető
a (6) feladatnak egy lehetséges megoldása, s a megoldáshoz tartozó célfügg
vényértékek megegyeznek.

Bizonyítás: Legyen xJ1; j = 1, ... , M + 1, t = 1 ... Tés IJ1; j = 1 ... M, 
t = 1 ... T az ( 5) feladat egy lehetséges megoldása. Ekkor

1~,1-1 + x~1 = 151 + XJ+1.1
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Ebből

ll1-1 + XJ1 + D - (lir-1 + XJtl = IJ1 + xj+l,t + D - (IJ.1-1 + XJ,) 
Legyen most

Yi·t)(jt) = D - (IJ.1-1 + XJ1) = D - (IJ,t + Xj+1,1) 
y~jt)(j,1+1) = IJt; Y~j,t-l)(jt) = IJ,t-1 

Yil)(j+l,t) = XJ+i,t; y~j-1,t)(jl) = XJ1, 
valamint

Y(jt)(ks) = 0 és Y<ks)(jt) = 0
minden más le, s, j, t kombinációra.

Könnyen belátható, hogy ez megoldása az (5) feladatnak, s a megoldáshoz
tartozó célfüggvényértékek egyenlőek.

2. tétel: A ( 6) és ( 5) alatti feladat optimális megoldásának halmazai között
kölcsönös és egyértelmű leképezés létesíthető.
Bizonyítás: Elegendő megmutatni, hogy a (6) feladat optimális megoldása

lehetséges megoldása az (5) feladatnak. Mivel a (6) feladat optimális meg
oldásához tartozó célfüggvényérték kisebb mint végtelen, minden ((jt), (jt))
zéró elemére:

Yt.t-l)(jl) + yfj-1,l)(jl) + yrj/)(jl) = D 
és

yrjl)(jl) + Y(il)(j,1+1) + Yf;,)(j+l,1) = n.

Ezekből

Y~j,1-l)(jl) + yfj-1,l)UI) = Y~jt)(j, l+l) + vrjt)(j+1,1),

és sorrendben az

lJ,1_1, xy1, IJ1, X}+i,t
választással adódik a kívánt eredmény.

Ahhoz azonban, hogy a termelési feladatunkat megoldhassuk, a szállítási
feladat megoldásához hatékony algoritrnuet kell keresni. Ehhez felhasználjuk
az p ·1 cikk eredményét, mely alkalmas a (6) szállítási feladattípus meg
oldására.

Illusztrációként legyen:

c11 = 20 D = 700 h11 = 2

c12 = 40 D1 = 100 h12 = 0

c13 = 30 D2 = 100 h13 = =
c21= 50 D = 200 h21 = 1 _3

c22 = 60 D1 = = h22 = 3 

c23 = 40 D2 = 300 h2a = =
1)3 = 200

3 Szigma
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A feladathoz tartozó dieztribuciós táblát a 9. ábra, a 10. ábra pedig az
optimális megoldást mutatja, Osszehasonlításként most vegyük azt az esetet,
amikor a keresletet a tervidőszak alatt nem tudja a modell átrendezni, azaz
D1 = D, = D1• Ez esetben (6) alat.ti feladat egy standard szállítási feladattá
válik. Legyen most továbbra is D = 700, de D1 = 200, D2 = 300, D

3
= 200.

11 12 13 2l 22 32 
----------

00 
11 
12 
u
21 
22 
23 

20 
0 

40 
2
0 

30 

0 
0 

50

0 

60 

l
0 

40 

:J
0 

0 
0 

0 

700 
700 
700 
700
700 
700 
700 

oo oo oo oo oo o- 08100 0200 o0 8600 

700 700 700 700 700 700 8800 300 200 

9. ábra. A szállítási föladat induló diszti'ibuoiés tabléja

11 12 21 22 23 33

00 
11 
12 
13 
21
22 
23 

20100 40
o- 2200

osoo

0 0 

50500

0200 so 
osoo 40200

0200 poo
OGOO 3

or.oo
0 0 o0 0° 

o•oo

08100

0100

0200
0200

O"

10. ábra. A szállílási feladat opt.imális megoldása

A feladat optimális megoldását a 11. ábra mutatja.

11 12 13 21 22 23 :l3

00
11 
12 
[3 
21
22
23 

20100 4.0 30° 
0 2200 50500

osoo 0200 60 
o,oo ,10200

0200 poo 0200
o•oo 3

o=

700
700 
700 
700 
700 

o:ioo 700 
0200 700 

700 700 700 700 700 700 200 ::100 200 

11. ábra. A standard szállítási feladat optimális megoldása

A 10. ábra alapján az optimális megoldás: ..,Yu= 700, In= 200, X
2

_, = 500,
112 = 200, X23 = 200, 121 = 100, X31 = 400, X32 = 100, X33 = 200 és
Z = 47 500.

A 11. ábra alapján: X11 = 700, ln= 200, X21 = 500,121 =--= 300, X23 = 200
és Z = 47 600.
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Mivel az előző optimális célfüggvényérték száz egységgel kisebb, ez is
igazolja, hogy az (5) alatti modellünk annak révén, hogy a keresleteket inter
vallumba szorítja, hatékonyabb eredményt ér el.

( Beérkezett: 1980.rmájus 21-én.) 
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MULTl-STAGE PRODUCTJON PLANNING WITH CONCAVE
AND LJNEAR COST FUNCTIONS

Zarurwill [7] gives a dynamic programming algorithm to the solution of a multi
stage production planning problem with concave cost function. The present study gene
ralizes this model in such a way that, at tbc level of finished products also negative stock
levels are allowed and for this generalized case a dynamic programming algorithm is
given, too. Besides a multi-stage production planning problem with linear cost function
is presented where demands in a given period are considered not as a fixed quantity,
but are confined to an interval. This case can be reduced to a generalized transportation
problem.

MHOrüCTYnEHYATOE nJlAHYIPOBAHME nPOM3B0,QCTBA C nowomuo 
BOfHYTblX vi Jlv!HEfiHbIX <l:>YHHUMO 3ATPAT 

3a1-1rBHJ1J1 B (7) paspaöoran anrupara n:miaMw1ec1<0ro nporpaaaapoaaxas JJ;Jrn perueuna 
MHoroCTyne~111aTOJ1 3aJ:(atJH nnaHHpOBaHH5l npOH3BOJ:(CTBa nocpeacraoa BOrHyTOH (j)yHKqHH 
,}aTpaT, B J~aHHOH paöore 3Ta MOJ:(CJlb o606ll.laCTC5l TaK, tJTO Ha yponne l'OTOBOl'O H3J~emrn J:(O 
nyc1<a!OTC5I Ta10Ke H OTpHqaTCJlbHbJC CJ(JlaJ:(CJ{HC ypOBHH H OTHOCHTCJlbHO 3TOl'O o606ll\CHHOrO 
CJ1y,,a51 paCCM,.tTJ)HBaCTC51 anropurv J:(HHélMHtJCCKOro npor-paaanponauns. Hapnny C 3THM pac 
CMaTpHaaeTC51 Ti.11<351 npoönewa MHOrOCTyneHtJélTOl'O nnaHHpOBaHH51 npOH3BOJ:(CTBél C nOMOII\b!O 
mrnei1HOH (j)yHJ{l.(llH aarpar, B pasucax 1{0TOpoi1 cnpoc B J{élJ(OM-TO nepnone He tlJHKCHpyeTC51 a 
orpaHH'lHBaJOT onpenenenuua nnrepnanoa. 3TOT cny-raü MO)l(CT 61,1Tb CBCJ:(CH I{ 0606u1eHHOH 
Tpa1-1cnopTHOi1 sazta-re.
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