FOGALMAK ES MODSZEREK

Nacy CsaBa

Bevezetés a fuzzy halmazok elméletébe

Bevezetés

A fuzzy halmazok elmélete alig tobb mint tiz éves multra tekint vissza,
de gyors fejlédése, elterjedésénck széles kore, hatdsanak mélysége egyediilallo.
Mit jelent ez a kifejezés  fuzzy halmaz | le tudnank-e forditani? Nevez-
hetnénk taldn homalyos vagy elmosédott vagy bizonytalan halmazoknak, de
ezek a kisérletek nem csak eleve kudarcra itéltek, de feleslegesek is. Egy 1j
fogalom sziiletett, és egyre inkdbh kiveteli a helvét a legkiilonbozébb tudo-
manyokban.*

A tudomanyos vizsgalatok soran minél teljesebh, szélesebb korii feladatok-
kal foglalkozunk, anndl t6bb bizonytalansigi tényezdével talaljuk magunkat
szemben. Amikor ezeket a feladatokat exakt mddszerekkel targvaljuk, az
ilyen tényeziknek leirdsa nagy nehézségeket okoz, sok esetben nem is valdsit-
haté meg.

A valoszin{iségszamitds igen jo eszkoz a bizonytalansagok egy részének le-
irdsdra. Jol kell azonban latni a valdszinfiség, és a fuzzy tulajdonsag kozotbi
kiilonbséget. A valosziniiség jol definialt, konkrétan meghatarozott események
eléfordulasanak valdésziniségére ad mértéket, a fuzzy tulajdonsig meg azt
fejezi ki, hogy maguk az események, elemek, fogalmak bizonytalanok, rosszul
definidltak, nem tudjuk pontosan hol kezdGdnek, hol végz6dnek, milyen
mértékben tartoznak bele bizonyos dsszetevik.

A fuzzy halmazok elméletének alapja, hogy sok esetben nem lehet, vagy
nince értelme eldonteni, hogy egy elem egy halmazhoz tartozik-e, vagy
nem. Lehet, hogy bizonyos mértékig hozzé tartozik, bizonyos mértékig nem.
Ezt a tulajdonsigot a fuzzy halmazok elméletében az tn. tartalmazdsi fiigg-
vény segitségével fejezhetjitk ki. A tartalmazdsi fiiggvény az alaphalmazbol
a [0,1] intervallumba haté fiiggvény, és azt fejezi ki, hogy egy elem milyen
mértékben tartozik az alaphalmaz egy fuzzy halmazdhoz.

A cikk elsé részében a fuzzy halmazok elméletének alapfogalmait ismertet-
jiik. A fuzzy halmaz definidldsa utédn attekintjiik, hogy milyen miveleteket
lehet értelmezni a fuzzy halmazok korében, és ezeknek a miiveleteknek a leg-
fontosabb tulajdonsdgait. Megvizsgaljuk a kozonséges halmazoknak a ki-
terjesztését fuzzy halmazokre, megismerkediink a fuzzy reldcid, egyszeril
fuzzy reldcio, és a konvex fuzzy halmaz fogalméval.

A kivetkezs fejezethen a fuzzy mértékekkel és a fuzzy integrélokkal foglal-
kozunk, megvizsgdljuk, hogy hogyan lehet fuzzy mértékeket konstrualni,

* A szerkesztGség véleménye szerint minél fontosabb egy 1j fogalom, minél valdsziniibb
széles kor(i alkalmazdsa, anndl indokoltabb, hogy magyar nevet taldljunk rd. Mi a ,,kécos
halmaz” kifejezést javasoltuk; a szerz6 nem engedett a fuzzy’-bol. (Szerk.)
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és végiil megnézziik, hogy a fuzzy mértékek és fuzzy integrilok elméletét
hogyan lehet alkalmazni szubjektiv értékelési folyamatokban.

Az utolsé fejezetben elGszor a fuzzy programozési feladatot fogalmazzuk
meg, megadjuk a fuzzy célfiiggvény, fuzzy korlétozds, fuzzy dontés fogalmét,
és végiil a linedris programozasi feladat fuzzysitdsinak lehetSségét] mutat-
juk be.

1. Haléelméleti és mértékelméleti alapfogalmak

Ebben a részben azokat a halo- és mértékelméleti fogalmakat soroljuk fel,
amelyekre a fuzzy halmazokkal kapesolatban sziikségiink lesz. A kovetkezd
fejezet, ami a fuzzy halmazok elméletének alapjait targyalja, az aldbbi halo-
elméleti definicickat hasznélja fel:

1.1. Egy X halmazt részben rendezett halmaznak neveziink, ha bizonyos
elempérjain értelmezve van egy < reldci6é, amelyekre a kivetkezok telje-
siilnek:

1. reflexiv — azaz e Vre X,
2. antiszimmetrikus azaz r<y=>y$xz ha x5y,
3. tranzitiv — azaz T Rl e

1.2. Legyen X részben rendezett halmaz, akkor x és y X-beli elemeknek »
a legnagyobb tLls(') korlé.tju, ha v < o és v <<y valamint nem létezik olyan &
amire ¥ > v, 9= y fennallnak. Hasonlé modon értelmezve, w az x
és vy elemeknek a legklsebb felsd kor]é,t]a,, ha w > x és w >y és nem létezik
olyan % elem, amire igaz lenne, hogy @ <~ u és 4 > x, 4 ’_.; y és ezt jeloljiik
a kovetkezokeppen

Vie= p\Y, 1w e BN

Egy részben rendezett halmazt akkor nevezhetiink haléonak, ha minden ele-
mének létezik legnagyobb alsé és legkisebb felsé korldtja.

1.3. Ha egy X héalora az xV(yAz) = (xvy) A (xVz),

vagy az zA(yV2) = (@Ay) V (zAy)
disztributivitési tulajdonsdgok igazak, minden z, y, z € X esetén, akkor az X
hal6t disztributiv halénak nevezziik.

A kovetkez6 definiciokat a fuzzy mértékekrsl és a fuzzy integrélokrol szolo
részben hasznéljuk fel.

1.4. Legyen X tetszileges halmaz, jeloljiik §(X)-szel az X részhalmazain
halmazét. Nevezziik az ol C §(X) halmazt az X halmaz egy osztélydnak,
tehdt ol elemei X bizonyos részhalmazai.

Egy X halmaz ol osztélydt halmazalgebranak nevezziik, ha

1.A, BEA =AU B¢€oA,

2.4 € A=>4€A,
egy halmazalgebrat o-algebrinak neveziink, ha barmely {4, €, k =1,2... }
halmazsorozatra |J A, € oA.

k=1
Az A-ba tartozé halmazokat ofl-mérhetéknek nevezziik.
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Allitas

Egv X halmaz barmely of osztélyédra létezik az 6t tartalmazé legsziikebb
o-algebra. (L. Gikman —Szkorohod [13].)

1.5. Egy metrikus tér nyilt halmazainak osztilya &ltal generalt o-alegbra,
az Gt tartalmazé legsziikebb o-algebra; elemeit Borel halmazoknak nevezziik.
(Az n-dimenziés euklideszi térben pl. a félig nyilt paralelepipedon altal kifeszi-
tett, vagy generdlt o-algebra adja meg a Borel halmazokat.)

1.6. Egy v:ol — X halmazfiiggvényt akkor neveziink o-additivnak, ha
v(kL:J_I Ak) = EV(A;(), ha; V i =4 7'-1‘(3, A,nAJ = g-

1.7. Valamely ol o-algebran megadott, nem negativ, o-additiv, halmaz-
fiiggvényt akkor neveziink mértéknek, ha »(9) = 0.

1.8. Legyen ofl az X tér o-algebrdja. Egy of-mérhetd halmazon értelmezett,
valds és a -+ oo értékeket felvevd f(x) fiiggvényt ol-mérhetének nevezziik, ha
az {z|f(x) << r} halmaz minden val6 r értékre ofl-mérhetd.

2. A fuzzy halmazok elméletének alapjai

Fuzzy halmazok. A fuzzy halmazok elméletének alapja a halmazelmélet
karakterisztikus fiiggvény fogalménak kiterjesztése. Legyen X egy tetszdleges
alaphalmaz, és 4 — X X egy részhalmaza, és jeloljiik u,-val az A részhalmaz
karakterisztikus fiiggvényét:

0, ha z¢ 4

wal®) = {1, ha o € 4.

A u, karakterisztikus fiiggvény az X alaphalmazrél a {0,1} kételem(i hal-
mazba hat, jeloljiik ezt igy: u,: X — {0,1}. Tehdt egy « € X elemrdl pontosan
tudjuk, hogy egy 4 halmaznak eleme, vagy nem eleme. Ha azonban vala-
milyen sok bizonytalansigot hordozé fogalomrendszert akarunk halmaz-
elméleti modon kozeliteni, ezt ilyen egyértelmien mér 4ltaldban nem tudjuk
megmondani. Csak ilyeneket &llithatunk, hogy az x € X elem ,egy kicsit
eleme”, vagy ,,jobban eleme”, vagy ,,mir majdnem eleme” az A halmazn'ak.
Az it leirtak megfogalmazésahoz a fuzzy halmazok elméletében a karakterisz-
tikus fiiggvény fogalmanak éltaldnositdsdval juthatunk el. Ugyanis, ha a p,
értékkészletét a {0,1} kételem(i halmazrél kibGvitjik a [0,1] intervallumra
pia: X — [0,17 akkor ji,-t X egy fuzzy részhalmazénak tekinthetjilk, ponto-
sabban: X-nek egy fuzzy részhalmazat reprezentilja.

Definicié. Legyen X tetsz6leges alaphalmaz, legyen u: X — [0,1], akkor az
{z, u(x)} parok halmazét az X halmaz fuzzy részhalmazénak nevezziik (rovi-
den: fuzzy halmaz), a u fiiggvényt pedig tartalmazési fiiggvénynek nevezzu’k.

Jeloljiik &(X)-szel az X halmaz tartalmazési fiiggvényeinek halmazat,
azaz §(X) = {u|u: X —[0,1], ekkor é4ltaldban elegendd magit az F(X)
halmazt X fuzzy halmazainak tekinteni.

Példdlk:-

1. Legyen X = {1,2,..., 100} egész szdmok halmaza, ahol az z € X elem
egy ember életkordt jelenti, ekkor a ,fiatal” fogalmat a kovetkezd fuzzy
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halmazzal irhatjuk le:

l 1, ha 30 <z < 45,

45 —

ulx) = )1—51’ ha ¢ 0 <7 < +30;
]_ 0, ha 45 < a < 100.

A | fiatal” fogalomnak a felsé hatdra bizonytalan, elmosdédott. Nincs értelme
annak, hogy azt mondjuk, hogy egy 34 éves ember fiatal, egy 35 éves méar nem.
A fuzzy halmazok segitségével itt definidlt fiatal fogalmat szavakkal koriil-
beliil igy lehetne koriilirni; egy 33 éves ember még majdnem teljesen fiatal-
nak szamit, u(x) = 0,8, de egy 42 éves mar nem éppen fiatal, pu(z) = 0,2.

Természetesen nagyon sokfélbképpcn meg lehetne adni a fiatalsig fogalmé-

nak fuzzy értelmezését, de ez éppen e fog alom bizonytalansagdhol, rosszul
defmmltsagabol szubjektivitdsabol fakad. A fuzzy halmazok segitségével
éppen ezeket a tulajdonségokat szeretnénk lefrni azzal, Img,v legaldabb a foga-
lom jellegét megprobaljuk megfogalmazni.

2. Most nézziik meg, hogy az , életszinvonal” kifejezéshen rejlé bizonytalan-
sagokat hogyan tudnénk fuzzysitani. ElsG lépésként probaljuk meg az élet-
szinvonal fogalmat olyan osszetevikre bontani, amelyek jobban definidltak,
vagy csak egyszer(ien sziikebb értelmfiek. Tlyen dsszetevék lehetnek példaul
a kovetkezdk:

1 fére juté nemzeti jovedelem
atlagos redljovedelem,
lakdsviszonyok,
infrastruktira,

kozlekedés,

kornyezet,

tarsadalmi légkor,

szellemi szinvonal,

szabadid6 mennyisége,

a szabadid$ kihasznéldsinak lehetésége, szinvonala,
kozbiztonsag,

— stb.

Most tehdt az alaphalmaz egy diszkrét halmaz, amelynek elemei az élet-
szinvonal Osszetevsi, egy tartalmazési fiiggvényt pedig akkor kapunk, ha
minden elemhez hozzérendeliink egy « € [0,1] szdmot. Ez a felosztds kizelits-
leg sem teljes, és sok atfedést tartalmaz, de most nem is az a cél, hogy j()l
identifikdljuk az életszinvonal fogalmat, hanem hogy az életszinvonal, és
a hozzé ,,hasonld” sok ln/onytal:ms rot hordozo, rosszul definidlt fogalmak
fuzzysitdsdnak lehetdségeit és problémdit megvildgitsuk.

Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre 4ll az életszinvonal egy ,,ko/chtol(‘gj
jo felosztésa. Ezen azt értem, hogy tartalmazzon , majdnem minden” sz6ba-
johets elemet, amelyek beletartozhatnak akér szubjektiven — az élet-
szinvonal fogalmaba; az tsszetevGk nem tartalmaznak dtfedéseket, jol definidl-
tak, illetve jol koriilhatdroltak legyenek. A feladat bonyolultsagara jellemzd,
hogy maguk az idézGjelbe tett kifejezések is bizonytalanok. Ha ezt a listat,
az életszinvonal dsszeteviirdl odaadnank valakinek, és megkérnénk arra, hogy
mondja meg minden 6sszetevirsl, hogy milyen mértékben tartozik bele az &
életszinvonal fogalméba, tehdt minden osszetevGhoz rendeljen egy 0 és 1 kozé
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esé szamot, akkor az életszinvonal egy szubjektiv fuzzy reprezenticidjat
kapnank.

Ezutén, ha kiilonbozé céld 4ltaldnos felméréseket végeznénk, ezek elem-
zésével, statisztikai vizsgdlatdval mar globdlisabb életszinvonal képeket kap-
hatndnk. Megvizsgélhatndnk, hogy példdul a kiilonboz6 tdrsadalmi rétegeknek
milyen az életszinvonalrdl alkotott képiik, és ezek miben térnek el egymdastol.
Nagyon fontos informéciét kaphatnank a lakéhely szerinti csoportositashol,
hogy példdul a févarosban, nagyvarosokban, kisvirosokban, falun, tanvén
él6embereknek mennyiben kiilonbozik az életszinvonalrdl alkotott képiik,
elvarasaik.

Miweletek a fuzzy halmazok kirében. A fuzzy halmazok korében a kivetkezs
miiveleteket lehet értelmezni.

Definicié. Legyen X tetsz8leges alaphalmaz p,: X — [0,], py: X — [0,1]
fuzzy halmazai, akkor a fuzzy halmazok kérében az unid, metszet, komplemen-
ter képzést a kovetkezd modon értelmezziik:

(i N pp) (@) = min [py(), po(@)],

(11 V o) (@) = max [py(2), pa(x)],

) =1 ().

A fuzzy halmazok korében a kovetkezd rendezést definidlhatjuk.

Definicid. Legyenek py, p, € F(X) fuzzy halmazok, y; akkor és csak akkor
kisebb p,nél, p < py, ha py(x) < po(x) Vo € X.

Ezzel a rendezéssel egy X halmaz fuzzy halmazainak csak egy részét lehet
Osszemérni, igy a fuzzy halmazok részben rendezett halmazt alkotnak. (1.1)
Konnyen belathato, hogy a fuzzy halmazok a fenti rendezésre és miiveletekre
halot alkotnak. (1.2) Ezenkiviil fenndllnak a disztributivitdsi szabdlyok, igy
a halé disztributiv (1.3) [1].

Sokszor sziikségesnek latszik egyéhb miveletek bevezetése is a fuzzy halma-
zok korében. Két fuzzy halmaz szorzata fuzzy halmaz, ha szorzaton a két
fuzzy halmaz tartalmazdsi fiiggvényeinek pontonkénti szorzatét értjik. Az
Osszeadds mar kivezet a [0,1] intervallumbdl, igy példaul a kiovetkezSképpen
értelmezhetjiik.

Definicio. Legyenek uy, p, € &F(X) fuzzy halmazok, akkor
(1 + o) () = () - po(2),
(1 + 1) (@) = (@) + po() — (@) - py().

Példa: Tekintsiik a kovetkezs fuzzy halmazokat (1. 1.a és 1.b 4brat):

@ kozel van 0-hoz”, .,@ lehetSleg legyen nagyvobb 0-ndl”
0 &< 10,0,
gl = =¥l po(x) =122 — 0,5 0,5 <2< 0;

1 @ = 0.
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1 Ha(x)
-0,8 0
1b. abra

Metszetiik: ,,x legyen kozel 0-hoz, és lehetdleg legyen pozitiv’.
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A fuzzy halmazok elmélete és a kiilonbozé matematikai mddszerek kozotti
kapcesolatot a fuzzy halmazok a-metszetének segitségével teremthetjiik meg.
Defindcié. Legyen p € F(X) fuzzy halmaz, akkor a p x-metszete
N, = {reX|ul) =}
tehdt X azon kozonséges részhalmaza, amelynek minden elemére u > o

Példa:

Definicié. Ertelmezziik egy u € F(X) fuzzy halmaz és egy szdm szorzatét:

) (x) = o p(x)

Negoita az o-metszet segitségével a kovetkezSképpen fogalmazza meg az tn.
ebontési tételt.

Tétel. Legyen X tetszileges halmaz, u€ &(X) fuzzy halmaz, akkor
p= \ - un, ahol un, N, karakterisztikus fiiggvénye.

a€[0,1]
Most vizsgdljuk meg, hogy milyen fiiggvényfogalmakat, és fiiggvénykapeso-

latokat értelmezhetiink a fuzzy halmazok korében. A matematika kiilonbozd
dgaiban gyakran taldlkozunk olyan esetekkel, amikor egy fiiggvény értelmezési
tartomdnyénak és értékkészletének elemei maguk is fiiggvények. A fuzzy
halmazokrél fuzzy halmazokra haté fiiggvények is ilyenek lesznek, mivel
a fuzzy halmazokat a tartalmazési figgvényeikkel azonosithatjuk. Mégsem
szakadhatunk teljesen el a fuzzy halmazok halmaz tulajdonsigainak figye-
lembevételétl, igy a fuzzy halmazokrél fuzzy halmazokra haté fiiggvények
értelmezését az alaphalmazok elemeihez kell kapesolni. £ b W

Tehét vizsgaljuk meg, hogy hogyan lehet egy f: X — ¥ leképezést kiterjesz-
teni f: F(X) — F(Y)-ra, és ha f-1 létezik f~1: F(Y) — F(X)-re.

Defindcié. Legyen f: X — Y, akkor az f: F(X) — F(Y) leképezésen a kovet-

kezst értjiik:
. e _ [sup {u@)|y = f(x)}, ha yEf(x)
fp) = »; v(y) = i ha v 4 f(@).
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Tovabb4a, ha [-1 létezik f-1: F(Y) — F(X), akkor
[TH) =wvof
o f) (@) = »(f(x)).
A fentiekben f(X) az f fuggvény képtere; azaz
(X)={yeY|3z€X,[@)=y}.

Ebben a definicioban egy adott f: X — Y figgvény felhasznilisiaval az X
halmaz fuzzy halmazaihoz olyan Y -beli fuzzy halmazokat rendeliink, amelyek
az eredeti fuzzy halmazok tulajdonsdgait minél jobban mo;,taxtjak

Ha tehdat egv y € Y-hoz csak egyetlen a létezik, amire f(x) — y akkor

(y) = p(x). Ha tihb ilven @ pont van, akkor az y pontot tigy lehetne tekinteni,
mint az Gsképek, {x|f(x) = y} unidjat.

ahol

Allitds. Legven az f: F(X) —~ &F(Y) a fenti definicié szerint kiterjesztett
fiiggvény, akkor

/ (ii/l Ty} = i\Z flu).

Definicio. Legyenek X és V tetszileges alaphalmazok, akkor az f: X x U —
— [0,1] fiiggvényt, azaz a X x YV direkt szorzat egy fuzzy halmazit fuzzy
reldcionak nevezziik.

Példa. Legyen f: Rx R — [0,1] fuzzy relacié a kovetkezs:

flx, y) = e~
ami az 2 kozelitGleg egyenld y-nal” fogalmat fuzzysitja.

Negoita [1] konyvében a fuzzy relaciok kompoziciéjanak kovetkezs egy-
szeril tulajdonsagait mutatjan meg; legyenck [€F(X xY), g,9 € F(Y xZ)
fuzzy relaciok, akkor:

1. felgvyg)= (/‘og)v (feq),
2. folghg)=(feg) N{fog)
3. y= ¢ =>/°y;;f°0,
ahol a o jel a megfelels fiiggvények kompoziciéjat jelsli.
A reldciok korében fontos szerepet jatszanak az egyszer( relicidk.

Defintcié. Az f: X X X — [0,1] fuzzy reldcidt egyszer(i reldcionak nevezziik,
ha az

1. flz,2) =1 Vz€ X,

VIT_. !/ 6 ‘\’
f(r, Y) /(1 ) A f(z, .l/)]]

dsszefﬁggesek fennallnak.
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A fuzzy halmazok konvexitdsit a kovetkezSképpen értelmezziik.

Definicio. Legven u € F(R") fuzzy halmaz, «, f >0, « + f =1, akkor
a u fuzzy halmaz konvex, ha

plray + Bay) = play) A p(ay)

Allitas. Egv p € F(R") fuzzy halmaz akkor és csak akkor konvex, ha az
a-metszetei is konvexek.

3. Fuzzy mértékek és fuzzy integralok

A fuzzy halmazok segitségével olyan objektumok, fogalmak tulajdonsdgait
probéljuk megfogalmazni, amelyekben rejlé bizonytalansidgokat egyéb mate-
matikai eszkozokkel nem, vagy csak nagyon bonyolult mdédon lehetne meg-
adni. Amikor ezeknek az objektumoknak a viselkedését, mozgisat akarjuk
vizsgdlni, felmeriil az a kérdés, hogy a hagyomanyos matematikai eszkozok
alkalmazhatdok-e ¢ Ezek az egyébként hatékony modszerek, sokszor csak
nagvon szigori feltételek fenndlldsa esetén hasznalhaték fel, amelyeket egy
fuzzy halmazok segitségével feldllitott rendszer nem tud teljesiteni.

Ezért meriilt fel az igény, mér néhany évvel a fuzzy halmazok elméletének
megsziiletése utdin, olyan matematikai madszerek kidolgozéséra, amelyek
segitségével o fuzzy tulajdonsdgokat hordozd rendszerek is jol kezelhetSk.
Tgv sziiletett meg tobbek kozitt a fuzzy mértékek és fuzzy integralok elmélete.
A fuzzy mértékek segitségével a fuzzy tulajdonsigokkal rendelkezd objektu-
mok szubjektiv értékelésére nyilik lehetGség.

A fuzzy mértékektsl, ellentéthen a mértékelmélet additivitist megkovetels
mérték fogalméaval (1.7), esak a monotonitds fennalldsat koveteljitk meg.
A mérték feltételeinek gyengitésével fuzzy mértékek nagyon széles skaldjab
hozhatjuk létre, nagyvon sokféle fuzzy mértéket konstrudlhatunk meg. Tehét
a fuzzy mértéket a kozonséges mérték additiv tulajdonsdganak elhagyédsdval
kapjuk, igy magit a kozonséges mértéket is tekinthetjiik fuzzy mértéknek.

Definicié. Legven B egy X vektortér Borel (1.5.) halmazainak rendszere.
A g: B [0,1] halmazfiiggvény fuzzy mérték, ha a

1.9 g(8) = 0, g(X) =1,

2. A, B.€B A c B = g(4) < g(B)

3. Ha az {F, };_; € B monoton halmazsorozat, akkor

lim g(F,) = g(lim F,)

n-»o n—+-o
feltételek fennallnak.
Az (X, B, g) harmast fuzzy mértéktérnek nevezziik.
b—a
Példa. Legven X = [0,1], ¢([a, h]) = ——, @, b€[0,1],a = b.
l1+ta
Konnyen belathat, hogy a g halmazfiiggvényre igazak a’fu’zzy mérték
feltételei, de mivel a g halmazfiiggvény nem additiv, nem mérték.

o . ’ ’ PR ’ ’ Yl 3 ’
A fuzzy integrilok a vérhato értékhez hasonlé rendeltetésii funkciondlolk,
de amig a vérhato érték linedris, o fuzzy integralok csak monotonok.
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Definicié. Legyen h: X — [0,1] Borel mérhets fiiggvény (3.5), A4 € B-
Akkor a h(x) figgvénynek A halmazon vett g fuzzy mérték szerinti fuzzy
integralja:

fha)eog( )= sup [xAg(AdyF,)]
A 2€[0,1]
ahol F, = {z|h(z) = a}.

Példa. Tekintsitk az elébbi g fuzzy mértéket az X = [0,1] intervallumon,
legyen hy(z) = (x + 1)/2, hy(x) =1 — /2.

Természetesen a két fiiggvény Lebesgue integrilja megegyezik. Ha azonban
a fuzzy integralokat kiszdmitjuk, azt kapjuk, hogy

fhix)og(-)= sup [xAg(FH]=0,72.
X a€[0,1]

fho(@) o g( -) = sup [xAg(F3)] = 0,66.
X «€[0,1]
A kivetkezd 1épés az, hogy a fuzzy integralt a Borel halmazokrél kiterjessziik
a fuzzy halmazokra. Jeloljitk & g(X)-szel a Borel mérhetd fuzzy halmazokat,
vagyis azokat a fuzzy halmazokat, amelyeknek tartalmazasi fiiggvénye
Borol mérhets, és legyen € Fy(X). fgy a fulx) o g kifejezést az elGhbi
X

definicié szerint értelmezve fuzzy-halmazfiiggvénynek tekinthetjiitk, ¢s p
fuzzy mértékének nevezziik.
Most definidljuk a fuzzy integralast fuzzy halmazokon.

Definicié. Legyen X tetszdleges alaphalmaz, p€ &Fg(X) Borel mdrheté
fuzzy halmaz, h: X — [0,1] Borel mérhets fiiggvény, akkor a

) ey l[u x)] e g

kifejezést a h fiiggvény p fuzzy halmazon vett g fuzzy mérték szerinti fuzzy
integraljanak nevezziik.

A fuzzy integralok jellemzs tulajdonsdga a monotonitds, amit kinnyen
beldthatunk az el6z6 definiciokbél:

1. ha A c B, akkor fh(x)oqg < fh(x)oy
A B
2. ha [ < h,, akkor  fhy(x) o g = fhy(x)
X X
3. ha py, p€Fp(X) és g u, akkor fh(x)eg = fh(x)og.
" M

A | fuzzy tulajdonség mértéke” fogalom altalanosan elterjedt a fuzzy halma-
zok elméletében. Ez az dltalanos kifejezés tartalmazhatja a ,,fontossig mérté-
két”, | hatékonysdg mértékét”, | szépség mértékét”, és példdul a fuzzy halma-
zok esetén a , tartalmazis mértékét”’. A kiillonbozs alkalmazdsok sordn nagyon
sok fuzzy mértéket adtak meg, most nézziink meg néhany lehetGséget, hogy
hogyan tudunk fuzzy mértékeket konstrudlni.

Az egyik legf6bb probléma az, hogy ha K, F € B és BN F = § mi legyen
a g(E U F) fuzzy mérték. Azokat a fuzzy mértékeket, amelvek kielégitik
a kovetkezs feltételt, jeloljiik g,-val.
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Legyen E, Fe®, EN F = @, akkor
B U F) = gu(E) + gu(F) + 2 - qa(B) - gu(F), — 1 <A<+ oo
és nevezziik ezt a feltételt A-szabdlynak.
Ha egy ¢, fuzzy mértékre igaz a A-szabaly, akkor igazak a kovetkezdk:

1. g.(B U F) = g.(E) + gr(F) A=>0,
2. gE U F) < g,(E) + gu(F) A< 0,

és mivel
g}\,(X) = 11
1 — g,(E)
3. By=— 2",
WS T

Legyen most az alaphalmaz a valds szdmok halmaza, és legyen h(x) monoton,
balrl folytonos fiiggvény, amelyre lim A(z) =1, és lim A(zx) =0. Az igy

'— 00 X—>— 00
kapott h(x) fiiggvény segitségével a kgvetkez()’ fuzzy mértéket lehet megadni:
h(b) — h(a
(a, BY) = 2 M)
1+ 2 - k(a)

Vizsgaljuk most meg, hogy diszkrét esetben milyen lehetségeink vannak
fuzzy mértékek létrehozdsara? Tekintsiink egy K = {8;, 85, ...,8,} véges
halmazt. Ha esak a A-szabdlynak eleget tevs fuzzy mértékeket nézziik, akkor

teljesiilni kell a
7 ({81 8;3) = 0a({8i}) + aal{8;}) + Ag:({s:}) - gal{s;}) ¢ 5% 4,
és altaldnosan az e

B U F) = g\(E) + gu(F) + 2 - ga(£) - go(F) E,FcCcK,ENF =90

feltételeknek.

Ahhoz, hogy ezek, és a g,(K) = 1 feltételek teljesiiljenek, Sugeno [5] cikké-
ben g,-ra és A-ra a kovetkezd feltétel fennallasat kioveteli meg:

() %p}“+2ﬂﬂﬂ) qzh 1 <A< + oo,

v Li=1

és ekkor egy K’ < K halmaz fuzzy mértéke:

gu(K') = [I[(l + 4 - glfsi}) 1]

1
)‘ SiEK’

Ahhoz, hogy ezt a feltételt teljesiteni tudjuk, elészor is el kell donteni, hogy
At pozitivnak, vagy negativnak vdlasszuk, ugyanis, ha A >0, akkor a

Zg,.({s,}) < 1, ha A > 0, akkor a ‘Zn‘g,t( {8;}) > 0 feltételnek kell teljesiilni.

i=] i=l .
Alkalmas g, ({s;})-k megaddsa utin az (1) feltétel 2-ra egy n-edfokid polinomot
ad. Ezt megoldva, és az alkalmas gyokot meghatdrozva megkapjuk a fuzzy
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mértékét. A (K, 2€)-an kapott fuzzy mértékkel egy h: K —[0,1] fiiggvény
fuzzy integraljat a kovetkezé modon szamolhatjuk ki. Feltehetjiik, hogy
7a{s1}) < ga({82}) < ... < ga({s,}) ugyanis az sy, s, . .. s, elemek felcserélésé-
vel ez o feltétel konnyen teljesithets. Ekkor a A: K — [0,1] fuzzy integralja:

SHs) og =V [hs) Ak,
ahol
Ky = {8840+ « - 485

Az igv kapott fuzzy mértékekkel kapcesolatban a kovetkezs kikotéseket
lehet tenni. Feltételeztiik, hogy barmely két diszjunkt részhalmaz egyesitésé-
nek fuzzy mértékét az isszeg csokkentésével vagy novelésével nyerjiik, még-
pedig Ggv, hogy egy meghatirozott konstanssal szorozzuk az Osszetevik
mértékeinek szorzatat. A valdsdgban sok esetben azt kellene feltenni, hogy
bizonvos elemek ,,gvengitik”, bizonyos elemek ,erésitik’” egymdst, és ennek
mértéke nem biztos, hogy mindig egyenesen aranylik az osszetevik stlydhoz.

A probléma £6 nehézségét az adja, hogy , konstrualni’” kell a fuzzy mértéket,
mert az, hogy minden részhalmazra kiilon-kiilon adjuk meg a fuzzy mértéket,
ha az elemszam nem tul kicsi, gyakorlatilag kivihetetlen.

A fuzzy mértékek és fuzzy integrilok egyik alkalmazisi lehetésége a szub-
jektiv értékelési folyamat vizsgélata.

Tegviik fel, hogy van egy objektumunk, példdul egy hiz, és ennek bizonyos
osszetevai, Tehdt K = {s;, 8y, ..., 55} maga a héz, és az Osszetevok:

1. s = a héz alapteriilete,!
2. s, — a haz berendezdse,

3. s3 = a hdz kornyezete,
4. sy, = a kozlekedési lehetdségek,
a kornyék ellatottsaga.

)
o
v

il

Legyven h: K — [0,1] ezeknek az elemeknek az értékelése, akar fuzzy hal-
mazok segitségével, példaul:
1  ha s > 400 m?

h(s)) =178
(51) i whg, 8 <7 400 m=,

Ezutin adjuk meg az elemek ,fontossaginak” szubjektiv mértékeit, fel-
tételezve, hogy 4 > 0 tehat feltéve pl. hogy a g, (a hdz teriilete, a héz kor-
nyezete) > ¢, (a hdz teriilete) 4+ ¢, (an héz kornyezete).

Legven példéul:

L. g({s}) = 0,2

2. ¢i({s2}) = 0,2

3. 7u({s2}) = 0,1

4. 7i({s4}) = 0,1
(

(@11

gl {85}) — O,l.
Ezutén az (1) feltételt i-ra megoldva megkapjuk a fuzzy mértéket.
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2
Ha most kiszdmitjuk az fhog = \/ [h(s;) N g(K,)]-t a hdz Gn. egyiittes
értékelését kapjuk. S i

Nagvon fontos, hogy kiilonbséget tegyiink a fuzzy halmaz és a fuzzy mérték
megaddsa kozott. A fuzzy halmaz megadasandl azt kellett eldonteni, hogy az
elemek milyen fokon tartoznak a fogalomhoz, a fuzzy mértékeknél pedig azt,
hogy példadul milyen | fontosak”.

4. Fuzzy programozas, linearis fuzzy programozas

A fuzzy programozési feladat fuzzy kérnyezetben levé dontési problémak-
kal foglalkozik. Dontési problémanak a kiovetkezd eljarast tekintjiik: kiilon-
bizé alternativ lehetdségek koziil, amelyek kielégitenek bizonyos korlatozéaso-
kat, valasszuk ki azt, amelyik egy vagy tobb célfiiggvény kovetelményeinek
legjobban megfelel. Sok esethen mind a korlitozédsok, mind a célfiiggvények
fuzzy tulajdonsagiak, ekkor a probléméak fuzzy elméleti megkozelitése latszik
a legcélszertibbnek.

A fuzzy programozéis elméletében mind a korldtozdsok, mind a célfiiggvé-
nyek fuzzy halmazok, a feladat tehdt az, hogy olyan kivélasztdst hozzunk
létre, ami a fuzzy korldtozdsokat kielégiti, és a célfiiggvényre valamilyen
extremalis megoldédst ad.

Jeloljitk X-szel a lehetséges alternativak halmazét.

Definicio. Bgy fuzzy programozdsi feladat fuzzy célfiiggvényei, és fuzzy
korlatozdsai X bizonyos fuzzy halmazai lesznek.

Megjegyzés. Bér a célfiiggvények és a korlatozdsok formailag azonosak,
a kiilonboz6 feladatok pontosabb értelmezhetGsége (pl. ok és okozati Gssze-
fiigedsek) miatt célszeri megkiilonboztetni Gket.

Nézzitk most meg a determisztikus automata fogalmat.

Definicio. Az U — {U, X, §} egyiittest determisztikus automatdnak nevez-
ziik, ahol U az inputtér, X az éllapot tér, §: U x X — X az allapotfiiggvény.

Diszkrét esethen létezik egy {0,1,...,7} véges diszkrét idintervallum,
ekkor &(w, z;) = 2y, ¢€{01,...,T

Példa. Legyen U — {U, X, 8} egy diszkrét determinisztikus automata.
Legyen X — R", U = R", o, az X allapottér végallapota, és az a célunk,
hogy ,,x; kiozel legyen 0-hoz”. Ekkor a kovetkez8 fuzzy célfiiggvényt adhat-
juk meg:

12
u(x) = ekl |z|| =

n
Sat
i=l1

Legyen u, egy rogzitett input a ¢ idépontban, akkor a fuzzy korlitozés legyen
a kovetkez6 u’' = ,,u, legyen kozel ug-hoz”, azaz p'(%) = ,e"‘”"‘*”o“.

Definfcié. Legyenek gy, . .., p, € F(X) fuzzy célfiggvények, Bl - oo fig €
€ §(X) fuzzy korlatozésok, akkor a kovetkezd fuzzy halmazt fuzzy dontésnek
nevezziik :

o=l L, g Pis - -+ s ) p € F(X).

5 Szigma
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Alap fuzzy dontésnek nevezziik a kovetkez$ fuzzy halmazb:
p q
= (Am) AN m)-

Ha kiilon nem tagadjuk, akkor ezt tekintjiik fuzzy dontésnek.
Definicio. Legyen u € F(X) fuzzy dontés, ekkor az
My = {ny | g = sup )}

halmazt maximélis dontéshalmaznak, véges esethen az x, = max u(x) eleme-
ket maximdlis dontési elemeknek nevezziik.

Most nézzitk meg hogyan lehet bizonyos esetekben a maximalis dontést
meghatérozni. Legyen U = {V, X, 8} véges, determinisztikus, diszkrét
automata, tehat V és X véges halmazok, és {0,1, ..., T} diszkrét idépontok,
az 4llapotfiiggvény 8w, ) = x4y, Legyenek py, ..., pury €F(U) fuzzy
korlatozésok, ahol u; az w; inputra vonatkozik, és py az 2y végéllapot fuzzy
célfiiggvénye. Rogzitsiink egy {ug, ..., ur_,} inputsorozatot, és tekintsik a

wlg - oy upg) = polt) N oo N ppy () N pi(r)
fuzzy dontést.
A kovetkezi eljardssal juthatunk el fuzzy dontéshez:

1. Rogzitsiink egy {ug, uy, . .., up_4} inputsorozatot.
2. Az x, kezdeti allapothdl a 8(uy, x)) = x4, alkalmazdsaival kiszdmitjuk
az xp végallapotot.

3. Meghatdrozzuk a (g, . .., Uy_q) = polteg) N .o N pyp_y(ur—y) N ph(ay)
dontést.
A feladat tehat az, hogy hatdrozzuk meg azt az {ug, ..., ur_;} input-

sorozatot, amire a dontés maximadlis.

Most alkalmazzuk azt az eljardst, amellyel egy végallapotbdl kiindulva meg-
hatdrozunk egy up_,(wy,) célfiiggvényt, ez azzal a tulajdonséggal fog ren-
delkezni, hogy amennyiben létezik hozzd optimalis {u,, ..., up ,} Input-
sorozat akkor u;_j-et mar konnyen meg lehet hatdrozni. Belathat6, hogy

pr(@r—) = T“x (#T—l('“'r—x) A pr(d(ur_y), xT—l))'
T=1
Most a py_y fuzzy halmazt tekinthetjilk az x,_; dllapotra vonatkozé pi
4ltal generalt célfiiggvénynek. Az iterdciot folytatva azt kapjuk, hogy

lkll‘—n(x’l‘~n) — IlYlla,x (/*"'l‘-n(uTr—»-n) A .‘L"I‘wn-%l(x'r—nx}—l))’
T—n

ahol
Trnys = O(@p_p Ur_p).

fgy aztén eljuthatunk a pi célfiiggvényhez, amihez optimélis %, megkere-
gése utdn a ps célfiiggvényhez kell meghatdrozni a %, inputot, és ezt folytatva
eljuthatunk az optimdlis {uy, %, ..., %r_y} inputsorozathoz.



FUZZY HALMAZOK 67

Linedris fuzzy programozds. Ebben a részben azt fogjuk targyalni, hogy
hogyan lehet egy linedris programozasi feladatot fuzzysitani, és hogy a lineéris
fuzzy programozisi feladat segitségével hogyan lehet tobb célfiiggvényt
linearis programozisi feladatokat megoldani.

Tekintsiik a linedris programozasi feladat matrix alapjat
Min 2 = ez,
Az < b,
=00,

ahol 4 n x m-es matrix, n - m, ¢, x € R", b € R™, z = cx a célfiggvény Ax < b,
x> 0 a feltételek (korlatozasok).

Lattuk, hogy egy fuzzy programozisi feladatnal mind a célfiiggvények,
mind a korlatozasok fuzzy halmazok, és a feladat megoldasa a fuzzy dontés
valamilyen szuprémuménak a meghatéarozasa.

Jeloljiik (Ax);-vel a korldtozésok i. soranak jobb oldalat, ekkor ezeknek
a korlatozasoknak a fuzzysitdsa legyen a kovetkezs: Legyen d; egy olyan
megengedett érték, amennyivel a megoldés sordn még tulléphetjiik a b; érté-
ket, tehat (Az); lehet nagyobb, mint b;, de kisebbnek kell lennie mint b; + d;.
A korlatozdsoknak ezt a ,lazitdsat” a kovetkez tartalmazasi fuggvényekkel
irhatjuk le:

pildx) =1, ha (4z); < b;,

0 < ‘l.L,(Ax) /\ ]., hﬂ; b,‘ < (Ax), /\ bi *— di
pi(Az) = 0, ha (Ax); > b; + d,.

A fuzzy programozisi feladatnal a célfiiggvények is fuzzy halmazok. Itt
a kovetkezGt tehetjitk. ElGzetes szamitdsi eljardsok, becslések vagy szubjek-
tiv értékelések soran hatdrozzunk meg egy olyan z, értéket, amit a célfiigg-
vény értékével nem akarunk tdallépni, és egy olyan c¢, értéket, amennyivel
még tulléphetjiik. Ezt, a korlatozdsokhoz hasonléan, a kovetkez§ fuzzy
célfiiggvénnyel adhatjuk meg:

I

w(z)=1, ha 2z =< 2;

0 < u2) <1, halizy <2< 2+ Cp

pel2) =0, ha 2z =2+ Cq

Ezzel tehét fuzzysitottuk a linedris programozési feladatot. (Az x =0
feltételt az egyszeriiség kedvéért most hagyjuk meg.) :

A fuzzy programozasi feladatndl a fuzzy célfiggvények és a fuzzy korlato-
zésok szimmetrikusak, a feladat megoldésanak szempontjéhél azonos jellegtiek.
Ezért, hogy egyszertibben kezelhessiik Sket, végezziik el a kovetkezd ossze-
vondsokat. Legyen a B métrix az A egyiitthaté métrix kiegészitése a eé!—
figgvény egyiitthatéival ¢ = {c;, . . .c,}nel, és a b vektor a b vektor ki-
egészitése a z, elemmel. fgy a B egy na(m -+ 1)-es mdtrix, b’ egy m + 1
elemii vektor lesz. A most bevezetett sszevonasokat figyelembe véve, a fuzzy
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korldtozdsok és a fuzzy célfiiggvény tartalmazasi figgvényét specifikdlva,
a kovetkezd tartalmazési fiiggvények adjdk meg a linedris fuzzy programozdsi
feladatot:

[1, ha  (Bz); = b;
) = | U b (B 28 4
0, ha (Bz); > b + d;.

A tartalmazdsi fiiggvények ezért linedrisak a [b}, b} 4 d;] intervallumon,
hogy a feladatot linedris programozisi feladattd alakithassuk at.
A fuzzy dontést a korldtozdsok, és a célfiiggvény metszeteiként a Min uy(Bxr)
i
meghatérozdsidval kapjuk meg. A linedris fuzzy programozisi feladat tehat
a Max Min y,;(Bzx) kiszamitésa.
X i

. e B D St o ;
Vezessiikk be a B; — =%, b! = ~L jeloléseket. Ekkor az elé6bbi maximum-
l ’
i i

keresés, a tartalmazisi fiigggvényeket figyelembe véve, ilyen alaku lesz:
Max Min (b - (B'z),)
o i

Ez a feladat mar ekvivalens a kovetkezd linedris programozisi feladattal:
Hatarozzuk meg 7 maximumdat az aldbbi feltételek mellett:

A< b — (B’x),, t=1...mm+41
i

Most nézziik meg, hogy az itt kapott eredményeket hogvan lehet alkalmazni
tobb  célfiiggvény(i linedris programozdsi feladatokra. Legyenek z, = ¢y,
Zy == Gy ., 2 = 0 a célfiiggvények, a feladat ezeknek az egyiittes mini-
malizdldsa az Ax <~ b, x > 0 korldtozésok mellett.

El6szor minden célfiiggvényre oldjuk meg az adott LP feladatot, igy meg-
kapjuk az ', ..., ¥ megolddsokat, amelyekre minden célfiiggvény kiilon-
kiillon optimélis értéket vesz fel. Ezutdn hatdrozzuk meg a

co=maxcex) i=1,...,k
JoJj#i
értékeket, és az elézG gondolatmenetet kovetve tegyiik fel, hogy ennyivel
még talléphetjiik az optimalis 2¢ — ¢; 2! értékeket. Ekkor a célfiiggvények
fuzzysitdsdra adjuk meg a kovetkezd tartalmazési fiiggvényeket:

B ha 2z, <2
c;x — 2 -
[ l, | 9> {
(214 o gzl <Ly < 28 iy
‘LLCI( I) ci() z
0, ha 2; > 2 + ¢

Az igy kapott fuzzy célfiiggvényekre és az eredeti korldtozdsokra alkalmazva
az el6z6 koncepeitt, megoldhatjuk a feladatot.
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H.J. Zimmerman [12] cikkében az elébb leirtak szemléltetésére a kovet-
kezd példat adta: Egy gyar két terméket allit el6. Az elsG termék hazai eladé-
sabol két dollar nyereséghez jut, a masodik termék eladasabodl csak egyhez.
Az elsg termék elGallitasdhoz egy dollar értékdi import anyagra van sziiksége,
a masodik terméket két dollarért adhatjuk el kiilfoldon. A gyarnak két célja
van, egyrészt, hogy maximélis nyereséget érjen el, mésrészt, hogy maximalis
legven a kiilkereskedelmi mérlege.

Tehat a két célfiggvény:

Zo(®) ' = — oy + 2,
~a kovetkezd kapacitas korlatok feltételezésével:
2 + 3, < 21,
42, + 3z, < 45,
% + 3z, < 27,
3a, + 2, < 30,
Tyyty > 0
két célfiiggvényes LP feladatot kapunk.

Ha megoldjuk a feladatot a z; célfiiggvényre, tehdat ha csak a maximdlis
nyereségre torekednénk, az optimalis megoldist a (9,3) pontban kapndnk,
és o célfiiggvény értéke z(x) = 21. A miésik célfiiggvény ebben a pontban

3 lesz, azaz z,(x) = — 3. Ezutdn a z, célfiiggvényre oldva meg az LP felada-
tot a (0,7) pont lesz az optimélis megoldés, és itt

fgy a kovetkezs célfiggvényeket adhatjuk meg:

I 1 ha zi{z) = 21,
2 (x 7 5
pil@) = il —1)4— , ha 7 < zlz) < 21,
0, ha ale) = 7,
1, ha aixl = 14,

pa(x) = <L ha —3 <z(x) <14,

Oy ha’ zﬂ(x) f T 3‘

Ezcknek a tartalmazasi fiiggvényeknek a megfeleld dtalakitdséval és az ere-
deti korldtokkal meghatédrozott linedris fuzzy programozési feladat a kovet-
kezd linedris programozési feladattal lesz ekvivalens:
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NAGY CSABA

Max A
A< - 0,058z, + 0,117z, + 0,176
A< 0,143x + 0,7142, — 0,5
xy + 3w, = 21
2y + 32, < 27
4, + 3x, <L 45
32+ @y =, 30

Xy, Ty = 0

Ennek a megolddsa a kivetkez$ eredményeket adta: 2 — 0,74; a maximalis

ny

-

L

=2

~1

10.
11,

13.

™

6.

ereség — 17,38; o maximalis kiilkereskedelmi mérleg — 4,58.

( Beérkezett: 1979. december 10-én.)
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