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Automatikus armoédositasok hosszti tavia
szerzodésekben*

Amikor véllalatok vagy korményszervek olyan szerzddést kotnek egy-
méssal, amelyek hosszabb idére elosztott szallitdsokra vonatkoznak, gyakran
abban is megegyeznek, hogy az drakat idénként hozzaigazitjdk a termelési
koltségek exogén véltozasaihoz. I dolgozat megmutatja, hogy bizonyos fel-
tételek mellett hogvan lehet olyan szerz6dést kialakitani, amely ugyan meg-
engedi az arak véltozdsat, de nem sziinteti meg a termels Gsztonzését arra,
hogv hatékonyan gazddlkodjék. Csak egész kiilonleges feltételek mellett
fogadhato el a teljes , dtharitas”. Megmutatjuk, hogy a geometriai programo-
zés modszere a termelésgazdasdgtanra alkalmazva ennek a probléménak az
elemzésére is hasznalhato.

Nyilvdnvalé, hogy a szocialista gazdasidg viszonyai kozott ugyanez a méd-
szer nemesak a véllalatoknak egyvméskozotti szerz8déses araira alkalmazhato,
hanem hasznosithaté egyrészt korménykozi hosszu lejarati szerzédések kere-
tében is. valamint alapul szolgdlhat a szabdlyozott 4rak korében arra, hogy
az alkudozésos drmegéllapitdst automatikus drszabdlyozdssal helyettesitse.

1. Bevezetés

A dolgozat olyan problémakkal foglalkozik, amelyek gazdasigi egységek
kozott hosszi lejaratt szerzédések megkotésekor meriilnek fel. Példdul egy
cégnek meg kell egyeznie nyersanyagszallitival olyan érmédositésokrol,
amelyek a szallitokat éré koltségnovekedéseket visszatikrozik. TSkés valla-
latokkal szemben a szakszervezetek rendszerint olyan formulékra torekszenek,
amelyek megvédik tagjaikat az dr-inflécié hatdsaitol.

Altaldban a rugalmas szerzédések kialakuldsa arra az ésszer(i érvre ’té.ma,sz-
kodik, hogy vegyék figyelembe, hogy megvéltozhatnak egyes olyan tényezdk,
amelyekre a szerz6dé feleknek nines befolysuk. Jéllehet e véltozédsok jellege
és mértéke ex ante nem hatérozhaté meg, el lehet érni olyan specifikus for-

* A cikk nagyobbik része a két szerzének ,,Flexible Cont'ractmg Theory a:nd Case
Examples” Huropean Journal of Operations Research 3 (1979) 368—378 c. cikkének for-
ditdsa. Szerkeszt6-forditéként azonban a szerzék engedélyével helyenként kiegészitettem
vagy médositottam az eredmények interpretdciéjét, hogy vildgosabbé viljék a médszer
alkalmazhatésédga a szocialista gazdassgban. A Fiiggelék a két sze_rzéne’k »» Production
Theory and Log-Convexity” c. publikélatlan kéziratabél [4] szérmazik. Néhdny gondola-
tot dtvettem az S. Ram-Mohan, V. Salas, A. Whinston: ,,An Automatic Price Adjust-
ment Formula for a Regulated Firm” Applied Economics 9 (1977) 243—252 c. cikkbdl

is. (M.B.)
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maju egyezményeket, amelyekben a szerzédéses ar alkalmazkodik az ilyen
valtozashoz, ha az bekovetkezik.

A rugalmas szerzGdéseket indokolé f6 motivum az inflaci. A réforditésok
aranak valtozasa egy véllalat szdméra kiilsédleges és nem biintethets érte.
Ennek ellenére a szerz6déses kapesolat egy ilyen vallalat és vevéi kozott nem
engedheti meg, hogy a kibocsatdsi arakat egyszerfien a raforditdsi drak ard-
nyaban emeljék. A termeld egység vezetSségét osztonozni kell arra, hogy a ra-
fordités-szerkezetet is hozzdidomitsa az ) feltételekhez, mar amennyire ezt
a technoldgia megengedi, Ggy hogy a termdéket az 0j raforditasi arakon is
minimdalis koltséggel allitsa el6. A megéllapoddsoknak vissza kell tiikrozniiik
a helyettesitési lehetGségeket és Osztonozniik a vallalatvezetést az elérhets
legnagyobb hatékonységra.

Az inflacié az dremelés meggyizG indokéul szolgalhat, mikozben elfedheti
egy részét a vallalatvezetSi mulasztédsoknak. A f6 célja e dolgozatnak, hogy
olyan szerzidések kidolgozasahoz segitsen, amelyek megkiilonboztetik a valla-
latvezetés hibdjabdol bekivetkezett koltségemelkedést a téle fiiggetlen kiilsé
hatasoktol.

Az 4remelkedések 4ltal elGidézett masik probléma egy gazdasigi egység
teljesitményének elszdamoldsdval kapesolatos. A teljesitmény, amit itt a koltség-
hatékonysdggal vagy termelékenységgel mériink, sok decentralizilt szervezet-
ben a premizalas és osztonzés alapjiul is szolgdl. Ismeretes, hogy o jelenlegi
elszamolédsi modszerek, amelyek o maltbeli koltségeken alapulnak, nagyon
korlatozottan alkalmasak csak arra, hogy a teljesitményt mérjék olyan idd-
szakokban, amikor az arak valtoztak azokhoz képest, amelvek a bizisidé-
szakban voltak érvényesek (vagy azokhoz amelyeken az eredeti koltség-
vetéseket esindltak). Kz a birdlat bizonyéara jogos nemesak az amerikai, hanem
a magyar teljesitmény-elszamolas maodszerére is. Ilyen koriilmények kozott,
a termeld egység megfigyelt eredményei mind az arviltozdsoknak, mind a haté-
konysdg véltozdsinak a hatdsit tartalmazzdk. Mivel pedig a premizdilisi
rendszer csak a hatékonysdgot veheti alapul, egy ilyen rendszer sikere attol
fiigg, hogy a két hatdst kiilon tudjuk-e valasztani.

Célunk e dolgozatban, hogy elméleti és gyakorlati alapot teremtsiink a haté-
konysig megfigyelésére, a minimdlis mfikodési koltség értelmében. A konvex
és a geometriai programozas dualitds elméletének és metodikdjanak keretében
a termelés elméletét kiterjesztjiik az olyan koltségindex formulék szamitiasara,
amelyek lehet6vé teszik a koltségbecsléseknek az drvéltozdsok okozta médosi-
tasat a feltételezett hatékonysdgi szint fenntartisa mellett.

A 2. fejezet részletesebben elemzi a termelési koltség hatékonysaganak
fogalmat. A 3. fejezet a koltségindexek szdmitdsdra alkalmazza ezt az elméletet
és megmutatja hogyan hasznalhaté kiilonbozs koriilményvek kozott. Ossze-
foglaldssal és kivetkeztetésekkel zarul a tanulmény.

2. Termelés és koltséghatékonysag

A termelési modellekben a koltséghatékonysag fogalma abbdl a magatartisi
feltevésbdl kovetkezik, hogy a javak és szolgaltatdsok termelése egy koltség-
minimalizélési cél eredménye, amelyet a technologiai adottsdgok és jartassagok
korlédtoznak. Ebb6l a magatartdshél levezetheté a normativ szabdlyok egy
sora, amelyeket be kell tartani, amikor a megkivant kibocsdtdsi szintnek meg-
felel6 kiilonbozs raforditdsok mennyiségét megvilasztjik.
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A termelési modellekben a kovetkezs elézetes informéciok allnak rendel-
kezésre:

(1) Az n szamu raforditdsi valtozobol képzett x = (xy,...,=,)" vektor,
amelyhez a gazdasdgi egység szabadon hozzéjut, ha megfizeti a minden
idépontban ismert egységdrat, p = (py. ..., P, " Altaldban p; > 0 és
@y =0y = 152u0. 005 108

(2) Az a vektor komponensei a termelési folyamatban gy kombinalédnak,
hogy egy adott idGpontban az y kibocsdtést hozzdk létre. Egy adott a-re
tohhféle y lehetséges, de a probléma arra az y-ra korldtozédik, amelyik
maximéalisan elérhetd egy adott a-bhél. Feltételezziik, hogy a termelési
folvamat olyan, hogy ez a maximum létezik. A maximumot y = F(x)
alakban frjuk, ahol F-et a termels termelési figgvényénel nevezzik, ez
foglalja magaban a technolégiai lehetéségeket a vizsgalt iddszakban. F-rol
hagyomanyosan feltételezik a kovetkez6 tulajdonsagokat (Diewert [1, pp.
484 4851).

(a) F az a-nek skaldrértéki fiiggvénye, amely minden x > 0-ra értelmezve
van ¢s véges, ha v véges.

(b) F(0) = 0 és F nemcsokkend fiiggvénye x-nek, azaz, ha x¥* = a**,
akkor F(a*) > F(x**).

(¢) Minden pozitiv i kibocsatési szint elérhetd, bar az dltalanosség akkor
sem csorbul, ha azt tessziik fel, hogy » korlatos.

(d) F feliilrél félig folytonos.

(e) F kvézikonkév az n-dimenzids euklideszi tér nemnegativ ortdnséban,
AzZAZ Az

{zx| Flz) =y, = 0} (2.1)

halmaz konvex minden y > 0-ra.
A fenti (e) feltételt mddositani lehet a termelési fiigggvényeknek azon osz-
talya esetén, amit ebben a tanulményban térgyalunk. Ezt az osztdlyt Pozi-
nomoknalk' nevezzik, a fiiggvények alakja a kovetkezd:

T n -7
B(z) = l 2 ﬂ}] a-g‘u] (2.2)
j=1 =1

ahol y és B, (j = 1,..., T) pozitiv paraméterek, mig az o; (9 =12, ., 0}
paraméterek cléjele nem korlatozott, kivéve, hogy a (2.2)-ben definidlt F-nek
ki kell elégitenie a fenti (a) (d) feltételeket. Az (e) feltételt a (2.2) fiiggvény
ltalaban nem elégiti ki, de a geometriai programozés elméletébdl tudjuk,
hogy a fiiggvény logkonkdy a viltozok logaritmusaiban. A logkonkav fiiggvé-
nyek kvazikonkévak, tehdt (2.2), jollehet nem okvetleniil kvéazikonkav, de
a valtozok logaritmikus transzforméldsdval kvézikonkdvvd tehetd.? igy
a transzformalt valtozokban kifejezett fiiggvény az (e) feltételt is kielégiti.

1 A pozinom fliggvények szolgdltak a geometriai programozas alapjéul. Lasd pl. Duffin
et al. [2].

*A konvex S halmazon értelmezett 0O(x) fiiggvényt logkonkdvnak nevezziik, ha
0<a< 1, o, 2, € Sre
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Az (e) feltételnek ez az dltaldnositasa azért fontos, mert az aldbb bemuta-
tand6 eredmények a pozinom optimalizaldsra vonatkoznak, ahogyan az eld-
szor miiszaki tervezési problémékban felmeriilt. Tovadbbé a (2.2) alaka 4ltald-
nos termelési fiiggvény fontos lehet, mivel a termelés gazdasdgtanaban u]a.b—
ban javasolt termelési fuggvcnveket is repre7enté,l [4]. Megjegyezziik még,
hogv (2.2) kiovetkeztében y > 0-hoz, ; > 0, 1 = 1,2, , n sziikséges, azaz
pozitiv kiboesdtdshoz a modell dsszes vhltozoi lényegesek.

A koltségminimalis feladat ezekutdn a kivetkezd:

min Zp, x| Pley 2 yow 2 0] (2.3)

> i=1

ahol F(x)-et (2.2) szerint specifikdljuk.

Megjegvzendd, hogy a paraméterek megfelels valasztédsaval F(x) felveszi
a termeléselméletben hasznalt szokdsos alakok akarmelyikét. Példdul, ha
B =P Bi=0,75%k, é y=1, és ay helyett ;-t irunk, akkor a jol ismert
Cobb I)nu glas [5] termelési lug(fvcnyt kn])]uk

ﬂ][ &,
i=1
amelyben «; <70, hogy a fiiggvény nemnivekvd legyen.

Hasonloképpen, ha 7 —mn, ay; = — 1[y o;; = 0, 1 #4j, akkor a péronként
allandé és azonos helyettesitési elaszticitdsa (CES) termelési fiiggvényt kap-
juk, amelyvet két inputra Arrow et al. [6] vezetett be és Uzawa [T] dltalano-

sitott:
i [2"5171 1”]
J=1

Végiil, ha T = n?, a;; = 2]y és f-nak a j indexét (i,7)-re valtoztatjuk,
ugy hogy ;= ﬂj,, (kaor az 1[y rendii négyzetes atlagot kapjuk:

n n =
Fyfx) = {2 2 By wy]

i=1 j=I

' d

Ofocr, + (1 — &) ay] & [0(x,) ] [0(xq) ] =

¢s logkonvexnek, ha az egyenlStlenség jele forditott. (Klinger és Mangasarvian [3]).
A (2.2) figgvényben az

x; = e, azaz In x; = w; @ >0, 9=1,...m
helyettesitéssel:

% n =y
F(ln 2) = G(u) = [}J Bjexp (l.‘J “U“i” :
f=1 =]

T n
Mivel pedig a X' B exp (_\_,' o u,J fiiggvény logkonvex. ([3] 2.8 és 2.18), a G(u) fiiggvény
=1 i=1

logkonkdv ([3] 2.12). Az F-re tett monotonitdsi kovetelmény korldtozza oy lehetséges
értékeit. y >0 esetén a globdlis monotonitds elégséges feltétele a;; < 0 minden 4, j-re.
De megelégedhetiink lokdlis monotonitdssal is, ha a fiiggvény értelmezési tartomdnydt
olyan a-ekre korldtozzuk, ahol ez a feltétel klclegul Ha valamelyik $; < 0, akkor a (2.2)
alak dltaldnosftott pozinomot dllit eld. Ennek optimalizédlisit P(way és Wilde [10],
valamint Gochet és Smeers [16] targyaltdk.
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Ezt a fiiggvényt Diewert [1] és mésok vezették be mint egy altalanos, valtozé
helyettesitési elaszticitdsa fliggvényt. Arra is rdémutattak, hogy ez a fiiggvény
Bij megfelels valasztdsaval egy tetszéleges elséfokt homogén fiiggvény mésod-
rendi kozelitését adja. Végiil ez is kittint, hogy y — 0 hatdresetben a fliggvény
logaritmikus alakot vesz fel. (Diewert [11]-ben Lau eredményét idézi.)

A (2.3) alakt probléma a termelés gazdasdgtanaban kiindulépontul szolgdlt
6s az F(z)-re idézett példédk a technolégia reprezentélésira leggyakrabban
hasznalt fiiggvényalakoknak felelnek meg. A (2.3) feladatot az F(x)-re tett
(a) (c) feltevésekkel egyiitt a termelds gazdasagtandban arra hasznaljik,
hogy jellemezzék az dltaluk definidlt O(p, ) koltségfiiggvényt. Ha az

X = {x|z€R, Flx) >y}

halmazt a lehetséges réforditdsok halmazédnak nevezziik, akkor a koltség-
fiiggvény

n
C(p, y) = min > D%

x€X jamsi]

alakban adddik. E fiiggvényt és tulajdonsdgait Shephard [8], Diewert [1]
¢s masok tanulményoztdk.

A jelen tanulményban, mivel hogy az (e) feltevést gyengitettiik, a geometriai
programozas dudlisat hasznaljuk fel arra, hogv (2.3)-bél a koltségtiiggvényt
levezessiik. Bar a G@P dualitds alkalmazdsénak értékét a kivetkezd fejezetben
bemutatandé példdkkal illusztrdljuk majd, mér itt megjegyezziik, hogy
a OGP dudlisnak az a kellemes tulajdonsdga van, hogy konvex programozdsi
feladathoz vezet. fgy a koltségfiiggvény tulajdonsdgait a duslis formulézés-
bol kénnyt kibontani.

A (IP-nek és a GP dualitdsnak eredeti megfogalmazdsa Duffin és térsai
miive [2]; tovabbi hivatkozdsok: Passy és Wilde [10] valamint Peferson [9].
A @GP feladatok szémitdstechnikai vonatkozdsait legutébb Dembo [14] tekin-
tette at.

Legven

o — (601, i ¥yety 60n, 611; voky 617')

a dudlis valtozok vektora. (2.3) dudlisa a kovetkez8képpen fogalmazhaté meg:?

74
" ) T (2 61) By
N 5y In (%} e Ths e s

e y .
i=1 oi J=1 1j

max »(8) —
]

N6, 1=0 (normalités) (2.4)

i=
T _ -
6oi + Joy;8;=10 i=12...,n (ortogonalitds)
=
6>0 (nem-negativitas)

3 Levezetését ldsd a Fiiggelékben.
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A feladat: konkav fiiggvény maximaldsa cgyv konvex (linearis) halmazon.
Ha a (2.4) feladat megengedett halmazat Q(d) - 0 alakban irjuk, a C(p, y)
koltségtiiggvény a kovetkezs alternativ alakra hozhato

C(p, y) = max {»() | Q(d) =0}, p,y >0 (2.5)

Az optimdldsi probléma konkav-konvex jellegébdl és Slater-regularitasabol
kovetkezik, hogy a maximum létezik. Azt is feltessziik (lasd a Fiiggeléket),

hogy a dudlis teret definizil(')[ ] matrix rangja teljes (n).

Xji
C o gt s B 1 ’ ’ N O,

A geometriai dualitds szerint o primdl és dudlis valtozok optimalis értcékei
kozt a kovetkezs osszefiiggések allnak fenn:

;X
E [l { Ao e D
(50,., L igl L b == 4 2

el (2.6)

S M}
— by ji=12...,T,
3o 3 Hapow

Je=1 J=1 i=1

Végiil meg kell emliteni a (2.5) szerint definidlt C'(p, y) fiiggvény kiovetkezo
tulajdonsagait:

(a”) A O(p,y) skalar fiilggvény és értelmezve van p - 0 és y - O-ra.

(b”) C(p, y) nemnivekvs y-ban és p-ben.

(¢) C(p,y) p-nek elsGfokt homogén fiiggvénye minden y - 0-ra.

(d”y C(p,y) p-ben konkav figgvény.
Jollehet az (a”)  (d’) tulajdonsagok teljesen jellemzik C(p, y)-t, explicit fiigg-
vényalakot csak specidlis esetekre lehet elGallitani. Ezek egvike nyilvan az,
amikor a (2.4) feladat nehézségi foka zéré, amikor is (9, 9,) teljesen meghaté-
rozhat6 p-t6l és y-tol fiiggetleniil. Kz a helyzet akkor, ha F(x) megfelel a fenti
Fi(x)-nek (Cobb—Douglas). Ekkor @(6) _- 0 gy irhatd, hogy

Ogi — o 76, = 0 T [

n
amib6l o = a jeloléssel:

i=1

8ot = — 8 =1, 0, N
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Ezt a célfiiggvénybe helyettesitve: .

n ) —aife n
Clp.y) = ﬂ"‘"[]j' {%l ]y“ > e,
i=1 1=
Hasonloképpen (lasd [4]) az Fy(x) CES fiiggvény esetén:
n
Clp.y)=1y [21}%“’ B7

i=1 }

1/(1—0o)

’

ahol ¢ = /(1 + ).

De altaldnossagban nehéz volna C(p, y) explicit alakjat meghatdrozni. Egv
kozelitési mod lenne az, hogy vdlasztunk egy sorozat pozitiv p és y értéket
abbol az értéktartomdnybél, amelyet vérhatéan felvesznek és kiszdmitjuk
a megfelel6 minimalis koltségértékeket. A GP dudlis ismert tulajdonsigaibdl
kovetkezik, hogy ezek az értékek az araknak egy konkav hatéarfeliiletét alkot-
jak és a kibocesatds novekedésével monoton novekszenek. Minden olyan O(p, v)
fiiggvényalak, amelyik az (a") (d’) feltételeket kielégiti, hozzdilleszthets az
igy kapott megfigyelési értékekhez és eléallitja a koltségfeliiletet. Ezt az el-
jardst Fedorowicz [12] javasolta.

Dicwert [1] ¢és masok a kovetkezd fuggvényalakot javasoltdk, amelyvik
kielégiti az e fejezetben kikotott feltételeket:

n, . 7 ’ 1/
Clp,y) = hy) [2 2 i it p?/z] . a; = a; >0,

i=1 j=1

ahol i(y) a kibocesdtdsnak egy skaldr fiiggvénye. Azt is megmutattik, hogy ez
a fiiggvény az drak egy tetszéleges homogén konkéav fiiggvényét méasodrendi
Taylor sorbafejtésével helvettesiti [1]. A (/P irodalomban taldlunk eredmé-
nyeket, amelyek lehetévé teszik a minimalis koltségértékek ¢érzékenységi
vizsgalatat a paraméterck egy tartomanyan (Dinkel és Kochenberger [15]).

3. Koltségindexek és termelési indexek: A GP dualitis alkalmazisa
a hossz tava szerzddésekben

Mint a bevezeté megjegyzésekben mér hangstlyoztuk, e dolgozat célja,
hogy az id6beli termelési folyamatnal figyelemmel tudjuk kisérni a koltség-
hatékonysdgot, kiilonosen akkor, ha a réforditdsok Arai véltoznak.

A rendszer miikodésének idébeli 6sszehasonlitdsakor el kell kiiloniteniink azt,
ami az 0j drakra adott valasz, attél, ami a miikodés hatékonységdnak ennél
mélyrehatobh véltozésa. Noha az drak véltozdsat folyamatosnak kellene
tekinteniink, mi megelégsziink a komparativ statikus kozelitéssel két idSpont
kozitt, és egy-egy periodus dtlagos drait hasznaljuk. A feladatnak véges idd-
szakokra valo felbontésa egybe kell essék azzal a gyakorisdggal, amivel a hely-
zetet felmérik. _

E fejezetet hipotétikus példak koré épitjiik, amelyek lehetdvé teszik, hogy
a f6 kérdésekre osszpontositsunk és ugyanakkor kells alapot nyudjtsunk az
dltaldnositbsra. A szerzok eredeti példdi ex ante drajénlatokra vonatkozo6
formulakat 4llitottak els. Ezeket a szerkeszt$ a magyar olvasé igényeinek
jobban megfelels utélagos drmédosité formuldkként értelmezte 4t.
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1. Példa. Pontos drformula

Tegyiik fel, hogy egy acélgyar termelési folyamata a fenti F,(x) fiiggvénnyel
leirhaté, kiegészitve ezt egy 0(t) tanuldsi tényezGvel, ahol ¢ az id6. Tehat
F(x) = 0() [BLL” + B My Y +,Bc Cr17]~Y (3.1)
ahol F(x) = idGegységenkénti termelés tonnaban
L, M,,C; = munka, anyag és tékeszolgalati réaforditasok
YLy Bas Be = pozitiv paraméterek, melyeknek osszege 1
y = pozitiv paraméter, amely a réforditasok kozotti o helyette-
sitési elaszticitishoz gy kapesolodik, hogy y = o/(1 — o).

Mérnoki becslések azt mutatjik, hogy o = 1/2, mig 0(¢)-t agy becsiilhetjiik»
hogy évi 29%,-08 termelésnivekedést tesz lehetGvé.

A (2.4) alatti probléma (2.8) alatti megoldasit felhaszndlva y mennyiségi
acél termelésének minimdlis koltsége a ¢ idészakban

Clpny) = —6%)—(1&7" B + Phit° B + pbr? pE)HA-, (3.2)

ahol Py4, Pae Por = o t idGszakban érvényes raforditasi arak. Tehdat 1t acél
4rindexét a t-edik és a 0-val jelolt bazisidGszak kozott (3.2) alapjén fgy irhatjuk:

Clpn) _ 6_(0_)[ _777),1,*‘" i “](1/1-«0 :
i=L,M,C Zpilo_” i
1

C(?’ur 1) (t)

Tudjuk azonban, hogy a 0 idészakban az optimumban

l O ' d o o
‘2‘1’10 xfy = 5(0—) (% Pio ﬂi)l/(l X

Mindkét oldalon logaritmust véve, p,, szerint differencidlva és p;,-1al szorozva:
i0 ig

9 lOg (2 Pio xi(l) 1—o Qo
a;; Po=— O =, = —;‘1" 1_f‘~ , i=LM,C,
o 2 PioZio i P4

ahol S;, az egyes réforditdsok részesedési ardnya az Osszes koltséghil a bézis-
id6szakban.

E szerint helyettesitve
1
Lleuhis, 0(9_)[ B g _,,l]l ]1
Clpy 1) 0O(t) Pro

Ha tehét 1 t acél dra a bézisidGszakban ¢, volt, és ezt a koltségvaltozdsokkal
ardnyosan kivanjuk emelni, akkor 1 periodussal késGbb a jogos ér:

1 >, 112 ; p 1/2 ) 12
=% [SLO [ui -+ ‘SMo (—M—IJ - LSCO (BC—I
1,02 Pro! P mo Pco

i0

i=1

2

(3.3)
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Ha a kiindulé ar 500/tonna, az egyes tényezlk koltségrészesedése rendre
40%,, 409, és 209, (a bazisidGszakban), tovabbé a bérek 109,-kal, az anyag-
arak 159%,-kal, a tékekoltségek 29,-kal emelkedtek, akkor

¢, = 500 1,081 ~~ 540,50

(szemben a véltozatlan raforditdsardnyokkal kalkulalt drral, ami 541,18 lett
volna).

2. Példa. Kozelits drformula

A villalat 4j korszer(ibb termék (integralt dramkor) termelésére kivan at-
térni. A kisérleti gyartds koltségei nem lehetnek mérvaddak arra az idére,
amikor mar tomeggyartas folyik majd, de bizonyos kivetkeztetések levonha-
tok mind az el6z6 gydrtmény termelési fiiggvényébdl, mind a kisérleti gvartas
raforditdsaranyaibol.

A régi gyadrtmany termelési fiiggvénye pozinomidlis (2.2) alakd volt és elsd-

n
foki homogén, gy hogy o= —1fy. fogy (2.4) méasodik korldtozs fel-
=1

=
tételébol (ortogonalitds) kovetkezik

n - : [
oy = ) By == i ¥ 8y
=1 j=1 Y S

i=1 {=

azaz az elsé (normalitdsi) feltételbél:
T
;="
J=1

Feltehets tovabba, hogy az Gj gyartmany termelési fiiggvényében a f és o
paraméterek kiilonbizni fognak a régi értékektdl, de az a;; paraméterértékek
véltozatlanok maradnak (tehdt ismertek). Tovabbd mindezekrdl a paraméte-
rekrdl feltehets, hogy az id6ben véltozatlanok.

A geometriai dudlis programbdl adodé

C(p, y) = max {»(d) |@Q(8) =0} p>0,y >0 (3.4)
)

fiiggvényt illetGen a kisérleti gyvértas adatai becslést adnak a 6, paraméte-
rekre, a koltségek tényezSk kozti megoszldsdra. Mivel az oc,-j-k, ismertek, ki-
szémithatd, hogy vannak-e megengedett (nem-negativ) d,; ért_ekek; ha’lgen,
akkor az indulé koltségrészesedés megengedett lesz a jovében is. E feltételek
mellett alsé és felsé becslés adhaté az 4j gydrtmany koltségindexére a kisérleti
koltségeket véve béazisul. _ _

Jelolje »(86*, p;) a (3.4) optimélis megoldésat a ¢ idGszaki érak mellett,
ugyanakkor a primal optimélis megoldds

n
TO@*, p) = 3 pu sl
i=1
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ahol 2 az optimdlis raforditdsokat jelenti a ¢ idészaki arak mellett. Mint
tudjuk a primal és dualis optimumok egvenléek
(0%, py) = TC(=*, py),
a kisérleti gyartasra vonatkozéan pedig
W%, pg) = TC(@*, py).
Ez o kovetkezi egyenlétlenséghez vezet az optimalitasi tulajdonsagokat
figvelembe véve.
W8%0, p) _ (8*,p)  TC@H, p) _ TC@*, p)

= e MY P el . (3.5)
W8%, pg) T (8%, pg)  TO@™, pg) ~ T, py)

Figyelembe véve 3, és y idSbeli valtozatlansagat a mi fiiggvényiinkre a fenti
egvenlGtlenség a kovetkezot adja

o (pa T B, off
n(m L [ll (()*,0) '—II r@’ e Pi
: (_.,ﬁ] <88 450 j= Y < 2 k0 (_rr] _ (3.6)

7 = o o saTwe
i=1 (Dio n |’ (B T = Pio
i=1 Oq; j=1 \0jj

Mint lathato o valodi koltségindex az drvaltozdsok stlyozott geometriai és
aritmetikai atlaga kizé esik,* de mig a valodi index kiszdmitdsdhozaz ismeretlen
f; paraméterekre lenne sziikség, az als6 és felsG beeslés nélkiiliik is kiszamit-
hat6. A két beeslés szdmtani kozepe feltehetéen kielégitG beeslést ad a valodi
indexre. 1y médon eldonthetd, milyennek kell lennie az 0j termék drdnak
a kiillonboz6 jovSbeni inputdrak mellett ahhoz, hogy érdemes legven a régi
helvett ezt gyéartani.

4. Osszefoglalis és kovetkeztetések

Dolgozatunkban a geometriai programozés technikajat alkalmaztuk az id6-
beli koltséghatékonysag feliilvizsgdlatara abban az esetben, amikor a koltség-
minimaldsi probléma koltségparaméterei periodusonként kiilonbozGek. Meg-
mutattuk, hogvan jellemezhets az drak és termelési szintek koltségfiiggvénye
pozinom optimélasi feladatként; ez az alak mind a kizgazdasigtudomanyban,
mind o mérnoki szerkesztéshen gvakran eléfordul. Levezettiink egy feltétel-
sorozatot, amely ilyen koltségfiiggvény esetén lehetGvé teszi a tényleges vagy
a (statisztikai értelemben) kozelits fiiggvényforma megdllapitdsat. A dolgozat
eredményeit szembesiteni lehet a probléma klasszikus téargyaldsmodjaval;
az eredményeket itt a GP dudlishol kapjuk. Ennek az az elénye, hogy a primél
feladatban enyhithetiink a konvexitési feltételeken, a dudlisban pedig a szoké-
sos klasszikus gyakorlattal szemben az eredményeink levezetésében jelentis
szamitdsbeli konnyebbségeket ériink el.

Az elméleti eredményeket a hossza tavi szerzédések egy lényeges probléma-
jéra alkalmaztuk, olyan , koltségathéritdsi” (vagy a magyar szakzsargonban

4 A geometriai dualitds felhasznéldsdt méar Woolsey [13, 4. fej.] is javasolta a valtozo
drakkal szdmitott Osszkoltség alsé korldtjdnak kiszdmitdsdra.
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meghonosodott széval élve: | begylirliztetési’’) formuldt vezettiink be, ami
a raforditisi drak valtozdsat , atvezeti”’ a termék koltségén, de e mogé nem
bujtathaté el az optimalisnal rosszabb termelékenység koltségnovels hatédsa.
A formuldknak jelentés szdmitdsbeli el6nyiik van azzal szemben, mintha
a koltségminiméldsi feladatot meg kellene oldanunk valahényszor a tényezs-
koltségek megvaltoztak. A dolgozatbdl kitlinik, hogy az ilyen formuldkat
a szerzddéses drak és az ellenGrzott drszabédlyozds korében elterjesztve bizonyos
mértékig fékezni lehet az inflaciés folyamatokat is. A szerzédé felek ezesetben
nemesak az indul6 drban alkudndnak meg, amikor hosszu t4va szdllitdsokban
allapodnak meg, hanem az dthéritasi formuldban is, amelyet a technolégiai
lehetGségeket  visszatiikroz6 mdaltbeli adatokra alapozhatnak. A formuldt
meghatarozott periddusonként értékelnék tjra, a raforditdsi drak id6koézben
bekovetkezett valtozdsit tekintetbe véve. Igy a szerzéds felek biztosak
lehetnének abban, hogy meghatdrozott mértékben novekvd hatékonysdgra
szerzodtek.

A hatoésagi drmegéllapitas keretében pedig szdmos ar alakuldsat automati-
kussé lehetne tenni, cstkkentve az dralkudozdsoknak mind a gyakorisagét,
mind a szubjektivitdsat.

Figgelék: A GP dualitas

A (2.3) feladat G'P dudlisit Peterson [9] médszerét kovetve mutatjuk be.
Az x; = e helyettesités utdn a primdl feladat konvex Lagrange fiiggvénye
a kovetkezd lesz.

n P
L(u,z, p) = Fpie+ p [yl 3Bes 1,
J=l1

i=1

ahol
'ui::lnx,- i:1>2""’n
n
g/-_—2¢zijln:l',~ 7.:].2,...,T
i=1
uw=0

fgy a transzformalt koltségminiméldsi probléma a kovetkezd lesz:
Min L(u, z, )
azzal a feltétellel, hogy

(u, z) eleme az [ ] métrix oszlopterének és

w0,

az,-j

Az [I] métrix (T' 4 n) X n méretii, rangja pedig n, az eredeti feladat valto-
z<’)inz:;: szama.
A kovetkezd definiciokra lesz sziikségiink (Peterson [9])
a) Egy U kap dudlisdt (D) a kivetkez6 x halmaz adja
D= {y€R"| 0 u'y minden u¢ U-ra} (F.1)

6 Szigma
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ahol w'y a két vektor skalaris szorzata. Mivel feladatunkban U vektortér
lesz, D egyszerlien ortogondlis komplementuma U-nak: U+.

b) Egy W tartoményon értelmezett w fliggvény konjugdltjanal; nevezzik
a V tartomanyban értelmezett » fiiggvényt, ha

v(6) = Max [6"y — w(y)], (F.2)

yEW
ahol V azoknak a §-knak a halmaza, ahol a fenti maximum véges. Feltessziik,
hogy V nem iires. A w fiiggvényt v konjugaltjaval a kovetkezd egvenlGtlenség

koti ossze

0"y — wly) + v(6) (F.3)
és az egyenldség 4ll ott, ahol a fenti maximumot elérték. Tovabbd

0 € w(y),

ahol dw(y) a w(y) gradiense. (Pontossig kedvéért dw-re mint szubgradiensre
kellene hivatkozni. De konvex filiggvény esetén, amit feltételeziink, a két
fogalom egybeesik.) Tovabba két konjugdlt » és w fiiggvény esetén a

e w(y). y€w(d)
reldaciok ekvivalensck és egymast |, megoldjak’ [9, 18. 0.]. Tovabbhd mivel a GP

konjugalt dualitis esetén az U kip egy vektortér |az

1 .

matrix oszloptere| ,
o ke e ; %ij -
a konjugdlt ennek ortogonalis komplementer terén van értelmezve, és ez orto-
gonalitasbdl kivetkezGen

oL 0I==i0,
fgy az (F.3) egyenlet a kovetkezire redukalédik:
v(8) < wy). (F.3)

Ha e fogalmakat most az L(u,z,0) Lagrange fiiggvény konjugdlt dudliséra
alkalmazzuk (miutdén a pozitiv fiiggvényeket logaritmusukkal helyettesitet-
tiik), akkor a »(d) = v(d,, 8;) fiiggvényre a kovetkezit kapjuk:

n T n T
v(0) = Ma,x[z doius + 3 by, — In| 3 p e"" win (7/1/“" > B8 el!” . (F.4)
j=1 i=1 =

wap | j=1

Az (F.4) optimalitési feltételei a kovetkezdk

. eut
601 :——:ﬁ—~7 - v = lv ,y N
2 pie
i=1
pen
& e gl j=1,...,T

i
In (yw > ﬂ,eu) =1,
Jj=1
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Ezt w;, z; és p-re megoldva:

. n
u,-:lnéﬂqh]an,a"-‘ CI==h B Sy 7
Di =1
61 .
z;="In - ,\,LT,,, iz Ty, 1
yr gy 511'
=1
T
= 2(5”.
j=1
Ezeket az értékeket (F.4)-be helyettesitve:
\ 4 di L 0y
v(8) = JbgiIn|—|+ Fé;In e (F.47)
F i B Yy 8; 3 &y
j=1
innek értelmezési tartomanya
n
V = {605 \,1 (). 61] _ ”, 2 5(,[ == 1} (F5)
i=1

és dllnia kell & 6 € UL ortogonalitasi feltételnek is. Ez utébbit a kovetkezd-
képpen lathatjuk be. A transzformélt valtozok

v = [1][Inx]

z = [a;;] [In )
elGallitasabol és a 6"y = 0, azaz

u
(80 611[ =0
ortogonalitasi feltételbél kapjuk, hogy

[, al][ s (F.6)

Ez lesz a dudlis feladat egyik (ortogonalitdsi) korldtja. A dudlis feladat tehat:
Max {—v(0) |6 €V N UL},
ahol v(0)-t (K.4"), V-t (F.5), UL-t pedig (F.6) definidlja.
A p(0) =  w(d) jeloléssel a (2.4) alatti dudlis feladatot kapjuk.
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