STAHL JANOS

Linearis vektormaximum problémék efficiens
pontjainak létezésérdl

Gyakran el6fordul, hogy egy linedris programozasi modell megfogalmazésa-
kor a vizsgdlt probléméban tobb olyan szempont is van, amelyek bérmelyi-
kének megfelels kifejezés lehetne a modell célfiiggvénye. Tlyenkor, gyakran
alkalmazott eljiras, hogy az :

Ax < b

— max

(1)

tn. (linedris) vektormaximum problémat osszemérhets szempontok esetén az
Ax < b
x>0
(X 2¢;) > — max
1
linedris programozisi feladatra vezetik vissza, ahol a 7.k az egyes szem-
pontoknak a modell készitGi dltal meghatdrozott relativ silyai. Egy maésik,
mondhatni ugyancsak szokdsos eljards, hogy egy kivételével valamennyi

szempontra a modellezGk valamilyen akceptalhaté szintet kifejezé alsé kor-
latot allapitanak meg és igy a vektormaximum problémét pl. a

¢, & — max

linedris programozdsi feladatra vezetik vissza. ,Jobb esetben” mindezt a A-k-
illetve a y-k valtoztatdsa és a megfelels linedris programozisi feladat tjra,

futtatasa is koveti.
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A vektormaximum vagy a tobbszemponti optimalizalasi feladat ilyen meg-
keriilésével kapcsolatban legalabb két megjegyzés kivdnkozik. Az els6 az,
hogy egy ilyen eljirds valéjaban annak a probléménak elemzését keriili meg,
hogy mit értsiink egy vektormaximum problémaban maximumon. Minden-
esetre, végiil is efficiens megolddshoz kell eljutni. A lehetséges programok

X =Aw: de< b, £ 20}

halmazéinak egy z* eleme efficiens (pont, program vagy megoldds), ha nincs
olyan z** ¢ X, amely «*-t domindlja, azaz

* ok
gt < e

* _—~ *
Tt < G

oly médon, hogy legalabb egy helyen szigort egyenlGtlenség teljesiil. Azaz
nines olyan x** lehetséges program, mely minden szempontbél legalabb olyan
j0, mint a* és legaldbb egy szempontbdl hatdrozottan jobb.

A lineéris programozisra val6 , visszavezetéssel” kapesolatos mdsik meg-
jegyzés az, hogy ezek a linedris programok dltaldban X efficiens pontjat
adjik eredményiil. Azaz, ha nem is tisztazott elére az efficiens pontok kozotti
vilasztds, az adédé linedris program legalibb efficiens pontot eredményez.
(Ezért is neveztiik ,,jobb esetnek’ azt, ha megtirténik a A-k, illetve a y-k
valtoztatisival adédé esetleg kiilonbozs efficiens programok oOsszehason-
litdsa.)

A dolgozatban éppen azt pontositjuk, hogy az ilyen visszavezetések mikor
eredményeznek efficiens megoldast.

Els6ként egy sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy X-ben
legyen efficiens program. Kzzel kapcsolatban felhaszndljuk, hogy ha X nem

iires és Ay, Ay, . .., Ay pozitiv szdmok, akkor az
Ax < b
x>0

(> 4i¢;)) * — max
i

linedris programozisi feladat megolddsa efficiens. Az 4llitds megforditisa,
amit mi egyébként nem fogunk hasznilni, mar nem trividlis, nevezetesen,
hogy egy efficiens x*-hoz taldlhaték szigortian pozitiv A-k oly médon, hogy
a* optimdlis megolddsa az elGbbi linedris programozasi feladatnak.

Lemma. Legyen X == . X-ben akkor és csak akkor van efficiens pont, ha
nines olyan X-beli irdny, azaz olyan z, amelyre

Ax <0

x>0
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fenndll, hogy teljesiilnek a
x>0

x>0
(2) x>0
egyenlitlenségek oly médon, hogy koziiliik legaldbb egy szigori egyenldt-
lenség.

Bizonyfitas: Az allitds egyik fele nyilvanvalé. Ha ugyanis lenne fenti tulaj-
donsigu &, akkor tetszbleges = € X-t 4 & € X domindlna.
Mésrészt, ha nem létezik fenti tulajdonsigu «, akkor az

Ax <0
T >0

egyenlGtlenségeknek kivetkezménye a
e <0
egyenlitlenség. Ekkor a Farkas-tétel alapjin létezik olyan p® >0, A®,...
ce ey A > 0 ésq® > 0, hogy
e, =pWA — e, —Pe — ... — MPe; —q®

(A = 0). ‘

Hasonl6an, i = 2, ..., k-ra is létezik olyan p® >0, AV, AP, ..., A >0
és ¢D > 0, .hogy

¢, =pWA — e, — Mgy — ... 20 ¢, —q®

teljesiil.
Az egyenlGségeket osszegezve adddik egy

ey + A+ ..o + Mo, =04 —¢

egyenlGség, ahol Ay, 2y, ..., 4, >0, p >0 ésq>0.
Tekintsiik most az

Ax < b
z >0

(X Ai¢;) x — max

linedris programot. Ez nem lehet korldtos, mivel ekkor az
Ax << 0
z >0
(_12 Aic)yx >0

6 Szigma
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egyenlGtlenségekbil egyrészt a pAa < 0, masrészt pedig a pdx = (X' A,c) ¢ +

i
- qx > 0 egyenlGtlenség adédna, ami ellentmondas. Tehat a felirt feladatnak
van optimélis megolddsa, ami a A-k pozitivitdsa miatt efficiens.

A lemméabél kovetkezik, hogy amennyiben pl. valamennyi célfiiggvény,
korlatos X-en, akkor van efficiens megoldds, de ugyanakkor az is latszik
hogy efficiens megoldas tigy is létezhet, ha egyetlen célfiiggvény sem korlatos
feliilrsl.

Legyen

és

Sem ¢,x, sem pedig ¢,z nem korldtos X-en, ugyanakkor a {& =1, & > 0,
£, =10} ésa {& =1, & =0, & > 0} félegyenesek X-nek az efficiens pont-
jaibél allnak.

Latsz6lag mds uton is igazolhaté a lemma allitdsa. Azért nevezziik csak
latszélag mds dtnak, mert a bizonyitdsban hasznalt appardtus lényegében
ugyanaz, mint az el6zénél. Mivel a bizonyitédsban vizsgilt linedris programo-
zasi feladat a kés6bbiekben is szerepel, ezt az utat is bejarjuk. Ugyanakkor
a dolgozat kordbbi véltozata lektordnak egy megjegyzése alapjan Krek6 B.
,,Optimumszamitas” c. konyvének 398. oldalan taldltam egy olyan allitast,
amely a lemménkéval nagyjabdl ekvivalens. Az ottani allitds bizonyitdsa is
meglehetGsen kizel van ehhez a mésodik bizonyitdshoz. Eziton szeretném
megkoszonni a lektor tovabbi javaslatait és megjegyzéseit is.

Legyen 7 € X tetszGleges és tekintsiik az

Ax < b

(3) X — & = ¢, @
Z.—=0; f]y&zu-SkZ“
(2 &) — max
l

linearis programozasi feladatot.
~ Ez a feladat akkor és csak akkor nem korldtos, ha van olyan & > 0,
& &, . . ., &y > 0, amelyekre

AF <0
G EIZ()
Co & — :“;'2 =)
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és
51*}‘ 52++ $k> 0»

azaz x kielégiti a (2) feltételeket oly médon, hogy az utolsé £ szamu egyenl6t-
lenség kozott van szigoru egyenlGtlenség is. Mésrészt a (3) feladat akkor és
csak akkor nem korlatos, ha (3)-nak nines optimalis megoldésa, azaz ha (3)-nak
van optimalis megolddsa, akkor (2)-nek nines olyan megoldasa, amelyre
2 cix > 0, és forditva.

i

A (3) egy optimalis megolddsanak z-része viszont nyilvdn efficiens program,
hiszen ha X egy eleme domindl egy masikat, akkor ahhoz nagyobb (3)-beli
célfiiggvény érték tartozik.

A (3) program nemcsak azért érdekes, mert megoldésaval eldonthets, hogy
van-e X-nek efficiens eleme (és ha igen, akkor (3) megoldasa efficiens), hanem
azért is, mert segitségével az is eldonthets, hogy egy z € X efficiens-e vagy
sem. = nyilvan akkor és csak akkor efficiens, ha a (3) feladat optimumértéke
zérus.

A tovébbiakban a lemmét felhasznilva beldtjuk, hogy a tobbszemponti
optimalizalassal kapcsolatban vizsgdlt bizonyos feladatoknak altaldban van
efficiens megoldasuk.

1. tétel. Legyen ¢ = 1,2 ... k-ra A; > 0. Tegyiik fel, hogy az
Ax < b
(4) x>0
(2 Ai¢;) * — max
linedris programozési feladatnak van optimalis megoldésa és X-nek van
efficiens pontja. Akkor a most felirt feladat optimélis megoldésai kozott van
efficiens pont is.

[Mivel az nyilvanvalé, hogy valamennyi A; > 0 esetén a feladat optimélis
megoldésa efficiens, ebben az esethen nem sziikséges az efficiens megoldéds léte-
zésének kiilon feltételezése, illetve nines is mit bizonyitanunk. Ugyanakkor,
az efficiens pont létezésének feltételezése nélkiil a tétel allitdsa dltaldban

nem igaz.
Legyen pl. X ugyanaz, mint az el6zG példaban, de most

qx=1¢& — &
e =& — &+ &
¢, @ korlatos X-en, ugyanakkor X -nek nyilvdn nincs efficiens pontja.]

Bizonyftds: Legyen A* a most felirt feladat optimum értéke. Az

Ax < b
(X Ae)x = A
i
x>0
feltételekkel meghatérozott nem iires X(4*) halmaznak a lemma alapjin
van a ¢, ¢, ..., ¢, szempontok szerint efficiens pontja.

6.
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Ugyanis az
z>0

Ax <0
(X Ae)z =0

x>0
x>0

feltételrendszernek nincs olyan megolddsa, hogy az utolsé %k egyenlGtlenség
koziil legaldbb egy szigori egyenl6tlenségként teljesiilne, hiszen feltételeink
szerint az

&l =10

Ax <0

feltételrendszernek sincs ilyen megoldasa. Ugyanakkor X(A*) egy efficiens
x* pontja efficiens pontja X-nek is. Ugyanis, ha létezne olyan 2** € X, amely
z*-ot domindlnd, erre a (3 4;¢;)2* < (3 4;¢;)x** egyenlStlenséghdl

{ {
Ac)x** = A* azaz z** € X(A*) adédna, ami ellentmondds.
“ ivi

1

Megjegyezziik, hogy a bizonyitdsban nem hivatkozhattunk volna X(A*)-nak
a zérus 2;-knek megfelel ¢;-k szerinti efficiens pontjaira.

Legyen X most is ugyanaz, mint a kordbbi példikban, ¢, x és ¢, ugyanaz,
mint az elsé példaban, legyen tovabbd

sl £
C3 T = 3& + 2¢;.

Akér a lemma alapjdn is lathato, hogy X-nek van efficiens pontja, tovabba
(¢, + eg) o = &  2& korlitos X-en, maximdlis értéke 1. Ugyanakkor a
0<E <, & & >06s8 — 28 =1 feltételekkel meghatdrozott X (1) hal-
maznak nyilvan nincs ¢, szerint efficiens (azaz az adott esetben maximélis)
pontja.

Az'l el6zGek alapjan X-nek egy olyan efficiens pontja, mely a (3) feladatnak
optimdlis megoldasa, az

Ax < b
(X hic) x= A*
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6 — k= el
Ca = B = ey
6% — Ep=6@
x>f], 51, oy @ Ekzo
Z &) — max
linedris programozasi feladat megolddsiaval hatdrozhat6é meg, ahol = a (4)-nek

egy optimélis megolddsa. (A fenti feladatbdl elhagyhaték mindazon &; vélto-
z6k, melyeknek megfeleld 4; > 0.)

2. tétel. Tegyiik fel, hogy az
Ax < b

Co > Y

(5) CrT = Yi

2. =210

¢, @ — max
feladatnak van lehetséges megolddsa és X-nek van efficiens pontja. Akkor
a most felirt feladat optimdlis megolddsai kozott van efficiens pont is.
Bizonyitds: Az el6z6 tétel bizonyitdsakor kivetett iton haladunk. Minthogy

X-nek van efficiens pontja, nincs olyan a, melyre

Ax < 0

x>0

x>0

oy >0,

igy az (5) feladat nem lehet nem korlatos.
Legyen y¥ a feladat optimumértéke. Az

Ax < b
Ca® 2 Va

CkaVk
o =}

o0
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feltételekkel meghatdrozott X (p¥) halmaz tehdt nem iires. A lemma, alapjan
van a ¢y, ¢, . . . ¢, szempontok szerint efficiens pontja. Ugyanis az

x>0
Az <0

x>0

x>0

feltételrendszernek nincs olyan megolddsa, hogy az utolsé k-egyenlGtlenség
koziil legaldbb egyik szigori egyenl6tlenségként teljesiil, hiszen feltételeink
szerint mar az

>0
Az <0
x>0
x>0

feltételrendszernek sines ilyen megoldisa. Ugyanakkor X(yf) egy a* efficiens

pontja efficiens pontja X-nek is. Ugyanis, ha létezne olyan z** ¢ X, mely

r*-ot dominélnd, akkor ca* < c;2** miatt z** ¢ X(y*), ami ellentmondds.
Az el6z6ek alapjin az (5) feladat egy efficiens megolddsa az

Ax < b
p *
Oyl == Ay

X — & = Yy

£>0,6 ...,6>0
(Y &) — max
i>2

linedris programozasi feladat megolddsdval hatdrozhaté meg.



EFFICIENS PONTOK LETEZESE 199

Kovetkezének az tin. cél programozasban (goal-programming) vizsgéalt
Ax < b
cx+bH—&=n
e+l — &=

xZO, Cl,...,ck,El,...,Ek
(_Z_Ci)qmax

alaka linedris programozési feladatra vonatkozéan bizonyitunk be egy, az

eddigiekhez hasonlé tételt.

Valéjaban a célprogramozasi feladatokban a -k és a &k — egy esetleg
stlyozott — osszegét szoktdk minimalizdlni. A maximalizalé tobbszemponta
optimalizdldsi feladatnak azonban az felel meg, hogy a kitlizott y; célok til-
teljesitését kifejezs &;-ket ne biintessiik.

3. tétel. Ha az X -ben van efficiens program, akkor a (6) linedris programozdsi
feladat optimalis megolddsai kozott is van ilyen.

Bizonyitds: Legyen (6) optimumértéke (—C*) és tekintsiik az
Az < b
ax+& —&=n

Gt + 0 — &=

(7) ok A G — & = Yx
& b ="
1
xycly OR U] ,Clnflv LI 15[(20
(Z 51) — max
1
linedris programozisi feladatot. Ez nem lehet nem korldtos, mivel akkor
létezne olyan &, &y, . « -, & &1y + - - » & > 0, melyekre
A <0

C1§+61 élzo
0253'**&2 ‘22:0
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azaz
Ag <50
G (= 51) =0
6 (= 27-2) =1

teljesiil oly médon, hogy az utols6 £ egyenlGtlenség koziil legalabb egy szigora
egyenlétlenségként 4ll fenn. Ez viszont a lemma szerint ellentmond annak,
hogy X-ben efficiens pont.

(7) egy optimalis megoldisinak a*-része viszont efficiens pontja X-nek.
Tegyiik fel ugyanis, hogy van olyan #** € X, mely domindlja 2*-ot. cx** = y;
esetén legyen &}* = c;x** — y;, (}* =0, c;a** < y; esetén pedig legyen
v 0,0 0 =y, = ¢ a**. A cix“‘ < c;z**  egyenlséghbdl adédik, hogy
Cre < lFéslr* > 8. Ezekb(il el6szor minden i-rea (}* = (¥ ésa,izc;“ e

majd a §}* = &F egyenlGségek kovetkeznek, azaz c;a* = c;x**, ami ellent-
mondas.

4. tétel. Legyen ¢ = 1,2...kra A, >0 és Y1, =1. Tegyiik fel, hogy az

Az, + Axy + ... + Az, <b
Xy — =0

(8) Z5 Agar={)

Ty — M2 =0
Zy Taphits. v 5/ 00 0 220

(3 ¢ ;) — max
i

linedris programozési feladatnak van optimalis megolddsa és X-nek van effi-
ciens pontja. Akkor (8)-nak az optimilis megolddsai kozott van olyan, melynek
a-része efficiens pontja X-nek.

Bizonyitds: A (8) feladat egy (xf, a¥, . .. zjf, x*) megoldisiban szerepls x*
lehetséges megolddsa (4)-nek. M;isrészt, (4) egy «* megoldasabdl kiindulva
legyen x} = Ax*, (1=1,2...k). Akkor az igy kapott (x¥, ¥, ..., 2} « )
lehetseges meg,oldasa. (8)- na.k és a hozzitartoz6 célfiiggvényértékre 2, c ¥ =

2‘ Aic;) x*, amibdl az 4llitds mér kovetkezik.
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Valéjaban (8) dudlisa, a
PA+y >0
PA + Yy >0

PA + Yy > ¢
hYy ¥y — e MY >0
p=>0
pb — min

linedris programozasi feladat az érdekes. Az egyetlen cx célfiiggvény esetével
szemben most nem varhato el, hogy legyen olyan p > 0, melyre pd > ¢,
minden i-re. Ellenben ,,jénak’” tekintheték az eréforrdsok olyan értékelései,
melyekre valamilyen y; jarulékkal kiegészitett c;re az egyenlGtlenség mar
teljesiil minden i-re, és ahol a jarulékoknak a szempontok fontossigdnak
megfelel 4;-kel sulyozott Gsszege nem negativ. Ezzel a feladattal még nem
talilkoztunk a tobbszempontii optimalizdlassal kapesolatban. A feladat ilyen
irdnyu kozgazdasigi vonatkozisaira kés6bb még vissza kivanunk térni.

( Beérkezett: 1981. julius 10-én.)

ON THE EXISTENCE OF EFFICIENT POINTS IN THE LINEAR VECTOR
MAXIMUM PROBLEM

The paper gives a necessary and sufficient condition on the existence of an efficient
point in the linear vector maximum problem. Applying this result we prove that among
the optimal solutions of the linear programs (4), (5), (6) and (8) there is an efficient
point of the corresponding linear vector maximum problem (1).

O CYU[ECTBOBAHMWM SOOEKTUBHbLIX TOUEK TMPOBJIEM JIMHEMHOI'O
BEKTOPHOI'O MAKCHMMYMA

B crarbe paccmarpuBaeTcsi HECKOJIbKO 3agad JIMHEHHOr0 NMPOrpaMMHPOBAHMSI MDY aHaJu3e
3a1a4m JIMHEHHOTO BEKTOPHOI0 MaKcmyMa (1) ¢ ToUKH 3peHHst TOro, IPH KaKMX yCJI0BUSX pele-
Hue ux Oyzer appexTHBHLIM pemeHnem (1). Sy

AHaIM3UPOBABIIHECsT 3a1a4i smneitnsie nporpammbl (4), (5), (6) n (8). HoxasaTenbcTso
COOTBETCTBYIOIMX TEOPEM OCHOBAHO CAMO 110 cefe Ha MHTEPECHOIT JIeMMe, KOTopast SIBJISIETCST He-
00XOMMBIM 1 JIOCTATOUHBLIM yCJIOBHEM CYlLIECTBOBaHUS P(PEKTHBHON TOUKH.



