TOROK TAMAS

Téarsadalmi valasztds az egyszer( tobbségi elv
altalanositdsa alapjan

1. Bevezetés

K. J. Arrow [1] hires kényvében megmutatta, hogy nem lehet az egyéni
preferencia-rendezéseket a tarsadalom (kozosség, kollektiva, csoport) prefe-
rencidivd alakitani, ha ragaszkodunk a teljességhez, a tranzitivitishoz és
az alabbi 6t feltétel mindegyikéhez:

F.1.a) Az alternativik szdma legaldbb hérom.
b) Legalédbb két egyénbdl 4ll a kollektiva.
¢) Tetszéleges preferencia-rendezések eléfordulhatnak.

F.2. Teljesiil a kollektiv és az egyéni értékrendek pozitiv asszocidcidja.

F.3. Az irrelevdns alternativdktol figgetlen a tarsadalmi vélasztas.

F.4. A kollektiva preferencia-rendezéseit nem hatdrozhatja meg az egyéni
preferenciaktol fiiggetlen szabaly.

F.5. Nincs diktdtor, aki egymaga dontene a kozosség nevében.

Kz az in. lehetetlenségi tétel igaz abban az esetben is, ha az F.2. és F.4. fel-
tételeket akar az erds, akar a gyenge Pareto-elvvel helyettesitjiik [2, 3, 4].

Arrow tranzitiv egyéni és kollektiv preferencia-rendezésekbdl indult ki,
és az 6t (ill. négy) feltételt probdlta tobbé-kevéshé kielégiteni.

Jelen cikkben ellentétes sorrendben haladunk: az 6t feltételt kielégité fiigg-
vényosztalybél indulunk ki és megvizsgaljuk, hogy milyen médon lehet
kielégiteni a tranzitivitdst.

Ha ezen fiiggvények barmelyikét elére rogzitenénk — fiiggetleniil a konkrét
szerkezettGl -, akkor a lehetetlenségi tétel miatt nem teljesiilne a tranzitivitas
minden esetben. Ezért az egyéni preferencia-rendezések figyelembevételének
médjit nem eldre adjuk meg, hanem éppen a konkrét szerkezet fiiggvényében.

Definidlni fogjuk az altaldnositott tibbségi dontések osztdlydt, és minden
esetben ebbdl a fiiggvényosztalybél vilasztunk aggregaldsi modszert tgy,
hogy az a lehet§ legkeviéshé térjen el az egyszeri tobbségi szavazdstél, és
minden adott esetben tranzitiv legven. Megvizsgdljuk ezen megolddsi javaslat
és Arrow feltételrendszerének kapesolatat, végiil egy konkrét példan mutatjuk
be a javasolt médszer alkalmazdsat.

2. Jelolések és definiciok
Sziikségiink lesz a kivetkezd jelolésekre és definiciokra. Tételezziik fel, hogy

& kozosség k taghol 4ll, indexiik: A =1, 2, ..., k. Az alternativdk halmaza
legyen 4 = {A4,,..., 4,}. A kozosség tagjai az alternativa-halmaz elemeit
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egy kozos 7' tulajdonsiag alapjan hasonlitjak ossze. A h-adik egyén preferalhatja
At Apvel szemben, jele: A,P,A; indifferens lehet kettSjiikkel, jele: A,1,4
vagy At preferilja A;-vel szemben. Az elsd két eset egyiittesét A;R,A
az A halmazra vonatkozé teljes, linedris rendezését pedig R, jeldli.

Hasonlbéan értelmezziik a kollektiva R rendezését, illetve az alternativa-
parokra vonatkozé R, P és I relacidjat.

j’r

Definicick
Az nxn-es D — (d;);% ;0 dimtési matrizot a  kovetkezGképpen értel-
mezziik:
1, ha 4,PA;
0, ha AiIA/-
1, ha A/-I’A,-.

A dontési matrix bevezetésére az esetleges parcidlis és intranzitiv egyéni
rendezések, valamint a tranzitivitis eldontésének egyszer(i kezelése miatt
van sziikkség. Mind az egyéni, mind pedig a kozosség preferencia-rendezéseit
a késGbbiekben ilyen dontési matrixként fogjuk fel.

A dontési matrix fogalma a tranzitivitis alabbi értelmezését kivinja, ami
természetesen ekvivalens Arrow értelmezésével, és a valds szdmok korében
értelmezett |, >"" reldci6 tranzitivitdsival analég:

Vi<i<j<m<n: (A4, 4;, 4p) — (), d/-,,,. Lim)-

(1) d;

i

di/' djm* dim
tranzitiv : intranzitiv
0 0 0 0 0 1|
0 1 1 0 T | ;
0 R | 0 1 0 |
1 0 1 ) 1 0 1
1 0. —1 0 1 |
(2) I —1 0 () = | !
1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 {
1 1 —1 1 0 —1
1 1 —1 | 1 0 1
1 1 1o} 1 1 0
N ORI i e ol
1 1 (8 1 1 1
E | 1 ‘

a) Az (4, A; A,) alternativa-hdrmas tranzitiv, ill. intranzitiv, ha a hozzd-
rendelt (d;, d;,, d;,,) hdrmas (2)-ben tranzitiv ill. intranzitiv.

b) Egv D doéntési métrix tranzitiv, ha valamennyi alternativa-hirmasa
tranzitiv.
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Az nxn-es P = (p;);"1;" aggregdlt preferencidk mdtrizdnak elemei:

(3) piy = |{h: A;PyA;}|; h=1,...k

azt mutatjik, hogy p;; szdmu egyén szavaz A;re, p; szdmu egyén A;re és
ha az egyéni rendezések teljesek, akkor & — p;; — p;; szdmi egyén jelol meg
indifferens kapcsolatot 4; és A; kozott. )
Arrow olyan fiiggvényeket vizsgilt, amelyek & szama tranzitiv egyéni
preferencia-rendezéshez 1j, de szintén tranzitiv, un. kozosségi preferencidakat
rendelnek:
PRI A R B
vagy dontési matrixokkal
O DRN LD =D,
ahol f-et kollektiv joléti faggvénynek (KJF) nevezziik.
Legyen @ a bevezetésben emlitett 6t feltételt kielégits fiiggvények halmaza.
Konnyen belathato, hogy ezek a fiiggvények kétvaltozosak; elsé valtozdjuk
az ,igen”, masodik vdltozéjuk pedig a ,nem’’ szavazatok szdma:

(4) dy = P(pij» Pji) 1 <4< n.

Az F.2. feltétel miatt ¢ nem-csokkené figgvénye p;-nek és nem-novekvo
figgvénye p;-nek.

Az erbs Pareto-ely elfogaddsa a tobbségi dontések egyik hatédresetéhez,
(minimdlis szavazati tobbség) az eqyszeri tébbségi dontéshez (ETD) vezet, amely
a kovetkezd alaki:

1, ha p;; > pj
(5) dP =1 0, ha p; = py
: 1, ha p; < py.

A tobbségi dontések mdsik hatdresete (maximdlis szavazati tobbség),
a gyenge Pareto-elv elfogaddsin alapuld, Gn. egyhangi tobbségi domtés, amely
a kovetkezd alaki:

1, ha p;; >k —1 (py;=F)
(6) V=1 0, ha p;<k—1
—1, ha p; >k —1 (p;=k).

Az dltaldnositott tobbségi dimtésel: (ATD) egy ¢ elemének leirdsédhoz beveze-
tiink egy ¢ mnem-csokkend, egész-értékti fiiggvényt, amely azt mondja, hogy
Dji [‘) <P < ]

- J 2

ségi igen szavazatra van sziikség ahhoz, hogy a kozosség is igent mondjon:

szamu kisebbségi ellenszavazat esetén legalabb hany tobb-

1, ha p; > ¢(p;i)
(7) dﬁ‘}’: 0, ha p; < g(pp) €8 P < 9(py)
—1, ha p; > g(py))

3 Szigma
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Természetesen Vi, j: g(p;) > pj;i és Ip;: g(py) < bk — Pji» hiszen a Vi, j:
9(pj) > k — p;; > p;; megengedése D = [0]-hoz vezetne, ezt pedig az F.4.
feltétel tiltja.

Tehét egy ¢ ATD-t egy, a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezs g figgvény
segitségével definidltunk ugy, hogy megadtuk a ¢-hez tartozé D dontési
méatrix képzésének modjat.

Specidalis AT D-ek:

a) Az egyszeri tobbségi dontés (ETD), ahol g(pj;) = pj;.

b) Az egyhangii tobbségi dontés, ahol g(p;) =k — 1.

¢) Fontos specidlis eset az egyontetti dltaldnositott tobbségi dimtés (EATD),
ahol az igen szavazatoknak egy adott szammal kell meghaladnia a nem sza-
vazatok szamat ahhoz, hogy a kozosség is igennel dontson. Azaz g(pj;) = p;i + ¢
minden p;-re !

Képlethen felirva egy EATD-t:

1, ha p,;— p; >t
(8) df = 0, ha |p; — pu|<t
-1, ha p,; — p,; >t

Nyilvanvalé, hogy az ETD egyontettt ATD (¢ = 0), mig az egyhangt tobbségi
dontés nem az.

Nevezziink két: ¢, ¢’-et ekvivalensnek, jelben: ¢ ez ¢’, ha D = D".

Figyelemre mélt6, hogy ha az egyéni preferencia-rendezések erések, akkor
V¢ € {ATD}-hez 3¢’ € {EATD}: ¢ cz¢’. Valéban, ha egy ¢ ATD-t egy ¢
fiuggvénnyel defindlunk, akkor a ¢ = £ —2p vélasztds, ahol

p = min {p;:g(p;) > p;} olyan, hogy Vi, j: df) — d¥.
1<i,j<n

A (7) képlettel definialt {ATD} fiiggvényosztaly barmelyik eleme ugyan
maradéktalanul kielégiti Arrow ot feltételét, azonban egyetlen ATD sem
tranzitiv minden esetben. Arrél, hogy még az egyhangi tobbségi dontés sem
tranzitiv minden esetben, konnyen meggyézidhetiink az alabbi példa alapjin:

Tételezziink fel egy két f6bdl 4116 kollektivat, és harom (z, y, z) alternativit.
Az egyéni preferencia-rendezések legyenek:

2P 2P,y
2P,y P,z

Az egyhangi tobbségi dontés szabdlyit alkalmazva, a kollektiv dontési
matrix:

x y z

Ol O
D=1 0 0),

Ot 0 50

tehat (d,y, d,., dy;) = (1,0, 0), ez pedig intranzitiv harmas (xPy, ylz, z1z).
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Az egyhangi tobbségi dontés gyakori tranzitivitdsa ellenére is tul sok eset-
ben , mossa el” a kiilonbségeket az alternativak kozott. Ezért kompromisz-
szumra toreksziink: Az ATD-t nem elére adjuk meg fuggetlenil a konkrét szer-
kezettél, hanem éppen a konkrét szerkezet fuggvényében.

Célunk a konkrét eset tranzitivitdsidnak biztositdsan tul az, hogv
minél kevéshé mossuk el a kiilonbségeket az alternativak kollektiv megitélései
kozott, vagyis minél kozelebb legyiink az ETD-hez.

Ahhoz, hogy megoldési javaslatokat tehessiink, sziikségiink lesz a kovetkezd
fogalmakra:

Egy ¢ rendezés erdsebb (tagabb értelemben) mint ¢', ha @yl > |dii
minden 1 <Z i << j < n esetén.

Példaul az ETD erésebb, mint barmely mas ATD.

Természetesen vannak erdsség szerint éssze nem hasonlithaté rendezések is.

1. megoldasi javaslat:

Adott alternativa-halmaz, és adott egyéni preferenciarendezések esetén
vegyiik azokat az ATD-eket, amelyek tranzitivak. (Ha minden ATD intran-
zitivnak bizonyult, akkor vagy minden alternativat indifferensnek mind-
sitiink, vagy mds médszert valasztunk.)

Tekintsiik koziilik a legerdsebbeket, és ezek koziil vilasszunk megoldast
(KJF-t).

Az {EATD) fiiggvényosztalyban ez a javaslat a kovetkezit jelenti:

(9) dyj: = d . DO tranzitiv és ¢ minimdlis.

(A (9) alapjan meghatédrozott g — ¢ természetesen méar meghatarozza a hozza
tartozé ¢ KATD-t.)

Megjegyzés: Nem tudjuk, hogy hény legerisebb tranzitiv ATD létezik. Azt
sejtjilk, hogy mindig csak egy. A megoldis egyértelm(iségét (ekvivalens
ATD-ek erejéig) azonban csak erds egyéni preferencia-rendezések esetén
tudjuk bizonyitani. Valéban, ekkor az EATD-ekkel kell dolgoznunk; minél
kisebb a #, anndl erGsebb a rendezés.

Tovabbi vizsgilatra lehet sziikség:

Egy ATD foka: p* = max {g(p;) — P;i}-
1< fi<n
Esetiinkben tehat van olyan alternativa-par, amelynél ¢* szavazattobblet
még nem elegend a kiozosségi igenhez, de barmely alternativa-parnal g* + 1
szavazattobblet mér elegendd. g
Példaul az ETD foka kisebb, mint barmely mas EATD foka. Természetesen
az {EATD}-ben ¢* — t.

2. megoldasi javaslat:

Az 1. javaslatban szereplé megoldasok koziil azokat valasszuk, amelyeknek
minvmdalis a fokuk.

3*
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Megjeqyzés: Elképzelhets, hogy az 1. javaslat megoldasai kiilonbozs fokuak
(esak gyenge egyéni rendezések esetén fordulhat el), tehdt a 2. megoldési
javaslat szlikiti a megolddsok halmazat, esetleg egyértelmiivé teszi aazt.
Elképzelhet azonban az is, hogy tobb azonos fokt megoldds adddik.

3. megolddsi javaslat:

Az 1. és 2. megoldasi javaslatainkrol esak szigort egyéni rendezések esetén
allitottuk, hogy egyértelmii megoldist eredményeznek. Gyenge sorrendek
esetén viszont valamennyi ATD elGillitdsa, és az 1., 2. javaslatok szerinti
kivilasztisa bonyolult algoritmust igényelne; valéjaban kiilon probléma-
kornek tekinthetd.

Ezért a 3. megolddsi javaslatunk az, hogy gyenge egyéni rendezések esetén
is az {EATD}-ben keressiink megoldist, a konnyen megvaldsithatd (9)
alapjan.

3. A feltételrendszer és az {ATD] kapesolata

A 2. fejezetben Arrow-val ellenkez sorrendben haladva, az 6t feltételt
kielégit @ fiiggvényosztalybol indultunk ki.

Ezen ¢ fiiggvények argumentumdnak, és a hozzdjuk tartoz6 g fiiggvények
dltal meghatirozott leképezések tisztazdsdival az ATD-ekhez jutottunk.

Tudtuk, hogyv az ETD sok esethen intranzitiv kollektiv rendezéshez vezet.
Lattuk, hogy még a gyenge Pareto-elvet figyelembe vevd egyhang tobbségi
dontés sem tranzitiv minden esetben.

Ezért kompromisszumra torekedtiink: A kollektiv preferencia-rendezést
képezs ATD-t Arrow-val ellentétben nem @ priori adtuk meg, hanem az A alter-
nativa-halmazra vonatkozé egyéni preferencia-rendezések szerkezetéts| tettiik
fiiggbvé. Az 1. és 2. megoldasi javaslataink nem dllitottak feltétlen egyértel-
miiséget, ily moédon az irrelevins alternativaktol valé fiiggetlensée (F.3.)
kielégitésének vizsgdlata nem is értelmes dltaliban.

Szigort egyéni preferencia-rendezések esetén megallapitottuk, hogy akkor
az EATD-ekkel kell dolgoznunk. A 3. megoldasi javaslat egy gvengitett irre-
levancia-feltételt elégit ki, amely a kovetkezOképpen sz6l:

I'.3. Tetszoleges két alternativa esetleges erds preferencidja az alternativik
szamanak novelésével legfeljebb indifferenciiva vilhat, de sohasem
fordulhat meg, barmekkorira is noveljiik az alternativiak szimit.

A KJF-ek ezen tulajdonsiga azonban egydltalin nem nyilvinvals. Nem

rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal pl. a Kendall-mdédszer.

Ennek bizonyitisira tételezziink fel egy hirom fGs kollektivit, és elGszor
hiarom: x, y, z alternativiat. Az egyéni preferencia-rendezések legyenek:

aPyyP,z

yPyxPyz

2PyaPyy
Az x bsszegzett preferencia-gyakorisiga 4, y-¢ 3, z-¢ pedig 2, tehit a kollektiva
preferencia-rendezése: xPyPz. Vegyiink fel két Gj: u, v alternativit, és az egyéni
rendezések legyenek:
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2Py PyzPiuP v
yP,uP,vP,2Pyz
2Py uP, 0Py Py

Lathato, hogy z, y, z viszonya nem valtozott; « Osszegzett preferencia-gyako-
risaga 6, y-é 7, z-¢ 6, u-é 6, v-é 4. A kollektiva preferencia-rendezése tehat:
yluPxlzPv. Az alternativik szdméanak novelésével xPy-bo6l yPx adédott.

Az {ATD)} fiiggvényosztélyban a konkrét szerkezettdl fiiggs KJF keresése-
kor minden esethen az aggregilt preferencidk P matrixdbdl indultunk ki.
Ez a szerkezet (a dontési matrixok segitségével) lehet6vé teszi, hogy parcidlis,
s6t intranzitiv egyéni rendezések esetén is tranzitiv kollektiv preferencia-
rendezést konstrualjunk.

Megemlitjitk, hogy kvazi-tranzitivitdst megengedve (csak a P relacié
tranzitivitisit elvirva) az egyhangi tobbségi dontés maddszere univerzélis
KJF.

4. Egy gyakorlati példa

A 3. megolddsi javaslatnak (9) alapjan torténd kivitelezésére tekintsiik az
alabbi egyszeri példét:

Tételezziink fel egy 6 fGs kollektivat (k& = 6), az alternativik halmaza
legyen: A — {A,, A,, A, Ay, A5, Ag} (n = 6). A kollektiva tagjainak prefe-
rencia-rendezései legyenek a kovetkezok:

A PiAPiAgP Ayl Al A,
AL, A1, A Py AP, A, P, A
A\ Py A Py A I ATy ATy Ay
A LAl APy ApPiAP; Ay
AP AT AT AT AT A,
AP yd s PoAy By A Lo A Bed,

Az aggregalt preferencidk mdtrixa:

0 4 4 6 6 6

0 0 2 4 4 4
p—|0 1 0 5 5 5
10 0 0 0 2 1
0 0 0 1 0 2

0 0 0 2 1 0

Képezziik a |p;; — pj;| szdmértékeket, és rendezziik névekvd sorrendbe:
bl [plY e85 6

A (9)-nek eleget tevé ¢ nyilvan ezen elemek koziil vilasztédik ki.
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A 1 = 0 kezdGérték valasztassal (8) alapjan:

Dot SN MSWRDY 1 il

QI R ¢ AT |

g =1 =1 O 1 L 1
g ope. SE RN S TR T
S i (et SR T

S et e S T

Kovetkezik a tranzitivitas ellenGrzése:

Az (4,, A;, 4;) harmas intranzitiv, tehat az ETD most is intranzitiv kol-
lektiv rendezéshez vezetett.

At = 1 valasztdssal viszont (8) alapjan:

0 i} 1 1 | 1
-1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1

1) —
= 1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 ()
1 1 1 0 ) 0

A tranzitivitds ellenorzését elvégezve azt tapasztaljuk, hogy DM tranzitiv
dontési matrix, amibdl a kollektiva preferencia-rendezése:

A, PA, 1A, PAJTAIA,.

Koszometnyilvanitds: Koszonetemet fejezem ki Kindler Jézsef kandidéatusnak
munkdm szakmai és szakirodalmi tamogatasiért és Kornai Janos akadémikus-
nak, aki a X. Magyar Opericidkutatisi Konferencian (Debrecen, 1980.)
hozzdszoélasaban érdekesnek és tovabbi kutatisra érdemesnek mindsitette
a tarsadalmi vélasztdssal kapesolatos elGaddsunkat. Kiilon szeretném meg-
koszonni Simonovits Andrds segitségét, fogalmi pontositisait és azt a javas-
latat, hogy jelen cikk ezen forméjaban késziiljon el elsé viltozata helyett.
Végiil Gyombolai Mdrton matematikusnak tartozom koszonettel kritikai észre-
vételeiért.

( Beérkezett: 1981, februdar 26-an.)
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SOCIAL CHOICE BASED ON A GENERALIZATION OF THE SIMPLE
MAJORITY PRINCIPLE

The paper deals with the social choice problem. K. J. Arrow’s investigations departed
from transitive individual and social preference orderings and then tried to more or less
satisfy his system of conditions in the case of predetermined functions. Here we pro-
ceed in the opposite direction: we first define the class of generalized majority deeci-
sions satisfying Arrow’s conditions and turn to the study of how the transitivity con-
dition can be satisfied afterwards.

If we fixed any one of these functions in advance, then by the virtue of the impos-
sibility theorem transitivity would not generally obtain. Therefore we do not fix a priors
how individual preference orderings are taken into account, but make it dependent on the
actual structure.

In our proposed solutions we always choose a function from the above defined class
80 as to minimize the deviation from simple majority voting but retain transitivity. We
claim that these solutions fully satisfy Arrow’s four conditions as well as a non-trivial
weakened irrelevance condition. The application of the method is illustrated by an
example,

OBUIECTBEHHBIM BbIBOP HA OCHOBAHUWMW OBOBLIEHWSA NMPUHLMWIIA
[MPOCTOI'O BOJIBIIMHCTBA

Hacrosiuas crarbs sannmaercst npoosemoii oOuiectsennoro Boidopa. K. 9ppoy B cBOMX HC-
CJICOBAHMSIX B OTOM HANPABICHHUH MCXOAMJI U3 JIMYHOTO M KOJUIEKTHUBHOT'0 npedepeHiHaibHoro
pacnpejiesieHust 1 nblTajicst no BO3MOXKHOCTH YAOBJACTBOPHTL CHCTEME OFpaHIfll{eHHﬁ B cJy4ae
Hanepe 3ajlaHibiX yHKIHIT.

B HacTostuieil crarbe, ABUrasich B npoTHBONOJIONHOM HanpaBiieHHH, CHayaJjia jgaém onpejele-
Hie knacca 0000UIEHHBIX peteHnil DONbIIMHCTBA, YI0BJICTBOPSIIOUMX CHCTEME orpaHUyeHuiH
Appoy, norom ueesieyem, Kakinm 00pa3om MOXKHO YI0BJIETBOPHUTb YCJI0BHe TPAH3UTHBHOCTH.

Ecmit Ol mbt 3apanee GuiccpoBasii Kakyo-HuOy b 13 QyHKIHH, HE3aBUCUMO OT KOHKPETHOMH
KOHCTPYKIMH, TO 10 TeopemMe 0 HeBO3MOXKHOCTH YCJIOBHE TPAH3UTHBHOCTH He BCErja BLIMOJIHS-
J0ch Ob1. TTo9TOMY BO3MOYKHOCTH yueTa JIMUHOTO npedepeHIHaibHOro pacnpeiesieHust He 3aaa-
€rcst Hanepea, a HMEHHO 3aBHCHT 0T K()HK[)CTH()ﬁ KOHCTPYKIIHH.

B npexnaraembix Hamp petennsix ud kiacca GpyHkipil 06001eHHbIX peteHrid 00J1bIIMHCTBA
BbIOHpaem TaKoii arrperaiifoHHbliT METO, KOTOPbIH KaK MOYKHO MEHbLIE 0TJIMYAETCS OT MPOCTOTO
FoJtocoBanust 60JILUIMHCTBA M BO BCeX CJIydasix TpaH3UTHBEH.

Otmernm, uT0 npejsiaraemble Hami pelIeHHst YIOBJIETBOPSIIOT YETHIPEM YCIOBUSAM Ippoy, a
TarKe BRIMOJAHSIOT HEeTPHUBHAJIbHOE, ocjialJIeHHoe YCJI0BHEe HppeJIeBaHLIHH.

B saiunouenite npumeneHne npeaiaraeMoro Merofia JIEMOHCTPHPYETCS Ha KOHKPeTHOM
npumepe.



