
TÖRÖK TAMÁS

Társadalmi választás az egyszerű többségi elv
általánosítása alapján

I. Bevezetés 

K. J. ARROW [l] híres könyvében megmutatta, hogy nem lehet az egyéni
preferencia-rendezéseket a társadalom (közösség, kollektíva, csoport) prefe
renciáivá alakítani, ha ragaszkodunk a teljességhez, a tranzitivitáshoz és
az alábbi öt feltétel mindegyikéhez:

F.1. 2t Az alternatívák száma legalább három.
ut Legalább két egyénből áll a kollektíva.
 t Tetszőleges preferencia-rendezések előfordulhatnak.

F.2. Teljesül a kollektív és az egyéni értékrendek 9Bz Zt í v 2s s z BZá Zó 52ó 
F.3. Az Zr r E/Ev á Ms 2/t ErM2t í v á 6t ó / független a társadalmi választás.
F.4. A kollektíva preferencia-rendezéseit nem határozhatja meg az egyéni

preferenciáktól független szabály.
F.5. : ZM s <Z6t á t Br s aki egymaga döntene a közösség nevében.

Ez az ún. /EKEt Et/ EMs é YZ t é t E/ igaz abban az esetben is, ha az F.2. és F.4. fel
tételeket akár az erős, akár a gyenge Pareto-elvvel helyettesítjük [2, 3, 4].

Arrow tranzitív egyéni és kollektív preferencia-rendezésekből indult ki,
és az öt )ü··, négy) feltételt próbálta többé-kevésbé kielégíteni.

Jelen cikkben ellentétes sorrendben haladunk: az öt feltételt kielégítő függ
vénycsztályból indulunk ki és megvizsgáljuk, hogy milyen módon lehet
kielégíteni a tranzitivitást.

Ha ezen függvények bármelyikét előre rögzítenénk ~ függetlenül a konkrét
szerkezettől - , akkor a lehetetlenségi tétel miatt nem teljesülne a tranzitivitás
minden esetben. Ezért az egyéni preferencia-rendezések figyelembevételének
módját nem előre adjuk meg, hanem éppen a konkrét szerkezet függvényében.

Definiálni fogjuk az általánosított többségi döntések osztályát, és minden
esetben ebből a függvényosztályból választunk aggregálási módszert úgy,
hogy az a lehető legkevésbé térjen el az egyszerii többségi szavazástól, és
minden adott esetben tranzitív legyen. Megvizsgáljuk ezen megoldási javaslat
és Arrow feltételrendszerének kapcsolatát, végül egy konkrét példán mutatjuk
be a javasolt módszer alkalmazását.

2. Jelölések és definíciók 

Szüksé<rünk lesz a következő jelölésekre és definíciókra. Tételezzük fel, hogy
a közösség k tagból áll, indexük: h = 1, 2, ... , k. Az alternatívák halmaza
legyen 4 = { 4 v óóó s An}· 4 közösség tagjai az alternatíva-halmaz elemeit
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egy közös ő tulajdonság alapján hasonlítják össze. A h-adik egyén 9r E* Er á /K2t 52 
4 r t 4 r v E/ szemben, jele: 4Z• sn5s ZM<Z**Er EMs lehet kettőjükkel, jele: 4gSK45s 
vagy 4 r t preferálja 4 r v E/ szemben. Az első két eset együttesét 4 gJ ss45s 
az A halmazra vonatkozó teljes, lineáris rendezését pedig R,, jelöli.

Hasonlóan értelmezzük a kollektíva R rendezését, illetve az alternatíva
párokra vonatkozó J s • és S relációját.

RE*ZMí Zó 6 

8Ü M X MáEs R = )öü/Im1!61 <ö Mü ys Z Gá t r Zx Bt a következőképpen értel
mezzük:

(1) 
1, ha 4Z• 45 
0, ha s ót» s 
- : ha 45• 4Zó 

A döntési mátrix bevezetésére az esetleges 92r Zár Zs és ZMt r2 Mz Zt í v egyem
rendezések, valamint a tranzitivitás eldöntésének egyszerű kezelése miatt
van szükség. Mind az egyéni, mind pedig a közösség preferencia-rendezéseit
a későbbiekben ilyen döntési mátrixként fogjuk fel.

A döntési mátrix fogalma a tranzitivitás alábbi értelmezését kívánja, ami
természetesen ekvivalens Arrow értelmezésével, és a valós számok körében
értelmezett,,>" reláció tranzitivitásával analóg:

)m/ 

<s5s « é <gsss 
-- --- -

; 
-

tranzitív intranzitív

0 0 0 0 0 - 
0 1 - 0 0 1- 
0 -1 -1 0 ;, 0 
1 0 l 0 -1 0 
-1 0 - 1 0 1 1 

- -1. 0 0 -1 l 
1 l 0 1 0 0
1 -1 1 1 0 0

- 1. 1 -1. l 0 -1 
1 -1 ---1. 1. 0 l 

--1 1 1 ; 1 0
I ] ; l -1 0
1 - l ;, ; l 1;, 

l 1; ; 

a) 8Ü i4Zs 45s 8\ / alternatíva-hármas tranzitív, ill. intranzitív, ha a hozzá
rendelt i<Z5s <5G• <gGt hármas (2)-ben tranzitív ill. intranzitív.

b) Egy R döntési mátrix tranzitív, ha valamennyi alternatíva-hármasa
tranzitív.
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Az nxn-es P = (p;);~1/;1 a{J{Jregált preferenciák mátrixának elemei:

)3/ h =I, ... , k

azt mutatják, hogy Po számú egyén szavaz Arre, Pii számú egyén Arre és
ha az egyéni rendezések teljesek, akkor k - Pii - Pii számú egyén jelöl meg
indifferens kapcsolatot A; és Ai között.

Arrow olyan függvényeket vizsgált, amelyek k számú tranzitív egyéni
preferencia-rendezéshez új, de szintén tranzitív, ún. közösségi preferenciákat
rendelnek:

/: Ri, ... , Rk---+ R, 

vagy döntési mátrixokkal

/: D1, ... , D,, ~ D, 

ahol /-et kollektív jóléti függvénynek (KJF) nevezzük.

Legyen <Pa bevezetésben említett öt feltételt kielégítő függvények halmaza.

Könnyen belátható, hogy ezek a függvények kétváltozósak; első változójuk
az ,,igen", második változójuk pedig a ,,nem" szavazatok száma:

)4/ I::::;: i, j < n. 

Az F.2. feltétel miatt cp nem-csökkenő függvénye P;rnek és nem-növekvő
függvénye p1;-nek.

Az erős Pareto-elv elfogadása a többségi döntések egyik határesetéhez,
(minimális szavazati többség) az egyszerű többségi döntéshez (ETD) vezet, amely
a következő alakú:

1, ha P,1 > Pii
)5/ öüi 1 ; 0: ha Pii= P;;1) -

1, ha P,i < P;;•
i A többségi döntések másik határesete (maximális szavazati többség),

} : gyenge Pareto-elv elfogadásán alapuló, ún. egyhangú többségi döntés, amely
a következő alakú:

; 1,
d\1,-1D 1 Q 
I} - ' 

-1, 
)" / 

ha P;; > le - 1
ha P;J::;;: k - l
ha P;; > k - 1

(P;; = Y/ 

(P;; = k). 

Az általánosított többségi döntések )Á ' { / egy cp elemének leírásához beveze
tünk egy g nem-csölclcenő, egész-értékű függvényt, amely azt mondja, hogy

P1; (o::;;: pJi < : ) számú kisebbségi ellenszavazat esetén legalább hány több

ségi igen szavazatra van szükség ahhoz, hogy a közösség is igent mondjon:

; 1, ha PiJ > g(pJi) 
d\5> = 0, ha P,;::::;: g(pJi)

1- : ha PJi > g(p;i) 
)a/ és P1; ::;;: g(p,)

3 Szigma
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Természetesen Vi, j: g(p1,) m p1, és 3p1;: g(p1;) < k -- p1;, hiszen a Vi, j:
g(pi;) 2 k - PJ; 2 Pii megengedése D = [OJ-hoz vezetne, ezt pedig az F.4.
feltétel tiltja. ,

Tehát egy <:p ATD-t egy, a fenti tulajdonságokkal rendelkező g függvény
segítségével definiáltunk úgy, hogy megadtuk a q;-hez tartozó D döntési
mátrix képzésének módját.

Speciális ÁTD-ek

a) Az egyszerű többségi döntés (ETD), ahol g(p1;) = PJi· 
b) Az egyhangú többségi döntés, ahol {J(pji) = le -- -, 
c) Fontos speciális eset az egyöntetű általánosított többségi döntés (EÁTD),

ahol az igen szavazatoknak egy adott számmal kell meghaladnia a nem sza
vazatok számát ahhoz, hogy a közösség is igennel döntsön. Azaz g(p1;) = Pii j t
minden Pp-re I

Képletben felírva egy EÁTD-t:; I,
ha Pii - Pji D t

)>/ d(l), = 0 ha IP11 JJ .. , < tI} D }I~ 

1- : ha Pii PiJ D t.
Nyilvánvaló, hogy az ETD egyöntetű ÁTD (t = O), míg az egyhangú többségi
döntés nem az.

Nevezzünk két: cp, <:p'-et ekvivalensnek, jelben: q; ~ tp", ha D = D'. 
Figyelemre méltó, hogy ha az egyéni preferencia-rendezések erősek, akkor

G q; p { ÁTD }-hez 3 qi' p {EÁTD}: q; ~ q;'. Valóban, ha egy cp ÁTD-t egy g 
függvénnyel definálunk, akkor at= le 1mx választás, ahol

p T min {PJi: q(pji) > Pij} olyan, hogy Vi, j: d)J T dW 
l 5.1,Jsn 

A (7) képlettel definiált {ÁTD} függvényosztály bármelyik eleme ugyan
maradéktalanul kielégíti Arrow öt feltételét, azonban egyetlen ATD sem
tranzitív minden esetben. Arról, hogy még az egyhangú többségi döntés sem
tranzitív minden esetben, könnyen meggyőződhetünk az alábbi példa alapján:

Tételezzünk fel egy két főből álló kollektívát, é8 három (x, y, z) alternatívát.
Az egyéni preferencia-rendezések legyenek:

zP1xP1y

xl\yP2z.

Az egyhangú többségi döntés szabályát alkalmazva, pó kollektív döntési
mátrix:

tehát (dxy• dy,, dx,) = (1, 0, 0), ez pedig intranzitív hármas (xPy, ylz, xlz).
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Az egyhangú többségi döntés gyakori tranzitivitása ellenére is túl sok eset
ben ,,mossa el" a különbségeket az alternatívák között. Ezért kornpromisz
szumra törekszünk: Az ÁTD-t nem előre adjuk meg függetlenül a konkrét szer
kezettől, hanem éppen a konkrét szerkezet függvényében.

Célunk - a konkrét eset tranzitívitásának biztosításán túl - az, hogy
minél kevésbé mossuk el a különbségeket az alternatívák kollektív megítélései
között, vagyis minél közelebb legyünk az ETD-hez.

Ahhoz, hogy megoldási javaslatokat tehessünk, szükségünk lesz a következő
fogalmakra:

Egy rp rendezés erősebb (tágabb értelemben) mint tp", ha ·öé·6k66: ·ök1! 
minden I S:: i < j S:: n esetén.

Például az ETD erősebb, mint bármely más ÁTD.

Természetesen vannak erősség szerint össze nem hasonlítható rendezések is.

l. megoldási javaslat:

Adott a.lterna.t.íva-halmaz., és adott egyéni preferenciarendezések esetén
vegyük azokat az ATD-eket, amelyek tranzitívak. (Ha minden ATD intran
zitívnak bizonyult, akkor vagy minden alternatívát indifferensnek minő
sítünk, vagy más módszert választunk.)
Tekintsük közülük a legerősebbelcet, és ezek közül válasszunk megoldást
(KJF-t). 

Az {EÁTD} függvényosztályban ez a javaslat a következőt jelenti:

)o/ di/: = dt) : D<t) tranzitív és t minimálie.

(A )o/ alapján meghatározott g = t természetesen már meghatározza a hozzá
tartozó rp EÁTD- t.)

Jl1 egjegyzés: Nem tudjuk, hogy hány legerősebb tranzitív ÁTD létezik. Azt
sejtjük, hogy mindig csak egy. A megoldás egyértelműségét (ekvivalens
ÁTD-ek erejéig) azonban csak erős egyéni preferencia-rendezések esetén
tudjuk bizonyítani. Valóban, ekkor az EÁTD-ekkel kell dolgoznunk; minél
kisebb a t, annál erősebb a rendezés.

További vizsgálatra lehet szűkség:

Egy ÁTD foka: rp* = max {g(P11) - JJji}·
·qü:9qí 

Esetünkben tehát van olyan alternatíva-pár, amelynél rp* szavazattöbblet
még nem elegendő a közösségi igenhez, de bármely alternatíva-párnál cp* j I
szavazattöbblet már elegendő. ,

Például az ETD foka kisebb, mint bármely más EATD foka. Természetesen
az {EÁTD}-ben tp" = t.

2. meqoldási javaslat:

Az 1. javaslatban szerepló megoldások közül azokat válasszuk, amelyeknek
minimális } fokuk.

3* 
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JYlegjegyzés: Elképzelhető, hogy az -, javaslat megoldásai különböző fokúak
(csak gyenge egyéni rendezések esetén fordulhat elő), tehát a 2. megoldási
javaslat szűkíti } megoldások halmazát, esetleg egyértelművé teszi azt.
Elképzelhető azonban az is, hogy több azonos fokú megoldás adódik.

3. megoldási Javaslat:

Az -, és m, megoldási javaslatainkról csak szigorú egyéni rendezések esetén
állítottuk, hogy egyértelmű megoldást eredményeznek. Gyenge sorrendek
esetén viszont valamennyi ÁTD előállítása, és az -, : 2. javaslatok szerinti
ki választása bonyolult a.lgori tm ust igényel ne; valójában külön probléma
körnek tekinthető.
Ezért } 3._megoldási javaslatunk az, hogy gyenge egyéni rendezések esetén
is az {EATD}-ben keressünk megoldást, } könnyen megvalósítható )o/ 
alapján.

3. A feltételrendszer és az {ÁTD} kapcsolata

A 2. fejezetben Arrow-val ellenkező sorrendben haladva, az öt feltételt
kielégítő (jj függvé11yosztályból indultunk ki.

Ezen cp függvények argumentumának, és a hozzájuk tartozó (] függvények
által meghatározott leképezések tisztázásával az ÁTD-ekhez jutottunk.

Tudtuk, hogy az !:DTD sok esetben intranzitív kollektív rendezéshez vezet.
Láttuk, hog_v még a gyenge Pareto-elvet figyelem lie vevő egyhangt'.1 többségi
döntés sem tranzitív minden esetben.

Ezért_ kompromisszumra törekedtünk: A kollektív preferencia-rendezést
képező ATD-t Arrow-val ellentétben nem a priori adtuk meg, hanem az A alter
natíva-halmazra vonatkozó egyéni preferencia-rendezések szerkezetótő! tettük
függővé. Az l. és 2. megoldási javaaln.taink nem állítottak felt étlen ogyértel
műséget, ily módon az irTeleváns alternatíváktól való f'üggetlenség (F.3.)
kielégítésének vizsgálata nem is értelmes általában.

Szigorú egyéni preferencia-rendezések esetén megállapítottuk, hog_v akkor
az EÁTD-ekkel kell dolgoznunk. A 3. megoldási javaslat egy gyengített irre
levancia-feltételt elégít ki, amely a következőképpen szól:

F.3. Tetszőleges két alternatíva, esetleges erős preferenciája az alternatívák
számának növelésével üQ Xy·!yM[ indifferonciává válhat, de sohasem
fordulhat meg, hármekkorrira is növeljük uz a.lternu.tivák számát.

A KJF-ek ezen tulujdonságu, azonban egyídtaln.n nem nyilvánvaló. Nern
rendelkezik ezzel a tulajdonsággal pl. a Kendall-módszor.

Ennek bizonyítására tételezzünk fol egy három fös kolloktívát, és először
három: x, y, z alternat.ívat. Az egyéni preferencia-rendezések legyenek:

xP1yPtz
yZ:\xP2z 

zP3xP:iY

Az x összegzett preferencia-gyukorisága 4, y-é 3, z-é pedig 2, tehát a kollektíva
preferencia-rendezése: xPyPz. Vegyünk fel két új: it, v alternatívát, és az egyéni
rendezések legyenek:
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xP1 yP1 zP1 uP1 v
yP2uP2vP2xP2z
zP3uP3vP3xP3y 

Látható, hogy x, y, z viszonya nem változott; x összegzett preferencia-gyako
risága 6, y-é 7, z-é 6, u-é 6, v-é 4. A kollektíva preferencia-rendezése tehát:
yluPxlzPv. Az alternatívák számának növelésével xPy-ból yPx adódott.

Az {ATD} függvényosztályban a konkrét szerkezettől függő KJF keresése
kor minden esetben az aggregált preferenciák P mátrixából indultunk ki.
Ez a szerkezet (a döntési mátrixok segítségével) lehetővé teszi, hogy parciális,
sőt intranzitív egyéni rendezések esetén is tranzitív kollektív preferencia
rendezést konstruáljunk.

Megemlítjük, hogy kvázi-tranz.itivitásf megengedve (csak a P reláció
tranzitivitását elvárva) az egyhangú többségi döntés módszere univerzális
KJF. 

4. Egy gyakorlati példa 

A 3. megoldási javaslatnak (9) alapján történő kivitelezésére tekintsük az
alábbi egyszerű példát:

Tételezzünk fel egy 6 fős kollektívát (le = 6), az alternatívák halmaza
legyen: A= {Av A2, A3, A4, A5, A6} (n = 6). A kollektíva tagjainak prefe
rencia-rendezései legyenek a következők:

A1P1A2P1A3P1A111A511A6

A1I2A2I2A3P2A6P2A4P2A5

A1P3A3P3A21:3A4l3AJ:iA6

A J4A214A.1P4A4P4A5P1A6

A1 PsA2IsAalsA1 lsAslsAo
AtP6A2P6A3P6A5P6A6P6A1 

Az aggregált preferenciák mátrixa:

0 4 4 6 6 6
0 0 2 4 4 4 

P= 0 1 () 5 5 5
0 0 0 0 2 1
0 0 0 1 0 2
0 0 0 2 1 0 

Képezzük a JP;J - PFI számértékeket, és rendezzük növekvő sorrendbe:

o: ; 1 ; 4 5 6.

A (9)-nek eleget tevő t nyilván ezen elemek közül választódik ki.
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At T 0 kezdőérték választással (8) alapján:

ü 1 1 1 1 1 
-1 0 1 1 1 I

X·)f /T - 1 -1 0 l l 1 
-1 -1 - 1 0 I -1
-1 l -1 -l 0 1 
-1 -1 -1 1 -1 0

Következik a tranzitivitás ellenőrzése:

8Ü (A4: A5, A6) hármas intranzitív, tehát az ETD most is intranzitív kol
lektív rendezéshez vezetett.

8óT· választással viszont (8) alapján:

0 l 1 1 1 l 
-1 0 0 1 1 1

{ )·/T -1 0 0 1 l l 
-1 1- l () ü 0 

l -1 l 0 0 0 
l --1 . l () () 0 

A tranzitivitás ellenőrzését elvégezve az t tapasztaljuk, hogy D<1D tranzitív
döntési mátrix, amiből a kollektíva preferencia-rendezése:

A1PA2lA~PA1lA51A6.

Köszönetnyilvánítás: Köszönetemet fejezem ki Kindler J6zse/ kandidátusnak
munkám szakmai és szakirodalmi támogatásáért és Kornai János akadémikus
nak, aki a X. Magyar Operációkutatási Konferencián (Debrecen, 1980.)
hozzászólásában érdekesnek és további kutatásra érdemesnek minősítette
a társadalmi választással kapcsolatos előadásunkat. Külön szeretném meg
köszönni Simonovits András segítségét, fogalmi pontosításait és az t a javas
latát, hogy jelen cikk ezen formájában készüljön el első változata helyett.
Végül Gyombolai Márton matematikusnak tartozom köszönettel kritikai észre
vételeiért.

(Beérkezett: 1981. február 26-án.)
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SOCIAL CHOIGE BASED ON A GENERALIZATION OF THE SIMPLE
MAJORITY PRINCIPLE

Tho paper deals with the social choice problem. K. J. Arrow's investigations departed
from transitive individual and social preference orderings and then tried to more or less 
satisfy his system of conditions in the case of predetermined functions. Here we pro
ceed in the opposite direction: we first define the class of generalized majority deci
sions satisfying Arrow's conditions and turn to the study of how the transitivity con
dition can be satisfied afterwards.

If we fixed any one of these functions in advance, then by the virtue of the impos
sibility theorem transitivity would not generally obtain. Therefore we do not fix a priori
how individual preference orderings are taken into account, but make it dependent on the
actual st.rucu ue.

In our proposed solutions we always choose a function from the above defined class
so as to minimize the deviat.ion from simple majority voting but retain transitivity. We
claim that these solutions fully satisfy Arrow's four conditions as well as a non-trivial
weakened irrelevance condition. The application of the method is illustrated by an
example.

05~ECTBEHHbl'1 Bbl60P HA OCHOBAHKl:I 0606~EHK51 nPl:IHU11TTA
nPOCTOro 60nbllll:IHCTBA

H<1CT0mua51 CTaH,}1 3aHIIM3CTC5l npOÖJICMOPl oöurccraeuuoro esröopa. I{, 3ppoy B CBOHX HC
CJIC)(OBaHM)'(X 13 ::>TOM HanpaBJlCHIIM HCXO/~HJI H3 Jll1ll1-[0rü H KOJIJ1e1,rHBHOro npet!JepeHI.ll13JlbHOro
pacupene.neuun 1-1 ru.rrancn no 1303MO)l{HOCTl1 Yl~OBJlCTBOp111'b CHCTeMe orpaHH'!CHHH B cnysae
uanepen aaaannux (~Yl·ll{L\Hi1.

8 H3CT05JU(C(I CTiJTbC, nrn,,raHCb l:l npOTHBOílOJIQ)l(HOM m1npaBJICHHl1, caasana A3CM onpCACJlC·
HHC xnacca 060611(CHHl,IX pernCHl1H ÖOJlbWl1HCTBa, YAOBJ1ersopmOU1HX cacresre orpaHH'ICHHH
3ppoy, nOTOM MCCJICAYCM, )(al(MM o6pa30M MO)HHO YAOBJlCTBOpHTb ycnosue 1'paH311THBHOCTM.

Ec.nrr Öbl Ml,I aaparree <j)Hl(Cl1J)OB3Jll1 1zaKy10-11116yAb H3 ¢YHKU11H, HC33BMCHMO OT «oaxperaoü
l(O/-ICTpy1(UHH, TO no reopeae O HCB03MO)l<HOCrM ycJl0B11C TpaH311Tl1BHOCTM He aceraa BbinOJlH51-
JlOCb 61,1, no3TOMy ll03MO>r<HOCrb y<ICTa JlHql{Qrü npeóepeaunansuoro pacnpeACJlCHH51 He aaaa
CTC5f Ha ncpcn, él MMCHHO aau11CI1'l0 O'I' H'.OHKpeTHOÍÍ l<OHCTpyKL(HH.

B npeusaracwux HaMI.J peurennax 113 xnacca ~JYH1(1.(11H oöoöuiemrux pewet111tí ŐOJlbll!HHCTBa
BbJÚJ rpaew '!'a KOH a r-rpera L(110HHblfl MCTO,n:, K01'üp blH 1(31{ MO>l(HO MCHbWC OTJll1\/aC1'CH OT npocroro
ronocoua1-11151 ŐOJlbU111HCTBa M BO ucex CJ1y<Ia51x Tpa1-1311Tl1BCH.

Ü1'MCTMM, 11'1'0 npezrnaraewae HaMM pewCHl151 Y/WBJlCTB0()5110T qe'f'bl()CM ycnoBl151M 8ppoy, a
raioue Bbin0JlH5110T aerpunaansaoe, OCJiaÖJJCHHOC yc110BJ1C 11ppeneBaHU1111.

8 3a1(Jllül!CHMC íl()HMCHCHMC npennaraeaoro MC'rOAa ACMOHCTpHpyeTC51 Ha KOHl<pCTHOM
np11Mepe.


