BARANY IMRE—F1ara Tisor

Tobbgépes iitemezési problémak
kozel optimélis megoldisa

1. Bevezetés

A kovetkezd problémdval foglalkozunk. Legyen adva m gép és n munka-
darab. Minden munkadarabot minden gépen meg kell munkalni, ismert az
i-edik munkadarab megmunkélisihoz sziikséges id6 a j-edik gépen: {,;. Egy
munkadarab egyszerre esak egy gépen lehet, és egy gépen sem lehet egyszerre
két munkadarabot megmunkdlni. Az i-edik munkadarab megmunkaldsa a
j-edik gépen nem szakithaté meg (minden i-re és j-re). Ezutan egy litemezdst
tgy lehet megadni, hogy definialunk bizonyos 7;; kezdési idGket az i-edik
munkadarabra a j-edik gépen, a befejezési id6 ekkor 7;; + ¢;; lesz. A fenti fel-
tételek azt jelentik, hogy az I;; — (7i5 7;; + &) intervallumok barmely rog-

zitett ¢« — 1, 2, . . ., n, illetve barmely rogzitett j = 1, 2, . .. m mellett paron-
ként diszjunktak. Az a cél, hogy az utolsé befejezési idd, max(z;; + ¢;;) mini-
- ]

mélis legyen. Bz az open shop feladat.

A flow shop feladatnal van még egy megszoritas: minden munkadarabot elé-
szor az elsd, aztdn a masodik, . .. végiil az m-edik gépen kell megmunkélni.

Cikkiinket a kovetkezdképpen tagoltuk. A masodik rész tartalmazza a flow
shop feladatra vonatkozé tételeinket és megjegyzéseket, a harmadik az open-
shop probléméra vonatkozékat. A negyedik részben a bizonyitisokat adjuk
meg, itt szerepel annak a hdrom lemmanak a kimondésa és igazoldsa is, ame-
lyekre a bizonyftdsokban sziikség lesz.

2. A flow shop feladat

A flow shop feladat két gép esetén egyszerfien megoldhaté (JoENSON 1954),

a Johnson-féle algoritmus lépésszama O(n - logn). Hirom vagy t6bb gép esetén

azonban a feladat NP-teljes (GArEY, JOHNSON, SETHI 1976), még abban az

esetben is, ha a bemend adatok hosszat a [#,;] métrix helyett a 2 2t mennyiség
i

segitségével mérjiitk. Emiatt nincs remény arra, hogy m > 3 esetén a flow shop
feladatot effektiv algoritmus segitségével teljes éltaldnossigban meg lehessen
oldani. Ez teszi indokolttd olyan algoritmusok keresését, amelyek valamilyen
értelemben kozelitéleg optimalis megoldast szolgaltatnak. Ilyen algoritmuso-
kat, vagy heurisztikus eljardsokat tobben vizsgaltak mér (PALMER 1965,
CampBELL 1970, FEJES 1974, GrRAHAM, LAWLER, LENSTRA, RIiNnooy KAN
1979). Mi is megadunk egy kozel optimalis algoritmust. Eredményiink ismerte-
téséhez sziikségiink lesz néhdny fogalom és jelolés bevezetésére.

Egy iitemezést permutdcié szerintinek neveziink, ha a munkadarabok sor-
rendje minden gépen ugyanaz. Ez a sorrend az 1, 2, . . ., n szdmok egy « per-
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mutéaciéjaval adhaté meg. Kozismert (TANAJEV, SKURBA 1975), hogy két és
harom gép esetén az optimdlis iitemezések kozott van permutdcié szerinti,
négy vagy tébb gép esetén viszont ez altalaban nem igaz. Megjegyezziik, hogy
egy @ permuticié még nem hatiroz meg egyértelmtien egy iitemezést, azonban
a m permutédcié szerinti iitemezések koziil konny( kivalasztani a legrovidebb
atfutési idejiit. Legyen ennek atfutési ideje 7'(w). Az optimalis dtfutédsi id6t
Topt-tal jeloljitk. Legyen tovabba

K =maxt;, M; = Z by (=1, , M),
hj
Jv[ = max Mj'

J
Vilagos, hogy M < Typy <~ T'(w) minden @ permutacion.

1. tétel. Létezik olyan z permuticié, melyre
M < Topy <T(w) < M + m(m — 1)K.

KBz a permuticié megadhaté egy O(n?m?) 1épésszamit algoritmussal.
Ezt a tételt a kovetkezl geometriai eredménybdl fogjuk levezetni.

2. tétel. Legyen adva egy olyan V' < R4 vektorhalmaz, hogy ||v|| <2 1 minden
v € Vesetén és > v — 0. Ekkor V elemei felirhatdk egy vy, v,, . . ., v, sorrendben

veEV
ugy, hogy
k
max || X || < d.
I<k<n =1

Kz a sorrend megadhaté egy O(n*m?) lépésszami algoritmussal.

Itt || || valamilyen R?-beli normat jelol, az 1. tételben a maximum norméara
lesz szitkségiink. A 2. tétel azt mondja ki, hogy tetszileges, legfeljebh egység-
nyi hossziisagi d-dimenzids vektorokbol all6 zart toréttvonal dtendezhets Ggy,
hogy az atrendezett torottvonal teljes egészében benne fekszik a C'(d) sugari
gombben, ahol C(d) a V-tdl (és annak elemszamatdl) fiiggetlen konstans.

Az 1. tétel lényege az, hogy megadhato m(’*g]m/y[u polinomialis algorit-
mussal — egy olyan permutacio, hogy 7', 7’opt _C(m, K), ahol a C'(m, K)
konstans nem fiigg a munkadarabok szAMALG. lehat ha K rogzitett ésn —~ oo,
akkor aszimptotikusan optimalis iitemezést szolgaltat.

Brrov és SzroniN vették észre 1974-ben, hogy egy 1, — Top -~ C(m, K)
tipusti becslés kovetkezik a vektor-atrendezési tételbdl. Kapec (1953) egy
tétele kimondja, hogy C(d) <~ 27 az euklideszi normara, ezt felhasznilva Belov
és Sztolin megmutatta, hogy C(m, K)-<Z2m=1 . (m — 1) - K, algoritmusuk
1épésszama O(n™). Téliik fiiggetlentil Frana 1977-ben szintén megtalilta a két
allitds kozotti kapesolatot. 1978-ban SzrvaszryAnov megmutatta, hogy
Od) << d (0(:/ - 24 . p?) 1épésszamii  algoritmussal), ebbdl igazolta, hogy
C(m, K) < (m — 1) - K. Téle fiiggetleniil, ugyancsak 1978-ban BARANY

3(d—1 ' oty ” p
Cd) < —(L——) -t kapott egy O(n*d® + nd*) 1épésszami algoritmussal, ebbdl

3 s s I e o e MV ’
C(m, K) << — (m — 1)? - K kovetkezik. Végiil Szevasztyanov és Bariny maéd-
szereit tovabbfejlesztve GRINBERG é8 SzEVASZIYANOV igazoltik a 2. tételt
1980-ban.
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3. Az open shop feladat

Adott S iitemezés esetén atfutdsi idének nevezziik, és Ts-sel jeloljik a leg-
els6 miivelet elkezdésétd] a legutolsé befejezéséig eltelt iddt. Elsd célunk az
optimélis dtfutdsi id6 beeslése. Jelsléseink egyeznek a f low-shop feladat esetén
latottakkal, tehat

n
M'j :_2;1,41-, a j-edik gépen elvégzends miiveletek osszideje;
i=

m ’ . ’ o . ’”
Dy = tij, az i-edik munkadarab megmunkalasahoz szitkséges 6sszidd;
=

M = max M;
J
L = max L;.
i
Tetszdleges S iitemezés esetén a Tg atfutdsi idére nyilvanvaléan érvényes az
alibbi becslés
T¢ > max(M, L). (1)

. 4 , L LAl ¢ 2 S ,
Eszerint, ha olyan iitemezést tudunk megadni, melynél 'l,s = M vagy T's = L,
akkor ez az iitemezés optimalis. Jeloljiik a ¢;; miveleti id6k maximumét K-vall
Legyen S egy tetszéleges {itemezés, melynél egy gép csak akkor 4il, ha nincs
olyan mftivelet, melyhez hozzifoghatna. Az ilyen iitemezéseket mohd iitemezés-
nek hivjuk a tovabbiakban. . [ ey

Racsmdny Anndtdl szémazik a kovetkezs fontos megjegyzés (szobeli kozlés):

Allitds. Tetszdleges S mohd iitemezés esetén

Ts <M + (m — 1)K.

Bizonyitds. Legyen j annak a gépnek a sorszdma, a:me!y {kﬂuii()lsokent, fejezi
be a munkét, és tekintsiik a j-edik gép iitemezését jelzd idddiagramot az L.
abrén. Egyik allisidd alatt sem lehetett az i, munkimda,rabot ‘megmunkdlni.
Ennek esak az lehetett az oka, hogy mindegyik allasidé alatt az ¢, munkadarab

megmunkalés alatt all valamelyik masik gépen.
Az §llésidék osszege legfeljebb

2 i, < (m — K.
I#]
Ezért
n
Ts<Xt;j+(m—-1)K<M+ (m—1)K.
i=1 )
2 gép esetén mindig elérhetd, hogy az atfutdsi idS egyezzen az (1) trivialis

alsé korlattal. Bzt T. GonzarLez és S. Saunt (1976) igazolta egy O(n) miivelet-
igény(i algoritmussal.

iymunka i;munka 1, munka i, munka
jgép pdarab_ “darab dorab_____ ‘darab
' dliGsds dsich
1. abra

4*
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Konnyti példat mutatni arra, hogy harom vagy annal tobb gép esetén eléfor-
dulhat, hogy
Topt > max(M, L).

Azt is tudjuk, hogy hirom vagy t6bb gép esetén az open shop probléma N P-
teljes (GoNzALEZ—SAHNI, 1976), ha az input méreteként az n - m szorzatot
haszndljuk. Ezért nincs remény arra, hogy a problémat effektiv algoritmusok-
kal meg lehessen oldani teljes altalinossagban. Az atfutisi id6 alsé és felsé
becslése azt mutatja, hogy ha M > L, akkor minden moh¢ iitemezés kozel-
optimalis eredményt ad. Cikkiinkben azt fogjuk megmutatni, hogy ha M elég
nagy, akkor az optimilis iitemezés is megadhaté effektiv algoritmusokkal. Ezt
allitja a kovetkezo

3. tétel. Minden m-re van olyan c(m) konstans, hogy
M > c(m)K esetén T,pp — M. (2)

Természetesen az a cél, hogy minél kisebb ¢(m)-re tudjunk olyan algoritmust
adni, amelyik M atfutési idej{i optimalis iitemezést ad.

Jeloljiik ¢pin(m)-mel azoknak a ¢(m) konstansoknak a minimumat (infimu-
mat), melyekre (2) érvényes. Ekkor érvényesek a kivetkezd tételek.

4. tétel.
Cmin(m) < M* + 2m — 1,

és M > (m® + 2m — 1)K esetén O(n*m®) lépésben adhatd olyan S optimadlis
iitemezés, melyre

qys — M.

A 4. tételt a 2. tételbdl fogjuk levezetni az 1. tétel bizonyitasahoz analég
konstrukeiéval.

Nehezebb konstrukeié segitségével élesebb becslés is kaphato cy,,(m) nagy-
sagrendjére.

5. tétel.
Coin(m) << (16 m log,m + 21 m)K |

és M > (16 m log,m + 21 m)K esetén O(nm?®) lépésben adhatdé olyan S opti-
malis iitemezés, melyre

TSZ.M.

Vilagos, hogy a 3. tétel trividlisan adddik akar a 4. akar az 5. tételbdl.

Az 5. tétel algoritmikus bizonyitdsanak magvat az alabbi eredmény képezi.
Jeloljiink G = (V, E)-vel egy paros grafot, ahol V —= 4 J B a pontok halmaza
és B ¢ AX B az élek halmaza. Tetsz6leges Sc F, x € V esetén az x pontra
illeszked6 élek halmaza legyen H(z, S). Ha A : B — R egy adott sulyfiiggvény,
akkor legyen

Mz, 8) = 2 Ae).
ecH(X,s)

6. tétel. Legyen G = (V, E) egy paros graf, V= AU B, E c AX B és tegyiik
fel, hogy minden A4-beli pont foka paros. Legyen adott egy A : £ — R* stly-
fiiggvény, amelyre

AMe) < K (e€E).
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Ekkor O(|E| - min(|4], | B|)) lépésben megadhat az éleknek egy B = E, U E,
partici6ja agy, hogy

x € A esetén | Hz B | = Hi, EZ)Iz-;— | H(z, B) |,
z € B esetén | A, E;) — % Mz, B) | < K,
és | o, By) —— 3w B) | < K.

Ezt a tételt nem fogjuk bizonyitani, mert a bizonyitds elég hosszadalmas
(lasd Frava 1979).

4. Bizonyitasok

Szitkségiink lesz harom lemméra.

1. lemma. Legyen a° az
(apxy =b; (L€l), (3)
(aj z) < by (j€J)
relaciokkal adott H < R" konvex halmaznak egy extremé,lis, poptja, itt 1 és.J
véges indexhalmazok. Ekkor a°ban legaldbb n — [I| szami (aj x) < b,
alaki egyenlGtlenség egyenlGségként teljesiil.
Bizonyitds. Legyen B = {j¢€J | <(a; «) =b;}. Ha most LIWB | <y
akkor tekintsiik a kovetkezd homogén egyenletrendszert (y € R"):
lapy>=0 t€l,
(ajyy =0 jEB.
Itt n viltozéra n-nél kevesebb egyenletiink van, tehat létezik nullatél kiilén-
b6z8 y° € R" megoldas. Ekkor azonban minden elég kis abszolut értékii ¢-re

x® + ty° € H,
ami ellentmond annak, hogy x° H-nak extremdlis pontja.
2. lemma. Legyenek vy, . . ., v, m-dimenzids vektorok, amelyekre || v; || < K

n
6s > v; = v. Ekkor O(nm?) lépésben megadhat6 {1, . . ., n}-nek egy olyan SU R
i<l

pa;tici(’)ja, hogy
. 1
W U “2— v

i€ER

n

— K.
g2

! 1
G — B
iezs' i

n
— K és
g2

Bizonyitds. Tekintsiik a

Pl Gl Z?xi'vi:%’ nggl}
i=1
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o ” 1esk],
poliédert. Ez a poliéder nemiires, mert (

,EJ € P, legyen x* a P-nek
egy extremalis pontja. Az 1. lemma szerint z¥ = 0 vagy af = 1 legfeljebb m
koordindta kivételével. Legyen

4 ={ af=1}

B { %
o=li|tsa>

@ |
P
W
Legyen tovabba § = AU Bés R = {1, ..

1 P xl o

1]
2 [’
o

)] n
Zvi——zzvf—Zx?‘v[=
i€S 2 icS i=1

21 —af)y; + 3 (—af)v;.
ieB i€C

B és O egyiittes elemszama legfeljebb m, az 1

, a7 af (i€ B) és —af (1€0)
egyiitthaték abszoli értéke legfeljebb = tehat

1 1
Vp — —
ig's : 2
Masrészt

ok 8
2

1 5 1
v, ——v = - [ VU — 3
&% 2 & 2 ]

tehat a lemma masik allitdsa is teljesiil. Az a* extreméalis pont elGallitasahoz
legfeljebb n-szer kell egy (3) alaki egyenletrendszert megoldani. Egy megoldas
pl. Gauss-algoritmussal O(m?) 1épést igényel, fgy a teljes 1épésszam O(nm?).

3. lemma. Legyen G = (V, F) paros graf, V— AU B, B < AxB, | B|: = m,

|4| = s. Tegyiik fel, hogy a A: K —~ R* sulyfuggvényre Ale) < K (minden
¢ € E-re). Legyen tovdabba 26—t <m < 2k = m’. Ekkor O(s - m - logzm X
X min (s, m)) lépésben megadhaté az elcknck céy E=5UHZU:
particiéja ugy, hogy

UEmy
(A) z€ 4,1 <j<m esetén x foka £ -ben legfeljebb 1,
(B) zx€ B, 1 <j<<m esetén
A, B) > 2w, B) — 2K,
m

(C) z€ B, 1 <1< m esetén

).(x,Lj E) — J’—, Az, E) | < K logm’ .
8=l

Bizonyitas.

El6szor azzal az esettel foglalkozunk, mikor m = m’ = 2*

ebbdl az altalanos eset egyszertien kovetkezik majd. Elészér az B élhalmazt a
6. tétel szerint felbontjuk #£°U E' alakban, ekkor
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x €A, i=0,1 esetén x foka E-ben 2m~1 és

2€B,t=0,1 esetén | A(x, B) — —;—l(x, E)ng.

Ha most 4, = 0,152, =0,1;...43 = 0,1 (s << K) Ei+--i. mir értelmezve
van gy, hogy

x € A esetén x foka Ei-is-hen 2m—5, és

x € B esetén | A(x, B i) — % Mz, Bbe-i-) | K,

akkor megint a 6. tétel szerint B--i -et fel lehet bontani két diszjunkt B
és K-l régzre gy, hogy

x€A,7=0,1 esetén z foka Ei-ii-hen 2Mm~5-1 ég

e 1 [
x€ B, i=0,1 esetén | A(x, Bi--isi) — EA(CC, T e e
Bzt a konstrukeiét elvégezves = 1,2,..., k — l-re Bl (4 = 0,1; .. .4, =

= 0, 1) értelmezve van. ;
Legyen j € {1, 2, ..., m}, ekkor j — 1 diadikus alakja:

, ahol ¢, = 0 vagy 1.

£

’.41.742}‘%—1—%_2 _?1
j ( FRy
Kzzel megadjuk az E; halmazt, legyen
B == 1y
A konstrukeiobél azonnal adéd Jk hog,y az E halmazok paronként disz-
junktak és
x € A esetén x foka K ben 1.

¢ szerinti indukeidval kénnyen igazolhatd, hogy x € B és { =1, 2, sk
esetén
Ma, Biviey — % Az, E)J = 2K,
2

Specidlisan ¢ = k mellett
€ B, 1< j<mesotén Az, B,) > — Aw, B) — 2K .

m

Végiil legyen L€ {1, ..., m} és I — 1 diadikus alakja

. . i
] —1—o9ok|l "2 ...+—£].
[2+4+ 2|

Ha most 2 € B, akkor
1
Sriate, B — e E))lg

1
Z(x,UE)——l)xE)
j=1

< kK = K - log,m.
Ezzel a (C) tulajdonsigot is ellendriztiik, tehdt kész vagyunk az m = m’ esettel.
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Legyen tehat m << m’. BEgészitsiik ki a B halmazt m’ — m Gj ponttal, és
ezzel a b6vebb halmazzal és az eredeti 4-val képezziink egy teljes paros grafot!
Az 1j éleken A-t nullanak definiadlva azonnal adddik a lemma allitdsa az eddig
bizonyitottak alapjan. A lépésszam becslését a 6. tétel 1épésszamabdl kapjuk,
hiszen a 6. tétel algoritmusat log,m’-szor kell alkalmaznunk.

A 2. tétel bizonyitdsa (Grinberg— Szevasztyanov). Indukeié segitségével meg-
konstrudljuk a Vy,c V4., ... c ¥V, =V halmazokat és a 4;: V;, — R!
szamokat ugy, hogy

[ Vil=1t 0< () <1 (Viés Vax€V;yre),
2 M) =1 —d (Vi),

x€Vy

2 M@ =0 (Vi)

x€Vy
Az indukei6t ¢ = n-nel kezdjiik és visszafelé megyiink. ¢ = n: Legyen V, —
& Gl = B e el A i Tekintsiik azokat a (u(@) |z € V, )
vektorokat, a?nelyek kielégitik a kovetkezo linedris rendszert:
0< )<l (€ Vigy),

Y ulx) =1 —d,
X€EV i4+1

3w = o.

XEV 41

A megoldashalmaz konvex és kompakt, tovibba nemiires, mert példaul

—d
2). = A
p() z+1—~ll+1()
hozzétartozik. Legyen u°(x) a megolddshalmaz egy csicsa. Allitjuk, hogy
p’x) = 0 valamely x € V; ,; esetén. Ellenkezs esetben ugyanis uO(x) > 0 min-

den x € ¥V, ,-re, a lemma miatt u°(x) = 1 legalabb (s + 1) — (d + 1) =t — d
darab x € V; ,-re. Ebbsl viszont 3 pox) >¢ —d k()vetkum Tehat vala-
XEV 4
mely 2°¢ V, ;re u°x° = 0. Legyc‘n most V=V, \{x°} és A(x) = pu'(x)
(@€ V).
Ezzel a konstrukciét befejeztiik. Viligos, hogy az algoritmus lépésszima
O(n*d?).

Legyen most v; = V,\V,_,, ha @ >d, v, ..., v, pedig a maradék vektorok
valamilyen sorrendje. Ekkor ha & < d

k k
III_Z{'% [l Si%'lll yl|<k<Ld.
Masrészt, ha & > d, akkor

IIZU,H—HZW —zwwn—llz w—Z'lk @ || =

xX€EVg

=2 (1 — Az x||gxgv' l—lkx)):k—(k—d):d.

xe€Vy
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Az 1., 4. és 5.-tétel bizonyitasihoz ugynevezett redukdlt feladatot értelmeziink .
melynél mindegyik gépnek ugyanannyit kell dolgoznia. Pontosan fogalmazva
az eredeti £;; idSk helyett olyan ¢;; fiktiv idéket vezetiink be, melyekre

t; <t < K, és

ij
n

21;1. =M 4=1,2 ... mre.

Ilyen t}; szamok O(mn) Iépéshen megadhatdk, hiszenn - K > M, tehat M M
esetén az M — M kiilonbséget szét lehet darabolni n részre tigy, hogy az i-edik
rész ne haladja meg a K — ¢;; értéket. Ha az i-edik részt hozzaadjuk a ¢;-hez,
megkapjuk a kivant ¢;; id6ket. Ha most a #;; id6k altal definidlt probléméra
egy 8’ iitemezés adott, akkor ebbdl ugy kaphatunk_ egy S iitemezést az eredeti
probléméra, hogy az S’ szerinti t;; hosszlisagd id8intervallumon beliil tetszd-
leges médon kijeloliink egy ¢;; hossztisagi intervallumot, és az i-edik munka-
darab j-edik mfiveletét ebben az idGintervallumban végezziik el. Ex nyilvan
megengedett titemezés, és S atfutdsi ideje nem hosszabb S” 4tfutési idejénél.
A redukalt és az eredeti feladat n, m, M és K paraméterei azonosak, tehat az
atfutdsi id6t ezekkel beesiilve a kapott becslés az eredeti feladatra is érvényes
marad. Ezért az 1., 4. és 5. tétel bizonyitasat eleve a redukalt feladatra végez-
zitk. A miiveleti idSket t;-vel fogjulk jelolni ¢;; helyett, és feltessziik, hogy
Mg My oy = M ! !
Az 1. tétel bizonyitdsa. Az i-edik munkahoz rendeljiik hozza a

t — iy

o= feTls

tim—1 - Lim
(m — 1)-dimenziés vektort. Viladgos, hogy || ;|| = || ¥ |lmax << K és hogy
ié:: v; = 0.Tehdt a vy, . . ., v, vektorhalmazraalkalmazhaté a 2. tétel d=m — 1-

gyel. Az dttekinthetd jelolésrendszer kedvéért tegyiik fol, hogy a 2. tétel algo-
ritmusa éppen a vy, v,, . . ., v, sorrendet adja, tehat

K
max || 3 v; || < (m — K.
1<k<n 1
Misképp fogalmazva ez azt jelenti, hogy minden j =1, ...,m — 1 és minden

k=1,2, ... n esetén
k

k
—(m — 1)K < 3t — 21t,~,-+1 < (m — 1)K.
i=l1 i=

Definidljuk most a 7;; kezdési idGket:
0, Tl'l — Zl'—l 1 + ti—l 1

T =
= mkK, Ty = Tim1a + tim1 o

= — I)mK, v;=7T1j;t b

Tim = (m — 1)ymK, Tpm= Tiim + licim:
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Vilagos, hogy tetszéleges rogzitett j esetén az I,; = (v;. 7,; + 1;;) intervallu-
mok péronként diszjunktak. Megmutatjuk, hogy ez érvényes tetszileges rig-
zitett 4 esetén is. Tegyiik fel tehat, hogy j < j', igazolni akarjuk, hogy I;; és
1}, diszjunkt. Ehhez elég megmutatni, hogy 7,; + t;; <C 7;;,, ezt viszont elég
J" =17 + 1 esetén igazolni. De akkor

=1 =1
Ty — (T + 4y) =§ - mK +p§ltpj+l —[( — UmK +Pa§1tp/ + ty] =

i—1 i—1
== '"vi + (2 tp s e zvfpj) - t,’ 2 mK — (m/ -y 1)]{ S K == 0.
1 p=1

A 7;-kkel definialt litemezés tehdt megengedett. Egyszer(i szdmolis mutatja,
hogy a befejezési id6 éppen M + m(m — 1)K, tehat (x) < M + m(m — 1)K.
Az algoritmus lépésszama a 2. tételbl adodik.

A 4. tétel bizonyitdsa. Olyan @ iitemezést konstrudlunk, melynél 7o — M,
tehat minden gép megdllds nélkiil dolgozik és M id§ elteltével egyszerre fojezik
be a munkat.

Az 1. Tétel bizonyitdasihoz hasonléan alkalmazzuk a

by — by
0, 5 : € Bm
l tim~1 — tim
bim — ty
(¢ =1, ..., n) vektorokra a 2. tétel algoritmusat! A kapott 1ij sorrendet
1. 2, ..., nnel jelolve 1 <k <<mésj=1,... m—]1, illetve j = m esetén

k K
—mK _f;é: b —l_zl' b < mK ,
illetve

k k
—mK < 3ty — 3ty < mK.
=1 {1

A munkadarabok sorrendje az egyes gépeken ilyen lesz:

az els6 gépen: 1,258, a0 e = 1ol

a masodikon: tg b Lty 4+ 8400 Wiy L. 4
a harmadikon: g 1, A 2. il WL 00U i
az utoléén: R SN I v S SRR DL N e i

Rekurzi6 segitségével megadjuk az i,, 4, . . ., 4, indexeket. Ez rogton meg
fogja adni az els6 munkadarab kezdési idejét, az s-edik gépen, z,-et. Ugyanis
nyilvan (s > 2-re)

n
t= T = 3 b, (4)
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a tovabbi kezdési idGk pedig
11
75 + Z:tks, ha, ¢ <4,
k=

i
> ta ha ¢ > 7.
,k=“+1

Legyen tehit i, az a legnagyobb index, melyre

n
2 > (m+ K.
i=13+1
Ha mar 4, (s > 2) meg van hatdrozva, akkor (4) alapjan 7 is, és legyen i,
az a legnagyobb index, melyre

n
S b1 > T + (m+ 1)K
i=ly4;+1
Kénnyen lithato, hogy 7, << 7, + (m + 2)K (s = 2,3, ..., m esetén), tehit
ha M > (m* + 2m — 1)K, akkor i, és 7, j6l van definidlva s = 2, 3, .. ., m-re,
80t
M >z, + (m + 1)K.

Kzzel s — 2, 3, .. ., m-re definidlva van i, tehit az egész iit_emezés is.

A 7, ... 1, ,késleltetések” azt biztositjak, hogy egyik munkadarab se
keriiljon egy id6ben két gépen megmunkaldsra. Valoban, legyen ¢ egy tetszd-
leges munkadarab indexe. Jeloljitk s-sel azt a legnagyobb indexet, melyre

k . . ’ . .
7 + Dty << M. (Ez azt jelenti, hogy j = 2, . . ., k-ra a j-edik gépen az i-edik
§=1

munkadarab megmunkdldsa a 7; id6pont utdn kezdSdik, j =k + 1, ..., n-re
pedig 7; eldtt.) Azt fogjuk beldtni, hogy ekkor

J‘Elz > Ty + by

: (5)
lT[k > Ty t bk
és &k <~ m esetén
Ty = Tim T bimo . (6)
(7)

Tim = Tim—1 T tim—1
Tkpe = Tiktr T bk
(5) igazolasa egyszer(: 2 < j < k esetén

i—1 i-1
Ty — Tpj— = T — Tjq +1§ tj —l%‘tj_l > (m + 1K —mK =K > tij—l'

Ugyanigy adédik (7) is. Végiil (6) is teljesiil, mert
i1 i—1
Tm = 2 btm = Tm— M +I—Zl' bm <

[e=Tp+1

i=1 i—1
gtm—M—FZtu+mKZIZI't11—‘K:‘5u—K'
1= =
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Belattuk tehat, hogy a megadott iitemezés iitkzésmentes és igy optimalis.
Az algoritmus miiveletigénye automatikusan adédik a 2. tételbdl.
Az 5. tétel bizonyitasa. Feltessziik, hogy a gépek szdméra
2k=1 < < 2K

teljesiil (k természetes szam).

A tovabbiakban 2-t jeloljiik m'-vel. Megjegyezziik, hogy ez az m’ az eredeti
m-nek kevesebb, mint kétszerese.

Az optimdlis iitemezéshez tartozd idédiagram jellegét a 2. dbra mutatja.
Bevezetve az S;U S8,U ... U8,  =8Sé R U R,U...U R, = R jelolése-
ket, az dbran lathatd 2m’ blokkrdl a kovetkeziket tessziik fel:

1. gép
5. o8
e e iRy sl Bk Al s R,

1m.gép

2. abra

(@) SU R az osszes elvégzend miivelet halmazanak egy particiGja, azzal a
kiegészitéssel, hogy egy munkadarabnak vagy minden mfivelete S-hen vagy
minden mftivelete R-ben van.

(b) Ha egy munkadarabnak minden mfivelete S-ben van, akkor minden i-re
S;-ben legfeljebb egy miivelete van (i =1, 2, ..., m’). Ha egy munkadarab
minden mivelete B-ben van, akkor mindegyik R;-hez legfeljebb egy miivelete
tartozik.

(a) miatt egy S;i-beli és egy R;-beli miivelet kiilonb6zd munkadarabhoz tar-
tozik, tehdt szomszédos blokkok kézotti iitkozés nem fordulhat eld.

Ha el tudjuk érni, hogy §;/R; valamennyi mfivelete hamarabb fejez6djélk
be, mint S;,,/E;,; barmelyik mfvelete elkezdddik (j =1, 2, ..., m' — 1)
akkor az iitemezés litkozésmentes, és (mivel minden gép megdllds nélkiil dol-
gozik) optimalis lesz.

Ezt a célt ugy fogjuk elérni, hogy a mfiveletek halmazat (gépenként) egyen-
letes rétegekre szedjiik szét. M-et pedig olyan nagyra vélasztjuk, hogy egy
réteg (blokk) vastagsdga révén képes legyen a két szomszédos réteget (idGben)
elszigetelni.

A konstrukeié a kovetkezd 1épésekbdl all:

Lo Aw = (i, 4y, - - -, ty) vektorokra alkalmazva a 2. lemma, algoritmusat,
elkészitjiilk a munkadarabok halmazanak egy {1, 2, .. ., n} = S U R particio-
jat, agy, hogy minden j-re (j =1, 2, ..., m)

M m

T T AL,
ie§‘ 2 2
és
M
Ztij——lgﬁK
i€R 2 2

teljesiiljon. (Itt kihaszndltuk, hogy 3't;; = M.)
i=1
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S-sel jeloljiik az S-beli munkadarabok miiveleteinek halmazat, R-rel pedig
az R-beli munkadarabok mfiveleteinek halmazast.

2. Definidlunk egy G5 = (V,E), U= AU B, E = AXB piros gréfot,
ahol az A4 halmaz | S| elemfi, pontjai az S-beli munkadaraboknak felelnek
meg; a B halmaz m elem{, pontjai a gépeknek felelnek meg. Az i-edik munka-
darabnak megfelel6 pontbél a j-edik gépnek megfelel§ pontba vezetd élen
legyen a 2 silyfiiggvény értékre ;. Analég médon bevezetjik a G paros gré-
fot, ahol az A halmaz |R| elem(, pontjai az R-beli munkadaraboknak felelnek
meg, a konstrukeié tébbi része pedig véltozatlan.

Ezekre a grafokra alkalmazva a 3. lemma algoritmusat az S, illetve R hal-
mazt egyardnt m’ részre szedjiik, azaz

8 =8U8U...US8p é
R B4 By o B
particickat készitiink gy, hogy i,
(A) Egy S-beli munkadarab minden mfivelete kiilénb6z6 S-be tartozzon

R-beli munkadarab minden miivelete mésik R ;-be tartozzék.
B)j=1,2,...mésl=1,2,... m esetén

: M Bl
2y e
i 2m 2
(4, ))ESt
M 5
FJiyp—r——K
i 2m 2
(L,))ERL
C)j=1,2,...mésl—=1, 2, ... m' esetén

>ty “l— t;y| < K - logym'

m ieS

1l
(1,))ES1US,U...USt

} /A
2 by =17 S8

5 L m ier
(,))ERURU...UR;

< K -log,m’.

A (C)-beli egyenlStlenségek osszeaddsival

tilﬁi—'ﬂ[

m

< 2K - log,m’

\'
14
(L,NESIURU...USIUR;

adédik. Eszerint az dbran szaggatott vonallal jelolt .vé,laszt.;évopa.lak ingado?é-
sénak mértéke legfeljebb 4K log,m’. (B) miatt mindegyik réteg vastagsiga

E. . K. Emiatt az iitkozések elkeriilésének elégséges feltétele az

legalabb

: 2m’ 2

A i ;
- — 2K > 4K log,m’, tehat

2m’ 2
: M > (8m'log,m’ + 5m')K
egyenlGtlenség.
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Figyelembe véve, hogy az itt szerepld m’ az m-nek legfeljebb 2-szerese, az
eredeti m-mel
M > (16m log,m + 21m)K

elegend6.
Az SU R felbontas a 2. lemma szerint O(nm?) miiveletet igényel. A 3. lemma,
algoritmusat 2-szer alkalmazzuk. Mindkét esetben |A| — § <_ n, tehat min

(S, m) < m miatt a tovabbi miiveletek lépésszima O(nm2log,n). Ezzel az 5.
tételt teljes egészében belattuk.

( Beérkezett: 1982. janudr 13-dn.)
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NEARLY OPTIMUM SOLUTION OF MULTI-MACHINE
SCHEDULING PROBLEMS

We deal with flow shop and open shop problems. Since in case of three or more machines
both problems are NP complete, only obtaining of a nearly optimum polynomial algo-
rithm may be hoped.

Let the number of work-pieces be n, that of machines m. In case of a flow shop problem
Theorem 1 corrects a previous result of Belov and Stolin. According to this theorem by
means of an algorithm of O(n®*m?) steps such a schedule may be given whose finish time
T yields an asymptotically optimum estimation. Proof is based on a theorem of vector
rearrangement (Theorem 2) where it is stated that any closed broken line consisting of
d-dimensional vectors with unit length at most may be rearranged in such a way that it
is placed in a sphere with radius d. Theorem 2 is proved by the method of Grinbery and
Sewastianoff.
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In case of an open shop problem not only nearly optimum, but also optimum solution
may be obtained. This is discussed more precisely in Theorem 3. In Theorem 4 an algo-
rithm consisting of O(n*m?) steps is given which yields an optimum scheduling under
certain conditions. By means of a more complicated procedure a more exact estimation
can also be given. According to Theorem 5 optimum scheduling may be constructed in
O(nm?) steps under other conditions.

BJIMBKOE K OINTHMMAJIbHOMY PEIEHHWE TIPOBJIEMblI COCTABJIEHMYI
MHOI'OMAUIMHHOI'O 'PAD®UKA

Cratbst nocesiiena npoouemam flow-shop u open-shop. TIOCKOJBbKY B cilyyae Tpex 1 Gobine
MalWKH 9TH 3amaud NP-1nojHble, TO MOYKHO HalesATbCs HA MOJIyYeHUE JIMIb NPUOIMKEHHOT0
ONTUMAJIbHOTO MOJMHOMHHAIBHOrO aJropUTMA.

IMycrb KonuuecTBo o0padarbiBaeMbIx feTasiell paBHO 71, MUK m. B citydae 3apaun flow-shop
reopema 1 ysyumaer Gosiee panuuil pesysbrar besosa U CTONMHA. B COOTBETCTBUM ¢ 3THM,
C TOMOIIBIO AJITOPUTMA C IOCJIe[0BATEIBHOCTbIO e HCTBUH O(n*m? ') MOXXHO IaTh TaKoi rpagmi,
KOTOPHIH jaeT acHMITOTHUECKM ONTUMAJIbHYIO OLEHKY Ha Bpems npoxoxaenus T. owxasa-
TEJLCTBO OCHOBAHO Ha (JopmyJie BEKTOPHOrO MpeodpasoBaHus (Teopema 2), KoTopast rOBOpUT,
UTO 3aMKHYTast JIOMAHAsT JIMHMS, COCTosiast U3 d-MepHBIX BEKTOPOB NMPOM3BOJILHOM, HO He 60Jib-
TUIX OJIHOH eMHMIBI JUIMHBI, MOXKET ObITh 1peodpadoBaHa TaK, 4ToOBl nmoMeulajach B Imape
pajycom d. JI0kasaTeabeTBo Teopembl 2 Benetes metoom I'pundepra u CeBacThsiHoBa.

B ciydae 3aaun open-shop MOIHO NOJIy4UTh HE TOJIBKO 0JIM3K0E K ONTUMAJIbHOMY, HO 1 Or-
TUMAJIbHOE PeIeHne. JTo peleHie jaer reopema 3. . . .

B Teopeme 4 Mbl IMeeM aJIropuT™ ¢ TaKoi 110¢J1e0BaTeIbHOCTIO JEHCTBUH, KOTOPBIH npu onpe-
JICJIEHHBIX YCJOBUSIX MOXKET IaTh ONTHMabHBIA rpadui. C MoMOLIbIO GoJiee CI0MKHOr0 MeToa
MojkeT ObITh ana enle DoJlee TouHas ouenKa. B COOTBETCTBHN ¢ TEOPEMOH 5 mpu mpyrux yeio-
BUSAX IPH 110CJIE0BATeALHOCTH IeHcTBU O nm® ) MO)KET ObITh COCTABJIEH ONTHMAJIBHBIA rpadic.



