KOoRNAT JANOS—SIMONOVITS ANDRAS

Egy makronsvekedési modell
matematikai tulajdonsagairol

1. Bevezetés

Cikkiink egy novekedési modellt elemez, amely — elmélettorténeti el6zmé-
nyeit tekintve — elsdsorban Harrod, Neumann és Kalecki modelljeivel rokon.1
A modell feltevéscinek, valtozdinak és egyenleteinek részletes kozgazdasagi
értelmezése és indokoldsa a ,,Novekedés, hidny és hatékonység” eimii konyv-
ben taldlhaté.? Az a néhdny mondat, amelyet ebben a cikikben a modell koz-
gazdasigi jellemzésére szinunk, nem pétolja a kionyv megismerését. Jelen
cikkiink célja a konyv kézgazdasagi mondanivaléjanak kiegészitése a modell
néhdny tulajdonsdganak egzakt bemutatasaval, s az ezzel kapcesolatos tételek
matematikal bizonyitdsaval.

A modell makroszinten, tehdt mindennemti agazati bontds nélkiil irja le a
gazdasig szdmos fontos osszefiiggését. Magdban foglalja mind a redlszféra,
mind a szabdlyozdsi szféra leirasit. (Kz utébbiban kiilonbozik szémos més néve-
kedési modelltdl, amely csak a redlszféra lefrdsdra szoritkozik.) A realszféra
modellezésében alkalmazott feltevések eléggé dltalanosak; tohbé-kevéshé meg-
egyeznek a linedris novekedési modellek szokasos feltevéscivel. Ezek tehat nem
mutatnak rendszer-specifikus — csak a szocialista gazdasigra jellemzd — vona-
sokat. Kzzel szemben a szabalyozdsi szféra modellje rendszer-specifikus. Olyan
osszefiiggéseket emel ki, amelyek kifejezetten a szocialista gazdasagra jellem-
z6ek. (Példaul a beruhdzdsok volumenének szabalyozasa kiilonb6z4 mennyi-
ségi jelzések hatasdra stb.)

A modell szemléltetni akarja azt a gondolatot, hogy a szocialista gazdasaghan
meghatdrozott belsé szabdlyossdgok miikodnek (,,valaszfiiggvények”, kiilonbozé
helsé jelzésekre reagild visszacsatolisok, normak stb.). E szabalyossagok érvé-
nyesiilése biztositja, hogy a rendszer — meghatarozott kiilsd feltételek mellett

képes konszolidalt, ,,normdlis” miikédésre. Ha normal palyajardl letérne, a
bels§ szahalyozdsi mechanizmusok képesek visszaterelni oda. K gondolatokat
tamasztjik ald — az absstrakt elemzés sikjén — a jelen cikkben targyalt téte-
lek a rendszer normal palyajarél és a norma szerinti szabalyozas stabilitasarol.

A modell kisérletet tesz a hiany tujfajta makroszintii modellezésére. A Z
swintétikus hidny index a rendszer latens véltozéja.? Osszevont formaban fejezi

'E modellek ismertetését ldsd példdul ANDORKA—DANYI — MARTOS [2], valamint
LicrTi—S1vAk [4] kényveiben.

* A [3] kényv alapjaul szolgalé modellt Kornai Jdnos szerkesztette, s 6 végezte el az
ezzel kapesolatos kozgazdasdgi elemzést. Simonovits Andrds mér a konyv irdsakor is
segitségére volt a modell matematikai tulajdonsagainak vizsgalatdban. A jelen cikk szd-
mdra Simonovits Andrds végezte el a tételek matematikai bizonyitasét.

® A latens valtozék értelmezésérél és Skonometriai kezelésérél 14sd példéul HERMAN
WorLp [5] és A1GNER— GOLDBERGER [1] kényvét. Magyarorszagon Meszéna Qy., Ziermann
M. és Rimler J. végeztek bizonyos tekintetben rokon feladatok megoldésara irdnyuls
vizsgélatokat.




134 KORNAI JANOS —SIMONOVITS ANDRAS

ki a gazdasagban megfigyelhetd sokféle részleges hianymutat egylittmozgasdt.
A makrodinamikai modellen beliil e valtoz6 kétféle szerepet jatszik. Egyrészt:
mformdcios valtozd; jelzésére reagal a modell sokféle dontési valtozdja. Mas-
részt: redlhatast gyakorol az input-output ardanyokra: a folyé és a beruhazdsi
inputok felhasznalasidra és a munka termelékenységére.

A modell jelen stadiumban kizardlag az absztrakt (,,tiszta’’) elméleti elemzés
céljaira hasznalhaté. A | Novekedés, hatékonysag és hidny” c. konyv is elmé-
leti sikon foglalkozik olyasféle kérdésekkel, mint példdul a rendszer (matema-
tikai értelemben vett) stabilitdsa, a foglalkoztatis és a hatékonysig kérdései,
a novekedés extenziv és intenziv? szakasza és igy tovabb. Ha a kutatds egy
késobbi szakaszaban tkonometriai alkalmazasra torekednénk, akkor ehhez a
modell szamottevd atalakitisira lenne sziikség, nem utolsésorban annak figye-
lembevételével, hogy milyen adatok allnak rendelkezésre a paraméterek becs-
léséhez.

2. Az egyenletrendszer részletes formaja

Az aldbbiakban ismertetjiik a modell egyenletrendszerét. A kozgazdasagi
értelmezést néhany helyen az egyenlet egyes tagjai ala tordelt rovid verbalis
magyarazattal adjuk meg, masutt viszont sziikség lesz részletesebb kifejtésre

és indokolasra.

2.1. REALSZFERA: Készletegyenletek

Outputkészlet
(2.1) Ul = Uit e 1) o Xl 1) (= DL = D)o
Loutput- termelés|  |vallalati héztartasi
; készlet | | visdrlds | vasarlas ‘
Inputkészlet
(2.2) Vi) e Hielfik Yot Vi A i o Bl = 1
input- | vallalati foly(’)i beruhazasi
készlet‘[ ' visdrlds input, input
Beruhdzasi elkotelezettséy
G-l neG
(2.3) K(t) = 2 Bu(n)M(t —9)
B=1 r=0+1
A modell, évjarati” (vintage) szemléletben irja le a beruhazasi folyamatot.

A t-edik évben M(t) volumenti beruhdzdsi évjirat indul, amelynek megvaldsi-
tasa Osszesen G éven at tart; a (f gesztdcids 1dé exogén paraméter. A volument
a tervezett beruhdzasi kiaddsokkal mérjiik; a tényleges beruhdzési raforditis
— a hidny fliggvényében — eltérhet ettdl, amint az majd a (2.5) egyenletbdl
kit{inik.

4 Ebben a dolgozatban csak az extenziv novekedési szakasszal foglalkozunk, s figyel-
men kiviil hagyjuk az intenziv szakaszra vonatkozé kiegészitéseket és modositdsokat.
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Az M(t) volumenbdl rendre B(1) M(t), f(2) M(t + 1), . . ., BEM(t + G — 1)
beruhdzasi input lenne esedékes, ha a kiaddsok az eredeti terv szerint alakul-
nanak, ahol f(z) a beruhazési évjarat megvaldsitdsi részarinya (29.,8(7) = 1).

A K(t) beruhdzdsi elkitelezeltség a még megvaldsitas alatt 4116 beruhazasi év ja-
ratokbdl még hatralevé, esedékes inputokat Gsszegezi.

2.2. REALSZFERA: Input-output kapesolatok
Folyo input
(2.4) A(t) = oy X(t) + az(Z(t) — Z*(t)).

Az A(t) folyo input két tételbdl tevidik dssze. Az els6 a termeléssel aranyos;
ay a folyo input egyiitthats. Kizédrélag a termeléstdl fiiggne a folyé input, ha a
tényleges hidny egyenlG lenne a normél hidnnyal. Amennyiben a tényleges

hidny nagyobb a normalisnal, akkor — az egyenlet jobb oldaldnak mésodik
tagja szerint — nagyobb lesz a folyé input; ellenkez§ esethen pedig kisebb.

Beruhdzdsi input

G-1
(2.5) Bty = ,,2':) Pu@ + 1) Mt —9) +  B,(Z(t) — Z*@)) .
‘beruhdzdsi | a megvaldsitas alatt = 'anormal hidnytél vals
| input L all6 évjdratok esedé-  eltérés fiiggvényében
| kes beruhdzdsi in- | "’hozzéadand(’) (vagy le|
| putja, normél hidny | vonand4) beruhdzisi
| mellett  input |

Munkahelyteremtés
(2.6) J(t) = 4D M(¢),

ahol J(1) a t-edik évben kezdddott évjarat altal teremtett munkahelyek szdma,
% & kezdeti munkahely-teremtési egyitthats, @ pedig a munkahelyteremtés niveke-
dési tényezije. A formula azt az ismert tendenciat fejezi ki, hogy a mfiszaki
fejldés nyoman évjaratrél-évjdratra csokken az egységnyi beruhdzasi réfor-
ditas dltal teremtett munkahelyek szdma.

Beruhdzisi évjdrati termelékenység
(2.7) q(t) = 2!

ahol q(t) a t-edik évben kezdett beruhdzdsi évjdrat munkatermelékenysége, i a
kezdeti évjirati munkatermelélenységi egyitthats, ¥ pedig az évjdrati munkater-
melékenyséy novekedési egyitthatdja. Ez a formula is ismert tendenciat fejez ki:
a miszaki fejlédés nyoman évjaratrél-évjaratra nd az Gjabb és djabb gépeken
végzett munka termelékenysége.

Standard termelékenység

T4+G—-1 T+G—1
(28) pt) = 3 J(t — D)qlt — B)| 2 J—0) — (P)I7) IT(Z() — Z*(1)).

A jobb oldal elsé tagja az évjarati termelékenységek silyozott atlaga, még-
pedig aszerint silyozva, hogy a kiilonb6z8 évjératok milyen ardnyban vannak
képviselve a t-edik évben miikodd 4ll6t6kében. Minél magasabb a viszonylag
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1j évjaratok részardnya, annal magasabb értékfi a tort. Nevezziik ezt a terme-
lés/munka hanyadost miiszaki termelékenységnek. Mérnoki szamitdsokon alapuls
elézetes becslésekre épiil, amelyeket azzal a varakozassal alakitottak ki, hogy
a hidny normalis intenzitdsa lesz.

A masodik tag korrigalja a miiszaki termelékenységet, attol fiiggben, hogy a
tényleges hidny erdsebb-e vagy enyhébb a normalisndl. A hiany hatdsdval
korrigalt miiszaki termelékenységet jeloljitk p(f)-vel és nevezziik standard
termelékenységnek.

Munkaers-kereslet

T+G-1
(2.9) Loty = 3 Jit—9).
o
'munkaers- ! munkahelyek
L

A T exogén paraméter az allitéke élettartamdt adja meg. A jobb oldal a t-edik
évig mar befejezett évjaratok altal teremtett és még mindig 616" 4l16t6kéhez
tartoz6 munkahelyeket Gsszegezi.

Foglalkoztatas

(2.10) Ny = Lyt).
| foglal- munkaerd |
| koztatds | | kereslot |

Kz az egyenlet csupan a szocialista gazdasig extenziv novekedési peridduséra,
érvényes. (Ezen a helyen nem foglalkozunk azokkal a médositasokkal, amelye-
ket az intenziv periédus modellezésekor kell alkalmaznunk.)

Hiany
(2.11) Z(t)y = Z*t) + C(K(t) — K*@) +
hidny| | normél a normal berubdzasi
hiany elkotelezettségtol [

valé eltérés hatasa |

+ (UM — U*xp)  +

a normal outputkész-
lettdl valo eltérés
hatasa

+ (V@) — V*e) +

a normal inputkész-
lettdl vald eltérés
hatasa

+ L2 — 1) — Z*¢ —
a normal hidnytdl
valé miltbeli eltérés
hatésa

o
~—
N
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2.3. SZABALYOZASI SZFERA: Szabdlyozdsi egqyenletek

Beruhazisi évjarat volumene

(2.12) M) — M*(@t) = py(H(@ :7“1_)_:7;@(55 1)) —
"a  beruhdzési a haztartasi vasarlas
| évjarat volu- | eltérése a normalistdl
menének elté- il = o

| rése a norméa- ‘ — ux(K (@t — K*(2)) — )

listol J a beruhdzdsi kotele-
zettség eltérése a
normalistol

— pg(Z(t) — Z*(1))-
a hidny eltérése a
n()lv‘nlélristélﬂ

A beruhdzas szabalyozasinak fenti egyenlete — a modell formadlis keretei
kozott — azt fejezi ki: a beruhdzdsokat normalis novekedésiikhoz képest lefé-
kezik, ha elmaradds mutatkozik az életszinvonal megszokott novekedéséhez
képest; ha fesziilt a helyzet a beruhdzasi piacon, illetve, amikor altaldban kiéle-
z6dott a hidny. (Lasd ezzel kapesolatban Bauer Tamds, Sods K. Attila és
Lacké Mdaria munkait.)

Termelés

(213)  X() — X*0) = —&y(Ult) — U*@) + &(20) — Z*@).

Vallalati vasarlds

(2.14) Y(t) — Y*0) = —ny((V(t) — V*@®) — nz(4(t) — Z*@)) .

Haztartasi vdsdrlds
(2.15) H(t) — Hit) = — y(2(0) — Z*(1)

A termel6 a hidny kiélezGdésére azzal felel, hogy a normal termelésnél,
X*(t)-nél tobbet termel; ,,rohammunkdazik’, taléraztat stb. Ezzel szemben a
vevik — mind a vallalati. mind a héztartdsi szektor — azzal reagélnak a hiany
kiélezGdésére, hogy a normalishoz képest visszafogjidk a vasarlast. A hidny
miatt rosszabb Osszetétel(, a keresletiikt6l nagyobb mértékben eltérg kinalatot
kevéshé hajlanddk dtvenni. (A normadlisnal enyhébb hidny esetén a hatdsok
iranya forditott.)

Redlbéralap
(2.16) W(t) — WH(t) = —wu(HE — 1) — Hau(t — 1)).

A realbérek emelkedése meggyorsul, ha a haztartasi fogyasztéas elmarad a
tervezék altal normalisnak tartott fogyasztasi palyatol.
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2.4. SZABALYOZASI SZFERA: Szabdlyozdsi viltozok normdl értéke
Beruhdzisi évjdarat normal volumene

(2.17) M*(t) = 'y M*t — 1) = I'yy M,.

Modelliinkben a beruhdzasi volumen normal értékét exogén modon vissziik
ra egy exponenciilis novekedési palyara.

Normdal termelés

(2.18) X*(t) = pl) x N@.
‘normal | | standard foglal-
'termelésl termelé- | koztatas
e kenység

Vallalati normal vasdrlds

(2.19) Y*) = Iy X Y(@E—1).
vallalati | | normél | | kordbbi
normal noveke- | | tényleges
vasarlas | | dési té- | véllalati
————— | nyez8 | | vésérlis

Hdztartisi normdl vasdrlds (a realbérbdl levezetve)

(2.20) Hyt)y = qw X W)
héztartési| |koltési | |redl-
normél hényad| |béralap
vasarlas :

Normal redlbéralap

(2.21) W*it) = oy X (0 XNt
i normél ‘. kezdeti normal : fog-
| reéal- i realbér- novekedési | lalkoz-
’ béralap| | rata tényezd j tatds

2.5. SZABALYOZASI SZFERA: A wvisszacsatoldsokban szerepls jelzések mor-
mdal értéke

Normal outputhkészlet

(2.22) Us(t) = o(H(t — 1) + Y (t — 1)).

Normal inputkészlet

(2.23) V() = o(A(t — 1) + Bt — 1)).

A o és o paraméterek az Gsszes értékesitéshez, illetve az 6sszes inputhoz tar-
tozé normal készlet egyiitthatdk.



EGY MAKRONOVEKEDESI MODELL 139

Normal beruhdzdasi elkitelezettség

(2.24) ¥ty =- Fe' % Ef-—1).
‘normal | | poveke kordbbi
| beruhdzasi, | dési té- beruhézasi
| elkotele- " nyezd elkotele-
ettadg | | |zettség |

Normal fogyasztas

(2.25) H%a) = Ty X HiE—1).
" normal 'ni)’veke- kordbbi
- fogyasz-| | dési té- fogyasz-
| tds ‘ nyezd tés

|

Mig a (2.20) egyenlet a redlbérbdl vezeti le a hdztartds normdl vasarlasat,
(2.25) a tervezd elvarasat fejezi ki: a lakossdgi fogyasztas novekedjék exponen-
cialis novekedési palyan.

Normal hidany
(2.26) Z*(ty = T2t — 1) = ILZ;.

Akaresak (2.17) esetében, itt is a I', ndvekedési tényezd révén exogén mdédon
vigsziik ra a hidny normal értékét egy exponencidlis novekedési palydra.

3. Tételek és bizonyitasok
Ebben a részben kimondjuk és bebizonyitjuk tételeinket.
3.1. A részletes és a tomior-modell

A 2. fejezetben leirt 26 egyenletes modellt részlefes modellnek nevezziik.
A modell rekurziv, azaz egyenletei olyan sorrendben is felirhatdk, hogy minden
id6szakban az egyenletek egymdsutdin adjik a megfelels valtozék értékét a ko-
rabbi idgszakok és a jelen iddszak mér kiszdmitott valtozéinak fiiggvényeként.
Itt bizonyitds nélkiil megadunk egy ilyen sorrendet. MindenekelGtt megemlit-
jik, hogy 71" + G + 7 kezdGérték hatdrozza meg a rendszert: U(0), V(0),
Z(0), H(0), H(—1), Y(0), Y(—1), M(0), M(—1), ..., M(—G — T 4 1).

A (t — 1)-edik idGszak végéig kiszdmitott valtozokbodl kozvetleniil meghaté-
rozhatok a kovetkezd j viltozok: U(t), V(¢), K(t), U*(t), V*(t), K*(t), H¥an(t),
Zx(t), Y*(t), p(t), Lp(t) = N(t), q(t), X*(t), M*(t). Most kovetkezik az egyetlen
bonyodalom: W*(t) —» W(t) » Hy(t) lanc ill. Z(¢). A megmaradé szabalyozasi
egyenletekbdl adodik M(t), X(¢t), Y (£), H(t), s végil az inputegyenletekbdl
A(t), B(t), J ().

Bz a részletes modell nagyon kényelmes a kizgazdasagi elemzésnél, de tilsa-
gosan szétess a matematikai vizsgilat esetén. KEzért bevezetiink egy tomor
modellt, amely csak 6 valtozobol és 6 egyenletbdl all. A 6 ,,f6valtozé” a kovet-
kez8: U, V, 7 és M, Y, H. A t5bbi véltozét ,,segédvaltozonak” nevezziik.
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Mielott folirnank a 6 ,,f(’)’égyen]etet”, elvégezziik a kovetkezd hehelyettesité-
seket.

(2.9)-be helyettesitsitk be (2.6)-ot és (2.7)-et.

G+t—1
(3.1) Nit)==x 3 DMt — 9).
=0
(2.18)-ba helyettesitsitk be (2.6 —8)-at és (3.1)-et:
G+T—1 YGHT -1 R
(3.2) X*(t) —m > (D) ° Mt —9) (1 S oo 0 i)
9=G ] e=G

ahol m = »A.

A févaltozok egyenletébe behelyettesitve a segédvaltozokat — a terjedelme
miatt kivéve X(f)-t — a kovetkezs egyenletrendszerhez jutunk:

(3.3) Ul)=U@t—1) + Xt —1) — H{Et — 1) — Y(t — 1)
(3.4)
VO = Vit — 1) — axX(E - 1) + P —1) — 3 Bu(®)M(L —8) — yZ()

9

]

ahol y = ay + f5.

(3.5) Z(t 2 Bu@) [M( — 0) — Ty®My] + 722t — 1) —
= ~U{U(t) -[H@E—1) + Y@ — 1)1}
G 2
- Ly{V(t) — [axX(t — 1) + aé: B Mt — ) + pZ(t)]}.

B G
ahol gy (?) = 3 Bul7)

T=0+1
(3.6) M) = I'yM, + py[H(t — 1) — TyH(E — 2)] —
G-1 _
— MK oé; Bu@)| Mt — 9) — I' M| — Vz7 t).
(3.7) Y(t)=IyY (@t — 1) — nqu{V(t) — [axX({t — 1) +

G r B
+o§ B Mt — B) + yZ(t)]} — nzZ(1).

G+T—1
(8.8) H(t) = ywonx 3 DMt — 0) — qwlH(E — 1) —
=G
— IyH(t — 2)] — %;4(),
ahol
G+T=1
(3.9) X = 3 @¥-*HM 9
¥ Wt 1
o [Hz” (— AR L g 772]2( )
Iy 0=G

— &u{U(t) — olH(t — 1) + Y (¢t — 1)]}.
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Megjegyzések. A tomor modell (3.3 —3.8) egyenletei szintén rekurzivak és a
részletes modellnél emlitett kezdeti értékek hatarozzdik meg a févaltozék palyait
is. Konnyti beldtni, hogy a féviltozdk palydja egyértelmiien meghatirozza a
segédvdltozék palydjit is, azaz a részletes és a tomor modell egymdssal ekvi-
valens.

A félreértések elkeriilése végett megjegyezziik, hogy a f6valtozék szama
egyértelmii, azonban a févaltozék halmaza nem egyértelm(i. Példaul Y (¢)

helyett X (¢) is szerepelhetne fovaltozéként, s ekkor az egyenletek is mas alaktak
volnanak.

3.2. Megvalosithatésag és nivekedbképesséy

Kozgazdasagi modellekben a modell konzisztencidjan kiviil a palya pozitivi-
tdsa, gyakran névekvd volta is elengedhetetlen az értelmezhetdséghez. Szitksé-
ciink lesz tehat a kovetkezd definiciéra:

Definicié: A rendszer megvaldsithaté palyan halad, ha minden valtozéja min-
den ¢ > 1 évre nemnegativ értéket vesz fel, és kielégiti a redlszférat leird (2.1)—
(2.11) rendszert.

L. Tétel: Megvaldsithatésdg. A rendszer megvalosithaté pdlydn képes haladni,
sOt képes novekedni, ha a redlparamélerek kielégitik a kivetkezs feltételt:

(3.10) (1 —oay)mT >1 + gwonTe,

ahol

;i (I)—Gil»A @—G-Til

(3.11 Dyl = ,
) @ 1

ahol @ egy pozitiv szam.

Megjegyzés: A (3.10) feltétel meglehetdsen nehezen értelmezheté 6nmagdaban.
Ezért talin nem felesleges a kivetkezd magyardzat. Szoritkozzunk egy stacio-
ner palyara, ahol a véltozék az id6ben dllanddak. Ekkor (1 — ay)mT —
= (1 — ay)X/M és yyonxTe—=H|M. Ekkor a (3.10) bal oldalan a netto kibo-
csatas és M hanyadosa all, mig (3.10) jobb oldalan a beruhdzas(i évjarat) és M
hanyadosa plusz a fogyasztas és M hanyadosa éll. Stacioner esetben természe-
tesen (3.10) két oldala egyenls, névekvd gazdasadgban pedig egyenlGtlenség var-
haté. Jelenleg azonban nem tudjuk matematikailag igazolni azt a nyilvanvald-
nak latsz6 tényt, hogy a (3.10) feltétel nemesak elégséges, de sziikséges is a
megvalésithatésaghoz, (az utébbi feltételbe beleértve az egyenlGség esetét is!)

A bizonyitasban specidlis szerkezet{i palyara szoritkozunk, s ez a korillmény
indokolja a kovetkezs$ kitérdt.

3.3. Normdl pdlya, Harrod— Newmann pdalya

A kitérét két definiciéval kezdjiik:

Definicié: A rendszer normdl pdlydn halad, ha mindegyik szabéalyozasi vél-
tozé tényleges értéke egybeesik normadl értékével, ahol a normal érték a (2.17) —
(2.21) rendszerbdl addédik.
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Képlethen
M(t) = M*(¢) (beruhazasi évjarat volumene)
X({t) = X*@) (termelés)
(3.12) V) = Y () (vallalati vasarlas)
H(t) = H*(1) (haztartasi vasarlas)
t (

realbéralap).

Definicié: A rendszer Harrod — Newmann pdlydn (roviden: H—N pdlydn)
halad, ha minden djratermelhet stock- és flow-viltozdja egyontetii és allandé

iitemben nd, vagyis ha

M(t) = '™ M,

(beruhdzasi évjarati volumen)

X(t) = I'* X, (termelés)

(3.13) Yi(t) = "X, (vallalati vasarlas)
H(t) = I'"H; (hdztartdsi vasarlas)
Ull) = L#0 (outputkészlet)
Vi) = VS (inputkészlet),

ahol I™ 1 az dltaldnos nivekedési tényez6, a nulla index{i szimb6lumok pedig
a sz6banforgé valtozék kezdé (azaz nulladik évbeli) értékei.
A kovetkez6 megallapitast tehetjiik.

2. Tétel: A (3.10) feltétel mellett akkor és csak akkor 1étezik megvaldsithato
normal palya, (amely egyben Harrod —Neumann pdlya), ha teljesil a kovet-
kezd feltétel-harmas:

A I'y=Ty=Iyx="Iy=1TI*
Biet = il/®
G @ate=

(3.14)

Megjegyzések: Modellilnk abban tér el a szabdlyoziselmélet szokasos normail
palyaitél, hogy esak két valtozé normdl értékét definidljuk exogén médon,
adott esetben exponencidlis palydval: a Z*(¢) normal hidnyt, melynek niveke-
dési tényez8jét, I',-t szintén [™*-gal definidljuk, és az M*(t) beruhdzési évjarati
normél volument.

Az A) feltételben a I'* dltaldnos novekedési tényez$ szerepel egyontetiien
a kiilonboz6 szabdlyozisi valtozok normal értékének meghatérozasinal, lehe-
t6vé téve, hogy a normal pilya H—N pélya legyen. Ennek ellenére ez az tssze-
fiiggés nem trividlis.

Elég sok olyan feltevés van modelliinkben, amely megkiilonbozteti azt a
Harrod- és a Neumann-modellektél: bonyolult késleltetési szerkezet, a beruhé-
zasok ,,évjarati” felbontasa, az input- és az outputkészletek szerepeltetése.
Megnyugtatd, hogy ennek ellenére ,,visszakapjuk’ az egyenletes novekedésre
vonatkozé Harrod —Neumann eredményeket.

A B) feltétel egyszer(ien azt fejezi ki, hogy a miiszaki fejldés sordn egységnyi
évjarati beruhdzds éppen annyiszor teremt kevesebb munkahelyet, amennyi-
szer termelékenyebb egységnyi munkahely: Harrod-semlegesség.
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Bizonyitas: a) Szitkségesség ElGszor azt bizonyitjuk be, hogy a normal palya
exponencialis palya, nem feltétleniil azonos novekedési tényezsjii elemekkel.
Normal palyan — melynek valtozéit **-gal kiillonboztetjiik meg — (2.17) sze-
rint M**(t) = I'y M,, (2.19) szerint Y **(t) = ', Y%, (2.21) szerint W**(f) =
= Wy N¥¥(t) = oy QL D) A(’,*,dholflg,ye]embe vettitk a (3.1) Osszefliggést
is.

Osszegezve: WH*(t) = (QI, D) W;.

Némileg bonyolultabban igazolhaté H**(t) = Hpf,. (f) felhasznaldsdval,
hogy H**(t) = [y Hg. Hasonléan kovetkezik (3.2)-bol X**(f) = (V1)) X,.
Bzzel belattuk, hogy a normal palya exponencialis palya.

Nem nehéz belatni, hogy a novekedési tényezék azonosak, azaz az A) feltétel
szitkséges. Valéban, (2.1) és (2.21) szerint X** Y ** és H** linedris kombina-
cidja. Két kiilonhozd kitevdjli exponencidlis palya linedris kombinacidja viszont
nem adna tjabb exponencidlis palyat, vagyis mindhdrom névekedési tényez(i
egyenl6: I'y = I'y = @WI'),. Hasonlé gondolatmenettel adédik (3.4) és (2.22)
osszevetésébdl I'y = I'y. Végiil I'y — I'y, kozvetleniil adédik (2.3)-bél.

A B) és a C) feltétel svukségessege a fentiekbdl kivetkezik.

b) Elégségesség Tegyiik f6l, hogy teljesiil a (3.14) feltétel-harmas. Levezetjiik
azt az egyenletet, amelyet I™-nak ki kell elégitenie ahhoz, hogy az dltaldnos
novekedési tényezc’i legyen.

(2.1) és (2.21) értelmében
*

r ity
5 g 1+9TJ(11 + ¥%).

(3.4) és (2.22) értelmében

F*—l}

G-1
Y; :[1 i ex Xy + 3 ful® + DI*—0M;
=0

Figyelembe véve, hogy Xg = AxTre My és Hy = ywonxTors Mg, (vo.: az 1.
Tételhez flizott megjegyzéssel) helycttcsmquk be az Y gra vonatkozé egyenletet
az Xj-ra vonatkozé elsd egyenletbe. Ekkor csak az M’ véltozé marad meg,
ezzel a,zonban egyszeriisithetiink; s {gy a kovetkezd egyenletet kapjuk I™-ra:

E .
(3.15) ATrs = |1 + QF]* xwwNVTq)rt +
r—1 r*—1 G
o = [aan + Z,pu@ + yre=s).
[ i s #=0

l*lgyclemb(, véve a (3.11) jelolést, leolvashaté, hogy a (3.15) egyenlet
(@ + T + 1)-ed foku polinom. Jelenleg keveset tudunk e polinom gyskeinek
elhclyukedesél 6l, nevezetesen arrdl, hogy a kozgazdasigilag értelmezhets
(1, + ) intervallumba a polinomnak hany gyoke esik. A (3. 10) elégséges fel-
tétel igy adédik (3.15)-bdl, hogy 1™ = 1-et irunk az utébbiba és az egyenlGség-
jelet > jellel pétoljuk. Mivel I'* = + oo esetén (3.15)-ben ellenkezd értelmii
egycnlotlcnseg all, Bolzano-tétele értelmében létezik legalabb egy I'™* niveke-
dési tényezs, amely kielégiti (3.15)-6t. Lgyszclu szamoldssal beldthat6, hogy
tobb gyok létezése esetén barmelyik gyokot véve, az Osszes valtozé pozitivnak
adddik. Felhivjuk a figyelmet, hogy ezzel a bizonyitdssal az 1. Tételt is igazol-
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tuk. Megjegyezziik, hogy nem nyilvanvalé (3.10) sziikségessége, ugyanis a
(3.15)-beli polinom nem feltétleniil monoton. Logikailag elképzelhets olyan
eset is, hogy a (3.10) feltétel nem all fonn, de a polinom annyira né, hogy leg-
alabb kétszer nullava valik, mielGtt a — co-hez tartana. Mivel mindegyik meg-
oldas pozitiv lesz, nem tudjuk kizarni tobb pontlv megoldas létezését. Megnyug-
tatdsul esak annyit mondunk, hogy az egyértelmiiség bizonyithato, ha. vagy a)
nincsenek készletek: p —= ¢ = 0 vagy b) nines késleltetés: (¢ =17 = 1.

3.4. Szabdlyozas és stabilitds

Az el6z6 dlfeJuetben belattuk, hogy rendszeriinkben létezik normal palya
(hthGSlIIIk szerint egy) és hogy ennek a palyinak Harrod —Neumann tulajdon-
sagal vannak. A modell szerkezete azonban megengedi, hogy a rendszer més
palyan haladjon. S6t, ha a rendszer nem a normal palyardl indul, akkor épp
az a szabdlyozas feladata, hogy riavezesse a rendszert a normal palyara (szabé-
lyozhatdsig) vagy legalabb a normdl palya tetszoleges kozelébe vezesse (sta-
bilizalja). Teljesithetdk-e a szabalyozis fent emlitett feladatai? MielStt a kér-
désre valaszolnank, pontosabban fogalmazzuk meg magit a kérdést.

Definicié: Barmely szabdlyozdsi rendszer két alrendszerbdl all: a szabdlyozolt
alrendszerbél és a szabdlyozo alrendszerbsl. 1) A szabalyozott alrendszerben az
allapotvaltozdsokat a dontések hatirozzak meg, mig 2) a szabédlyozé alrend-
szerben a dontéseket az allapotok hatarozzak meg.

Példa: A tomor modellben a (3.3) —(3.5) egyenletrendszer ivja le az U, V, Z
allapotviltozok viltozasat az M, Y, H szabalyozasi (dontési) valtozok fliggvé-
nyében. A (3.6) —(3.9) egyenletrendszer a ,,visszacsatolast” il'jd, le.

ElGszor esak a szabalyozott alrendszert vessziik adottnak és tetszileges sza-

balyozasi mechanizmusokat mérlegeliink.

Definicié: Egy szabéalyozott alrendszer szabdlyozhatd, ha tetszileges kezdd
allapothoz taldlhaté a szabalyozasi viltozéknak olyan véges idébeni sorozata,
amely a rendszert elvezeti egy tetszélegesen kijelolt végallapotba. Esetiinkben

a kijelolt végallapot mindig a normdl palya valamelyik pontja.

Megjegyzés: A rendszer szabalyozhatdsiga elemi tulajdonsig, teljesiilése
nélkiil reménytelen a rendszer mindennemfi szabdlyozdsa. A legtobb rendszer
szerencsére szabalyozhato.

3. Tétel: A (3.3) —(3.5) rendszer szabdlyozhatd.

Ebben az allitdsban meglepd sincs, hiszen 3 dllapotvaltozéra 3 szabalyozasi
viltozé jut. A formélis bizonyitdsra azonban csak késGbb keritiink sort.

A szabalyoahatoaag meglétébol még nem kovetkezik az, hogy egy rendszert
tenylegesen gy kell szabdlyozni, hogy véges idén beliil a normal pa,lyala, keriil-
jon. A sz6banforgé szabdlyozis altalaban nehezen hatarozhaté meg és gyakran
exbelmezhetetlen kozgazdasagilag. Kz utébbi megallapitas silyosan esik latba
egy olyan deskriptiv megkozelitésnél, mint amilyen a mienk. Modelliinkben
nemesak a szabalyozott alrendszer, hanem a szabalyozé rendszer is adott. Mi
a szabélyozasi rendszer stabilitasdt vizsgdljuk.
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Definicié: Egy szabalyozasi rendszer aszimpitotikusan lokdlisan stabilis (révi-
den: stabilis), ha létezik a normél kezdd értékeknek egy olyan kirnyezete,
hogy barmelyik pontjabél inditva el a rendszert, az hossziitdvon a normél pé-
lyajahoz tart.

Jelenleg nem ismeriink jol hasznalhaté ditaldnos stabilitasi feltételt rendsze-
riinkre. Numerikus tapasztalatok alapjan azonban azt sejtjiik, hogy létezik a
visszacsatoldsi paramétereknek, uy, wi, pz, Su, &7 Ny, My, 1, opymak egy
olyan egyiittese, amelynek mind a kilenc eleme hatarozottan pozitiv, kézgazda-
sdgilag értelmezhetd nagysiga és stabilizalja a rendszert.

E sejtés bizonyitasa helyett meg kell elégedniink egy szerényebb stabilitasi
tétellel, ahol csak harom rovidtava hidny-reakcié paraméter kiilonbozik nulla-
t6l és melyeknek pozitivitasa kérdéses.

4. Tétel: Az 1. Tétel feltételer mellett, a (3.6)—(3.9) szabdlyozdisi alrendszerben
megadhato olyan y,, n, és &, visszacsatolisi egyitthato-hdrmas, amely mellett
a (3.3)—(3.5) szabdlyozolt alrendszer stabilis, sot két év alatt a normdlis pdlydra
vezérelhetd (szabalyozhatd ):

py = px =pz = by =y = oy = 0.

Bizonyitds: A tomorség kedvéért a valtozokat a H—N (kétesillagos) palyatel
mért eltéréseként irjuk fol. Jelolés: X — X — X** sth.
A modell szabdlyozisi eqyenletei a kivetkezdk:

) () = —1,20)
) Y(t) = —n 20
(3.18) X = (&, — IHZ),
(3.9) lokalis linearizalasabdl kovetkezden

IT = [T, Tor«M;.

A modell d@llapotegyenletei a kivetkezlk:

(3.19) Oey=0¢—1)+K¢—1)—F@E—1)— Be—1)
(3.20) V) =Pt) —ayX(t — 1) + Tt — 1) — yZt — 1)
(3.21) Z(t)y = — {0 — ol T —1) + Hit — D]} —

— b AT () — olaxR(t — 1) + vEE — DI} + &2 — 1).
Helyettesitsiik be (3.19)-et és (3.20)-at (3.21)-be:

3.22) Z()=—¢c{0¢—1)+Xe—1)—Q+olfe¢—1) +
+He -1 —o{Pe—1)+FE—-1)— Q1 +0Xx
X [axX(t — 1) + p2(t — DI} + L2 — 1).

Helyettesitsiik be (3.16)-ot, (3.17)-et és (3.18)-at (3.19)-be, (3.20)-ba és (3.22)-
be, és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

(3.23) p="C;— 1T+ 15 + 22
(3.24) p=oy(y —I) + 95 + 7

2 Szigma
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(3.25) 8=l — Lylléu — M) + (1 + Qlnz + 22)] +
+ Cv{nz + (1 + o)lax(éy — 1)+ 7)}.

Jeloléseink segitségével az uj egyenletek roviden folirhatok:

(3.26) Oe)y=0@ —1) + ¢4t — 1)
(3.27) Pey="@ — 1) — vyt — 1)
(3.28) Zit) = —ty0t — 1) — &, V(¢ — 1) + 8Z(t — 1).

A (3.26), (3.27) és (3.28) egyenletek egy harmadrendii linearis rendszert
képeznek, amelynek stabilitdsa a hozzitartoz6 karakterisztikus polinom visel-
kedésétil fiigg:

(3.29) FA)=2— (1 + 8)A+ 6+ typ — Luy.
A stabilitas sziikséges és elégséges feltétele a kovetkezo:
(3.30) F(1) >0, F(—1) >0 és F(0) < 1.

A (3.30) feltételbe behelyettesitve a (3.29) polinomot, a kivetkezd feltétel-
harmashoz jutunk:

(3.31) Cup > Cyy
(3.32) 24+ 20 + Cyp — Eyyp -0
(3.33) 8+ Lyp — Lyp < 1.

A (3.31) —(3.33) stabilitdsi feltétel a (3.23) — (3.25) jelolések segitségével visz-
szavezethets olyan feltétel-rendszerre, amelyben csak a modell eredeti paramé-
terei szerepelnek. Ez az dtalakitds azonban csak bonyolultabbd teszi a feltéte-
leket.

Talan egyetlen specidlis esetre érdemes elvégezni ezt az dtalakitdst, amikor
nines visszacsatolds:

(3.34) by =px =pz =y =&z =1y =z =0y = Yz =0,

Ekkor (3.31)-(3.33) a kovetkezl alakot o6lti:

(3.35) Lull < Lylaxd] — y)

(3.36) 2 + 2[¢z + Cull + Cy(1 + o)axdT — p)] — Cull + CylaxdT — y) >0
(3.37) &z + Lyolaxll — y) < 1.

Lathat6, hogy visszacsatolas nélkiil nem mindegyik rendszer stabilis, pl.
£, 1 esetén biztosan nem az.

Rétériink a szabalyozhatdsdg bizonyitasara.

Allitasunk ekvivalens azzal, hogy létezik olyan szémhdrmas, amelynél a
(3.29) polinom két egyiitthatéja nullava valik. Mivel két egyiitthatérél van
sz6, amely harom paraméter linearis fliggvénye, allitasunkban semmi meglepé
nines. A preciz igazoldshoz elegend$ a legegyszeriibb &, = II esetre szorit-
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kozni, amikor a termelés azonos a H—N termeléssel. Ekkor az F(2) = 2 felté-
telbll addédé kétismeretlenes linedris egyenletrendszer determinansa (yly o,
tehat nullatol kiilonbozd, ezért az egyenletnek mindig van megolddsa.
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ON THE MATHEMATICAL PROPERTIES
OF A MACROECONOMIC GROWTH MODEL

Harrod’s, Kalecki’s and Newmann’s models are suitable for an abstract deseription of
the process of economic growth but do not deal with the control of this process. One of
the authors of the present article, Jénos Kornai examined the control of growth process
in the socialist economy in his book entitled “Growth, shortage and efficiency”, Pro-
positions of the book requiring more complicated proof were given without proof in the
hook, while the present article presents these proofs. (Sect. 4) Prior to this notations
of the model are presented (Sect. 2) as well as its equations (Sect. 3). )

The article does not deal with the interpretation of assumptions, equations and results
of the model but this is contained in the book. Theorems of the article may be briefly
characterized as follows:

I. Parameters of the model have to satisfy a certain inequality (4.10) so that the
cxistence of growth paths may be proved. 1

2. A normal growth path does exist if and only if norms and growth factors conform
with each other (4.14).

3. The real sphere is controllable.
4. Choosing appropriate reaction parameters the feedback control of the system by norms
8 stable.

O MATEMATUYECKHMX OCOBEHHOCTSIX OOHOM MOJEJIM
MAKPOSKOHOMHUYECKOI'O POCTA

Mogenn Xoppoaa, Kasneigcoro u Haiimana npuro/ibl uist a0CTPAKTHOTO NPEACTABICHUS 11pO-
1ecca JKOHOMHYCCKOTO POCTa, HO HE PACCMATPHUBAIOT pe2yauposariie 9Toro npolecca. Oaud U3
aBTopoB Jjannoii crarbu, Snomr Kopuau, B cBoeit kHure «Pocr, Jled)l'{}l”’l' 1 9P PeKTUBHO CTh),
NpoBes1 aHaji3d pPeryjimpoBaHust mpolecca pocra B COIUATUCTUYECKOH OKOHOMUKE. Teopembl
KHUPH, TpeOyloliie CII0KHBIX J0KAa3aTebCTB, MPUBOSITCS: B KHUre 0e3 JJ0KasaTeNnbeTs, KOTO-
PBIC COEPACHT HACTOSIIASL CTaThsi [4]. OaHAKO UM NPEAMIECTBYIOT YCJIOBHBIC 0003HAYeHUsT MO-
Aesn [2] i ee ypaBHeHust [3]. o

B crarbe He jaHbl TOJIKOBAaHHMs THIOTE3bI, YpaBHEHUH M BLITCKAIOUMX U3 HUX TOJIOXKEHHIT
MOJIeNH, TaK KAk OHM CopepyKarcst B KHure. [peicTaBlIeHHbIC B CTAThe MOJIOKEHHsT MOTYT ObITh
KPaTko oXapakTepu3oBaHbl CJeIy oM 00pa3om:

1. TTapamerpnl MOJEIH I0IDKHDBI YIOBAETBOPSTH ONpeaeieHHoMy HepaBeHcTBy (4.10) aJist Toro,
YTo0b MO)KHO OBbLIO JI0Ka3aTh CYNIECTBOBAHME MPAeKmopiii pocmd.

2. Hopmansras mpaexmopus pocma cyiiecTBYeT TOrJa M TOJbKO TOTJd, KOTHA HOPMBI U
(axroprr pocra cornacoBannl Mexcty codoii (4.14).

3. Peaavnas cgiepa ynpasasema.

4. T1pu BBIOOPE COOTBETCTBY IOILMX NAPAMETPOB PEAKLIN 00PAmMHaAs ¢653b CUCTEMBI YCTOHYHBA .
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