TOROK TAMAS

A kovetkezetes rangsorolds egy 0j értelmezése

1. Bevezetés

Tételezziink fel kiilonbozl alternativaknak egy n elemti X — {1y By ve s
@} halmazit, melynek elemei gsszehasonlithatok egy kozos 7' tulajdonsdguk
alapjan.

Barmely @;, x; € X esetén az x; alternativat preferdlhatjuk az a ; alternativd-
val szemben; jele; x;Px;, x;-t és @t indifferensnek mindsithetjiik; jele: zla;,
vagy a;-t preferdljuk a;-vel szemben. Ha xP»; vagy xdx;, akkor ezt v R
jeloli. Az R tehdt egy bindris relacié X X X-en.

Tartalmi szempontbdl a preferilas egyszerlien elényben részesitést jelent,
vagyis x;-t akkor preferdljuk x j-vel szemben, ha a 7 tulajdonsig szerint kedve-
z6bbnek itéljiik. Az x; és az x; indifferens megitélése nem jelenti a két alterna-
tiva feltétlen azonossigit; esupan azt, hogy nem tudunk kiilonbséget tenni x;
és ay kozott a T tulajdonsdg alapjan.

Példiul kiilonbiz6 targyak sily szerinti dsszehasonlitdsakor indifferensnek
itélhetiink két targyat, ha a valésdgos (mérleg szerinti) stlykiilonbség kisebb,
mint az altalunk érzékelhetd minimalis salykiilonbség.

Ha valamennyi (2, @;) alternativa-part Gsszehasonlitottunk, és megadtuk
wn Py, wdag, P velicidk valamelyikét (vagyis, ha R teljes és kapesolt),
akkor rendelkezésiinkre 4ll egy (X x X, R) reldciés struktura. Felmeriil a
kivetkez$ kérdés: milyen esethen nevezziik raciondlisnak, kovetkezetesnek az
(XXX, R) struktirat, és hogyan definialjuk az alternativdk rangsorat?

Ennek a kérdésnek a megvalaszoldsa, az alternativa-paronkénti sszehason-
litasokon alapuld értékrend kivetkezetességének definidldsa nemesak 6nmaga-
ban érdekes és lényeges probléma, hanem a csoportos déntések, a tarsadalmi
valasztasok vizsgalatiban is [1, 4, 5].

Ebben a cikkben a P és I reldcié valésdgos tartalmabol kiindulva (formdlis
definialisuk nélkiil) a kivetkezetes rangsorolds egy j értelmezését adjuk.

2. A szakirodalmi elgzmények rovid elemzése

A szakirodalomban a kivetkezetességet KENDALL [3] javaslatira alterna-
tiva-hdrmasok tranzitivitdsaval azonositjik [1-5]. Az (z;, ;, x,) hdrmas
paronkénti Gsszehasonlitasakor az alabbi:

(1) a) (.’L’,ij &ij‘Ek) > J:I-PJJ((
b) (v z; & xlmy,) — xdzy

implikdcidk teljesiilését varjdk el, tehat a P és az I tranzitivitdsat egyardnt:
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Nevezziik az (XX X, R) struktrat R-tranzitivnak, ha valamennyi By @y
x, € X esetén teljesiil (1). Ez a racionalitdsi kritérium szerepel a tarsadalmi
valasztds ArRrROW-féle modelljében is [1].

Az R-tranzitivitds (1.b) elvardsa tul erdsnel tiinik, ugyanis az indifferencia-
relacié ily médon elvesziti valésdgos tartalmat; tulajdonképpen egyenlGséget
jelent, és nem tir meg egy , megkiilénbiztethetetlenségi tartomanyt”.

Tgaz, hogy a valds szamok koérében értelmezett ,, " reldcié tranzitivitasanak
atiltetése” a P és I relacidra kézenfekvd, de valdjiban nem a szdmokrdl
kivanunk felvilagositast szerezni, hanem a, dolgekrol.

Az I relacio tartalmi , megmentését” célozza az alternativa-harmasok
kvdzi-tranzitivitdsa, amikor csak az (1.a) P-tranzitivitdst varjuk el és megen-
gedjiik, hogy £[x; 6s x[x, esotén x, P, is el6fordulhasson [4, 5].
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1. abra
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Vagyis indifferenciak egymdasutanjibol preferencia is kovetkezhet.

Példaul 4 és B, valamint B és € silyiat nem tudjuk megkiilonbéztetni, de az
A és O kozotti stlykiilonbséget mar érzékeljiik.

Nevezzitk az (XXX, R) struktardt Q-tranzitivnak, ha valamennyi a
x, € X esetén teljesiil (1.a).

A @Q-tranzitivitas latszélag tartalmi és formai szemponthdl is a kovetkeze-
tesség elfogadhaté értelmezésének tiinik. Valojiban nem az, ugyanis sajatos
belsG ellentmondést hordoz. Ennek bemutatisira vegyiik azt a négyelemii
X = {2, ¥y, 2, u} alternativa-halmazt, amelyre a paronkénti ssszehasonlitéasok:

i .'l/'j,

xly, xPz, xIu, yIz, yPu, zIu.

Koénnyen ellendrizhetd, hogy valamennyi alternativa-harmas P-tranzitiv,
tehat az (X X X, R) struktira @-tranzitiv.

Ha azonban egy P, preferencia-skdlan dbrazoljuk az alternativikat, akkor
az Pz, xly és ylz relici6kbol kovetkezik, hogy y az @ és a z kozott helyezkedik
el. Ehhez hasonléan az xPz, zlu és alu relacidk kovetkezménye wu helye @ és z
kozott. (Lasd az 1. abrat.)

Mégis yPx, ami azt jelenti, hogy egy indifferencia-tartomanyba: (y, z) pre-
ferencia-tartomany: (y, u) esett. Hasonl6 eredményhez jutnank u és y forditott
elhelyezésével.

Ez a furcsa paradoxon pedig nyilvdn nem kivanatos.

Megjegyzés: Az alternativaknak preferencia-skalan vals elhelyezhet$ségét az
indokolja, hogy egyparaméteres (a 7' tulajdonsig szerinti) osszemérési problé-
mardl van szé. Az mas kérdés, hogy abban az esetben, amikor a 7' tulajdonsag
esetleg tobb: 7'y, ..., T} elemi tulajdonsig egyiittese, akkor célszerii-e vagy
helyes-e mégis az Gsszetett 7' tulajdonsig alapjan rangsorolni. Ezzel a problé-
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maval a jelen cikkben nem foglalkozunk. Csupdn példaként jegyezziik meg,
hogy elndkvélasztasnil a jel6lGk egyetlen szempontja a jeloltek ,,alkalmassiga”.
Nyilvan az alkalmassignak is szamtalan kritériuma van, ennek ellenére a sza-
vazasi formak — valdszintileg egyszeriiségitk miatt — egydimenzidsak. A fen-
tick alapjan jogtalan lenne tehat az alternativak sikbeli vagy térbeli elhelye-
zése (bar feloldana a bemutatott paradoxont), mert ez azt jelentené, hogy
egyetlen tulajdonsdgnak tobb irdnya létezik.

3. A kovetkezetes rangsorolis egy 4j értelmezése

Ebben a fejezetben a kovetkezetes rangsorolds egy olyan értelmezését kivan-
juk megadni, amely nem alternativa-harmasok tranzitivitdsira épiil, hanem
egyidejiileg veszi figyelembe valamennyi (x;, x;) alternativa-parra megadott
reldciét, valamint feloldja a kvdzi-tranzitivitds paradoxonat. Sziikségiink lesz
az alabbi jelolésckre:

(2) ;l'l' 6 4\’, ]f](x,) = {.’ZI. xiP;L'j; l/ E 4Y}

H(z) = {ay: 2P x € X}.
Az B(x;) és H(z;) halmazokat nevezhetjiik az x; alternativa elony-, ill. hdtrdny-
halmazainak. )

Ezekutdn egy (XXX, R) strukttrat G-tranzitivnak neveziink, ha az
{1,2,...,n} elemeknek létezik olyan {iy,?,,..., ¢, permutdciéja, amelyre:
(3) Ex,) 2 Bx)2...2 E(x;,)

H(x;) cH,) < ... S H(xy,).

Alkkor mondjulk, hogy az alternativik rangsoroldsa kivetkezetes (ezen 0] értelme-
768 szerint), ha az (X X X, R) struktira G-tranzitiv ‘(globa}lsan tranzitiv).
Egyszerti megfontolisokbdl kovetkezik az alabbi két allitas:

(4) Ha (XXX, R) R-tranzitiv, akkor G-tranzitiv is.
(5) Ha (XXX, R) Q-tranzitiv, akkor Q-tranzitiv is.

Lathatjuk tehat, hogy a G-tranzitivitds erdsség szempontjabdl a szokdsos
R-tranzitivitds és a Q-tranzitivitias kozott van. Ll

Az alternativak rangsordinak értelmezéséhez (G-tranzitivitas esetén) beveze-
tiink két 1j reldciot:
(6) @ *x; akkor és csak akkor, ha:

a) xdx;

és b) E(x;) = E(x;) & H(x;) = Hz).

(7) x,-P*xj akkor és csak akkor, ha:

a) xlz;
és b) [E(x;) > E(x)) & H(x,) € H(x)] V [Elx;) = E(z;) & H(x) < H(x)],
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Nyilvan igaz az aldbbi harom egyszer(i megallapitas:
(8) a) xI*x; — z;[*x;
b) x,P*x; — (~ x;P*x;)
c) xdz; — (xl*x; V x P*x; V 2 P*x)),
Ha egy (XX X, R) struktira (-tranzitiv, akkor a most bevezetett reldacidk
alapjan az alternativak rangsora:
(9) @ G . .. Q% , abol G*¢ {P, P* I*%).
Megjegyzés: Nem dllitjuk, hogy x;P*x; esetén x; ,,jobb”, mint z;, hiszen ebben
az esetben x,Jx; a megadott relaci6. Az azonban biztos, hogy x; elényhalmaza

bévebb, vagy héatrinyhalmaza szlikebb, mint x-é. Az z; tehat domindlja
az x;t.

O,
uf
o

2. abra

Rendkiviil nehézkes lenne a G-tranzitivitds gyakorlati ellendrzése a (3) defi-
nicié alapjan, kiilonosen az alternativak nagy szama esetén. Ezért egy tGjabb
fogalmat vezetiink be.

Az nXn-es D = (d)i, -1 dontési mdlrizot a kovetkezGképpen értelmez-
ziik:

[ 1, ha xPx;
(10) di; = 0, ha xlx;
I —1, ha z,Pzx;.

Egy D dontési matrixot nevezziink G-tranzitivnak, ha az alternativik fel-
cserélhetdk gy, hogy az igy kapott D* mdtrix rendelkezik a kovetkezd tulaj-

donsigokkal (lasd a 2. abrat is):

(11) a) A f64tl6 felett csak 0 vagy 1 szerepel
b) Ha egy sorban valamelyik elem -1, akkor az 0sszes utdna kovetkezd

is az
¢) A +1-esek szdma a sorok sorrendjében nem névekva.

Megijegyzés: D-ben az x; és x; alternativa feleserélése az x;- nck és az x;nek
megfelelé sor és oszlop feleserélését jelenti.

Kénnyen ellendrizhetd az alabbi allitds igazsdga:

(12) Egy (XXX, R) struktiira akkor és csak akkor G-tranzitiv, ha a hozzd
tartozé D dontési matrix is az.
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Jelolje x; € X esetén e(x;) az E(x;) halmaz szdmossdgat, h(x;) pedig a H(xz;)-ét.

Kgyszeri okoskodassal belathatd, hogy:
(13) Egy D dontési matrix akkor és csak akkor G-tranzitiv, ha D-t az e(x;) -
h(z;) (i =1, ..., n) kiilonbségek csokkend sorrendjében atrendezve

D* alakt matrixot kapunk.

Ez utébbi allitds lehetdvé teszi a G-tranzitivitds egyszerti és konstruktiv
ellenérzését. Lassunk erre egy példat. Az alternativa-halmaz legyen X —

= {1, 2, ..., 10}, a hozzd tartoz6 dontési matrix pedig:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 0 1 1 1 0 | 1 1

2 =1 0 —1 0 1 1 0 1 i 1

3 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

4 | —1 0 —1 0 0 | 1 1 1

5 -1 " —1"—1 0 0 1 =l 1 0 1
D=6|—-1 —1 —1 —1 -1 Qi 1. —1 0
7 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1

8l -1 -1 -1 —-1 —1 -1 -1 0 ==l 0

9| —1 —1 —1 -1 0 =] 1 0 1
{-1 -1 -1 -1 -1 0 -1 0 -1 O

1

€ — h = (71 3) 7’ 1! o l, """ 69 6, V"8r "'2y A7)

Bzt a vektort rendezziik esokkend sorrendbe (13) értelmében és ennek alapjan
D-t hozzuk a kovetkezs alakra:

1 N 2 4 5 9% 6 I 8

1 0o 0 0 1 1 1 1 1 1 1
3 0o 0 0 1 1 1 1 1 1 1
T 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
2 1 —1 0 0 0 1 1 1 1 1
g =1 =1 =1, @, & G % L 1 1
D¥=5|—-1 -1 -1 -1 o o0 o0 1 1 1
9| —-1 —1 —1 —1 -1 0 0 1 1 1
6| —1 1 -1 -1 —1 -1 —1 0 0 1
10{—-1 -1 -1 —-1 -1 -1 -1 0, 6 .0
8 =1 <l =k el o=l Lk bl LLUBLEEN ¢

D* pedig eleget tesz a (11) kivetelménynek, tehat a kiinduldsi D dontési matrix
G-tranzitivnak bizonyult. Ugyanakkor D nem teljesiti a szokdsos R-tranzitivi-
tast (pl. 274, 415 és mégis 2P5).

Az alternativak rangsora:
11* 3P*7P* 2P* 4P*5P* 9P 6 P* 10P*8 .

( Beérkezett: 1981. november 10-én.)
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A NEW INTERPRETATION OF CONSISTENT RANKING

In the present article a new interpretation of consistent ranking is given (G-transitive
preference-order) that is weaker than the usual transitivity and stronger than quasi-
transitivity.

While quasi-transitive order may not always be plotted on a preference-scale, G-tran-
sitive order can always be plotted so.

HOBOE TOJIKOBAHUWE TIOCJIEDOBATEJIbHOI'O YITOPSAIOYEHHWS

B crathe JAHO TAKOE HOBOE TOJKOBAHME TOCIEA0BATENILHOIO yiopstouenus (G-TpaHsinTis-
HbI TIOPSTI0K), KOTOpoe ciabee 006HOM TPAHSUTUBHOCTH I CHIIBHEE KGA3U-TPAHIHTHBHOCTIL.

B To Bpemst KaK KBa3d-TPAH3HTHBHOCTb HE BO BCEX CJIYYAsiX MOXKET ObITb IPEJCTABICHA Ha
tcane ynopsyoueHuid, To (i-TpaHSUTHUBHAST T0CJICA0BATEIBHOCTD TMOUIACTCS TAKOMY Mpei-

CTABJIEHUIO.



