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Bop PETER

A nyilt, statikus input-output modell
nem-linearis altalanositasairél

W. Leontief nyilt, statikus input-output modellje kétségteleniil a matemati-
kai kozgazdasagtan egyik legtobbet targyalt, legtbbet vitatott és ugyanakkor
legszélesebb korben alkalmazott eszkoze. Eredeti formajaban a modell linedris.
Természetes ezért, hogy nem linedris altaldnositdsara sok kisérletet tettek.

Ebben a cikkben egy kordabbi [1] tanulmanyunk szemléletmddjat kovetve
attekintjiik az e téren elért fontosabb eredményeket. Ezeknek az Gsszefiiggé-
seknek egy része az irodalombdl tehat ismert; de targyaldsuk nem egységes.
A kovetkezSkben f6ként matematikai programozasi eszkozokkel fogunk dol-
gozni felhaszndlva az Gn. indifferens programozds és a ,,minimalis elemmel”
rendelkezd halmazok elméletét. Altalanositjuk az [1] tanulmanyban leirtakat,
és néhany djabb osszefiiggésre hivjuk fel a figyelmet.

A targyalds soran fokozatosan léptetjitk be a bizonyitdsokhoz sziikséges
feltételezéseket. Ezek részben kozgazdasagi megfontoliasokon nyugvé feltevé-
sek lesznek, részben technikai jellegliek, amelyeket a megfelel6 matematikai
apparatus kivin. A nem teljesen kézenfekvs fogalmakat definidljuk és a modell
tulajdonsagait tételek formajiban mondjuk ki. Utalunk a fontosabb irodalmi
elézményekre.

A vizsgalat targya, alapfogalmak, el6zmények

Egy Leontief tipusi gazdasigot vizsgélunk. Vagyis tekintiink egy » homo-
gén szektorbél all6, kiilkereskedelmi kapesolatokkal nem rendelkezd gazdasa-
got, amelyben minden szektor a rd jellemzé egyetlen hasznalati értéket allit
elé, egyetlen technolégidval. A szektorok termelésiik megval6sitdsihoz fel-
hasznalnak sajat és mds szektorok kibocsatdsaibél. A vizsgilat célja: az
dgazatok brutto kiboesitdsai és a rendszer végsé kibocsitasal kozotti kapeso-
latok szémszerfisitése. Ennek érdekében az alabbi fogalmakat, illetve jelolése-
ket vezetjiitk be:

Az dgazatok brutts kibocsdtdsai: x =| — |€ R"

1 Szigma
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A rendszer végsé kibocsdatdasa: y —| = |€ R".

L "n ]

Az elemi raforditasok matriva: X — [ X;;]€ R ahol X;; megmutatja, hogy
a j-ik dgazat mennyi terméket hasznal fel az i-ik dgazat kiboesdtasabol.

A fentiekben bevezetett fogalmak egymaskozotti kapesolatat a kovetkezd
definiciés azonossaggal irjuk le:

(l) I~JY'1:'1.

Vagyis a rendszer végsé kibocsatasit gy definidljuk, mint az dgazatok
brutté kiboesatasinak és a megvaldsitdsihoz eszkozolt raforditdsoknak a
kiilonbségét.

Ez a definicié azonban még annyiban hianyos, hogy énmagiban nem biz-
tositja a benne szereplé mennyiségek kozgazdasigi értelemben is normalis
viselkedését. Nyilvanval6 ugyanis, hogy olyan mennyiségek mint brutté ki-
bocsatds, végso felhasznalds vagy raforditasok nem lehetnek negativak. Vagyis
(1) korrektebbiil igy fest:

r—=X-1=y
z == ()

2
o y=0

Tt  (hi=1,2

(2) mar nem az a trivialis azonossag, mint (1): hiszen minden tovabbi fel-
tevés nélkiil egyaltalaban nem kézenfekv, hogy akdarmilyen x - 0 brutté
termeléshez létezik (2)-t kielégits (t.i. nem-negativ) végsé kiboesatas és még
kevésbé biztos, hogy tetszdlegesen elbirt » - 0 végss felhasznalashoz talil-
haté olyan nem-negativ brutté kiboesatis, amely azt megvaldsitja.

Hogy a (2) alatt megfogalmazott modellel kapesolatban barmiféle érdem-
leges megillapitasokat tehessiink: feltételezésekre van sziikség az elemi rafor-
ditdsok viselkedésérdl. Az elemi raforditdsok nyilvan bizonyos fiiggvények;
esak az a kérdés, hogy mit célszerii e fliggvények argumentumanak valasztani.

Az irodalomban ennek a kérdésnek két megkiozelitése taldlhaté: egy egy-
szeriibb és egy oOsszetettebb. Az elsé LeontieftGl ered, aki abbdl indult ki,
hogy minden agazatban, valamennyi raforditas kizdrdlag a felhasznalé agazat
tevékenységének a mértékétdl fiigg. Vagyis:

X, = X,(§) () =05 25 )

Ha ezt tessziik fel: kozvetleniil értelmezhetdk az egységnyi dgazati kibocsé-
tashoz sziikséges (fajlagos) raforditdsok:

(1'.,(5 ) = _jx,llgsl_ .
s\l

.
L]
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Leontief eredetileg éppen azt tételezte fel, hogy a fajlagos riforditdsok
allanddak:

a;j(&)) = ai,

pontosabban: nem fiiggnek a felhasznalé agazat tevékenységének a mértéké-
tol. Ilyen koriilmények kozott az elemi raforditasi fiiggvények egyvéltozés
linearis fiiggvények és a (2) alatti egyenletekben linearis formdk allnak.

A linearis modell legkézenfekvébb nem-linearis altalanositidsa egyszerfien
ennek az utébbi feltevésnek a feloldasabdl all. Ekkor a kozismert

[E—A]Jz=y
Osszefiiggés helyett az
[B —A@)]z=y

egyenlettel van dolgunk, ahol

Alx) = [a;(&)).

A modell minden egyenlete most
n

S w5 = ($=1,2..,n)
j=1

alaki nem-linearis, de mindenesetre szeparalhaté fiiggvényeket tartalmaz:
hiszen az elemi raforditésfiiggvények tovabbra is egyvaltozdésak.

Erdemes taldn a téma torténetéhez megjegyezni, hogy Evaxs méar 1954-ben,
az elsG nemzetkozi input-output konferencian Input-Output Computations 3]
cimii elGaddsaban a modellt nem-linearis formaban mutatta be, de alapjaban
ez a szeparabilis forma lebegett a szeme elétt. Hasonlé keretben vizsgaltak
a modell nem-linedris kiterjesztését Narar [8], Bop [1], [2] és SANDBERG [9].

Lehet a kérdést azonban bonyolultabb keretben is nézni. Ezt tette bizonyos
fokig méar KEvans is, majd kiilonosen Tamir [10]. Késobb Lamiri [4] majd
Lanir: és Pyarr [5], akik az els6 Lahiri cikk bizonyos hibdit helyesbitették.

Ebben a szélesebb keretben az elemi raforditasi fiiggvények n valtozés nem-
linedris fliggvények. Ez a megkozelités altalinosabb. Nemesak azért, mert
specidlis esetként tartalmazza a korabbit; hanem féleg azért, mert lehetdvé
teszi un. externalitasok, tehat a kiilonboz6 dgazatok technologidira més dga-
zatok fejlédésébdl szarmazé hatdsok figyelembevételét. Tamir modellje
F(a) = y alakt, ahol

Ezzel szemben Lahiri az [E — A(x)]e = y alakbdl indul ki, ahol
A@) = X(@) - (@)~
Ennek megfelelGen Tamir az F(x) leképezés, Lahiri, valamint Lahiri és Pyatt

az A(x) - (x), illetve az 17 A(x) leképezések bizonyos kizgazdaséagilag indokol-
hat6 tulajdonsdgait tételezik fel.

I*
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Milyen feltételek mellett oldhaté meg a modell?

A tovabbiakban az altalinos — tehat nem szeparabilis — modellt vizsgaljuk.
Két alapfeltevést vezetiink be, amelyeket végig érvényeseknek tekintiink.
Ezek az elemi raforditds-fiiggvényeket és az ezekbdl képzett népgazdasigi
raforditasfiiggvényt jellemzik.

Népgazdasagi raforditasfiiggvénynek nevezziik azt a vektorértékiifiiggvényt,
amelynek komponensei megmutatjak, hogy az egyes dgazatok kibocsatdsaibél
mekkora felhasznélas sziikséges valamilyen @ brutté kibocsitds megvaldsita-
sahoz:

Gi(x) 7]
(x'._.(;t')
@) == = X(z) - 1 = A(x) -« € R".

A népgazdasagi raforditasfiiggvény segitségével kifejezhetd a népgazdasag
termelési fiiggvénye:
T F(x)
Fo(x)

Pa) =1 =z —Gz) € R".

ﬁ'" (x)

Fenti jelolésekkel modelliink
(3) Fz) =y
alakban frhaté fel.
Hasznélni fogjuk majd a kiévetkezd fogalmakat:
1. definicié: Az F(x) : R* —~ R™ leképezést izotonnak mondjuk, ha
2l > 2= Pty = F(a?),
2. definicio: Az F(x): R" — R™ leképezést inverz izoténnak mondjuk, ha
F(a¥), = F(a?) =0t > &3,

3. definicié: Az F(x) : Rl — R" leképezést diagondlison kiviil antitén leképe-
zésnek mondjuk, ha valamennyi

Fii(v) = Fi(x + 7e)) i

fiiggvény 7 > 0 novekedésével nem novekszik.
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1. alapfeltevés: Az elemi raforditasfiiggvények R’ -on vannak értelmezve tugy,

hogy
X, j(x) ¥ 4, j-re folytonos R" belsejében

X;/(0) =0V ¢, jre

X;i(x) >0V 14,jre, ha |2

> 0.

2. alapfeltevés: A G(x) leképezés izoton.

Az 1AF. szerint a semmit-termelés nem igényel raforditdst, a valamit-
termelés nem-negativ raforditasokkal jar. A fo]ytonos%got csak a nem-negativ
ortans belsejében kivanjuk meg és ez lehetové teszi un. fix-koltségek jelent-
kezését is.!

A 2AF. értelmében nagyobb tarsadalmi termelés minden agazat termelésé-
bl tobbet emészt fel, mint valamely kisebb. Vegyiik észre, hogy nem kivanunk
izotonitdst az elemi raforditasfiiggvényektol.

A Q) figgvény ezen tuLLJd()mngdnal\ a tovabbiak szempontjabol dontd
jelentdsége van. Nem gyengithets, ha azt akarjuk, hogy a megoldhatdsaggal
kapesolatban pozitiv eredményeink legyenek. Evans 6ta minden vizsgalatban
feltették a raforditasok izotonitdasdt. Az input-output statisztikdk idésoraiban
néha eléfordul, hogy a bruttd kiboesatas agazatonként né egyik évrél a masikra,
de a raforditasfiiggvény értéke nem minden dgazatban novekedett. Kz a jelen-
ség — amely egyébként ritka — nem cafolja 2AF. létjog,«)sults:«igétv. Az input-
output statisztikak nem-homogén szektorok tevékenységét mérik és a jelzett
sanomalia” a szektorokon beliili termelési struktira megvaltozasaval figg
ossze. Az elméleti targyalis homogenitast tételez fel — ennyiben persze elvo-
natkoztat a valésigtol, ahol a homogenitas valdjaban -~ akarmilyen szektor-
bontdst is alkalmazunk — soha nem érvényesiil maradéktalanul.

Az alapfeltevések kovetkeztében érvényes az

1. tétel: F(x) folytonos és diagonalison kiviil antiton.?

F(x) az elemi raforditastiiggvények folytonos fiiggvénye és igy 1AF. értel-
mében maga is folytonos a nem-negativ ortans belsejében. Tekintsiik a leké-
pezést (leot() egyik fuggvenyt Fi(x)-t az x > 0 és az x + 7e; pontokban.
Minthogy « + 7e; - és ((x) izotén, ezért Gi(x + 1e;) = Gi(x). Kovetke-
zésként:

Fix + ve;) = & — Qi + 7e;) < & — Gy(x) = Fy(x).

A kérdés mar most az, hogy ilyen tulajdonsagi termelési fiiggvény mellett
milyen koriilmények kozott képes a modellel jellemzett gazdasig pozitiv
végso felhaszndlast biztositani, illetve képes-e el6irt nagysaga és osszetételi
végsh felhasznalast biztositani.

Nyilvanvalé, hogy erre csak Gn. miikodésképes gazdasag lehet képes.

P A raforditasi fiigegvények folytonossigat mindenki felteszi. Az eltérések csak abban
vannak, hogy az elemi riforditasfiicgvényekre mondjék-e ki a folytonossigot, vagy csak
az dsszevont, alakra, ami cikkiinkben a G /(x) fiaggvény.

2Kz a mnvmllnpllus eloszor Tamarnil jelenik meg.
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4. definicio: Egy a modellel jellemzett gazdasagot miikodGképesnek mondunk,
ha 3 >> 0, gy hogy F(x) > 0.

Ismeretes, hogy linedris esethen a gazdasig miikodGképessége nem csak
sziikséges, de elégséges feltétele is annak, hogy a fenti kérdésre pozitiv vilaszt
lehessen adni. Nem linearis esetben nem ez a helyzet. Kzért itt megkiilonboz-
tetiink elérhetd és nem elérhets végsd kibocesatast.

5. definicié: Egy miikodSképes gazdasaghan elérhetonelk nevezzik az y — 0
végs6 kiboesatast, ha
L; = {x € Rl | Flx) 23} = 0.

A felvetett kérdésre az L; halmaz vizsgilata révén nyeriink valaszt.

2. tétel: Az Ly -~ ¢ halmaz zart a x° = @' () 2* vektormiiveletre, ahol x';
22 € R" és &) = min [&}; £2] Vi-re.

Legyen «';22¢€ L;. Mivel x'>0; 2 > 0= 2% =2 2? > 0. Nyilvin
20 < at és x° < a?, ezért

Gz < G(zY) é8 G(x°) < G(a?)

Belatjuk, hogy z° minden feltételt kielégit. Tekintsiik #,(x°)-t.

Ha & = &, akkor Fy(z°) = & — Gy(2%) = & — G(') = ;.

Ha & = &, akkor F(z° = & — G((2°) = & — Gy(2?®) = ;.
Tehat x° € L;.

Felhasznaljuk az alabbi tényt:

1. segédtétel: Ha a nem iires H < R" kompakt halmaz zirt a N vektormive-
letre: létezik legkisebb eleme.?

Tekintsiik a kovetkezs szélséértékfeladatokat:
& — min
v €H (= 102 L )
Mivel H kompakt és nem iires: ezeknek a feladatoknak van megolddsuk. Legye-
nek ezek: a'; 2?; . . . 2" Képezziik az & = F] 2f vektort. A feltevésiink szerint

i=1
@ € H és ugyanakkor: & < x, Vo € H. Tehat & a I halmaz legkisebb eleme.
3. tétel: Az Ly = {x € R? | F(x) ¥y} ~ 9 halmaznak van legkisebb eleme.

2. tétel miatt Ly zart a M vektormiiveletre. Ha kompakt is, akkor az allitds
az 1. Segédtétel kovetkezménye. Ha Ly nem kompakt: legyen « € Ly, ami
biztosan létezik. Tekintsiik az

Ly ={xecR.| F(x) =¥ » . 7}
3 A segédtétel specialis esete egy G. WINTGENtGl szarmazd tételnek [11], amely elég-

séges feltételt ad arra, hogy egy matematikai programozasi feladatesalad indifferens
legyen a fiiggvények egy adott osztalyéra nézve.
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halmazt. Ez biztosan nem iires és kompakt; van tehat legkisebb eleme, amely
egyben az Lj halmaznak is legkisebb eleme.

4. tétel: Legyen @ az Ly = {x € R" | F(x) > y} halmaz legkisebb eleme. = egy-
ben komplementer megoldas is, azaz

FT[FE) —y]=0.

Tegyiik fel, hogy a komplementaritds nem all fenn. Akkor 3¢ hogy & > 0és
(@) = ;.

Képezziik az & = & — d¢; vektort. Elég kis d-ra: & - 0. F(x) folytonossiga
miatt F,(¥) = F,(x — d¢;) = n;, ha é nem til nagy. Ugyanakkor a diagonali-
son kiviili antitonitds miatt: minden j -= ¢ esetén

Fi(i) = F)@ — d¢;) = Fi(@) =7,

vagyis F(&) -y és igy & € Ly. Azonban & < ¥, ami ellentmond annak, hogy

@ az Ly halmaz legkisebb eleme.

5. tétel: Az Ly ~ ¢ halmaz legkisebb cleme pozitiv: x > 0 és ezért x-ben a
feltételrendszer egyenlGségre teljesiil.

Tegyiik fel, hogy ¥ » 0 vagyis i hogy £ = 0. Ebben az esetben azonban
x nem lehet megengedett. Ugyanis

Fy@) =& — G4(x) < 0

hiszen & = 0 és Gy(x) ~ 0. Vagyis ¥ nem elégiti ki az F(x) - 7; feltételt.
Ha viszont * > 0, akkor a komplementaritas miatt: F(x) = ¥.

Az 5. tétel alapjan most mér levonhatjuk a kévetkeztetéseket a meg-
oldhatésag kérdésében. Kideriil, hogy eldszor is egy sajatos extremum tulaj-
donsaggal talalkozhatunk. Vezessiik be a tarsadalmi termelés koltségeinek a

fogalmat.

6. definicio: A tdrsadalmi termelés koltségfiigguényének nevezink egy R -on
értelmezett () skalirérték(l fiiggvényt, ha eleget tesz az aldbbi tulajdon-
sagoknak:

- ¢(0) =0
— @(x) > 0ha|x| >0
— izotén, vagyis a' >

2?2 — p(xl) = p(2?).

6. tétel - Kgy miikodGképes gazdasigban minden elérhetd végsd kiboesatas
megvalésithaté olyan brutté kibocsatassal, amely azt minimalis tarsadalmi
Osszkoltséggel éri el.

Bérmilyen konkrét tartalma és formaja is legyen a tarsadalmi termelés
koltségeit mérs fiiggvénynek: az a 6. D. értelmében izotén. Marpedig minden
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izoton fiiggvény minimumat a megengedett megoldasok halmazanak legkisebb
elemében veszi fel, ha ilyen elem létezik. Igy esetiinkben: ¢(x) < ¢(x)¥ x € L;.*

fgy allunk tehat minden elérhetd végsd kibocsatis esetében. Az is kénnyen
belathaté, hogy ha létezik elérheté végss kibocsatas a gazdasagban, akkor
minden ennél kisebb végsé6 kiboesatas szintén elérhetd.

7. tétel: Ha y elérhets végss kiboesatas, akkor minden 0 -~ y <~ y ugyancsak
elérhets.?

Minthogy y elérheté 3x, hogy F(x) -y. Minthogy y -~ y: L, = {x € R" |
| F(x) =y} =9, mert F(Z) >y = y.

Az eddig tett feltételezések alapjan nem lehet pozitiv vilaszt adni arra
a kérdésre, hogy tetszdleges y - 0 végsé kiboesatas elérhetd-e. Ennek biztosi-
tasa tovabbi feltételezéseket kivan, amelyek kizarjik a kihozatal olyan m3rvii
romlasat a termelés novekedésével, ahol mar a termelés fenntartasa annyi,
vagy tobb raforditast igényel, mint amennyi a termelés eredménye. Sziikséges
és elégséges feltételt nem ismeriink; eddig csak elégséges feltételek lattak nap-
vilagot. Ilyen példaul az
1. kiegészité feltevés: A G(x) fuggvény szubadditiv vagyis

s 2% > 0-ra
Q' + 2?) < G(at) + G(x?).
1KF. miatt viszont F(x) szuperadditiv, mert

F(a! + a2) = 2! + 22 — G(a! + 2?) > 2t — G(xt) + 2 — G(2?) = F(at) + F(x?).
7. definicio : Kgy gazdasagot fejlodoképesnel mondunk, ha TKF. teljesiil benne.®

8. tétel: Egy fejléddképes gazdasigban tetszileges végsé kiboesatas: y - 0
elérheto.

Minthogy a fejléddképes gazdasag eleve miikodSképes: J hogy F(x) —
= y - 0. Megmutatjuk, hogy az igy elért végso kiboesatias megkétszerezheto.

1A 3—6. tételek specidlis esetei, illetve kivetkezményei a z-fiiggvények minimalitisi
és komplementaritasi tulajdonsagainak, amelycket elészor Tamir vett észre. A nem-
linearis input-output modell mecoldasinak minimalitasi tulajdonsiga azonban szerepel
mar Kvansnal is és kés6bb Sandbergnél, Lahirindl és természetesen Laliri és Pyatindl.

> Kzt az Osszefiiggést mir Kvans dészrevette,

6 A kiillonbozé szerzok eltérd alaka, de egymishoz nagyon hasonld tartahni feltételek-
kel biztositjak, hogy tetszOleges végss kiboesitis elérhetd legyen.

Nataf feltételezi, hogy az atlagos fajlagos riforditasi egyiitthatok a tevékenyséoek
nivekedésével nem nének, és hogy ezért az [ 1 — A(x) | matrix mindig ,,Leontief tipusa™.

Sandbergnél az elemi raforditasi fiigevények konkiavok és amatrix mindig an. P” mitrix,
ami az adott esetben azonos azzal, hogy Leontief tipusa is.

Lahiri és Pyatt vészben a G(ja) — 2G(x) (4 > 1) feltevéssel élnek, részben azt teszik fel,
hogy az osszes fajlagos anyagfelhasznalis o bruttd termelds novekedésével nem né és
mindig 1 alatt marad:

2l > a2t o 1T A@?) < 1TA@?) < 1.

Ez a feltételezés is azt eredményezi, hogy az [F — A(x)] matrix ,,Leontief tipusu™ akdr-
mekkora is a brutté termelés.
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Legyen

Rl

&l

+ ¥y és

2|
Il
<

1 KF. miatt B b
Fz) > F@) + Fix) =y

vagyis L; # 0. A megduplazds kell6 szami megismétlésével olyan elérhetd
végs6 kibocsdtashoz jutunk: §, amelyre § = y. De akkor a 7. tétel alapjin

L, =4d.

A modell néhany tulajdonsaga tovabbi kiegészit6 feltevések mellett

A linedris input-output modell nevezetes sajétossaga, hogy miikodGképes
gazdasag esetében az egyiitthatomatrix: mindig invertalhaté és inverze nem
negativ. Felvetddik a kérdés, hogy a nem linedris esetben miként nyilvanul
meg ez a sajatossag.

Az eddigi vizsgalatainkhoz technikai jellegii feltételként csak az elemi ré-
forditasfiiggvények folytonossagara volt sziikkség. Most potldlag feltételezziik
a modellben szerepld leképezések differencialhatésagat és |, regularitdsat’ is.

2. kiegészit feltevés: ((x) a nem-negativ ortans minden belsé pontjaban diffe-
renciathato.

2KF. miatt F(x) is differencialhaté. A differencidlhatésag kovetkeztében
léteznek parcidlis deriviltjaik és képezhetSk a megfelel§ Jacobi-matrixok:
VG(z) é8 VF(x)=FE — VG ).

V/G(x) elemel differencidlis fajlagos raforditasi egyiitthaték. Durvan szélva

oG (x) , ... . - ’ ' re .

B ’(—l kifejezi azt az i-ik szektorbdl szarmazo tobbletraforditast, amely ahhoz
aE
o¢;

szitkséges, hogy a tirsadalmi termelést a j-ik agazatban az » szintrél egy
egységgeel noveljiik.
Minthogy (/(2) izotén: VG(x) - 0.

3. kiegészito feltevés: A "/ F(r) matrix a nem-negativ ortans belsejének minden
pontjaban nem-szinguldris, azaz [\/ F(x)]~' létezik R" -ban.

Megmutatjuk, hogy 2KF. és 3KF. mellett érvényes a
2. segédtétel: Legyen x az Ly = {x € R" |y — F(x) = H(x) = 0} halmaz leg-
kisebb eleme. A 2. és 3. kiegészits feltevésbdl kivetkezik, hogy z-ben teljesiil
a nem-linedris programozas elméletéhdl ismert Mangasarian-féle regularitasi
feltétel.

8. definicio: Adva H(x) m-elemfi vektorfiiggvény egy K < R" halmazon. Azt
mondjuk, hogy az ¥ € L = {x € K| H(x) - 0} pontban teljesiil a Mangasarian-
féle regulavitasi feltétel, ha

1. H(x) differencidlhatd x-ben, Vi € 19x).
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2. Létezik olyan ¢ € R™ vektor, amelyre
" VH{(Z) > 0; ha i¢€I%z),
" VH(x) > 0, ha i¢I%a),

ahol /°(x) az x pontban aktiv (egyenl8ségre teljesiilG) feltételek indexhalmaza.,
I°(%) az x pontban pszeudokonkdv aktiv feltételek indexhalmaza és I%(z)
az ¥ pontban nem-pszeudokonkdv aktiv feltételek indexhalmaza.

A mi esetiinkben H () minden feltételben aktiv, hiszen az 5. tétel szerint
Fx)y=y ~ Hx)=0 6 x > 0. H(x) értelemszeriien a nem-negativ ortans-
ban differencidlhaté. Mivel </ H(x) = —\/ F(x), legyen ¢ = — [V F(z)]~!- 1.
Ez kielégiti hatirozott egyenltlenség formajaban a regularitdsi feltétel 2.
kovetelményét:

VHE) ¢ = —VFE){—[AFE]1) -1 =1 0.

A regularitds biztositja, hogy a modell termelési fiigggvényének Jacobi-
matrixa nem-negativ inverzzel rendelkezzék bizonyos pontokban.

9. tétel: Legyenx az Ly = {x € R [y — F(z) - 0} .~ ¢ halmaz legkisebb eleme.
F(x) Jacobi métrixa T-ben nem szinguldris és inverze nem negativ.

A nemszingularitds a 3KF. kovetkezménye. Minthogy ¥ legkisebb eleme
Lg-ben, ezért ¥ optimdlis megoldasa az alabbi programozasi feladatoknak:

&, — min! (6 = 1,2, v vy W)
Hx)=y — F(x) =<0
x € R,

Minthogy = - 0 és teljesiil a Mangasarian-féle regularitisi feltétel, teljesiil-
nek az optimalitds szitkséges feltételeiként az in. Kuhn -Tucker feltételek.
Léteznek tehdt olyan w; - 0 (i = 1,2, .. ., u) vektorok, hogy a célfiiggvények
gradiensei x-ben megegyeznek az aktiv feltételek gradiensei nem-pozitiv lines-
ris kombinaciéval. All tehat, hogy

¢, = — VH(T)u,; Vi-re.
Legyen
Ui s s &5 Wy
Akkor:
E=_-VHE)U =VFE&) -U

[(VF@)]=U=o0.

Biztosithaté-e a termelési fiiggvény Jacobi matrixanak nem-negativ inverze
a pozitiv ortans minden pontjaban? Tovabbi feltételezések nélkiil ez altala-
ban nem érhetd el.

Mindeddig azonban semmiféle lényeges kikotést sem tettiink a modellben
szerepld fiiggvények tipusardl. Legyen most:
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4. kiegészito feltevés: F(x) kvazikonvex R -ban.

Ez annyit jelent, hogy ha 2! és a? a tarsadalmi termelés két kiilonbozd
szintje és x° = Ja' 4+ (1 — A)a? (0 < A < 1) valamilyen &tlagos szint a ketts
kozott, akkor ez az atlagos brutté kibocesatas egyetlen termékbdl sem bizto-
sithat nagyobb végsd kibocesatast, mint a kiindul6 tevékenségek altal biztosi-
tott végsd kibocesatdsok koziil a nagyobbik.

Uj feltételiink megszorité jellegli, de sok gyakorlati tapasztalat alitdmasz-
tani latszik. Ugyanakkor ez a feltevés sem tamaszthaté ald egyértelmiien
statisztikai adatokkal.

Ellentmondé jelenségek f6ként a mezigazdasiagnal mutatkoznak. Ami ért-
heté is, ha meggondoljuk, hogy a mezdgazdasdgi dgazatok kihozatala a rafor-
ditdsok altal nincsen tigy meghatdrozva, mint pl. az iparban. Az iddjarasi
viszonyok ugyanis lényegesen befolydsoljak a technolégia tényleges haté-
konysagat.

Az F(x) leképezés Jacobi matrixdnak nem negativ invertalhatésdga szoros
kapesolatban van azzal, hogy F(x) inverz izotén-e vagy sem. A termelési fiigg-
vény inverz izotonitdsa annyit jelent, hogy nagyobb végsé kibocesatas eléré-
séhez nagyobb brutté termelésre van sziikség.

10. tétel: 2., 3. és 4KF. feltételezése mellett legyen az F(a) Jacobi matrixa
a pozitiv ortins minden pontjaban nem-negativan invertialhaté. Ekkor F(x)
inverz izotén.”

Legyen al és a? R két tetszileges pontja gy, hogy

F(xt) = F(a?).
A leképezés kvazikonvexitdasa miatt
(2 — 2477 Fiz!) < 0.
Azonban [V F(xY)]-' - 0. fgy a2 — 2" - 0 és a' - 2 Tehat
F(2t) = F(a?) — 2! > a?

A tétel allitdsanak megforditasahoz nem sziikséges a kvézikonvexitas fel-
tételezése. A Jacobi matrix inverzének nem-negativitdsat a leképezés inverz
izotén volta biztositja, amint ezt Moré és Rheinboldt [7]-ben bizonyitottak.
LL. tétel:® Teljesiiljon 2KF., 3KF. és legyen F(x) inverz izotén: akkor
[VF(@x)]"* > 0 Va € R -ban.

Valasszuk az s irdnyt Ggy, hogy ©/ F(x) - s ~ 0. Minthogy ¥/ ¥(r) nem-
szingularis, ilyen irdny létezik. Ekkor

lim 1 [(Flx + 28) — Flz)] = VF(x) - s > 0.

T—-=40 T

" MorE: és RHBINBOLDT [7]-ben konvex leképzésre bizonyitottiak, hogy az akkor és
csak akkor inverz izotén, ha [ #(x)]~! létezik é8 nem-negativ valamilyen D < R" nyilt,
konvex halmazon. A tétel elégséges feltételt add részéhez csak kvazikonvexitast kell
feltételezni. '

A 11, tétel és bizonyitasa Morétol és Rheinboldtiol szarmazik.
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Igy elég kicsing 7> 0-ra F(x + 75) > F(x) és a feltételezett inverz-
izotonitas miatt s - 0. Legyen mar most / F(z)-s - 0. Képezzitkk az

8§ — k [VF@)]71-1 (x = 0,1, 2,...) sorozatot. Ekkor
>
VF@) ¢ = F(2) [3 +1lw F@)]=1- 1] - o.
P

Igy az el0z6k miatt & -0 (x — 1,2,...), aminek kovetkeztében

8 =lim s* > 0.
Tehat / F(x) olyan mdtrix, hogy VF(x) -s -0 -s -0. Bz viszont azt
jelenti, hogy [/ F(x)]~1 - 0.

12. #étel: Ha F(x) inverz izoton: az F(x) = y egyenletrendszer megoldasa,
minden elérhetd végsd kiboesatdasnal egyértelmii.

Legyen @ az Ly — {x € R" |F(x) -y} ~ 0 halmaz legkisebb eleme. Az 5.
tétel kovetkeztében: F(x) — y. Tegyiik fel 5& - ¥ tgy, hogy F (&) - Y. Mint-
hogy  a halmaz legkisebb eleme, ® <~ &. Az inverz izotonitas miatt F(x)

- F(x) = ¥ - &, ami ellentmond annak, hogy < &.

4KF.-ben bizonyos korlatot allitottunk a kihozatal, vagy ha tetszik a brutté
termelés hatékonysiga, novekedésének. Nem tiinik kevéshé indokolhaténak
a hatékonysag eetleges csokkenésének a korlatozasa sem. Ezért a tovabbiak-
ban legyen

min [ F(x'); Fx)*] - F(x® - max [F(xY); F(a?)).
Kz annyit jelent, hogy ha a brutté termelés valamilyen @' szintrgl valamilyen
% szintre valtozik: kozben
0 ="Ap" 4 (1 A)atre (04 -1)
— mindig elériink legalabb akkora végsé kiboesatast, mint a kisebb szinti
végpontban és

— mindig legfeljebb akkora végsé kibocsitast ériink el, mint a magasabb
szinti végpontban.

5. kiegészito feltevés: Legyen F(x)R"-ben kvazimonoton.
3. segédtétel: Ha H(x) alulrdl félig folytonos m elemti kvazimonoton vektor-
fiiggvény egy P < R" poliéderen, akkor az L = {x € P|H(x) <" b} halmaz

minden b € R™ mellett maga is poliéder.

A 3. segédtétel bizonyitasit lisd Marros [6] konyvének 78. oldalin.
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13. tétel: 5KF. mellett minden L, = {x € R | F(x) >y} halmaz: poliéder.
1AF. miatt F(x) folytonos; a segédtételben szereplé poliéder szerepét a nem-
negativ ortdins télti be; a kvazimonotonitast pedig feltételeztiik.

Szigoritsuk meg valamelyest 5KF-t.

ba. kiegészitd feltevés : Legyen F(x) Ggy kvazimonoton, hogy egyidejiileg pszeu-
dokonvex is R"-ban.

14. tétel: 5aKF. mellett minden elérheté végsé felhasznalashoz tartozéd Ly =
=[x € R | F(x) - ¥y} ~ ¢ halmaz megegyezik a

K; = {x € R} |(x — 2)T VF(®) = 0}
poliéderrel, ahol = az L; halmaz legkisebb eleme. Legyen « € L, akkor: x - 0

5 =
és F(x) -7y, ugyanakkor: F(r) = y, tehat a kvdzikonkavitas ﬂliatt:

F(x) = F@) = (x — z)" VF@) = 0.
Vagyis: x € K.

Legyen x € Ky, tehat 2 -0 és (x — z)T \V F(x) > 0. Ekkor a pszeudokon-
vexitas miatt: F(z) > F(x) = y. Vagyis: x € L.

( Beérkezett: 1982. februdr 17-én)
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ON NONLINEAR GENERALIZATIONS OF THE OPEN,
STATIC INPUT-OUTPUT MODEL

We give a survey on several nonlinear generalizations of the open, static input- output
model.-We consider that form of the model in which all inputs depend on the activity
levels of each sector. Properties of the model will be proven direetly in a unified frame-
work. The model has the following form:

[ — G(x)] = F(z) =

where (¢ and F represent continuous mappings from R, R".

We show that the statements proven in [1] for a specific model, in which each input
depends only on the activity level of the consuming sector, are still valid for the general
scheme. So among others:

— there exists a gross output vector: #, with minimum social cost for each reachable
final output;

— if @, is a regular point: the Jacobian of the mapping F(z) has nonnegative
inverse.

Further properties of the model can be proven under certain assumptions concerning
the behaviour of the mapping 1"(.7) over the nonnegatéve orthant:

— if F(z) is quasiconvex in H+. I'(.r) is inverse isotonic

— if F(x) is inverse isotonic in If+: it has a nonnegative inverse in the positive orthant

— if F(x) is inverse isotonic and the equation F(x) == y has solution: the solution is
unique

— if F(x) is quasimonotonic in R": the feasible gross outputs bhelonging to a given
final output form a polytope.

HEJIMHEAHBIE OBOBWEHUWST OTKPBLITON, CTATUUECKON MOJIEJIU
BBOI-BbIBO 1

B paccmatpuBaemoii padote jaercs 0030p Haudosiee CyleCTBEHHbIX PedyJibTaToB, JOCTHIHY-
THIX B OTHOLIEHUH HeJMHEIHbIX 00001IeHHH OTKPBITOI, CTATHYECK 0l MOJIEJIH BBOA-BLIBOJL. B ac-
nexTe YHU(PHIMPOBAHHOTO MOAXO0AA JAETCSI HEMOCPEeJCTBCHHOE JOKA3ATe/ILCTBO Ha Ty (opmy
MOJIe/IH, B KOTOPOH BCE 3aTPaTthl 3aBUCSIT OT YPOBHS JESITE/ILHOCTII BCeX oTpaciieil, T. e. 0T Bek-
TOpa 0011eCTBEHHOI BaJ0BOH NPOAYKLUHH.

ITo cBoeli Gopme MOjesIb SIBJISIETCS CJIeAy I01ei:

[x — G(x¥)] = F(x) =
rae

G 1 F npeacrasisiior co00if HenpepbiBHOE 0ToOpaskenie R’ B R".

VKa3bIBaeTCs1, YTO 1 B OTHOWEHHH 3T0H 00Jjiee 00001IEHH0I MOJeIIi sIBJISIIOTCS CIIPaBe/UINBLI-
MH BCe€ Te€ BbIBOJBI, KOTOpbIE B Haueii crarbe, 0003Hauaemoil kak (1) ObUIM OTHECEHDI K TaKoli
CrelHa/IbHON MOJIEJIH, B KOTOPO Bee 3aTpaThl 3aBUCHIIN HCKIIIOYHTEIILHO OT JESTETLHOCTH 110~
Tpednsiomeil orpacan. Tak, nanpumep,

OTHOCHTEAbHO 1100010 JOCTUIHYTOr0 KOHEYHOT'0 1OTPeOJIeHHsT CyIUeCTBYeT TaKasi Basio-
Basl NPOAYKLMS X, KOTOpast peaju3yercsi npil MUHHMAJILHBIX COBOKYIHbBIX OOILECTBEHHbLIX
3aTparax;

€CJIH X, SIBJISIETCS] perysipHoii Toukol F(x), 1o B x, matpuua Slicoon pynimn F(x) umeer
HEOTPHLATEeILHYI0 00paTHY 0 MATPHILY.

Hapsiay ¢ pasinuHbIMH NPEINOI0XKEHUSMH OTHOCHTEIbHO 110BEJICHHs1 0To0paXkenus F(x) B
HEOTPHIIATEILHOE MHOYKECTBO YCTAHABJIMBAIOTCSI M Jipyrue cBoiicTBa mojesm. Hanpumep,
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— ecom F(x) B I(”}r KBaSHBbLINYKJasi, TO OHa, BMECTE C TeM 1 00paTHjo0 U30TOHHA;
— ecin F(x) B 1%1 00paTIII0 N30TOHHA, TO B MOJIOKUTEIbHOM KBaapaHTe ee MaTpuua SIkoou
obsamaeT HeoTpULaTe IbHONH 00paTHOM MaTpuieii;
ecaut F(x) 00paTiMo U30TOHHA, TO PEIIeHHe CHCTeMbI YPOBHEHHSs F(X)-y — eCJiu OHO BOOO-
111e CYLIeCTBYeT — SIBJISIETCS 0JHO3HAUHbIM;
ecsin F(x) B Ié’i SIBJISIETCST KBa3MMOHOTOHHbIM, TO JONYCTHMOE Baj10Basi NPOAYKIMS, OTHO-
CAUAACS K KAKOMY-TO KOHEYHOMY BBINYCKY 00pa3yeT MHOTOTDAHHHUK.



ZAvLAT ERNG

Nem-negativ Leontief-inverz létezésének két
kozgazdasagi kritériuma

Bevezetés

A linedris input-ovtput modellel végzett elemzésekben kulesszerepet tolt
be a fajlagos raforditdsi matrix (4) Gn. Leontief-inverze (K — 4)-1. A Leon-
tief-inverz (idénként az egyszeriiség kedvéért: inverz métrix) kiillénbézé lehe-
séges kozgazdasdgi interpretdcidi, amelyekkel itt nem foglalkozunk, rend-
szerint az inverz matrix nem-negativitdsat is megkovetelik. Nem véletlen
tehdt, hogy a nem-negativ Leontief-inverz létezésének matematikai illetve
kozgazdasagi kritériumai megkiilonboztetett figyelmet élveznek az elméleti
irodalomban. Kéziiliik legismertebbek a HAWKINS — Sivmon [3], illetve GaALg
[2] dltal adott kritériumok. Az alternativ kritériumokat és azok egyenértékii-
ségét kimeritd részletességgel targyalja Nikarno [9].

Matematikai szemponthdl nézve a fenti inverz Iétezése és nem-negativitasa
(feltéve, hogy A4 nem-negativ) egyenértékii azzal az allitdssal, hogy 4 domi-
nans sajatértéke 1-nél kisebb (lésd a Perron— Frobenius-féle sajitérték-tétele-
ket, példaul Krekd B. [5], Nikamvo [9], Rozsa P. [11] miivekben). Kozgaz-
déaszok szdmdra tobbet mondanak GarLe [2] in. produktivitdsi kritériumai.
Az A miétrix produktivitasinak feltételezése ismét esak egyenértékii a nem-
negativ inverz matrix létezésének feltételezésével. Gale az dltaldnos, illetve
az irreducibilis 4 métrix esetére kiilon fogalmazta meg a produktivitds koz-
gazdasagi kritériumat. A kritériumok egyarant megadhaték primdlis és dudlis
megfogalmazdsban, amelyeket Rosixsox [10] nyomén technoldgiai illetve
gazdasagi produktivitisnak lehet nevezni.

A technoldgiai produktivitas Gale dltal adott feltétele az dltalinos esetre a
kovetkezSképpen foglalhaté Gssze. Az A riforditdsi egyiitthaté matrix pro-
duktiv, azaz van nem-negativ Leontief-inverze, ha a vizsgilt gazdasighan
minden termékbdl van végss kiboesdtas, vagy ugyanazon dtlagos raforditasok
mellett (egyéb feltételektdl eltekintve) elvben keletkezhetne. Ami a feltétel
elsé felét (tényleges termelés) illeti, ott az a kitétel okozhat fennakadést,
hogy ,,minden termékbdl van végss kiboesitds”, hiszen rendszerint vannak
olyan termékek, amelyekre a végsé fogyasztasban nines sziikség. A fiktiv ter-
melés bevezetésével viszont ismét til matematikaivd valik a feltétel. Hogyan
lehetne eldénteni azt, hogy elképzelheté-e ilyen termelés? A kérdés eldontése
matematikai szemponthél valéban egyenértékii (£ — A) invertdlhatésaganak
megvizsgildsival. Erdemes még a feltétel kapesan utalni arra, hogy bar
explicite nem kotéttiik ki, hogy a vizsgalt gazdasagban minden terméket ter-
melnek, a feltételbsl azonban ez kivetkezik.

A jelzett megkotést kivinta enyhiteni Gale az irreducibilitds fogalmanak
bevezetésével. Ebben az esetben mar elegendd mindéssze annyit feltenni,
hogy legalabb egy dgazat termékéhil van végsd kiboesatas. Az irreducibilitas

2 Szigma
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(indekompozébilitas) fogalmat sokféleképpen definialhatjuk és jellemezhet-
jik. Nem célunk ezekkel itt részletesen foglalkozni, a fogalmat nem eléggé
ismerd olvasé szamadra ismét csak a mar korabban jelzett irodalmakat, illetve
Moczir J. [6] dolgozatat ajanlhatjuk. A tovdbbi felhaszndlds szdmara kozol-
jiik az irreducibilitds egyik alternativ definiciéjat. 1§ szerint egy A métrix
akkor irreducibilis, ha barmely i, j indexpar esetén van olyan ¢ = k. k,, ...
.- kg = j indexsorozat, hogy e, ., 0 (t=0,1,... 5 — 1). Kozgazda-
sagilag ez a feltétel annyit jelent, hogy barmely dgazat kozvetleniil (s = 1)
vagy kozvetve (s - 1) igényli barmely mésik agazat termelését. Vagyis ahhoz,
hogy valamely dgazat termelhessen, minden mas dgazatnak termelnie kell. Az
agazatok (termékek) ilyen szoros, kélesonds fiigeGségének feltételezése, kiili-
nosen termékek szintjén megfogalmazott modellek esetén ismét esak ellen-
téthen van a valdsagos megfigyelésekkel, mivel egy gazdasigban nyilvanva-
l6an lehetnek 6ndllé agazatesoportok. Ismét megjegyerziik, hogy a latszélag
enyhébb megkotéssel szemben a teljes termelés vektora most is esak haté-
rozottan pozitiv lehet.

A fentiek miatt érdekesnek litszik megvizsgalni, vajon lehet-e Gale felté-
teleivel egyenértékii, kozgazdasigi oldalrdl kézenfekvébb produktivitasi kri-
tériumokat megfogalmazni. A kérdés termdészetesen inkabb elméleti, s nem
gyakorlati szemponthdl érdekes. Részben emiatt is, vizsgilatunkat a marxi
értékmeghatarozdas ismert input-output modelljének keretében végezziik el
(lisd példaul Bropy A. [1] és Morismima [7]). Meg fogjuk mutatni, hogy
lehetséges Gale kritériumait altaldnositani, illetve kozgazdasigi szemponthol
elfogadhatébbakkal helyettesiteni. A két Gj kritérium az oncélii termelés, illetve
a gazdasag teljes automatizdlhatésiganak szabatos fogalmain alapul. Egyidejii-
leg megmutatjuk azt is, hogy a tiszta drutermelés modelljében a bevezetendd
kritériumok sziikségképpen teljesiilnek és egyben elégségesek a pozitiv értékek
létezésének igazolasahoz.

Produktivitas és oncéla termelés

Egy gazdasagban egy adott dgazatesoportrl akkor mondjuk, hogy éncéli
termelést folytat, ha elGillitott termékeik nem haladjak meg sajat termeld
felhasznaldsukat ugyanezen termékekbdl (kiilsG igények kielégitésérdl tehat
sz6 sem lehet).

Egy a termelés esetén tehat akkor beszéliink oneélia termelésrdl, ha A-nak
van olyan

dekompozicidja, hogy x-et is megfeleléen particionalva azt kapjuk, hogy!

‘

Ty L Agg2y' €8 2y >0, (1)

PKét vektor kozotti nagysagrendi reliciok jelslésére - (minden komponensében
nagyobb), = (nem kisebb és legalibb egy komponensében nagyobb) és - (cavetlen

komponensében sem kisebb) jeleket fogjuk hasznalni.
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Célszerii lesz kozelebbrdl megvilagitani a bevezetett fogalmat. Nyilvanvald,
hogy ha egy gazdasagot zart termelési modellben dbrazolunk, akkor az adott
gazdasig természetszertileg oncéli termelést folytat, s itt a fogalom nem
pérosul semmiféle negativ megitéléssel. Ha viszont a termelést sziiken értel-
mezziik, s a termelés alapvetd céljanak a végss kibocesdtds elérését tekintjiik,
a termel6 fogyasztast pedig sziikséges -,ldoza‘o]ml\ akkor az oncéli termelést
negativan kell megitélniink, olyan tevékenységnek, amely a felhasznalt elsdd-
leges eréforrdsokat elpazarolja. Nyilt modellek esetében rendszerint ez utébbi
értelmezés a helyénvald.

Meg lehet mutatni, hogy a termelé felhaszndlasanal (pétlasnal) tobbet ter-
mel§? gazdasigban az dgazatok egy (valédi) része csak akkor folytathat oncéli
termelést, ha az A matrix, azaz a gazdasag nem teljesen osszefiiggd (reducibilis).

Forditva azonban ez nem sziikségszer(i. Bgy reducibilis gazdasigban — ezt
az allitast be is fogjuk bizonyitani nem folyhat 6neéla termelés, ha minden

agazat kozvetleniil vagy kozvetve hozzajarul a végss kiboesatashoz. Ez viszont
joval enyhébl feltétel, mint az irreducibilitds. Fennallhat ugyanis akkor is,
amikor — szélsGséges esetet véve — a gazdasdg egymastol teljesen figgetlen
agazatesoportokra esik szét. Csupan annyit kell feltételezniink, hogy ezen
onallé dgazatesoportok mindegyikének van valamibdl végsS kiboesatasa, s
ehhez az adott csoporton beliil mindenki valamivel hozzajarul.

Mar itt célszer felhivni a figyelmet arra, hogy Gale kritériumai az onecéli
termelés lehetdségét kizarjik. Az dltalinos esetben ez teljesen nyilvinvalg,
hiszen minden dgazat termékébdl van végsé kiboesatas. A masik esetben
viszont az irreducibilitas feltevése, mint tudjuk, éppen azt jelenti, hogy min-
den dgazat termékére sziikség van, kozvetlenil vagy kozvetve, barmelyik
agazathol szarmazo végss kiboesatas elGallitiasahoz. Vagyis a gyenge produk-
tivitds és az oncéli termelés hianya Gale két kritériumanak dltaldanositasat
szolgaltatja.

Megjegyzendd még a definicié kapesan, hogy az (1) feltételbsl mar az is
kovetkezik, hogy az A,, matrix dominans sajatértéke 1 vagy I-nél nagyobb.
Bz a ‘-thdf(’l((‘f\ “tételekbd] ismert allitas, de kénnyen igazolhatjuk is. Ha
ugyanis a jelzett sajatérték 1-nél kisebb lenne, akkor (K — A,,)~! létezne
és nem-negativ lenne. lNzen inverzzel az (1) egyenlGtlenség (K A,y)x, 0
alakjat heszorozva x, < 0 egyenlGtlenséghez jutnank, ellentétben feltevésiink-
kel. Ha viszont A,, dominans sajatértéke 1 vagy 1-nél nagyobb, akkor nem
létezhet olyan pi nem-negativ vektor, amelyre fenndllna a p§ - p¥ A,, egyen-
I6tlenség.® Kgy olyan gazdasigban, ahol minden dru termeléséhez sziikség
an (kozvetleniil vagy kozvetve) valamilyen pozitiv ard elsédleges erdforrasra,
példéul munkaerdre, mindez egyszersmind azt is jelenti, hogy nines olyan
arrendszer, hogy legalibly egy agazat ne legyen veszteséges. Tiszta drutermelés
viszonyai kozitt tehat az éncéli termelés /clzefoser/p lényegében kizdrt.

Mindezekhdl a fejtegetésekbol is latszik mar, hogy az dncéli termelés hidnya
és a termeld rendszer produktivitdasa e;,ymdst szorosan feltételezd fogd,lmal\ Bzt
fogjuk a kivetkez6kben bebizonyitani. El6szor egy fentebb mar el6rebocsa-
tott allitast fogunk tétel formdajaban bizonyitani.

>

2 [zt a kritériumot gyenge technoldgiai produktivitasnak lehetne nevezni, mivel
Gale mindkét feltétele magiban rejti.

* 18z ugyanis éppen a Gale-féle produktivitasi feltétel dudlis (gazdasigi) valtozata,
amibdl az kovetkezne, hogy a nevezett sajatérték 1-nél kisebb.

2k
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1. TETEL: Egy (gyengén produktiv) gazdasigban, ahol minden Agazat
termel (x > 0) és van végss kibocsatas (x > Ax), akkor és csak akkor folyik
oncéli termelés, ha a végs6 kibocsatast nem adé agazatok kozott vannak
olyanok, amelyek termelését egyetlen végsG kiboesatoé agazat sem igényli,
sem kozvetleniil, sem kozvetve.

Bizonyitds: Nyilvan elegenddé azt megmutatni, hogy azok és csak azok
az dgazatok alkotnak éncéli termelést folytatd dgazatesoportot, amelyek ter-
melésére a végso kibocesatdst adé dgazatok nem tamasztanak sem kozvetleniil,
sem kozvetve igényt.

Legyen I, a végso kiboesaté dgazatok indexeinek halmaza. llyen dgazatok
definicié szerint nem folytathatnak oncéli termelést. Legyen [, azon nem
végso kiboesaté agazatok indexhalmaza, amelyek kozvetleniil vagy kozvetve
sszallitanak” a végsé kiboesatoknak. Azaz j € [, akkor és esak akkor, ha
7¢I, és van ()lyan } == fos Jits o)y index sol(v,at. hogy j. € Iy és aj ., > 0
(t=0,1,..., &k — 1). Nyilvanval6, hogy az I,-be tartoz6 agazatok sem tar-
tozhatnak éneéli agazatesoporthoz.

Oncéli termelést tolytato agazatok tehat csak az N — (I, U I;) dgazatok
kozott lehetnek, ahol N = {1, 2,...,n}. Ha tehat oncélii termelés folyik,
aklkor szitkségképpen kell lenni ()lyan agazatoknak, amelyek sem kozvetleniil,
sem kozvetve nem jarulnak hozzi a végso kibocsatdashoz.

Most megmutatjuk, hogy a fennmaraddé dgazatok valéban egy oncéla ter-
melést folytato csopm'tot képoznek Ehhez v etryuk figyelembe, hogy «,;; —
minden 1 € N — (I, U ;) és j€I,U I, esetén.

Ha ugydniq a; poatlv lenne, akkor az i-edik dgazat kozvetleniil szallitana
vagy egy végso l\ll)ocsatonak vagy egy olyan dtrumtrmk, amelyik kozvetleniil
vagy kozvetve szallit végsd kiboesité agazatnak. Akarmelyik eset all is eld,
az 1-edik agu,at kozvetleniil vagy kmvetv( szallitoja lenne valamelyik végsd
kiboesatonak, gy feltevésiinkkel ellentéthen az I, halmazban lenne.

Particionaljuk most az 4 matrixot és az x vektort az alabbiak szerint:

Agpy = {ay;:0,J€N — (I, U}
2y = {m, 1P EN — (I, UT)}.
Az @ > Awx osszefiiggés miatt, tovabbda mivel 4, — 0 azt kapjuk, hogy
Ly =14 a0,
De mivel ezen dgazatoknak nines végso kibocsatisa, ezért
Ty = Agyy,
vagyis valéban dncélit termelést folytaté agazatokrdl van 8z6.* Kzzel a bizo-
nyitast befejeztiik.
A teljes automatizalhatosdg kritériuméaval valé késGbbi ésszehasonlitdas vé-
gett fel kivanjuk hivni az olvasé figyelmét egy érdekes strukturdlis jellegze-

tességre. Nevezetesen arra, hogy egy gyengén produktiv és oncéli termelést
folytaté gazdasigban van olyan adgazatcsoport (7,), amely esetében A4, — 0

4 Az ilyen termelérendszert Gale [2] kvazi-produktiv gazdasignak nevezi (a mi fogal-
mainkkal csak gyengén produlktiv gazdasigrol beszélhetnénk).
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és a netté kibocsatas megfelelé alvektora a9 = 0. Latni fogjuk majd, hogy
teljes automatizalhatésag esetén ennek dualis megfelel§jét fogjuk kapni.

Valés megfigyelésen alapulé AKM-ek esetében nyilvan minden dgazat ter-
mel (z - 0), s ha a munkaerd-szektor nem szerepel az dgazatok kozott, akkor
kell lennie végss kiboesatdsnak is. Azt viszont nem lehet garantalni, hogy
minden dgazat netté kiboesatasa nem-negativ, ugyanis a kiilsé forrasok (kész-
let, import) igénybevétele egyes agazati kiboesatasok esetében meghaladhatja
a kiilsG fogyasztast. Ha azonban a #ényleges termelés vagy (valtozatlannak
tekintett fajlagos raforditasok mellett) valamilyen fiktiv termelés akkora,
hogy minden agazat nett6 kibocsatasa nem-negativ és néhanyé pozitiv, akkor
az oncéli termelés hidnya biztositja 4 nem-negativ Leontief-inverzének léte-
zését. 1zt fogalmazzuk meg és bizonyitjuk be az aldbbiakban.

2. TETEL: Tegyiik fel, hogy az A fajlagos raforditési egyiitthatokkal jel-
lemzett, gazdasighan minden dgazat termel (x - 0), és minden dgazat nettd
kiboesiatasa nem-negativ, néhanyé pozitiv (azaz a gazdasiag gyengén pro-
duktiv):

x> Ax, (2)
tovabbi a gazdasigban nem folyik oneéli termelés. A fenti gazdasag 4 mat-
rixanak létezik nem-negativ Leontief-inverze. Altalaban pedig, ha A-nak van
nem-negativ L-inverze, akkor az adott raforditdsi egyiitthaték mellett nem
képzelhetG el oneéla termelés.

Bizonyitas: A tétel elsd felének bizonyitasihoz azt fogjuk megmutatni,
hogy A dominans sajatértéke 1-nél kisebb, amib6l mar — mint ismert (lasd

a Perron— Frobenius-tételeket) — kovetkezik allitdsunk helyessége.
Mivel x = 0, ezért tetszdleges 1-nél nagyobb k esetén azt kapjuk, hogy
kx > Aex.

A Perron — Frobenius-tételekbdl kovetkezik,® hogy A(4) (az A métrix domi-
nans sajatértéke) ezen k értékeknél csak kisebb lehet.

Meg kell még mutatni, hogy A(4) nem lehet 1 sem. Indirekt iton bizonyi-
tunk. Ha 1 az A matrix domindns sajatértéke lenne, akkor tartozna hozza
szemipozitfv @, sajatvektor, amely tehat kielégitené az alabbi egyenldséget:

xg=zeAne (3)

A (2) és (3) osszefiiggések Osszevetésébdl kozvetleniil beldthatod, hogy x és
@, aranyaiban sziikségképpen eltér. Eppen ezért van olyan pozitiv « skaldr,
amely esetén az alabbi szabély szerint képzett x, vektor szemipozitiv, de nem
lesz hatdrozottan pozitiv:

X, =& — ¥y

Ugyancsak a (2) és (3) feltételek miatt azt kapjuk, hogy
z, — Az, = x — Az,
azaz x, ugyanazt a végss kibocesatast eredményezi, mint x. Ugyanakkor néhany
agazat x, esetében egyaltalan nem termel. Ez esak akkor fordulhat eld, ha

% Lasd példaul Nikamo (9], HEGepts M.—Zacar E. [4]
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ezen agazatok termelését az adott végss l\l')OC‘idtd,St el6allité agazatok sem
kizvetleniil, sem kozvetve nem igénylik. fgy az 1. tétel értelmében ezek az
agazatok x esetében oncéli termelést folytattak \()Ina, ez pedig feltevésiink-
nek ellentmondana.

Ami a tétel masodik felét illeti, azt kell megmutatnunk, hogy 4-nak nem
lehet olyan

dekompozicidja, hogy az

2 (4)
egyenlGtlenségnek legyen pozitiv megoldisa. Iz jelentené ugyanis az éncéli
termelés lehetOségét.

Korabban mar megmutattuk, hogy a (4) egyenlGtlenség pozitiv megoldésa-
bél az kivetkezne, hogy A, domindns sajatértéke nagyobb vagy egyenld
1-gyel. Ebbél viszont az kivetkezne, hogy 4 domindins sajatértéke is nagyobb
vagy egyenlé 1-gyel ® azaz A-nak nem lenne nemnegativ Leontief-inverze. Kz
pedig feltevésiinknek ellentmondana. A bizonyitast ezzel befejeztiik.

Produktivitis és teljes automatizilhatosig

A teljes automatizalhatosag fogalmat egzakt formaban, tudomasunk szerint
el0szor MorisHIMA és CATEPHORES [8 ] hasznalta egy Neumann-gazdasag kere-
tében. Vezessitk be eldszor is az m* vektort a fajlagos munkaraforditdsok
jelolésére.

Egy A és m* raforditéasi fajlagosokkal jellemzett gazdasigot akkor neveziink
teljesen automatizdlhatonak, ha a termels szféra képes legalabh a sajit termeld
felhasznalasival egyenls termékmennyiséget elGallitani munkaerd felhasznalasa
nélkiil. Azaz, ha van olyan szemipozitiv 2 vektor, amely esetében Ax — »
esm*a = 0.

Konnyen belathato, hogy a teljes automatizalhatdsagnak szitkséges feltétele,
hogy vagy m* = 0* legyen vagy az 4 és m* fejlagos raforditisi egyiitthatok-
nak legyen alabbi jellegti particidja:

Ay 0
[Azl Ae:j

(mE' 0%),

ahol tehat a masodik dgazatesoport egyaltalan nem igényel munkaraforditast.
Teljes automatizaltsig esetén ugyanis csak olyan agazatesoportba tartozo
arukat termelhetnek, amelyek sem kozvetleniil, sem kozvetve nem igényelnek
munkaraforditast.

Osszevetve a fentit az oncéli termelés esetére megfogalmazott 1. tétel
kovetkezményével, laithaté, hogy a teljes automatizalhatésag fogalma szamos

8 Egy nemnegativ méatrix dominéns sajitértéke ugyanis nem lehet kisebb egyetlen
minorjanak dominfins sajatértékénél sem. Lasd példaul Nikamo [9].
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tekintetben az el6bbi dualisanak tekintheté. Ez a dualitds azonban csak
strukturdlisan all fenn, hiszen a teljes automatizalhatésag egy gyengén pro-
duktiv alrendszert feltételez, mig az 6ncéli termelés fennallasa, mint lattuk,
egy improduktiv alrendszer 1étét implikalta. A két feltétel tehat kordantsem
egyenértékii. A marxi értékek elemzése esetében a teljes automatizilds lehetd-
ségét mindenképpen ki kell zarnunk (munka nélkiil miksds gazdasdgban a
munkaértékek fogalma értelmetlenné valik). Latni fogjuk majd viszont, hogy
ennek kizardsa milyen hatasos: mind az értékek létezését mind a pozitivitdsat
biztositja. Miel6tt azonban ennek targyalasara attérnénk, célszerdi kiilon
megvizsgalni a teljes automatizalhatdsig egyes sajatos tulajdonsdgait.

Fentebb jeleztiik mar a teljes automatizalhatésig egy sziitkséges feltételét.
Most kiilon tételben megmutatjuk, hogy produktiv 4 matrix esetén a jelzett
strukturdlis sajatossig sziikséges és elégséges feltétele a teljes automatizal-
hatdsagnak.

3. TETEL: Egy A és m* nem-negativ raforditdsi egyiitthatékkal jellemzett
produktiv gazdasag akkor és csak akkor automatizalhato teljesen, ha az aruk-
nak (dgazatoknak) van egy olyan csoportja, amelyek termeléséhez sem koz-
vetleniil, sem kozvetve ninecs sziikség munkaerdre.

Bizonyitds : Elégségesség. Legyen N az osszes, I, pedig azon aruk (dgazatok)
indexeit tartalmazé halmaz, amelyek termeléséhez nines munkaerdre sziikség.
Ha I, = N, akkor m* = 0* és igy a produktivitds feltételébdl kovetkezik mar
a teljes automatizalis lehetdsége. Ha I, = N (feltevésszeriien nem lehet iires
sem!), akkor 4-t és m*-ot [, = N — I, és I, indexhalmazoknak megfeleléen
particionalva belathatjuk egyrészrdl azt, hogy mi = 0%, mdsrészrol azt, hogy
Ay, = 0. Ellenkez$ esetben ugyanis az I,-be tartozé aruk valamelyikének
vagy kozvetleniil, vagy kozvetve lenne munkaeré-igénye. Mivel pedig A pro-
duktiv, azaz dominans sajatértéke 1-nél kisebb, ezért 4,, minorja is produktiv.

0
Ebbdl mar egyszertien belathatd, hogy talalhato olyan @ — ( vektor, amely-

Lo

ben z, pozitiv, x > Ax és m*x = 0.

Szitkségesség. Legyen x a teljes automatizilhatésdgot eredményezd termelési
vektor és tegyiik fel, hogy az dgazatok sorrendje olyan, hogy a felsorolasban
elél szerepelnek a nem termeld (x, = 0) dgak, hatul a termeld dgak (x, > 0).
Ennek megfelelGen particionilva az egyiitthaté mdtrixot, illetve vektort azt
kapjuk, hogy m, = 0 illetve A, = 0. Ebbdl pedig mar dllitdsunk helyessége
kozvetleniil kiolvashaté. Ezzel a bizonyitést befejeztiik.

A kovetkezd két tételt gy tekintjiikk mint Marx intuitiv fogalomhasznéla-
tanak matematikai igazolasit. Egyszer(ien fogalmazva arrél van sz6, hogy
egy olyan tiszta drutermel§ gazdasigban, amely a munkaerdt nem nélkiiloz-
heti, a raforditési fajlagosok mdtrixa sziikségképpen produktiv és minden
drunak egyértelmiien meghatdrozott, pozitfv munkaértéke van.

4. TETEL: Ha a vizsgilt gazdasigban tiszta arutermelés folyik, azaz az
érvényes 4rak (p, > 0) és bér (w, > 0) mellett egyetlen iru termelése sem
veszteséges (p¥ > p¥ A + w,m*), tovibbd a gazdasigot nem lehet teljesen
automatizalni, akkor a gazdasig fajlagos raforditdsi mdatrixa (4) sziikség-
képpen produktiv.
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Bizonyitas: Az a tény, hogy egyetlen aru termelése sem volt veszteséges,
azt is jelenti, hogy az drak nem lehetnek kisebbek az anyagkéltségeknél, azaz

pi - piA (5)

S6t, hatdrozott egyenlGség sem allhat fenn mindenhol, mert akkor a pozitiv
munkabér miatt veszteséggel dllitanak el azon arukat, amelyek (kozvetleniil)
felhasznalnak munkaerdt. Munkardt pedig valahol haszndlni kell, kiilonben
teljesen automatizalt gazdasigrol lenne sz6. Az (5) egyenlGtlenséghdl és p,
pozitivitasab6l kovetkezik, hogy A4 domindns sajatértéke 1-nél nem lehet
nagyobb. Most megmutatjuk, hogy nem lehet 1 sem. Ha ugyanis 1 lenne,
akkor lenne olyan szemipozitiv p vektor, amely kielégitené az alabbi sajat-
érték-egyenletet:

pE = p*A. (6)

Belathat6, hogy p, és p m't’myaibn,"n sziikségképpen eltér egymastél (mivel
az (5) feltétel nem lehet tiszta egyenlGség), ezért van olyan pozitiv és egyértel-
miien meghatarozott «, amely mellett a

p? V ])/‘ o 1/"
vektor nem-negativ , de legalably egy elemében 0. Az (5) és (6) egyenlitlen-
ségekbdl kovetkezik, hogy

P =prA, (7)

tovabbd a nyert egyenlitlenség-rendszerben ott és csak ott szerepelhet egyen-
16ség (illetve egyenlGtlenség), ahol az (5) rendszerben. Legyen marmost

],_,:: {l::p”-': ()}, Il = AV o .[r_).

s particionaljuk a valtozokat és feltételeket ezen indexhalmazoknak meg-
feleléen. Ekkor a (7) egyenlotlenségek 7,-he tartozé részére azt kapjuk, hogy

0* = I):. Z p:.AIZ + U*A‘.!:! 2 0%,

Ebbél kovetkezik egyrészt az, hogy A, = 0, mésrészt pedig az, hogy az
I,-be tartoz6 feltételek (5)-ben is egyenlOségek voltak, azaz:

Ph = Pla Ao

Most mar majdnem céinal vagyunk. Mivel az I,-be tartozo druk termolése
sem volt veszteséges, ezért ott nem hasznalhattak fel (kozvetleniil) munka-
erdt, azaz mi§ = 0*. Masfel6l 4,, az A matrix minorja, fgy 4,, dominans
sajatértéke sem lehet 1-nél nagyobb. A kapott egyenlGség tehdt éppen azt
mutatja, hogy 4,,-nek az 1 dominans sajatértéke. Kzért tartozik hozza szemi-

s . 0
pozitiv x, sajatvektor (v, = A,,2,). Mivel 4,, = 0, m¥ = 0%, ezért az x =

Xy
termelési szintvektor mellett a gazdasig teljesen automatizalt lenne. Ez pedig
feltevésiinknek ellentmondana. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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NEM-NEGATIV LEONTIEF INVERZ

A munkaértékek létezése és pozitivitisa

Jeleztiik, hogy az 1j feltételekkel részben az volt a célunk, hogy a vizsgalt
modell keretei kozott a marxi értékek létezésének és pozitivitdsadnak minél
kézenfekvGbb és altaldnosabb kritériumait fogalmazhassuk meg. Tulajdon-
képpen most mar minden sziikséges feltétel rendelkezésiinkre 4ll a kritériu-
mok tételszeri megfogalmazdsahoz. Célszerli azonban elGtte réviden meg-
vilagitani a kérdés kozgazdasagi hatterét.

Korabban mdr utaltunk arra, hogy egy gazdasag teljes automatizalhatdsaga
nem csak utépia, de szoges ellentétben is all magaval a munkaérték fogalma-
val. Ezt a lehetGséget tehat mindenképpen ki kell zdrnunk, de ez semmi
tényleges megkotést nem jelent.

A fenti feltétel mellett még sziikségiink van valamilyen formaban az 4 métrix

produktivitdsat biztosito feltételekre. Ezt, a kordbbiak alapjan, kétféleképpen
fogalmazhatjuk meg. Az 6ncéli termelés hianyanak és a pétlast meghaladd
termelés létezésének feltételezése a gazdasdag produktivitasat technoldgiai
oldalrél biztositand. Joggal felvethet$ azonban az az ellenérv, hogy egy valds
gazdasagban sohasem pdtoljik természetben teljesen az elhasznalt anyagi
eszkozoket. Kz a feltételezés tehat meglehetGsen elvont, ezen még az sem
segit, ha itt Marxra hivatkozunk, aki a bdvitett jratermelést gy targyalja,
mint amelyik tartalmazza az egyszerft ujratermelés mozzanatat. Sokkal
kézenfekvibb tehat a masik 1t, amelyet a tiszta drutermelés sziitkségszeri(
kritériuma tesz lehetdvé. Nevezetesen az a feltevés, hogy ne legyen vesztesé-
ges egyetlen aru termelése sem. Kz a feltétel a teljes automatizalds lehetetlen-
ségével egyiitt gazdasdgi oldalrdl biztositja A métrix produktivitdsat. A tel-
jesség kesdvéért az alabbi tételben mindkét feltételt kozoljiik.
5. TETEL: Tekintsiink egy A és m nem-negativ fajlagos riforditasokkal
jellemzett gazdasagot. Legyen z, > 0 a teljes termelés tényleges nagysdga,
Do 0 a tényleges drak vektora, w, —~ 0 a tényleges munkabér. A fenti gaz-
dasdagban az értékek egyértelmiien 1110Qn1ta1010ttak és pozitivak, ha a gaz-
dasdg nem automatizilhato teljesen és teljesiil az alabbi feltételek koziil vala-
m('lyzll

i) A gazdasdgban nem folyt éncéli termelés, és minden éarubdl legaldbb annyit
termeltek, mint amennyit a termelésben azokbdl felhaszndltak, valamint
legalabh egy arubdl jutott nem termels fogyasztasra is (potlast meghalads
f(’rmel(’s ).

il) A gazdasagban egyetlen ‘Gru termelése sem voll veszleséges.?

Bizonyitas: Mivel vagy a 2. vagy a 4. tétel feltételei teljesiilnek, ezért az
A matrix sziikségképpen produktiv. Az értékek vektora (p) tehat egyértelmiien
meghatdrozhaté az alabbi képlet alapjan (lasd, példaul Bropy A. [1]):

p*=m*E — A)"L.

Az A matrix produktivitisa és a raforditasi egyiitthatok nem-negativitdsa
miatt p sziikkségképpen nem-negativ. Be kell még latnunk, hogy p nemesak

“Természetesen az iparagak atlagaban értendd, hogy egvetlen édru termelése sem
veszteséges. ISgyes egyéni termelék termelhetnek \’qut(suru*l
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nem-negativ, de hatarozottan pozitiv vektor. Tegyiik fel, hogy p valamelyik
komponense, mondjuk az i-edik, nulla lenne, azaz

p; =m*(E — 4)7le; = 0.

ahol ¢; az i-edik n-ed rendii egységvektor.

Az x; = (E — A)~'¢; olyan termelési vektorként értelmezhets, amely esetén
egyrészt az elGallitott termékmennység a potlas igényét meghaladja, masrészt
munkaerd felhasznaldsat nem igényli. Mindez viszont ellentétben allna fel-
tevésiinkkel, amely szerint a gazdasdg nem automatizilhaté teljesen. Ezzel
a bizonyitast befejezziik.

Végeredményben tehit Brody A., Morishima és masok a marxi érték-, ar-
és njratermelési elmélet matematikai megfogalmazasaiban teljes joggal fel-
tételezhették az 4 matrix produktivitasat.

( Beérkezett: 1981, november 4-én )
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TWO ECONOMIC CRITERIA FOR THE EXISTENCE OF NONNEGATIVE
LEONTIEF INVERSE

The productivity of the input-output coefficient matrix (A) plays crucial role in both
the theoretical and applied input-output analysis. This ensures the existence of the
Leontief inverse, (I —A)~'. There are several productivity criteria known in the litera-
ture, among them two criteria proposed by Gale. This paper provides two new criteria
based on the exact concepts of selfserving production and full-automation. They can be
viewed as dual concepts and extensions of Gale’s criteria. In the context of the Marxian
value model it will be shown that these new conditions trivially hold and provide suffi-
cient basis for the existence and positivity of labor values.
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OBA 3KOHOMMYECKWX KPUTEPHUS CYUWECTBOBAHWSI HEHEIATMBHOM
MHBEPCHHW JIEOHTBEBA

B reopeTiHueckix M NpAKTHYeCKUX MCCIIeOBAHMSIX, MPOBOAUMLIX C NOMOIULIO MOAEIM 3a-
TPATHI-BLIXO/, BaKHAasl POJIb NPHUHAIEKUT MaTpHIe l\(u(p(bnunema satpar (A) HMHBEpCHH
Jleonutbesa (E ~ A)~!. M3 9KOHOMUYECKHX M MATEMAaTHYECKHX YCIOBHH cywecrsoBanust (mpo-
JYKTHBHOCTI) HHBEPCHH Haubo0/1ee M3BECTHBI yCIOBUs poayKTuBHOCTH [eitna. B cratbe dop-
MYJIIPYIOTCST JIBa HOBBIX YCJIOBHsI, PABHOBHAUHLIX M OTYACTH 0000U@oumx kpurepun Ieiina.
JIBa yCJI0BHsi OCHOBAHbI HA MAPHDLIX MOHATHSX, HAXOASIIIXCSA B AYaICTHYECKOM OTHOLIEHHH
Mexy coooi, YETKHX MOHSITHSIX TPOM3BOCTBA KAK TAKOBOTO M IT0JIHOH aBTOMATH3aIHH.
OIHOBPEMEHHO T0KA3bIBAETCsI, UTO [EHHOCTHAsi Mojesib Mapica (npemmosaraiomas 4YncTo
TOBapHoe MPOU3BOJACTBO) HEOOXOAHUMO OTBEYAeT HOBLIM YCJIOBHIM, KOTOPbIE OQHOBPEMEHHO
TAIOKE CIYYKAT JOCTATOUHBIMI KPUTEPHSIMIL CYLIECTBOBAHMS MOJIMKHTEIbHOH CTONMOCTH.
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A Neumann modell Morishima-féle altalanositiasrél

A gazdasagi novekedés Neumann modellje! a matematikai kozgazdasagtan,
ezen beliil az altalinos egyensilyelmélet, egyik legismertebb eredménye.
A modell sokak altal kritizalt egyik hianyossiga, hogy figyelmen kiviil hagyja,
elnagyoltan kezeli a keresleti — kindlati viszonyok hatasat az arakra és evvel
szoros osszefiiggéshen, nem szerepelteti explicit médon a kiilonb6zé tarsadalmi
osztalyokat. Neumann eredeti dolgozatinak megjelenése 6ta (1937) szamos
kutaté, matematikus és kozgazdasz, foglalkozott a modell kiilonbézd aspek-
tusaival, dltalanositisaival. Az altalinositasok kozil talin a legismertebb
M. Morisava [7] modellje, mely tulajdonképpen a szabadversenyes tékés
gazdasignak az dltalinos egyensilyelméleti szemléletben fogant stacionér
modellje. A dolgozatban Morishima eredményeit némiképpen dltaldnositjuk,
dsszehasonlitjuk més kutatok - elsésorban J. Los — eredményeivel. Morishima
a modell egzisztencidjit, vagyis az egyenletek konzisztencidjat, az Eilenberg —
Montgomery féle fixponttételre tamaszkodva bizonyitja. Az itt kovetett bizo-
nyitas f6 elonye, hogy az egzisztencia-tételek bizonyitdsa a lényegesen egysze-
riibb, ismertebh Kakutani tételre tamaszkodva végrehajthato, s igy a modell
targyaldasa nagyban egyszeriisitheto.

1. A modell

Legyen adva egy absztrakt gazdasig. A gazdasigban a technolégia-terme-
Iési lehetdségeket egy (A, B) nxm tipusi input-output métrixpar fejezi ki,
ahol n a gazdasdghban levs aruk, joszdagok; m pedig az elemi folyamatok szdma.
A joszagok kozott kitiintetett szevepet jatszik a munka, melyet kiilon keze-
liink. Legyen v = (v, ..., v,) az egyes eljirasok munkaigénye. A tovibbiak
szempontjabdl elengedhetetlen annak feltételezése, hogy minden egyes ter-
melési eljards ilizemeltetéséhez sziikség van munkdra, vagyis v - 0. Jelslje
w 0 a munkabért. A gazdasdghan az arak vektora p = (py, ... p,). Az
drakrol feltételezziik, hogy eleget tesznek a kovetkezd nulla-profit, és komp-

YA modell egyenletei:
(NNF) x>0, p=0, 2>0
(P) Bx - AAx
(D) pB _ /pA
(PD) pBx> 0

A, B -0 »xm tipusi konstans matrixok.
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lementaritasi feltételeknek:
(D) pB < (14 p) (pA + e v)
(DKF) pBx = (1 + B) (pA + w - v)x,

ahol g a profitrata, és x az egyes eljarasok intenzitdsanak vektora.

A termelési folyamat raforditasigénye értékben kifejezve, eljirasonkénti
bontdsban pA + w - v, ahol pA az ,anyagraforditas” és w - v a . munka-
raforditds”. Az eljardsok bevétele pB. A (D) feltevés szerint egyetlen egy eljaras
sem eredményezhet extraprofitot, s masoldalrél viszont, (DKF) szerint olyan
eljarast, mely g-nal kevesebbet jovedelmez, nem alkalmaznak. A (D) (DKF)
feltételek alkotjak a modell dudl oldalat.

Valamivel komplikdltabbak a primdl oldal Gsszefiiggései. A primal oldal a
piaci egyensuly Osszefiiggéseit tartalmazza.

A kindlati oldal a ter melés kiboesdjtasaval azonos, \ngyls Bx. Ebbdl kell
fedezni egyrészt a termeld felhaszndlisokat és a gazdasig bovitésének koltsé-
geit, masrészt az improduktiv kiaddsokat. Vegyiik sorba az egyes tételeket!

A termelési folyamat anyagfelhasznalasa Ax. Tegyiik fel, hogy az egységnyi
munkaerd piaci kereslete a p drrendszer mellett ¢(p). Mivel a gazdasigban fel-
hasznalt dsszes munkaerd v - x, ezért a munkaerd piaci kereslete e(p) - (v - x),
vagyis a termelési folyamat riforditds igénye Ax + ¢(p) - (vx) — Ax +
+ (e(p) - v) - x = [A + c(p) - v] - x.

Mivel egyenlé az értéktobblet? Nyilvin az Osszes kiboesdjtas értékébal
pBx-bél le kell vonni az Gsszes raforditds koltségeit {pr + w(vx)}-et: N =
— pBx — {pAx + (vx)}. (DKF)-et figyelembe véve N = f{pAx + w(vx)}.
Ha N értéke pozitiv, akkor az értéktobbletbdl a ga/(laq(ur novelését illetve
az improduktiv kiadasokat finanszirozzik. Jelolje (1-s) az értéktobblet impro-
duktiv célokra forditott hanyadat.

Tegyiik fel, hogy a gazdasighan minden egyes eljirds (1 + a)-szorosira
bhoviil. Ennek finanszirozasa a(Ax + e(p)vx) potldlagos raforditasra van sziik-
ség. Jelblje g(p) az improduktiv kiadasok elkoltésének szerkezetét. Ha I osszeg
all rendelkezésre improduktiv kiaddsokra, akkor 7 - g(p) az improduktiv
kiaddsok kereslete. I — (1 — s)N. Ha N - 0, akkor természetesen sem nnpl(r
duktiv, sem produktiv kiaddsokra nincs mod. A fentieket figyelembe véve a
primal oldal:

(P) Bx - (1 + «){A + ¢c(p) - vix+
+ (1 — ,s) -max{0, g} [pAx + w - vx] - g(p)
(PKF)  pBx = (1 + «) - p{A + ¢e(p) " V}x +
b (1 — 8) - lll(l,,\{f), A} IpAx + w - vx] - pg(p).
A (P) feltétel szerint a kindlatnak fedezni kell a keresletet, mig a (PKF) fel-
tétel szerint a szabad joszdagok dra nulla lesz.
A primal és dudl oldalt kapesolja Ossze a
(PD) pBx - 0
feltétel.

Nyilvan teljesiilnek a p ~ 0, x - 0 megkitések. Megkoveteljik még az
1 + o 0, és 14+ p - 0 osszefiiggéseket.
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Osszefoglalva: a modellt specifikdlé egyenletek a kévetkezdek:

(NNF) 14+2>0,14+8>0,x>0,p=>0

(D) pB - (1 +4) - {pA + w - v}
(DKF) pBx — (1 + 5) - {pA + w - v}x
(P) Bx > (1 + «)[A + e(p) * v]x +

b
1 — s)max{0, 8} - [pAx + w - v - x] - g(p)
(PKF) pBx = (1 + «)p[A + c(p)v]x +

1 Jmax [0, 8} - [pAx + w - vx] - p - g(p)

),
)
S
S
(PD) pBx - 0.

2. A modell Morishima-féle megoldasa

Morishima a fenti egyenletek kompatibilitdsdt a kovetkezd feltételek mel-
lett bizonyitotta:
a) g folytonos fiiggvény és pg(p) — 1. g(p) 0, Vp -0
b) ¢ folytonos fiiggvény és pe(p) — w. e(p) -0, vp -0
G)g > 0
d)w> 0,v>0
e) A és B eleget tesz az Gin. KMT feltételeknek, vagyis A minden oszlopaban
és B minden sordban van pozitiv elem, A -0, B - 0. (Kemény —Morgen-
stern Thompson féle feltételek.)

A fentiekkel kapesolatban a kovetkezo éazrevételek tehetdk:

19 Az a) és b) feltételek elsé litdasra elfogadhatéaknak tiinnek. A b) lényegileg
az n. ,Jétminimum-bér kikotés. A munkasok pontosan annyi jovedelemhez
jutnak, amennyit elkéltenek fogyasztasi javakra. Bar ez a feltétel figyelmen
kiviil hagyja a munkasok megtakaritisat, mely redlis tény, a feltevést mégsem
kizardlag kozgazdasigi okbol tartom erdsnek. A f6 problémat az jelenti, hogy
eltekint a e(p) = ¢, lehetdségtdl, vagyis a konstans kereslet lehetGségétil,
mely szintén nem mond ellent a tapasztalatnak. Rugalmatlan kereslet esetén
a bizonyitas nem alkalmazhaté! A modellben szerepld nemlinearitdsok latszo-
lag igen altalinosak, de valéjiban a felmeriild matematikai nehézségek meg-
keriilését célozzak!

2° Tobb kifogdas emelhet$ az s - 0 megszoritas ellen. Ha az értéktébbletet
teljességgel improduktiv médon kéltik el, akkor Morishima bizonyitdsa nem
alkalmazhat6. Még silyosabb a probléma, ha eleve feltételezziik, hogy a gaz-
dasdgban csak egyszer(i tijratermelés lehetséges. Ilyenkor értéktobblet nem
képzodik. Annak bizonyitdsahoz tehdt, hogy mégis létezik egyensily, fel kell
tételezni, hogy ha létezne értéktobblet, — ami nem létezik — akkor annak
pozitiv részét koltenék a gazdasig novekedésének finanszirozdsdra. Ha az
egyszerii jratermelést tdrsadalmi oldalrél az egyszer(i arutermeléssel, a bovi-
tett jratermelést a t6kés gazdasiggal azonositom, akkor az érvelés a kovet-
kezGképpen hangzik:

Ahhoz, hogy az egyszerii arutermelés egzisztenciajat beldssam, fel kell ten-
nem, hogy a tékés termelési médban — amely torténetileg, logikailag kiveti
az egyszerii arutermelést — az értéktobblet pozitiv részét forditjak a gazdasig
novekedésének finanszirozasira.
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3° Bar a bizonyitas modja, amit Morishima hasznal, kiilonosen szellemes,
mégis koriilményes és egy nagyon nehéz tételre, az Hilenberg— Montgomery
fixponttételre tamaszkodik.

A fenti problémak feloldasat kisérelem meg a kévetkezd pontokban.

A modell egzisztencidjat a Lovetkem feltételek mellett fogom bizonyitani:

a) g folytonos figgévny p - g(p) -~ 1, g(p) -0
b) e folytono% fliggvény e(p) -0V p
c)s >0
d) w >0,v_>-0
e)Aés B eleget tesz a KMT feltételeknek, vagyis A minden oszlopaban és

B minden soraban van pozitiv elem, A~ -0, B - 0.

3. A hirom-matrix modell

A Neumann-tipusi modellek sem az arak nagysagat, sem a termelés szint-
jét nem hatdrozzak meg, csak a megfelelé aranyokat. Feltehets tehat, hogy

jp, — l}.

=

I m
X €8 ==X -0;2:7'/1}, pEA\',,:{p -0

lj=1

Vezessiik be a kivetkezo jeloléseket:
A=1+4+a,pu=1+p

G=A+w-1-v

F=A+c¢(p) v+ (l—s ~:~ “max {0, u — 1} - g(p){pA + w - v}.

Ezen jelolésck segitségével a modell egyenletei:

(NNEF). €>0, u>0,p=0"x2>0
(D) pB  upG

(DKF) pBx = uplx

(P) Bx - AF(p, 2, u)x

(PKF) pBx = ipF(p, 4. u)x

(PD) pBx - 0.

A G matrix konstans, az F pedig (p, 4, p) fiiggvénye. Mivel a ¢ : S, ~ R"
és g8, - R" folytonos figgvények, ezért az F(p, A, ) matrix a viltozo-
folytonos fiiggvénye lesz, hiszen az F(., ., .) a S, X (0, oo) X (0, ~) halmazon
van értelmezve, s igy az F definiciéjaban szerepl 1/, mely a késGbbiekben
dontd szerepet jatszik, az F folytonossagat az érielmezési tartomdniyon nem
betolyasolja.

Tekintsiink most el az F és G matrixok konkrét szarmaztatasatol. Definial-
juk a kovetkezl egyenleteket:

(NNF) X, p=0;4 w0

(D pB(x, p, 2, u) — wupG(x, p, 4, )
(Dl\F) pB(x, p, 4, p)x = ppG(x, p, 4, p)x
(P B(x, p, 4, p)x > AF(x, p, 4, p)x
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(PKF) pB(x, p, 4, u)x = 2pF(x, p, 4, pu)x
(PD) pB(x, p, 4, u)x > 0.

Osszehasonlitva a Neumann modell szokasos egyenleteivel két szembet{ing
eltérést tapasztalhatunk.

1° A modell aszimmetrikus

2° A modell matrixai a valtozék (x, p, 4, p) fiiggvényei. Tegyiik fel, hogy a
matrixok a vdaltozék folytonos figgvénye.

Az aszimmetrikus modellek vizsgalatat J. Los kezdeményezte® [1], [3], [5].
Az altala kovetett bizonyitds — mely a Kakutani-féle fixponttételre tdmasz-
kodik — konnyfiszerrel dltalanosithaté arra az esetre, ha (F, B, G) a (p, x)
valtozok folytonos fiiggvénye, de a A és a u bekapesolasa az altala kovetett
médon nem lehetséges. Jegyezziik meg, hogy a modell aszimmetridja miatt
7. és u — szemben a szimmetrikus esettel — nem azonos. Morrsama® (1], [6],
[7] olyan altaldnos modell vizsgalatat végezte el, melyben a modell métrixai
(p, A)-nak folytonos fiiggvényei, de a modell szimmetrikus. Az itt kovetett
megkozelités a fenti két , iranyzat” egyesitésén alapszik.

Legyen X = 8, X8,X (0, )X (0, ~). Definidlok egy @ :X — X pont-
halmaz leképezést, melynek fixpontja a modell egyensilyi megoldasa. @-t
négy leképezés direkt szorzataként definidlom.

B(p, x, A, p) = VXWX (A} x {7}
Az attekinthetGség végett vezessiik be a
Dix, p, 4, p) = v Bz p, A, 1]v)'— G(x, p, 4, 1/v)
C(x,p, 4, v) = Ax, p, 4, 1/») — B(x, p, 4, 1/»)

2 Az altala vizsgalt modell:

(NNF) x,p=0, A>0,u>0

(1) Bx - AFx

(D) pB — upG

(PKI) pBx —= ApFx

(DKF) pBx = upGx

(PD)  pBx > 0

F -0, B _-0, G -0 konstans matrixok. A modell egzisztenciajit az alibbi feltételek
mellett bizonyitja:

1° (F, B) eleget tesz a KMT feltételeknek.

20G + B> 0.

398~ 10, F < €G. ; bt )
2°9-3° nyilvan teljesiil, ha G > 0. Az irodalomban J. Lo$ feltételeit a G > 0 feltétellel
szokés 1dézni.

3 A modell egyenletei:
(NNF) x=>0,p=0,4>0
(P) Bx - AM(p, 2)x
(D) pB — 2pM(p, /).
A modell megoldhatésagat biztositod feltételek:

1° (M(p, A), B) eleget tesz a IKMT feltételeknek.
2° M(p, 4) folytonosan kiterjesztheté S, X (0, o) -r8l S, X [0, co]-re.

3 Szigma
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matrixokat. Felhivom a figyelmet a » illetve az 1/v tag szerepeltetésére. Jelolje
m(u) az u vektor maximalis komponensét, m(u) = max (u;)

W(p, x, 2, v) = {p €8,|{pC(x, p, 4, ») - x} —~ max}

Vip, x, 2, v) = {X €8, | {pD(x, p, 4, ») - X} - max}

== ) ax {0, — ; oy

R, . 4, 5 ==k TR Pl AP YIR)
1 + max {0, m(C(x, p, 4, »)X)}
v + max {0, —pD(x, p, 4, »)x}

¥p, X, 4, ¥) = —— .
1 + max {0, m(pD(x, p, 4, »))}

TETEL: Ha (x*, p*, A*, v*) € X a ®-nek fixpontja, vagyis ha (x*, p*, 1*, p¥)¢
€ O(x*, p*, 2%, v*) akkor (x*, p*, A*, 1/v¥) kielégiti az (NNF)—(PKF) feltéte-
leket.

Bizonyitds: Ha (x*, p*, 1*, v*) € X a @ fixpontja, akkor
1° x* € Vi(x*, p*sA%av¥)
2° p* € W(x*, p*, A*, v¥)

30 1% — A* + max{0, — p*C(x*, p*, A*, v¥)x*}
i 1 + max {0, m((,(x*, p , A*, v*)x*)}
g0 o i Pigb 200% (0, — poDxt, p¥, A% vIXT)

1 + max {0, m(p*D(x*, p*, 2*, v¥)x*)} :
A 3°-t atrendezve:
A* - max {0, m(C(x*, p*, A*, v*)x*)} = max {0, —p*C(x*, p*, A*, v*)x*}.

Meg fogom mutatni, hogy p*C(x*, p*, A*, v¥)x* = 0. A bizonyitast indirekt
tton végzem el. Ha p*L(x* p*, A*, v¥)x* > 0, akkor mivel 0 < 4* < oo, ezért
0 > m(C(x*, p*, A*, v*)x*) > p*C(x*, p*, A%, v¥)x* > 0 Ha p*C(x*, p*, 1*, v*) X
x x* < 0, akkor m(C(x*, p* 7* r¥)x ) - 0, va.g,yls 0 /1/,,C(x*,p* ¥ pr)xE
< p*C(x*, p*, A*, v*)x* < 0, hiszen p* € W(p*, x*, 1*, v*) = {p € h,,lp{(} (x*,
p*, A*, v*)x*} — max}. Tehat p*C(x*, p*, ¥, v*)x* — 0. Ebbdl ismét a p* €
€ W(x*, p*, A*, v*) reliciét figyelembe véve e C(x*, p*, A* p*)x* < 0, vagyis
C(x¥, p*. 0%, v¥)xs ().

Teljesen anal6g médon érvelve p*D(x*, p*, A%, y*) <~ 0, p*D(x*, p*, 1* v*)x
WKix¥ = 0.

Behelyettesitve € és D definici6jat:

(P) B(x*, p*, 4%, 1/v*)x* > PE(x*; p*, A%, 1/p*)x*
(PKF)  “p*B(x*, p*, 1%, vt x> = J*p*F(x%,p*, A%, 1/v¥)x*
(D) v*p*B(x*, p*, A*, 1/v*) < p*G(x*, p*, 1*, 1/v*)
(DKF) »*p*B(x*, p*, A%, 1/v*)x* = p*G(x*, p*, 1%, 1/»*)x*
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u* = 1/v* valasztassal azonnal lathaté, hogy (x*, p*, A%, u*) valéban egyen-
sulyi megoldas.

Megjegyzés: A késGbbiek szempontjabdl ki kell emelni, hogy pl. a (P) —
(PKF) reléci6 belatdsidhoz csakis a 2°—3° és a 0 <7 A* < oo relacidkra kellett
tamaszkodni, s pl. v* értékét nem kellett figyelembe venni.

4. Milyen feltételek mellett létezik ®-nek fixpontja?

TETEL: A @ pont-halmaz leképezés feliilrél félig folytonos, nem iires
konvex képhalmazokkal.

Bizonyitas: A 7, v nyilvan folytonos fiiggvények. Nyilvan W(x, p, 4, ») és
V(x, p. 4, ») nemiires, konvex halmazok, hiszen — régzitett (x, p, 4, »)-re —egy
linedris fiiggvénynek egy konvex kompakt halmazon valé optimumhelyeinek
halmazaiként definialédtak.

Lemma: W:X 8, és V:X - 8, felilrél félig folytonos pont-halmaz
leképezések.

Bizonyitds: Elegendd pl. esak W feliilrél félig folytonossigat belatni, a
V-re vonatkozé allitas teljesen analég.
IJ(‘gye” {(x!;' pm }'u‘ Vn)}:—l C X éS lim (xn! pn.' ln’ V”) = (xw’ pa:) }'w! Vuo) E X

n
Legyen 5, € W(x,, p,, Ay, v,) €8 lim P, = P.. Azt kell belatni, hogy P, €
n
€ W(Xa) Pus Aus Vo). Mivel B, € W(x,, P,y 4.5 V)5 ezért P, {C(x,, Py A v0)X,} =

- PLC(X,, Prs Ay ¥)X, ), VP €S, Mivel € folytonos, ezért a hjtérétmenetet
elvégerve Po{C(Xu, Por Aos Vo)X ) = P{C(Xa, Pucs Aes V.)Xo}, ¥V PES, vagyis
ii“ E lV(xm- pn! ;"eo’ va'n;)'

A @ — VX Wx{A}x{#} X-bdél X-be haté pont-halmaz leképezés, mely
a Kakutani fixponttétel feltételeinek ,majdnem’ eleget tesz. Az egyetlen
probléma, hogy X nem kompakt. Az X = S, X8, X (0, >) X (0, e) homeo-
morf az X’ = 8, X8, X (O, —ﬂ—J X 10, 1] halmazzal. A homeomorfizmus legyen f.

2 2

A @ — fo®o f~! pont-halmaz leképezés X’-t X'-re képezi, s nyilvan to-
vébbra is feliilrdl félig folytonos leképezés konvex, nemiires képhalmazokkal.
@-nek akkor és csakis akkor van fixpontja, ha @-nek van fixpontja.

Tekintsitk az X’ = S, X8, X 0,£J><[0.—§} halmazt. Tegyiik fel, hogy
2

“

@'t ki tudjuk terjeszteni X'-r6l X'-re ugy, hogy:

1°@’ tovabbra is feliilr6l félig folytonos pont-halmaz leképezés nemiires,
konvex képhalmazokkal.
2° @’-nak nines fixpontja X’/ X'-ben.

Ekkor, mivel @ : X’ - X’ a Kakutani tétel alapjan rendelkezik fixponttal,
ezért @-nek is van fixpontja.

K g
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A tovabbiakban — az egyszer(iség végett — az f homeomorfizmustdél elte-
kintek, s kozvetleniil @-nek S, XS, X (0, ~)X (0, ~)-1r8l S, XS, X[0, co]x
X [0, so]re valo kiterjesztésérdl f()gok l)eszélni.‘

®-nek X-r6l X-ra valé kiterjesztését , komponensenként’ célszerii elvé-
gezni. A

Wp x,2,v=38, ((px4»eX/X
Vip,x, 24, ») =8, (p,x, 4 v eX/X

definiciéval W-t és V-t egyszertien kiterjesztjitk X-r6l X-ra, s a leképezések
nyilvdan tovabbra is feliilr6l félig folytonosak maradtak, s a képhalmazok pedig
konvexek és nemiiresek. - ¥

Tobb gondot jelentenek a 4, » fiiggvények. Ha Z-ot és v-ot folytonosan ki
tudjuk terjeszteni X-r8l X-ra akkor a @' -nek létezik X-ben fixpontja. Legyen
ez (x,p, 4 »). Ha 0 < 4, » <~ oo, akkor a fixpont nem eshet X'\ X-be, vagyis
csak X-be eshet.

A fixpont létezésének feltételei tehat két csoportha oszthatok:

1° 7. és v folytonos kiterjeszthetdségét biztosité feltételek,
29 a fixpontok elhelyezkedését biztosité |, peremfeltételek’

Megjegyzés: A 4 és v fiiggvényeknek mint tobbvaltozos fliggvényeknek kell
folytonosaknak lenniok és nem elegendd, ha parcidlisan folytonosan kiterjeszt -
hetGek. Masképpen: az hogy pl. a hm /(p, X, A, v) létezik, még nem jelenti

Asl
azt, hogy 7 kiterjeszthet6 a 4 = 0 p()ntm. Ha azonban a fenti hatarérték a
tobbi valtozéban egyenletes, akkor — az analizis egy ismert tétele alapjan —
az igy kiterjesztett fiiggvény folytonos lesz.

Foglalkozzunk el6szor a Morishima modellel:
] F: : B
3 = v + max {0 p(xx - Vp,,_x‘}v‘_
1 ++ max {0, m(vpB — pG)}
v nem fiigg A-t6l. Legyen
pGix, ha  p=0
"p, X, v) = 1
m(pB),

(p, x, v) folytonos. A » = 0 ponthan a folytonossig nyilvanvald.

1 + max {0 Pz pr}

v

, ha v= oo.

lim»p, x,») =lim ———Mm————— 1 — :

i s —1 4+ max IO, n [pB - pE” m(pB)

v v

i(p, x,0) = pGx = pAx + w - vx - 0, hiszen wv - 0 és x szemipozitiv.

1[0, co]-t mint a [0, ~) egy pont kompaktifikicidjaként képzeljiik el, vagyis a ~o
pont egy kornyezete pl. K; = {u| 2 < u} halmaz.
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»(p, X, ~) <~ + ~o hiszen B minden sordban van pozitiv elem és igy m(pB) > 0.
A kiterjesztése elétt alakitsuk at F-et — kiiszoboljik ki p-t.

)

F=A+4c(p - v+ ) max [0, u — 1} g(p)[pA + w - v] =

A

— 8 B
= A +c¢(p) v+ —(L— ) max{O,B—{ — l}g(p)[pA + w - v]
A pGx

Felhasznaltam a u = b relaciot (DKF) és pGx - O—t.J
pGx
] 1

lim A(p, x, Z) = (Ap, X, o0) = ———— e o
= . 5 : m(F(p, x, ~)  m([A + e(p)v]x)

i(p, X, 0) = lim /:.(p. X, )=
A0

Ak e {0, phx iaix) O

== Jim
1+0 1 4+ max {0, m(AFx — Bx)

max {0, pBx - lim 2pFx]|
A0

1 + max {0, m(lim AFx — Bx)|
A0 €

B
max {U, pBx — (1 — s) max {U, X 1] pg(p)p(}x]
. N R VIR T

‘ B
1 + m;zx{o, m[(l — 8) umx,(), P
pGx

; 1} g(p) - pGx — an

. max{0,pBx'— (1 — s)max {0, pBx+- pOx}}
1 4+ max {0, m[(1 — s) max {0, pBx — pGx} - g(p) — Bx]}

S,

~_min (pBx, pGx)
1 + K(p, x)

Megijegyzés: Csak 4 és v parcialis kiterjeszthetGséget ellendriztem. A és »
mint tobbvaltozés fliggvények azért folytonosak, mivel a kiterjesztés soran
kiszamolt hatirértékek (p, x) szerint nyilvan egyenletesek.

Legyen (p,x, 2,7) a @ : X ~ X leképezés fixpontja. Ekkor » = u(p, x, »).
Mivel #(p, x, 0) = 0 és p(p, X, o) — oo, ezért 0 < » <~ oo. Az el6z8 paragrafus
tételében kovetett megfontolisokat megismételve belithaté, hogy vpBx =
o pGx. Mivel pGx ~ 0 és 0 < » < oo ezért pr — 0. Ebbdl A(p, x, 0) > 0.
Mivel 1 = ):(p, X, /), ezért 0 < A < oo, vagyis (p, X, 4, v) € X. Tehét a modell-
nek létezik egyensiilya.

Most térjiink ra az dltaldnos harom — matrix modell vizsgdlatdra.
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Feltétel
1° G(x, p, 4, v), F(x, p, 2, v), B(x, p, 2, ») folytonosan kiterjeszthetGek X = S,, %
X S,IX(O 00))((0, co)rfl X — S, %8, %[0, ~]x[0, ~]re.
2° {F(x,p, 4, v), B(x,p, A, »)} eleget tesz a KMT feltételeknek az egész X
halmazon.
3° pG(x, p, 4, )x > 0 az egész X halmazon.

Ezek a feltevések J. Los és Morishima altal tett feltevések ,egyesitésébdl”
szarmaznak.

Mivel a % és » definiciéjaban szerepl kifejezések folytonosan kiterjeszthe-
téek X-rgl X-ra konnyfiszerrel belathaté, hogy 7 és v is kiterjeszathets X-ra

j.(p, x, 0,v) = pB(x, p, 0, »)x
- |
Ap, X, 00, V) = —— - < o0
g m(F(x, p, oo, »))
i(p, x, 4, 0) = pG(x, p, 2, 0)x > 0
5 l
v(p, X, 4, 00) = ——— — < oo
m(pF(x, p, %, )
Felhasznalva a 2°-3° feltételeket, — és megismételve az el6z6 paragrafus
tételének bizonyitasat — belathatjuk, hogy ha (x, p, 4, ») fixpont, akkor

pB(x, p, 4, v)x = pG(x, p, 4, v)x > 0,
amibol 0 << v <00 és pB(x, p, 4, v)x > 0,
és igy 0 < A< oo, vagyis (x,p, 4, ») € X.

Megjegyzés.: A folytonos kiterjesztés feltétele rendkiviil elegans, konnyen
megjegyezhetd. Sajnos a Morishima modell dltaldnositott formajara nem alkal-
mazhatd, hiszen az F matrixra — a definicidjaban szerepl6 1/1 tag miatt
a folytonos kiterjeszthetdség feltétele nem dll fenn. Ha a modell konzisztencia-
jat egy altaldnos tételbsl kivanjuk levezetni, akkor F kiterjeszthetGségét a
kovetkez6 médon kell megkovetelni:
1°” F(x, p, 4, ») folytonosan kiterjeszthetd az X = S, xS, % (0, co)X (0, ~)
halmazrél az X = S, X8, %[0, co]X [0, co | halmazra megengedve, hogy egyes
komponensek + co-nel legyenek egyenldek, de megkivinva, hogy AF a 1 = 0
pontban folytonos legyen és lim ApFx <~ pBx valahdnyszor pBx - 0

10

5. A Morishima féle megoldassal valo osszevetés

Térjiink vissza a Morishima féle feltételekhez. Tekintsiilk a kovetkezd
harom-matrix modellt:

B
G=A+wl
F=A+w-c(pyv+ (1 —3) max[O ———M ll g(p)(pA + w - v).
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2 —1 e s ,,
A max 10, ———tfolytonosan kiterjeszthets (0, ~)-rél [0, ~o]-re, s igy az
s
(F, G, B) harom-matrix modell egyiitthatdi folytonosan kiterjesztheték X-rél
X-ra, tehdt létezik egyensiilyi pont. Az egyensilyi pont egyenleteit felirva,
és kihaszndlva a pe(p) = pg(p) = 1 relacickat:

(NNF) p,x =0, A4 u >0

(P) Bx -A[A+w-e(p)-v]x+ (_1_"‘2 max (0, 2 — 1) - g(p) ¥

X (PAX + w - vx)

(PKF) pBx = A[pAx + w - vx] + W) sisw (0, A —="1)x

S

X (pAX +w - vx) = A + (L——ﬂ max (0. 2 — 1)| (pAx + w - vx)

s
(D) pB = u(pA + wv)
(DKF) pBx = u(pA + w - v)x
(PD) pBx - 0.
A PKF — DKF relicickat dsszevetve

u=2+ Lot max (0, 2 — 1), amibdl
s

0—/——l~ = max (0, u — 1). Behelyettesitve P-be és PKF-be kapjuk,
8
hogy (x, p. 4, 1) a modell egyensilyi megoldasa.

max

( Beérkezett : 1982. februdr 3-dn)
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ON MORISHIMA’S GENERALIZATION OF THE NEUMANN MODEL

The paper contains a new generalization of von Neumann’s model enabling a unified
approach to various well-known general models of the von Neumann-type (M. Morishima,
J. Lo8§). The existence of an equilibrium solution of the generalized model relies on Kaku-
tani’s fixed point theorem.,

OBOBIIEHWE MOPUIIMMA MOJEJIM HEMMAHHA

PaccmarpuBaemasi padora COmepyKnT HekoTopoe o0oOuieHne mojean Heiimanua, koropas
NO3BOJIIET PACCMOTPEHHE 00X MOJEJIeH, 10 THIly SABJISTIOIMXCST HelimaHHOBCKUMH (M. Mopu-
wnma, E. Jlomu) ¥ H3BECTHBIX M0 CreLabHOIT JITEpaType B pamKax euHoro nojaxozaa. Cyuecr-
BOBaHue COAJIAHCHPOBAHHOrO pelieHist 0000UIeHHOH Mojie il 0a3upyercst Ha Teopeme (rrcupo-
BaHHOIT Toukn KaxkyraHi.



HABLICSEE LASzLO

Korspecifikus termékenységi aranyszamok modellezése

Azokban a tudomanydgakban, ahol a vizsgalatok targyat képezé jelenségek
nem ismételhetSk, a fizikai értelemben vett kisérletezés kizart, allandé prob-
lémat jelent a jelenségek megvalésulasanak modellezése, az empirikus adatok
matematikai jellegii leirasa.

Ez a demografiaban sincs masképp, annak ellenére, hogy altalaban bdséges
népesedés-statisztikai adatok allnak rendelkezésre és a népességtudomény
axiémarendszerét moédszertanat és szamitdsi eljarasait részletesen kidolgoz-
tdk. Az alapprobléma az, hogy a tarsadalmi-gazdasigi-demogréafiai tényezdk
a jelenségek megvaldsuldsat igen dsszetett, bonyolult médon hatdrozzak meg,
és a meghatdroz6 forméaciok sokasdgahoz képest a rendelkezésre all6 konkrét
realizaciok szama kevés.

A tanulmanyban demografiai megoszlasok modellezési lehetdségeit vizs-
galom. A népmozgalom alapjelenségei, a termékenység, a hdzassagi és a vindor-
mozgalom, valamint a halanddsdg, mint az ember életitjahoz kotott jelenségek
szémos megoszlast produkédlnak, példiul életkor szerint. Diszkrét megkozelités-
ben tekinthetjiik azt, mekkora valdszin(iséggel ad gyermeknek életet egy nd
xés (v + 1)-éves kora kozétt (f,), milyen valoszintiséggel koti meg elsé hazas-
sdgat a évesen (n,), mekkora ,esélye” van arra, hogy a-dik és (x + 1)-dik
sziiletésnapja kozott meghaljon (g,). A felsoroltak nem a valdszin(iségszami-
tas értelmében vett valdszinliségeloszlasok, hiszen Osszegiik altalaban nem
egy. Sorozatokrdl, illetve folytonos megkézelitéshen fiiggvényekrdl van szo,
melyek az adott jelenség életkor szerinti megvaldsuldsat leirjak.

A folytonos megkozelités az f, n, q fiiggvényekkel operal, melyek az 2 vél-
toz6 (életkor) folytonos fiiggvényei. Ebben az esetben az (a, @ + a) inter-
vallumban az elhalilozds valészintisége kozelitéleg g(a) da-val egyenld, vagyis
val6szin(iségszamitasi analégiaval ¢ | stiriségfiiggvény”. Azt fogjuk mondani,
hogy q(a) az a életkorbeli elhaldlozas valdsziniisége.

Az empirikus adatok matematikai lefrdsa, a valdszintiségeket megadé fiigg-
vénytipus keresése régéta tirgya demografusok és matematikusok kutatdsai-
nak, jelentdsége a népesedési folyamatok jobb megismerésében nyilvanvals.
Az adott jelenség megvalésuldsat leiré fiiggvény

megadja a jelenség lefolydsat néhany paraméterrel;
lehetévé teszi jelenségek kapesolatanak matematikai vizsgéalatat;
segitségével meghizhatébb eldrejelzés adhaté a jovibeni alakuldsra;

— vizsgalata kozelebb visz a jelenség lényegének feltardsahoz.

A tanulmény annak a kutatdsnak matematikai vonatkozasi részeredmé-
nyeit tartalmazza, melyet a KSH Népességtudomanyi Kutaté Intézetben
folytatunk népmozgalmi jelenségek modellezésével kapesolatban.
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A termékenységi fiiggvény tulajdonsagai

A kovetkezGkben a korspecifikus termékenységi ardnyszamok figgvényszeri
leirasaval foglalkozunk, ami egy @ éves nére — adott naptari évben, vagy
masik szemléletmdd szerint x éves koraban — juté élvesziiletések szama (m,).

Elvesziiletési valészin(iségek helyett azért cel‘;/ex i alanyszdmoka,t tekinteni,
mert a nepmo/ua,lml statisztikdaban koézvetleniil hozzaférhetéek és elGresza-
mitdsi célokra is alkalmasabbak. A tovabbiakban az m,, @ = 15,16, ... 49
adatsort termékenységi aranyszamoknak, a megfelelé folytonos fiiggvényt
termékenységi fiiggvénynek nevezziik.

A termékenységi fiiggvény lényeges kiilsé jegyeinek leirdsara fiiggvény-
elemzési médszer alkalmas. Bar itt csak a termékenységgel foglalkozunk, az
alkalmazott gondolatmenet mas jelenségekre is analég médon alkalmazhato.

My
i) P
l
150
100
)
50 1
0 o T v S TPy T . T_""‘_“_"’/—"’
15 20 25 30 35 40 L5 5 x (ev)

1. dbra. Elvesziiletési ardnyszdmolk az anya kora szerint, 1978.
Forrdas: Demografiai l’}vkonvv, 1978
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Az tjabb magyar termékenységi aranyszamok jellegzetes egyméduszi,
aszimmetrikus gorbe diszkrét pontjai. A gyermeksziilés 13—14 éves korban
kezdddik, a fliggvény igen meredeken emelkedik kériilbeliil 21 —22 éves korig,
ahol maximumét eléri. Ezen legvaldszintibb sziilési kor utan szintén meredeken,
a felfuté dghoz képest azonban kevésbé gyorsan esokken és 50 év kornyékén
gyakorlatilag 0-va valik (1. abra).

Ennek alapjan az m termékenységi fiiggvény egy (x, f) intervallumban,
a ndk tgynevezett propagativ periédusan értelmezett pozitiv fiiggvény. Az
értelmezési  tartomany hatdrpontjaiban egyoldali limesszel rendelkezik:
m(x + 0) = m(f — 0) = 0. A fiiggvények egyetlen szélsGértékhelye a 7, pont,
ami maximumhely és 7, <" u,, az atlagos sziilési kor. Létezik toviabba két
olyan pont, 7, és 7, (z; <~ 7, < 7,), melyekre:

- m konvex (x, 7,)-ben
konkav a (7,, 7,) szakaszon
— konvex 7, és f kozott (2. dbra).

mix) Jr
mh:'o) T
| e - .
B X

2. dbra. A termékenyséqgi fiiggvény grdfja

Figyelembe véve, hogy m helyettesitési értéke zo-ban m(z,) feltehetéen
nem fiiggvénye a széban forgé paramétereknek, valamint, ha ezek a parame-
terek egymastdl is fiiggetlenek, a termékenységi fiiggvény legegyszeriibb mo-
delljének egy hatparaméteres fiiggvény adédik:

(1) m(x) = m(x, %, B, To T1s Ty M(Ty))-

Vizsgaljuk meg az m’ derivaltfiiggvény lefutisat. Az m felsorolt tulajdon-
sagaibol kovetkezik, hogy az («, §) intervallumban m’-nek egyetlen zérushelye
a 7, pont, 7,-ben és 7,-ben vannak szélsfiértékhelyel (rl-!)en’ maximuma,
7,-ben minimuma). Tovabba m’ értelmezési tartomanya szmtep (x, B) és a
tapasztalat szerint m’( + 0) = m’(8 — 0) = 0. A derivéltfiiggvény az («, 7,)
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intervallumban csak pozitiv, a (z,, f) szakaszon csak negativ értékeket vesz
fel. Léteznek tovabba a 7, 7, 7; pontok, melyekre m’ konvex az (x, 77) és
(73, 7}) szakaszokon és konkav a (7], 75), (73, ) intervallumokban (3. abra).

Amix)

A

3. abra. Az w derwadltfigguény grafja

Hozzavéve, hogy m gyorsabban tart 0-hoz az o és f végpontokban, mint
m’, a termékenységi fiiggvény és derivaltja kozott az alibbi tipust kapesolat
all fenn:?

2 m @) =— T px)m(w), ¥ € (a p
(2) (@) = o e e mie) v € (x, )

ahol a & fuggvénynek az (x, ) intervallumban nincsen zérushelye. Amennyi-
ben A(x) = alland6, akkor az egyre normalt termdékenységi fliggvény a f-
eloszlas striiségfiiggvénye.

Ez a gondolatmenet megismételhetd abban az esethen is, amikor a termé-

kenységi periédus nem véges (f = + ~o). Ekkor
x— 7

(3) m’ () = —2 h(x)m(x),?
T —

amibdl h(x) = alland6 esetén az egyre normalt termékenységi fiiggvényre a
I-eloszlas siiriségfiiggvénye adddik. Tekintsiink még egy specialis esetet.
Legyen

(4) ke |

)

r - O

=
B
[l
J
|
o |

1A (2) tipusu egyenletnél — figyelembe véve a termékenységi fiiggvény tulajdonsa-
gait a h flggvény pozitiv. Ugyanis m nem-negativ, (x — @) (x — ) negativ, x — 7,
negativ,ha @ < 7, és pozitiv, ha o > 7, és m’-nek pozitivnak kell lenni (a, 7,)-ban,
negativnak (z,, §)-ban.

2 Végtelen propagativ peridédus esetén a L fiiggvény negativ.
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ekkor az in. Hadwiger-féle eloszlashoz jutunk, melynek altalanos alakja — b
megfelel6 megvalasztdsaval —

exp At
(x — )3 x— o C

Mindharom széban forgé, fiiggvénytipussal j6 eredményeket értek el kiilon-
bozé termékenységi fiiggvények, modellezésénél ([1], [2], [3]).

A fiiggvényvizsgdlati médszerrel kapott (2) illetve (3) differencidlegyenlet
az «, f, T, paraméterekkel és egy h fiiggvénnyel jellemzi a termékenységi
fiiggvényeket. Jelen pillanatban még kevés az ismeretiink ahhoz, hogy h-t
meghatarozhassuk. Nyitott kérdés, hogy h levezetheti-e altalanos demografiai
osszefiiggésekbdl vagy pedig az egyes konkrét termékenységi fiiggvényekhez
kell becsiilniink azt.

ElSszor h becslésével foglalkozunk.

(5) mix) =

B CL'-Z]

Altalanositott Pearson-tipusa eloszlasok

Az elsédleges kutatisi cél az volt, hogy altalinosan hasznalhaté médszert
adjunk népmozgalmi jelenségek modellezésére. Tekintettel arra, hogy az
elézé szakaszban kapott differencialegyenlet-mdédszer a legegyszeriibb fel-
tételezések esetén megadta a hdrom leggyakrabban alkalmazott fiiggvény-
tipust, valamint a (4) tipust kozelitést figyelembe veve h-nak raciondlis tort-
fiiggvény-kozelitése célszer(. Tehdt azt tesszik fel, hogy

Ph(z)

. Q" (x)
ahol Ph és Q" az X valtozé polinomjai, P! és Q" nem nulla az (x, §) interval-
lumban. Ezzel a termékenységi fiiggvényre a

(6) h(x)

Pz
(7) m’ (x) = —— m(x)
Q:

differenciilegyenletet kapjuk, ahol P és @ polinomok, P-nek egyszeres és
egyetlen gyoke (x, f)-ban 7, Q(x) -~ 0, ha x € (, B), tovabba véges propaga-
tiv periédus esetén @Q(x) — Q(B) = 0, nem végesnél Q(x) = 0.

Amennyiben P elséfoki, ¢ pedig legfeljebb méasodfokd polinom, akkor a
(7) differencidlegyenlet a Pearson-tipust eloszlasokat adja:

(8) m’(x) = — R — ()}
ax? + bx + ¢

Ismeretes, hogy a legfontosabb folytonos eloszldsok, igy a normilis, az
exponencialis, a /-, a f-, a Student-, a 42 és a Cauchy-eloszlis Pearson-tipu-
stak (m a siirtiségfiiggvény).

A (7) differencidlegyenletnek eleget tévs, valamely (x, B) értelmezési tar-
toményu siiriségfiiggvényekkel megadott eloszlasokat dltaldnositott Pearson-
tipusi eloszldsoknak, vagy roviden és jellegiikre utalva P|Q-eloszldsoknak fog-
juk nevezni. A (7) differencidlegyenlet egy tetszdleges megoldasara a P[Q-
filgguény elnevezést hasznaljuk ([4]).
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Eddigi meggondolasaink alapjan tehat célszerlinek és hatékonynak latszik
népmozgalmi megoszlasok kozelitése PjQ-fiiggvényekkel. Két kérdés meriil fel:

1. Hogyan val6sithaté meg egy P/Q-fiiggvény illesztése a gyakorlatban ?

2. Megfelelnek-e a P/Q-fiiggvények csaladjanak tulajdonsidgai a népmoz-
galmi megoszlasok kozti sszefiiggéseknek ?

Az 1. kérdéssel kapesolatban eljardist adunk a P/Q-fiiggvények paraméterei-
nek becslésére, aminek kovetkeztében adott p és g fokszamok esetében kiva-
laszthaté a legjobban illeszkeds P[Q-fiiggvény. A 2. kérdésnél azt fogjuk
bizonyitani, hogy a népmozgalmi megoszlisok bizonyos kapesolatba hozhaték
ilyen tipusn fiiggvényekkel.

P/Q-fiiggvények illesztése

Adott p és g fokszamok esetében vizsgaljuk egy P/Q-fiiggvény paraméterei-
nek becslését. Legyen 7€ («, §) és adjuk meg az m(r) értéket. Ekkor a (7)
differencialegyenlet egyértelmiien megoldhato és

X

~ P
(9) m(x) = m(t) exp J __i?,/) dy.

J Q)
Ha adottak az m,, x = 15, 16, , 49 ‘ucinyshimok akkor az elméleti m

fuggvenyt kozelits PlQ- fuggwény becsléséhez a P és @ polinomok egyiitt-
hatéit és egy () értéket kell , legjobban’ megvélasztani. Legyen

(10) P(.r):fzp‘u,,-.zri és  Qa) - él/,.:'i.

=0 [==0

ahol feltételezhetjiik, hogy @, = 1. Mivel a ¢ polinom gyokei az a és a § érté-
kek és ebben az esetben a (") differencidlegyenletnek nincs eltvlmc a becslé-
seket valamely («,, #,) intervallumban végezziik el, ahol o <7 a; <~ <
A Uyakor]atban 11 — 15 és B, — 50 megfelel§ valasztasnak mutatkozik. \llvvl
Qx) -~ 0, ha x € (xy, py), e/ert a (7) differencidlegyenleth6l a & nemnegativ
egész értékekre a
(11) *Qx)m’ (x) = o* P(x)m(x)
osszefiiggések kaphatok. Vezessitk be az m fiiggvénynek az intervallumra
vonatkoz6 ,,momentumait’”’

Ps
(12) Mi(xy, By) = | @'m(a)da.

Integraljuk a (11) egyenletek mindkét oldaldt az («,, #,) intervallumban, a
bal oldalakat parcialisan. Ekkor k kiilonbozs értékeire fennallnak a

m(By) BrQ(B,) — m(xy) e} Q(oty) — 2 bi(i + k) Myl By) = Eai'MHk(“)v £1)

=0
(13)
egyenlségek, ahol M | (xy, f,)-et O-nak értelmezziik ([5]).
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A (13) egyenletrendszer a P és @ polinomok egyiitthatéiban linearis. Ameny-
nyiben ismertek az M (e, f;), ¢ = 0,1,...,p + ¢ + 1 + max (p,q) momen-
tumok, valamint az m(e,), m(8,) értékek, akkor a P és @ polinomok egyiitt-
hatéi meghatirozhatok. A gyakorlatban az M;(«;, f;) elméleti momentumo-
kat (x, = 15, 8; = 50 esetén) a

~ 49 .
(14) W15,49) = 3 (& + 0,5)m,
x=15

tapasztalati értékekkel helyettesitjiik, az m(15) és m(50) értékeket pedig
valamilyen meggondolds, interpoldcié sth. itjan vehetjiik fel. A termékeny-
ség esetében példaul m(15) = my;/2 és m(50) = 0,0 j6 becslésnek latszik.

Felmeriil a kérdés, m(x,)-nek és m(f;)-nek a gyakorlatban komoly problé-
mét okozé becslését, hogyan lehetne kikiiszobdlni.

A (13) egyenlethdl szemeljiik ki a k-dik, (£ + 1)-dik és (k + 2)-dik egyen-
letet (ami egyben jelentse a k, k 4+ 1 és k + 2 értékekhez tartozé egyenlete-
ket). A tomorebb irdasméd kedvéért vezessitk be az

B’ p
Af = Dbl + k) My (g, f1) és a Bp= 2 O Migilo, By)
=0

=0

jeloléseket. Ekkor a (13) egyenletrendszer igy médosul:

(16) m(B1) BrQ(B,) — mlay) ok Qla;) = Ay + Bj.

ahiol k= 0 e
A (k + 1)-dik egyenletet osszuk el §-el és vonjuk ki a k értékhez tartozé-

bol. Ekkor az

ok

L
mlo) Qles) = A + B — - (452 + BEH)
1

TR
B
osszefiiggést kapjuk. Ugyanez k helyett (k + 1)-el:
' ; 1
e ’] - _o_‘lJm(a])Q(al) = A 4+ BET — — (452 + B
i B
A masodik egyenletet osszuk el a,-el, vonjuk ki az els6bdl, ekkor a két egyen-
leth6l megkapjuk a
_ , 1 1 , i 1 -
(17) Ab+ B —|— + —) (45 4 BEY) + — (46T + BEtY) =0,
%y 1 o fy

k= 0,1,... osszefliggéseket, melyekben mar csak az a3, értékek, a momen-
tumok és a polinomok egyiitthat6i szerepelnek. A (17) osszefliggésben az
M(xy, B,) ~ M («y, 8,) helyettesitéseket végrehajtva végiil a paramétereket a

g ; ; L 1) o {
Zbi(U +E) Mgy — G+ ke + 1) |— + 'f] My +—— (G + b+ 2) M| +
i=0 ay 1 %1
p = 1 R TRE e
(18) + Ja; (Mi+l.' AVELSS LM e Mijyp2) =0
=0 % 1 %14
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egyenletekbdl szamithatjuk, ahol £ =0.1,...,(p + ¢). A kapott p + ¢ + 1
egyenlet p + ¢ + 1 ismeretlent tartalmaz (a, = 1), és a gyakorlatban altala-

ban egyértelmiien megoldhaté. A P és ¢ polinomok egyiitthatéinak ismereté-
ben numerikus mddszerrel meghatarozhaték a polinomok zérushelyei, vala-

mint a kozelitd értékek.

My
A
My
Ti%o)
]t N
| r b
150 f 1
| !
i “'
:’ 1
1 E
o
1 [ 3
| t
100 f
L
f {
i \
|
| L
:
501 | E
| \
/ kN
:
: !
b sy il
50 x(év)

0
1955020 25, 30 35 40 45

1. abra. P/Q-figgvény illesztése az 1978. évi korspecifikus termékenyséyi ardanyszdmokhoz
(p=1,9=4)

P|Q-fuggvények illesztésére a (18) egyenletrendszert hasznalva szamito-
gépes programot készitettiink FORTRAN nyelven, amely a KSH Szamito-

koézpontjaban futott.
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A program alapjan elészor a momentumok becslésére, majd a (18) egyenlet-
rendszer megoldasara keriil sor. A kapott egyiitthaték alapjan numerikus
eljaras hecsli a P és @ polinomok gyokeit, valamint az

‘P,
—=ldy
jQ(y)

(x egész) integrdlokat. Mivel a termékenységi ardnyszamok dsszege, az Gn.
teljes termékenyséy fontos mutaté a demografidban, az m, ardnyszdmokhoz
ugy illesztettiik az

md = exp

" PW) ,,_]
=y
J Qy)

o

becsléseket, hogy a szorzétényezs egyittal a becesiilt feljes termékenység legyen.
Ehhez egy ¢ szorzét hatdroztunk meg a
49 570 2
: 1
(19) im0 —g
x=15 2 7;10
v

y=15

= min.

feltétellel. Az illeszkedés josigat az eltérések négyzetosszegével és a két
adatsor kozti korrelaciéval mértiik.

Az 1. tablizat és a 4. dbra az 1978. évi korspecifikus termékenységi ariny-
szamokra a p — 1 és ¢ = 4 fokszdmu P/Q-fiiggvény illesztésének eredményeit
tartalmazza.

Az eredmények azt mutatjik, hogy a p — 1, ¢ = 4 fokszdmi P/@Q-fiiggvé-
nyek csaliddja minimélis hibdval irja le az 1978. évi termékenységi ardnysza-
mokat. Lényegében az illeszkedés olyan j6, hogy az eltérések okdnak az empi-
rikus adatok véletlen ingadozésit is tekinthetjiik.

Osszehasonlitds végett megjegyezziik, hogy az 1961. évi korspecifikus ter-
mékenységi ardnyszimok [-eloszlason alapulé modellje esetében a négyzetes
eltérésre 1491,6 addédott ([1]), mig a p = 1, ¢ = 4 fokszdma P/Q-fiiggvény
esetében 139,98, azaz utébbi tobb mint 10-szer jobb illeszkedést produkal.

P/Q-fiiggvények tulajdonsigai

Jeloljitk I-el azon PJQ-fiiggvények csaladjit, melyeknek értelmezési tar-
tomanya (x, ) < (0, 4-=c), és értelmezési tartomanyuk minden pontjaban pozi-
tiv értéket vesznek fel. Az I fiiggvényosztily a fiiggvényszorzdsra nézve
csoportot alkot.

Valéban ha f és g € 9, akkor f - g értelmezési tartomanya is részhalmaza
(0, +~)-nek és f - g pozitiv. Ha f-et a P/ és @, g-t a P¢ és Q¢ polinomok
hatarozzik meg, akkor

P P
(fy)’:f’f/+ff/’:{ # OJ(ffl}

Qf Qa

4 Szigria
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1. lablazat

PJQ fuggriny illesztése az 1978. évi korspecifikus termikenységi aranyszamokhoz

. (p=1q=4)
A P(x) polinom egyiitthatoi: ay, = —21,84 a; = 1,0
A Q(z) polinom egyiitthatéi: by = — 68,67 b, = 10,2 b, = 0,435

by = 0,00176 b, = 0,0000723
A P polinom gydke (médusz): 21,84

A Q polinom gydokei: 13,91%, 48,14%**

Empirikus | Becsiilt

Kor _—_——

arduyszimok (°/y9)

15 l 10,6 1 8,5
16 : 20,8 | 20,9
17 62,9 ‘ 67,0
18 | 10.4,7 109,3
19 ; 115.0 145,0
20 ‘ 173,3 16,0
e 17957 177,4
22 i 175,0 176,1
23 168,7 167,2
24 \ 154,9 153,8
25 138,3 138,2
26 ‘ 119.7 121,9
27 105,9 106, 1
258 90,1 91,1
29 75,3 71,5
30 ‘ 66,0 65,3
31 l 56,6 | 54,5
32 13,7 15,1
33 ' 37,2 37,0
34 | 31,1 30,0
35 ' 23.3 21.1
36 | 19,7 19.1
37 11,2 14,9
38 11,5 11,5
39 I 8.9 8.6
10 ; 5,9 6.3
41 1,7 1.5
42 3,2 3.0
43 \ 2,0 1.9
k' 0 | 0.9 1.1
45 i 0,4 0.5
16 0,2 | 0.3
47 ' 0,1 0.0
48 | 0,0 0,0
49 r 0,0 | 0.0

Négyzetes eltérés: 95,772
Korrelacié: 0,9996

* 13,91 valéjaban Q szélsdértékhelye, de Q(13,91) kozel 0.
** A B = 48,14 érték mutatja, hogy a f#; = 50 érték magas.

miatt az f - ¢ fiiggvényre (7) tipusi differencidlegyenlet all fenn, tehat fg € IIL.
Hasonléan igazolhat6, hogy ha f, g € I, akkor f/g € . Az azonosan 1 fiigg-
vény nyilvan Il eleme, és egyben egységelem. Az f fiiggvény inverze az Il
csoportban 1/f.
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A P[Q-fiuggvények csoporttulajdonsaganak alapvetd demografiai parhuzama
van. A demogréfia egyik alapfelvetése szerint a népmozgalmi jelenségek fiig-
getlenek. Bz az tn. figgetlenségi hipotézis azt jelenti, hogy a jelenségek hatédsa
izolalhat6. Ha A és B két jelenség, akkor létezik A-nak és B-nek ¢,(x) és
qp (@) x-beni megvaldsuldsi valoszintisége, azzal a feltételezéssel, hogy a masik
jelenséget teljesen kikiiszoboljitk. Kkkor a fuggetlen, pa(x) =1 — ga(x),
ppl@) =1 — qplx) megmaraddsi valészin(iségek® szorzata a valésidgban ta-
pasztalt megmaradasi valdsziniiséggel egyenld.

(20) Pal@) - ppla) = pap(@),

vagyis a megmaraddsi valésziniiségek halmaza zdrt a szorzdsra nézve.

A PjQ-figgvények csoporttulajdonsiga és a népmozgalmi jelenségek meg-
maradési valdszinliségeinek szorzattulajdonsdga arra utal, hogy P[Q-fiiggvé-
nyek a népmozgalmi megoszlasok egészével kapesolatba hozhatok.

Osszefoglalva az eddigieket, a modellezésnél a fiiggvényvizsgilati médszer-
rel indulva egy differencidlegyenlethez jutottunk. A (2) illetve (3) differen-
cialegyenletekben az ismeretlen h fiiggvény legegyszeriibb kozelitései meg-
adtak a szakirodalom éltal javasolt harom legfontosabb modellt. A & fiiggvény
kozelitése racionalis tortfiiggvénnyel célszeri, ennek alapjan a termékeny-
ségi aranyszamokat P/Q-fiiggvénnyel becsiiltiik. A P/Q-fiiggvények illesztése
szamitogép igénybevételével lényegében problémamentesen megoldhaté. Az
eredmények azt mutattak, hogy plusz harom paraméter bevezetése 10-szeres
illeszkedésjavulast eredményez, és lényegében az alkalmazott fiiggvény elmé-
leti modellnek tekinthetd. Ezenkiviil a P/Q-fiiggvények struktiraja, tulajdon-
sagai analégiat mutatnak a népmozgalmi megoszlasok tulajdonsagaival.

A megoszlas kiilsG jegyeinek elemzése mellett a jelenség természetére vo-
natkozo feltételezések alapjan is megkisérelhetjiilk a modellalkotast. A kovet-
JrezGkben ezzel foglalkozunk.

A termékenység autoregressziv modellje

A termékenységnek, mint demogrifiai jelenségnek megvaldésulasat altala-
nossagban harom faktor befolydsolja.

1. természetes termékenység

2. demografiai tényeziok

3. tarsadalmi-gazdasagi hatasok.
A harom hefolyisolé tényezd koziil az els6 kettd funkcionalis jellegii, azaz meg-
hatdrozott nagysagukhoz a termékenységi aranyszamok meghatarozott nagy-
saga tartozik. A tarsadalmi-gazdasigi koriilmények adaptiv jellegiiek, tehat
,,sztochasztikusan” befolydsoljdk a termékenységet. IKnnek alapjan a kovet-
kezd modellt vehetjiik fel:

Legyen (02, A, P) val6sziniiségi mezd, ahol Q a propagativ kord nék hal-
maza. Jelolje adott o € Q esetén &/(w), n,(®), {(®), o (w) rendre a ¢ éves kor-
ban az @ nd altal sziilt gyermekek szimat, a természetes termékenység hata-

ETehéit annak valdszintisége, hogy az 4 illetve a B jelenség nem valdsul meg.,

4%
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sat, a demografial tényezGket és a tarsadalmi-gazdasdgi faktort. Ekkor

t t
91) e » "
(21) & = [ la)n— + b(2) ¢ 1dr + [ da,

1] 0
irhaté homogén megkozelitésben, ahol « és b determinisztikus fiiggvények,
¢, pedig valészintiségi valtozé. Kézenfekvs felvenni, hogy a természetes ter-
mékenység és a demografiai tényezOk a megeléz6 &, értékben Gsszpontosul-
nak és hogy a ndk egészére nézve a ,maradék” tarsadalmi-gazdasigi hatds
varhaté értéke zérus koriil van.* Emiatt a

t ¢

=\ At — ). dv + ‘ B, dx,

% 0

are

(22)

t
elGallitds lesz érvényes, ahol M( [ B dx) = 0. A (22) 6sszefiiggéshen a deter-
0
minisztikus részre azt lehet mondani, hogy A(z) mar igen kicsi, ha (¢ — 7)
nagy, vagyis, hogy & kielégitGen megadhaté néhany megelzé érték linedris
kombinécidjaval. Emiatt — feltéve, hogy egy konstans p idé elteltével mar
a megel6z6 &, értékek hatdsa elenyészd vagyis A(t — 7) ~ 0, ha t — 7 - p,
t t
(23) = A~ B)dv + ‘ B, dx,
t—-p 0
adoédik. Azaz &-t autoregressziv mddon kozelitjiik. Diszkrét megkozelitésben
tehat & .-re azt vessziik fel, hogy

p
< | ] s
(24) &t b= ;5 _; + &
=
ahol «y, a,. ..., a, valés szamok és (g.) 0-varhaté értékii sztochasztikus soro-
zat. A (24) egyvenletbdl varhato értékre attérve a
~ p‘
(25) My = UMy
I=]

osszefiiggés adddik, vagyis modelliink a kovetkez6: a termékenységi arany=
szam a megel6z6 p szami termékenységi ardnyszim linedris kombindcidja
és az egyiitthatok nem fiiggnek az x értéktal.

Bar az alkalmazott feltételezések, melyek a (25) egyenletekhez vezettek,
eléggé ,,ad hoc” jellegliek, mégis a valasztott autoregressziv megoldas kielé-
gitéen jellemzi a termékenységi aranyszamokat.

Foglalkozzunk el6szor az egyiitthaték becslésével. A legkisebb négyzetelk
médszere alapjan az d,, d, . . ., 4, becsléscket a

B { p 2
(26) > |me — Zdmy | = min
x=p+l+x | i=1

4, Maradék™ hatason azt értjitk, amit a megel6zd ¢ — 7 dlethorokhoz tartozd 5_, érté-
kek nem tartalmaznak. Ilyen értelemben mondjuk, hogy — a pillanatnyi — ,;maradék”
hatés elenyészd.
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feltétellel kaphatjuk meg, amit d, szerint differencidlva az egyiitthatékra a

p p 8
(27) 2 My Moy — Zai 2 My My = 0,
x=p+1+a i=1 x=p+1+4a
k=1,2, .., p egyenletrendszer adédik. Ennek megoldasai az d,, d,, . . ., d,

egyﬁtthaté—becslések.
Ezek utdn az m,, m,qy, . . ., m,,, ; értékekbdl és a kapott egyiitthatékbol
a (25) osszefiiggés alapjan valamennyi termékenységi ardnyszam becsiilhetd.

150

100 1

50 1

0

5 2 25

5. dbra. Az 1978. évi korspecifikus fermekmysegz amnusmmak becslése neqqparmnelere?
autoregressziv modellel
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18
@
=]

Pontosabb becsléseket kaphatunk, ha nemecsak az d,, ..., 4, hanem az
Ty, « - - My, g kezdGértékeket is meghecsiiljiik a (26) feltétel alapjan. Ennek
az eljarasnak elénye, hogy valoban autoregressziv sort kapunk, hatranya vi-
szont, hogy a becslési eljaras joval bonyolultabb.

A 2. tdblazat és az 5. abra egy olyan becslési eljaras eredményeit tartalmazza
amelyik az emlitett két lehetdség kozott van. Ennek sordan elGszor a (27)
egyenletekbdl megbecsiiltiik az ad,, d,, . . ., @, egyiitthatékat, majd ezeket

2. tablazat

Az 1978. évs korspecifilus termékenységi ardanyszamok becslése négyparaméteres auloregressziv

modellel
Egyiitthatok: @, = 1,9542
G, = - 1,1283
dg = 0,090783
@, = 0,066915
Erapirikus ‘ Becsilt
Kor - e e e
ardnyszamok (%)
15 10,6 ! 10,5
16 } 29,8 | 29,1
17 62,9 63,6
18 104,7 109,0
19 145,0 144,5
20 173,3 166,8
21 1777 - 4 176,5
22 175,0 1756,9
23 168,7 168,1
24 154,9 166,5
26 ; 138,3 140,2
26 ; 119,7 123,9
27 ‘ 105,9 107,6
28 | 904 91,9
29 i 75,3 71,6
30 66,0 64,6
31 56,6 53,
32 ,‘ 43,7 43.5
33 j 37,2 | 35,1
34 31,1 5 28,1
% | 23, 22,2
36 1975 | 17,4
37 | 14,2 13,5
38 11,6 10,4
39 | 3,9 7,9
40 | 5,9 5,9
41 ‘ 4,7 4,3
42 i 3,2 3,1
43 ; 2,0 2,2
44 | 0,9 | 1,5
45 [ 0,4 1 1,0
46 | 0,2 0,6
47 { 0,1 0,4
48 0,0 0,2
49 0,0 0,0

Korrelacio: 0,9990
Négyzetes eltérés: 132,69 2
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elméleti értéknek fogadva el, a (26) feltételt dtalakitva becsiiltiik az 7,
Myiy- - o Moy, 1 kezdS értékeket.

A 2. tdblazatot az 1. tdblazattal Gsszehasonlitva lithatd, hogy a P/Q-fiigg-
vénnyel kapott becslés csak valamivel jobb az autoregressziv modell eredmé-
nyeinél és — tekintettel az autoregressziv becslési eljarasnal tett megjegyzésre
— ez is abbdl adédhat, hogy nem tudtuk megbecsiilni a legjobban illeszkeds
autoregressziv sorozatot. Ezek alapjan — legalabbis az 1978. évi élvesziiletési
ardnyszdmokra — az autoregressziv modell elméleti modellnek tekinthetd.

A modell 6sszhangban van a termékenységi folyamat azon nyilvanvalénak
t{inG ismérvével, hogy a né vagy hdzaspar termékenységi illetve csalddtorté-
netében a gyermek sziiletésének esélyét a megel6zé néhany év (esetiinkben
4 év) termékenységtiorténete meghatérozza, a korabbi hatdsok a varhaté érték
szintjén elmosddnak.

Osszefoglalva: népmozgalmi megoszldsok modellezésére mindkét médszer
— a PjQ-fuggvények illesztésének médszere és az autoregresszivitds feltéte-
lezése — dltalanosan hasznalhaténak tiinik, a kapott eredmények igen jok.
Mindezek alapjan érdemes tovabb folytatni a kutatdst, egyrészt az alkalmaza-
sok teriiletén, masrészt a jobb elméleti megalapozas céljabél.

( Bedrkezett: 1981. december 20-dn )
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Részvénytédrsulat.

MODELLING OF AGE-SPECIFIC FERTILITY RATES

An important part of demographical researches is the modelling and the functional
description of the course of various demographical phenomena according to cohorts and
of the age-specific probabilities. We developed and applied two methods, to describe age-
specific fertility rates: the method of so called /@ functions and an approach of the
autoregressive type.

The essence of the method of P/Q functions lies in that empirical data are approximated
by such continuous functions whose logarithmic derivative is the quotient of two poly-
nomials. The family of such functions contains the most important types of functions
suggested in technical literature. Coefficients of the polynomials may be estimated by
the method of moments. Fittings show that if P is a first order polynomial and @ a
fourth order the iterative polynomial then the approximating function may practically
be regarded as a theoretical model. Besides, properties of the family of P/ functions
show some analogy to an important characteristic of demographical distributions.
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The other procedure, the approach of autoregressive type starts from the assumption
that at a given age the fertility of women is determined by that of a few preceding years
(age). Specifically a linear relationship with constant coefficients is supposed. In the
course of practical application coefficients were estimated by least squares method,
then the same procedure was used for estimating initial values. In case of four years the
model produces as good a fit as the method of P/ functions.

MOOEJIMPOBAHHME BO3PACTHO-CINIELIMOUYECKHUX KO3PDHULIMOHTOB
[MJI0JOBUTOCTH

OnHOil M3 BaYKHBIX IJIaB QyHAAMEHTAJILHLIX MCCIIe0BAHMI B 00J1aCTH AeMOrpaduu siBJIsieTc 51
BEPOSITHOCTHOE MOJEJIMPOBAHHUE, ONpeesisieMoe H3JI03KOHHO B Bujae GyHKIHMU NPOTEKaHus pas-
JIMUHBIX sIBJIEHMH 110 HApOJOHACEJIEHHIO € YYETOM Bo3pacTa (HopMHPOBAHMST BO3PACTHO-CIICIH-
(GHuecKUX BO3MOYKHOCTeH peanusauuu. B acnexkrTe onuciaHusi Bo3pocta-Cneldpuueckux Koag-
(DHUMEHTOB MJIOIOBHTOCTH Mbl Pa3patoTali M UCHOJIL3YEM JIBA METOJIA, T. €. T. H. METOL Yy HKIMii
P/Q 1 aBTOperpeccHBHBIIL 110 CBOEMY TilITy MOAXOJL.

Cyrb mMeroga (yHKImuH P/Q Kkpoercst B TOM, UTO K 9MHIMPHYECKHUM JAHHBIM Mbl OMHCHIBAEM
0CPE/ICTBOM TaKOH HENpepbIBHOH QyHKIMM, JIOrapudmMU4ecKkoil npou3BoAHON KOTOPO# sIBIIsIeT-
cs1 yacTHoe AByX nojmHomoB. Upynma dymiciumii, odaagalonmx TaKumin CBOACTBAMI BIJLIOUAET B
ce0s1 HauOoJiee BayKHBIC TUITLL (DYHKIMH, NpejiaraemMblx B crenuanbyoil srreparype. Koedipr-
HMEHTHI TTOJIMHOMOB MOTYT OLEHHBATHCS METOJ0OM MOMEHTOB. Pe3yJibTaTil NOKa3biBAIOT, 4TO B
cjlyuae 1oJiMHOMa nepBoH creneny P i uerBepToil crenen Q npuo/uinKenast GyHKIMsI MOyKeT
paccmMaTpHBATLCS, MO CYLIECTBY, B KAYeCTBE TEOPETHUECKOH mojesnt. Hapsiay ¢ 9tum cBoiicTsa
cemeiicTBa (yHKii P/Q 1moKka3blBaloT aHaJIOTHIO € 01Ol cyluecTsentoil Xapaicrepnoii ueproii
nuddepeHmaly JIBHYKEHHsT HAPO/I0HOCEJICHHST.

Jpyroil HCMOb3yemblit METOJL, T. €. ABTOPELPECCHBHLIT 110 CBOEMY THITY HOAXO0/A HCXOJNT 13
TOT0, YTO B OTHOLIEHHH KAKOT0-TO OMPEJEJIEHHOr0 Bo3pacTa (JepPTHILHOCTL JKEHIMH Onpe/eisa-
ercsi (PePTHIILHOCTBIO HECKOJILKHUX MPEAMECTBYIOWMX JIeT (BO3PACTOB). B OTHOMEHH MOPsyiKa
onpeaeJieHNsl Npe/UiaraeTest Halluuue nocTosHHON kKoadduiuenThoil Jnneiinoit csasn. B xoae
MPAKTHUECKOTO HCTIOJIb30BAHMsT KOIMMUIIMEHTDI OIEHHBAJIICH METOIOM HAMMEHBIINX KBa/IpaToB
1 B NOCJIEAY IOUIEM 9TA METOMKA HCITOJIB3YETCS W NPH OLICHKE Hava IbHLIX 3Havennii. B paspese
yeThIpex JIET JAHHAsT MOJEJIb JIAeT TAKHE JKe XOPOIIME pesyabTatvl, uTo i MeTox pyHiiwit P/Q.
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Hinyados célfiiggvényti programozasi feladatok
dekompozicidjarol

1. Elzmények
Egy korabbi cikkiinkben [3] egy dekompoziciés eljarast szarmaztattunk a
J
]5‘] .’L'j = bJ

(1) 20 = L9,.:

ZC]'Q:J' + b4
max —L———

J
feladat megolddsira. Az eljards szdrmaztatasa ugy tortént, hogy az (1) fel-
adat valtozéira alkalmaztuk azt a transzformaciét, ami a Dantzig--Wolfe
eljards alapja, majd megoldottuk az fgy kapott hényados programozasi fel-
adatot. Ez a Charnes és Cooper altal javasolt médon ([2]) tértént, ami a hanya-
dos programozasi feladatot egy vele ekvivalens linearis programmal helyettesiti.

Ezt az eljardst azéta mar tobbszor is felfedezték. (Ugy latszik, a SZIGMA
csak kevesekhez jut el.) Arrél nincs tudomdsunk, hogy valaki alkalmazta volna,
az eljarast, vagy akarcsak kisérleti célokra is elkésziilt volna egy megfelels
szamitégépes program. Mi a hivatkozott cikkben ezért foglalkoztunk az elji-
rdssal, mert abban az idében a magyar vallalatok tobbségénél a jovedelem-
szabalyozési rendszer olyan volt, hogy az (1) modell dekompoziciés megolda-
sdnak megfeleltetheté volt, pl. egy tobb részegységhdl 4ll6 nagyvallalat de-
centralizdlt irdnyitasi rendszere. (Természetesen egy ilyen dekompoziciés el-
jards 4ltalaban csak fenntartisokkal tekinthetd egy decentralizalt iranyitési
rendszer modelljének.) Id6kozben a véllalatok jovedelemszabalyozéasdnak
mechanizmusa némileg megvaltozott, de a hanyados programozasi modell
az ij mechanizmusban is fontos szerepet jatszik, vagy jatszhat. Ilyen vonat-
kozasu részletekkel azonban itt nem foglalkozunk.

Valéjaban mar [3] megirasakor felmeriilt az a lehetOség, hogy az ottani
eljards szarmaztatdsa soran végrehajtott két 1épés sorrendjét forditsuk meg:
eldszor hajtsuk végre a Charnes—Cooper transzformdciét, és az igy adédd
feladatot oldjuk meg dekompozicidval.

A Charnes—Cooper transzformécié végrehajtasa utdn (1) ekvivalens a.

i 3 e . O =2

(2) :
A2y + Ayzy + —b =0
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8121 —_ bl‘: =0
B‘.!z': o bzi- == ()
(2)
Ris %y v+ o =0
max (¢;2; + €329 + ... + ¥{)

linearis programmal.

A (2) feladat egy tin. kétszeresen Osszekapesolt — a | kozos” feltételeken
tial a kozos { valtozot is tartalmazé-feladat és az ilyeneket akkor még nem
tudtuk elég jol kezelni. A 2. részben elGszor azt irjuk le, hogy mi volt a bajunk
ezzel a lehetéséggel, majd azt targyaljuk, hogy miképpen tudunk ettl meg-
szabadulni.

2. Tovabbi lehetdségek

A Benders dekompozicié [1] , kézenfekvs'” alkalmazasahoz helyettesitsiilk
(2)-t a vele ekvivalens

2‘0/ + 6: —
/
s — b =0
J
d]'z/ o
(3) A/Z]:8/ (j—_:l,2,.)

max ( 3¢z, + y8)
i

feladattal. Ha most oly médon alkalmazzuk a Benders dekompoziciét, hogy
a o;-ket, s;-ket és (-t tekintjiik az vin. kozponti feladat valtozéinak, akkor az
eljaras minden lépése soran a részfeladat(ok)

Il

gj

d;z; -
)

Az =
(4) Bz = b¢

I

[f

max cjz,

alaki(ak), ahol 6, 3, és { az aktudlis kézponti feladat megolddsabél adédik .

Az interpretacids lehetOségek szempontjabil azok az eljardsok az érdekesek
ahol a részfeladatok olyan hdnyados programozisi feladatok, melyekben a
szamlalok és a nevezdk a c;x;-kkel illetve a o,z -kkel — esetleg lépésenként
valtozé — kapesolatba hozhaté kifejezések [3]. A (4) részfeladatok a Charnes —
Cooper transzformacié megforditisival nem hozhaték ilyen alakra.
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) Ha u_gyanis x; €{x;| Byjx; = b;, x; > 0} esetén teljesiil djx; > 0, <0 és
8; = &/, akkor az

I

S,

;1] JL'/-

feladattal a Charnes —Cooper transzformacié szerint a
djz; = @
A}-z/. - .5,4'}- =)
Bz, —6;{,=0
2 = 0

max ("j C/

linedris program ekvivalens. Ettdl (4) abban tér el, hogy ott {; értéke ¢-nak
van rogzitve. Ily médon a most felirt feladat megolddsabdl a (4) részfeladat
egy dudl lehetséges megolddsa ugyan megkaphaté, de (4) optimumértékére
legfeljebb csak egy fels6 korlat nyerhetd és mindez a Benders dekompozicié
vazolt alkalmazasdhoz kevés. (A Benders dekompoziciés elvbsl adédé eljaras
régzletes leirdsira mondanivalénk szempontjabél nincs sziikség.)

Az elmondottak viszont azt is jelzik, hogy miképpen kelt (2)-t annak célji-
bél atalakitani, hogy kétszeresen osszekapesolt feladatokra javasolt dekom-
poziciét [4] alkalmazva olyan eljardshoz jussunk, ahol a részfeladatok hanya-
dos programozasi feladatok. (A (2) feladat , kézenfekvs” dekompozici6javal
ugyanis pontosan ugyanaz a ,,probléma’”, mint a Benders dekompoziciénal.
Egyébként a kétszeresen osszekapesolt feladatokra vonatkozé dekompozicié-
bél a jelen esetre adodé eljards részletes lefrasatol is eltekintiink.)

Ujabb valtozok és az Sket definiilé egyenletek bevezetése utan (2) ekviva-
lens a

]

ZAJz/ = bC: 0
J

Rl .
(5) : T
djz; = a;
Bjz; — b;{; =0

max (X ¢;z; + 7C)
J
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linearis programmal. Ha itt kozos feltételeknek az elsé harom feltételt illetve
feltételcsoportot, kozos véaltozéknak a o;-ket és -t tekintjiik, akkor [4] sze-
rint olyan dekompozicids eljarashoz jutunk, ahol a részfeladatok

d;z; = a,
g B,z, —b,C/ = 0
(6) 2 >0 .

max {(¢; — PA))z; — @,}

alakiak. Itt p és p; a kozos feltételeknek, o, pedig a kizos valtozéknak meg-
felels kozponti feladatbdl adddik. (6) pedig nyilvan ekvivalens a
Bjx; = b,
z; 20
st LT P €
d;xlo;
hanyados programozasi feladattal.

( Beérkezett: 1981. szeptember 25-én)
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ON THE DECOMPOSITION OF FRACTIONAL PROGRAMMING PROBLEMS

The note discusses the possibilities of solving the fractional programrming problem by
decomposition. The main point is to develop a procedure where the subproblems are
also fractional programming problems.
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Kornar JANOS —MARTOS BELa (szerk.):
Szabdlyozds drjelzések nélkiil. Aladémiai
Kiadé, 1981. 302 p.

1971-ben jelent meg Kornai Jdnos és
Martos Béla tanulménya Gazdasdgi rend-
szerek vegetathy miikodése cimmel. A ecikk-
ben kifejtett tjszer(i gondolatok egy szerte-
dgazé kutatds kiinduldpontjiva valtak.
A tiz év kutatdsainak eredményeit dsszegzi
a konyv, amelyet a fenti tanulmdny
szerzli szerkesztettek.

Mint az el6széban irjék:

. Kotetiink 13 — jelentds részben publi-
kilatlan —— tanulményt tartalmaz 8 szer-
26t6l. A tanulmdnyokat szoros szemléleti,
tartalmi ¢és modszertani rokonsdg fiizi
egybe.

Tartalmilag a tanulményok valameny-
nyien a népgazdasdg szabslyozdsdval fog-
lalkoznalk, éspedig egyszer(i mechanizmu-
sokkal, amelyek drat nem vagy csak igen
korlétozott szerepben alkalmaznak.

Modszertanilag a tanulményok kozos
sajdtossdga a nagyfoku absztrakeié és a
matematikai szabdlyozédselmélet fogalmi
rendszerének és eszkozeinek hasznélata.”

Mindjért az elején meg kell emliteniink,
hogy bér a konyv mondanival6ja Snmagé-
ban is ¢rthetd, olvasdsidt nagyon meg-
konnyfti, ha egyiitt tekintjiik Kornai Janos
harom mdsik munkdjival. Ezek a kinyvek
az Anti-Bquilibrium, A hidny és a Nove-
kedés, hidny és hatékonysdg. Kz utébbiban
az itt targyalt konyv folytatdsdt lithatjuk:
egy norma szerinti szabdlyozdsra épuld,
a népgazdasdg egbszét dtfogd makromodell
felépitésének kisérletét. Az elsé két konyv
reprezentalja azt a kutatdsi magatartést,
épiti fel azt a gondolati rendszert, amely
a Szabdlyozds drjelzések nélkil kotet modell-
jeinek alapjdul szolgdl.

A kényvek vitdi sordn sokan kételked-
tek abban, hogy példdul a redlszféra és
a szabdlyozési szféra kovetkezetes meg-
kiilonboztetése, a gazdasig egyes részeinek
norma szerinti mfikodése, a hidnyvaltozdk
bekapesoldsa, egyéltalin a gazdasdg nem-

walrasi egyensulyra torekvd felfogdsa ope-
raciondlizalhatd, matematikai forméba ént-
het6 lenne. A tanulménykotet mmegmutatta,
hogy az ,,Anti-Equilibrium” és a , Hidny™
egyes elméleti modelljeinek adekvat mate-
matikai megfogalmazisa példaul a sza-
halyozdselmélet appardtusdval torténhet
meg. S6t, a szabdlyozdselméleti kozelités
1 Gtleteket adott, 1j vizsgdlati irdnyokat
jelolt ki, s nem egy esetben ,,visszahatott”’
az elméletre olyan kérdések felvetésével,
amelyek a szigoribb matematikai formu-
l4z4s nélkiil taldn fel sem meriiltek volna.

A kényv hérom részbél dll. Az elsd rész
az Hapozicid, a mésodik rész cime: Készlet,
dar, nyereség, a harmadiké Vezérlés normdl
palydrol : készlet és megrendelés.

Az elsé rész elsi fejezete ( Kornai Jdanos—
Martos Béla) mar tartalmazza a fogal-
makat, definicidkat, amelyek a késdbbiek-
ben majd eléfordulnak, s6t, a modelleket
értékels, értelmezs magyardzatok is helyet
kapnak benne. Az egyes tanulmdnyolkat
olvasva jo szolgdlatot tesz, ha eligazitds
végett siir(in visszalapozunk ehhez a feje-
zethez, ezért ismertetésiinkben is részlete-
sebben tdmaszkodunk rd.

A kotet modelljeinek egyik lényeges
sajatossdga, hogy a gazdasigi rendszert
redlszférara és szabdlyozdsi szférdra bontjik
szét. A redlszféra valtozoia gazdasdgi rend-
szer fizikai folyamataira vonatkoznak.
A szabdlyozési szférdban megy véghe a
redlszféra irényitésa. E szférdban meg-
hatdrozott operitorok miikodnek, ezek
irjik le a rendszer résztvevéinek, dontés-
hozo6inak viselkedési szabdlyossdgait.

Ez a tudatos, kovetkezetesen végigvitt
megkiilénboztetés, valamint az ehhez jol
illeszked8 szabdlyozdselméleti modszertan a
gazdasdgi rendszer olyan dinamikus modell-
jeinek felfrdsét eredményezi, amelyek —
igaz, egyszer{i és elvont — ,,gazdasdgi
mechanizmusok’” elemzésére képesek. A ko-
tet egyik legfontosabb vonulatdnak ezt
a kérdésfelvetést tarthatjuk, hiszen a koz-
gazdaségi matematika eddigi modelljeiben
elvétve lehet csak talilkozni hasonléval.
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Itt nem az a vizsgalat targya, hogy milyen
szabdlyozds ,,tartozna hozzd” egy optimé-
lis redl-miikodéshez, hanem az, hogyan
funkciondl ez vagy amaz a szabdlyozd
(arjelleg(i vagy nem arjellegii), hogyan hat
a rendszer miikodésére (23 o.).

A modellek koziil torténetileg is az elsd,
és a tovidbbiak ihletGje a mdasodik fejezetben
targyalt készletjelzésen alapuld két vegeta-
tiv szabdlyozasi modell. ( Kornai Janos —
Martos Béla). A szabdlyozdsi folyamat
elemi eseményeit a szerzék két szempont-
bol osztdlyozzdak:

a) Kik és hogyan vigzik el a kimend jel
atalakitdsat, azaz a dontések, utasi-
tasok hol keletkeznel

b) Milyen szervezetek kozott zajlik le
a jelek ataddsa?

A fenti ismérvek segitségével az Ossze-
tett szabdlyozas kiilonbozé fokozatai ala-
kithatok ki. Ezek koziil legegyszeriibbek
egyben legdecentralizdaltabbalk
a vegetativ szabdalyozdasok, ahol a jelek kép-
z6s6t a redlszervezetek sajat szabalyozdisi
egységel végzik, s a jelitadds soran a jel
vagy nem hagyja el a szervezetet, amelyben
keletkezett, vagy két killonbozs redlszer-
vezet redlfolyamathoz kapesolodé jelitadd-
sarol van szo.

Ebben a decentralizdalt. szabdlyozisi
mechanizmusban a jelzések dltaldban nem-
arjellegiiek, vagy ha drakat be is kapesol-
nak, azok mogétt mem hazdédnak meg
valodi pénziigyi folyamatok. A sokféle
lehetséges nem-drjellegii jelzés koziil a kotet
modelljei a készletjelzéseket és a rendelés-
jelzéseket haszndljak.

Nem véletlen, hogy a kitet cime is a
szabalyozds drjelzés nélkiiliségét cmeli ki.
A hagyoményos matematikai modellek
tobbsége az drak mindenhatésdgédra épiilt.
Ugyanakkor a szocialista gazdasdg lefrdsd-
ban nagy szerepet tulajdonitottak a nem-
arjellegti jelzéseknek, de ezeket (pl. a terv-
utasitdasokat) a centralizalt gazdasdgird-
nyitds velejaréinak tekintették. Mind a
kapitalista, mind a szocialista gazdasighan
miikidtek és miikodnek azonban vegetativ
folyamatok: a villalatok kézvetleniil rea-
galnak a készletek felduzzaddsdira — apa-
ddsdra, a kapacitdskihaszndlis novekeddé-
sére esokkenésére, a rendelés-alloméany
valtozdsaira. ,,A (magyar) vallalatok kiilo-
nosen a reformok el6tt, de az igazat meg-
vallva, még a reformok utdn sem reagdlnalk
érzékenyen a relativ drakra. Tevékenysé-
geiket nem korldtozza szigortan a mikro-
okonémiai elméletbdl jol ismert koltség-
vetési korlat. Ezért a készlet- és rendelés-
jelzéses modellek, amelyekben az dr egy-
dltalan nem jut szerephez, vagy amelyik-
ben van ugyan drjelzés, de nincs koltség-
vetési korlat, kozel allnak a szocialista

— i
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viallalat viselkedésének tényleges gyvakorla-
tahoz” (41 o.).

A masodik fejezet modelljei egy olyan
nyilt  Leontief gazdasigban mikodnek,
ahol a termeld és a fogyasztd csak a sajat
készleteit figyeli meg. Ha a villalat sajat
termékeibdl a készlet a ,normddlis szint”
felettivé valik, esokkenti a termelést, ha
a készlet leapad, érdemes novelnie azt.
Ha az anyagkészlet felduzzad, a beszerzés
csokkenthetd, ha tal kiesi, a beszerzést
kell novelni. A beavatkozdst a normdtol
valo eltérés egy bizonyos mértéke valtja ki.

Az itt felvazolt magatartasi szabdlyokat
egyszerit  mérlegegyenletek egészitik  ki.
A modell a valés gazdasdgi folyamatok
egy absztrakt leképezése. Kérdéses azon-
ban. hogy cz az egyszer(i modell, azaz
az altala képviselt drjelzés nélkiili, norma
szerinti szabdlyozdson alapulo, koordind-
latlan, decentralizdalt mechanizmus miiko-
déshen tudja-e tartani a gazdasdgot ?

A misodik fejezet mdsodik (esillapitot-
tan szabilyozott) modelljének matematikai
clemzése megmutatja, hogy a felirt rend-
szer folytonos miikoddése biztositott, kiilsd
zavarok (perturbdciok) esetén sem vilik
miikodésképtelenné, és stabil abban az
értelemben, hogy mindig visszatér a nor-
madl dllapotahoz.

A kotet elsd, bevezetd része a Kornai—
Martos modellekkel expondalt modellesaldd
matematikai és kozgazdasdgi sajdtossdgai-
nak bévebb magyarazatdra szan két kivet-
kezd fejezetet. A harmadik fejezet (Martos
Béla) a szabdlyoziselmdélet alapfogalmait
téargyalja. Kulondsen lényeges az a rész

by

ahol a szabdlyozis megitélésének krité-

riumair6l, a  stabilitasrol ir. A szokdsos
stabilitdsfognlom  ugyanis nem minden

esethen megnyugtatd a kozgazddsz  szi-
méra. A rendszer stabil lehet akkor is, ha
egyes zavarokra izen nagy kilengéseklkel
vilaszol s fgv tér vissza idGvel a normadl
allapot kozelébe. Kzeknelk a kilengéselknek
bizonyos nagysige azonban kizgazdasdgi-
lagmegengoedethetetlen mértékiivéis vilhat.

3rody  Andrds a  hatodik  fejezetben
whelyesen orientalonak’™ nevezi azt a sza-
bélyozist, amelyben az eltérésveltor min-
den eleme monoton esokkenve tart a zérus-
hoz, vagyis a rendszer minden része egye-
nesen a kivant Allapot felé tart. A szokdsos
stabilitdsvizsgdlatok ezt a szigortt kivetel-
ményt nem teljesitik.

A negyedik fejezet a norma szerinti sza-
balyozassal  foglalkozik (Kornai Jdnos).
Ertelmezésében ,.a norma a gazdasdoi
rendszer valamely viselkedési viltozdjinak
szokdsos nagysdga, a tdrsadalmi gyakorlat
dltal megmerevitett dtlaga ...” , Normd-
rol esak akkor beszélhetiink, ha miikodik
egy szabdlyozdsi folyamat, amely a tény-
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leges viselkedést a norma irdnyaba tereli”
(104. 0.). A kotet modelljeiben kétfél
norma jelenik meg; a készletnorma és a
rendelésallomdny normédja. A normdk ta-
pasztalati iton megfigyelheték és mate-
matikai-statisztikai Gton mérheték, azaz
a szabidlyozdsi modellekbe is beépithetdk
lehetnek. Természetesen a norma szerinti
szabalyozds nem univerzilis jellegii. Bér
a valdsag sok teriiletén megjelenik, mashol
esetleg mas viselkedésmintiak érvényesek,
példdul az elfogaddsi korlatok szerinti,
az aspirdcios szintek szerinti vagy a
beavatkozas kritikus értékéhez kotott
viselkedés.

A kotet mdsodik részénel elsi  fejezete
az el6z6 rész masodik fejezetének folytonos
modelljeibdl kiindulva diszkrét idds, kés-
leltetéses szabdlyozdasi modelleket ir  fel
( Danes  Istvdn— Hunyadi  Laszlo—Sivdl
Jozsef). A deriviltak helyébe 16pd készlet-
valtozisi, termelésnovekmény, sth. vilto-
z0k a modellek kozgazdasdgl értelimezését
megkonnyitik, realisztikusabba  teszik.
A megolddsokbol viszont kit(inik, hogy
ennek dra van: a késleltetés, a reakcididd
bekapesoldsa megvaltoztatja a miikodd-
képessép és a stabilitds feltételeit. Végiil
is ennck a kulonbségnek a hangsilyozdsa
mellett a fejezet masodik modellje egy jol
értelmezhetd,  stabilizilhaté  szabidlyozdsi
mechanizimust mutat be.

A hatodik [ejezet modellpdrjai is folyto-
nos ¢s diszkrét valtozatokat tartalmaznak.
Készletszintrdl és készletvialtozdsrol, nve-
reségszintrol és nyereségviltozasrol vezé-
relt 8 modellt ir fel Brddy Andrds. Az igen
leegyszeriisitett. modellekkel (nem kiilén-
hoztetnek meg anyag- és termékkészlete-
ket és nem tartalmaznak kilsé fogyasz-
tast) végzett vizsgdlatok a stabilitdsra
koncentiralnak, hiszen ha mdr itt problé-
mak vannak, akkor a bonyolultabb model-
lek felfrdsa sem vezethet eredményre.
Ebben a fejezetben jelenik meg el6szor
az drjelzés, mégpedig a nyereségrél vezdérelt
szabdlyozasok egyenleteiben.

A hetedilk fejezel mésodik modellje vissza-
térve a masodik fejezet modelljeinek alap-
vetd sajdtossdgaihoz, beépiti  szabilyo-
zasdban a Brody-modellek drjelzését. Mar-
tos Béla modelljében a szabdlyozis hdrom

alfolyamatra  bomlik: drmegdllapitdsok,
gazdaségossdagi  szdmitisok és  termelési

dontések. (Mint mdr emlitettik, az itt
szerepld drak ecsak kalkulativ informédeciok;
nem jarnak egyiitt pénzmozgissal, jove-
delemkeletkezéssel.) Osszehasonlitva ezt az
darkommunikdcios vegetativ szabdlyozdsi mo-
dellt az egyszer( készletjelzéses modellel,
alapveté hasonlésigok és kiilonbségek tiin-
nek fel. A modellek informédciétartalmuk-
ban, szabdlyozdsi megolddsaikban jelen-
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tésen eltérnek egymdstol, ugyanakkor
mindkettd stabilizalhaté és m{ikodSképessé
tehetd, s6t, az ezekhez sziikséges feltevé-
sek, paraméterkorlatozdsok is igen hason-
10k. Felvetddik tehat a szabdlyozdk hason-
losdaganak és ekvivalencidjanak kérdése.

Martos Béla a mnyolcadik [ejezetben az
informacios kapesolatok és a szabdlyozdsi
matrixok tulajdonsdgainak o§sszefiiggéseit
formalizdlé megéllapitdsokat és tételeket
mond ki. Ezzel oridsi lépést tesz elGre,
hiszen a modellek szabdlyozési mdtrixai-
nak vizsgdlata egzakt kovetkeztetésekre ad
lehetdséget a modell szabdlyozdsi mecha-
nizmusara vonatkozéan. A matematikai
kozgazdasdgtan modelljei dltaliban két
mechanizmuskategoriat  alkalmaznak: a
centralizdlt és decentralizalt mechaniz-
must. A szabdlyozdsi modellek jelatalaki-
tasi ds jeldtaddsi ismérvei szerinti csoporto-
sitds egy finomabb beosztdst, tébbfoko-
zatu centralizalt skalat jelol ki. A médsodik
fejezet vegetativ, készletjelzéses modelljei
képviselik a kiotetben a legdecentralizal-
tabb fokozatot. Az drjelzéselk bekapesold-
sdval felirt modellek mér egy magasabb
fokozatot jelenitenelk meg, hiszen itt kom-
munikdeid is van a redlszervezetek kozott.
A nyolcadik fejezet tdételei a fokozatok
kozotti pontos kiilonbségtevést teszik lehe-
tové, ugyanaklkor olyan modellvaridnsok
képzését sugalmazzdk, amelyek esak a
mechanizmus centralizdltsagi fokdban (az
informdacicelldaids mikéntjében) killonbiz-
nek egymadstol, a  modellek elsGdleges
sajatossdgai azonban megmaradnak,

Martos Béla a kilencedik feiezeiben dr-
koordindcids, terielés-koordinacids és rész-
leges dr- és termelési koordindcidés model-
leket alkot a hetedik fejezet modelljeit
atalakitva. A modellek miikodési és stabi-
litasi feltételei izen hasonléak, mikézben
természetesen  a  szabdlyozidsok egészen
eltéréek. A modellek elemzése két 1ényeges
eredményre mutat ra. Egyrészt arra, hogy
cgy adott gazdasdg miikodtetését igen
eltéré mechanizmusok is képesek hasonld
eredményesséegel biztosftani. Mdsrészt arra,
hogy a készletjelzéseken alapuld, egyszeri
szabidlyozds is stabilan mitkodteti a gazda-
sdgot.

A harmadik részben, a tizedik fejezetben
Kornai Janos és Simonovits Andrds dttér-
nek a normal palydrol vezérelt gazdasig
vizsgdlatdra. A szerzdk zdrt Leontief-
cazdasdgot szabdlyoznak Neumann-pélya
szerint. Modelljikben megjelenik a. techno-
logiailag sziitkséges eszkozlekotés B mit-
rixa is. Tovdbbra is készletjelzéssel szabd-
lyoznak, azonban a konkrét modellegyen-
letek és a hozzajuk kapesoldédd feltevések
természetesen modosulnak az elsé és maso-
dik rész modelljeihez képest. A modell
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feltevésel erdsek ugyan, de itt sem az a
feladat, hogy a valos gazdasdagra kozvetle-
niil alkalmazhato szamszer(i eredményeket
kapjanak, tovdbbra is a stabilitds és mii-
kodoképesség hatdrainak kitapogatdisa a cél.

A modellben adott a készleteknek a ter-
meléshez viszonyitott nagvsdga, és kimu-
tathato, hogy a rendszer novekedése anndl
lasstibb, minél nagyobbak az iitkizikészlet
normdi. A modellen belitl nem lehetett
viszont vizsgalni azt, hogyvan hat az itkozd-
készlet nagysica a rvelszféra mikadési biz-
tonsaodra.

A tizeneqyedik fejezetben Kapitdany Zisuzsa
szimulicios vizsyalatokat véger az cl6zé
fejezet modelljével. A kisérletsorozat koze-
lebb visz a valdésdghoz, hiszen a gazdasag
valos koriilményei kizepette a viselkedési
szabdlyolk soha nem determinisztikusan
érvényesiilnek, hanem kisebb-nagyobb in-
gadozdasokkal. A sztochasztikus vilasz-
fuggvényilt modell futtatdsai a rvendszer
viselkedését kiilonbozé paraméterértékel
mellett vizsgdljik. Kgyik legérdekesebb
eredménye éppen a készletnormak eme-
lése és a miikodési biztonsdy kozotti Gssze-
fliggésre  vonatkozik. A készletnormak
emelkedése egy bizonyos hatdrig jétékony
hatdssal van a rendszer biztonsdgdra,
utdna azonban mdr a biztonsdgos miikodés
adtjava vilik.

A kitet eddigi modelljeiben alkalmazott
készletjelzésen alapuls szabdlyozdst a tizen-
kettedik fejezetben (Kornai Jdinos—Simo-
novits Andrds) felviltja a rendelés-jel-
zésre épits szabdlyozds, amely az el6zéelk-
kel ellentétes tfpusi mechanizmust kép-
visel. ,,A rendelés-jelzéses gazdasdg fel-
foghatt Ggy, mint egy krénikus hidny-
gazdasdg absztrakt képe, amelynek minden
szektora tartésan tavol van a walrasi
egyensulytol. Ebben is végbemennelk de-
centralizdlt alkalmazkoddsi folyamatok.
Ahol a ,hidny” (amit itt a teljesitetlen
rendelésdllomany jelez) nagvobb a normd-
lisndl, ott gyorsitani kell a termelésnove-
lést, ahol viszont a , hidny”’ kisebb a nor-
madlisndl, onnét elvonhaték ersforrasok’
(39. 0.). Bar a két rendszer nem ekvivalens
(a rendelésjelzés rendszer a modell feltéte-
lei kozott gyorsabban nd. mint a készlet-
jelzéses), mindkettd aszimptotikusan sta-
billd és miitkodSképessé tehetd, azaz a két
igen kiilonboz8 jelzérendszerrel rendelkezd
szabdlyozdsi mechanizmus egyardnt képes
miikédtetni a gazdasdgot, mégpedig drjelzé-
sek bekapesoldsa nélkiili, vegetativ médon.

A bemutatott modellek leglényegesebb
miikodési tulajdonsdgait a stabilitdsvizsgd-
latok elemezték. Ezek a vizsgalatok a sza-
béalyozdselmélet hagyomdnyos eszkozeivel
dolgoztak, de néhol sikeriilt a modellek
kozgazdasigi  természetének  megfelels
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egyéb sajatossdgokat is feltarni. A miikodo-
képesség egyfajta Ujszerit elemzését teszi
lehet6vé a szabdlyozdsi modellekben, ha a
szabdlyozdsi valtozékat alsé és felsd korla-
tokkal hatdroljuk be. Kzek a szabdlyozdsi
céliy  korldtok lkozgazdasigi szempontbol
ésszerliek, hiszen a tulzott kilengések meg-
akadalyozdsat szolgdljdk, nem biztos vi-
szont, hogy a stabilitdsi tulajdonsdgokat
helyes irdnyban befolydsoljak. Bzt a kér-
dést vizsgdlva Simonovits Andrdas a tizen-
harmadik fejezethen és igen fontos, érdekes
eredményckre jut. Lesznek olyan instabil
rendszerels, amelyeket a korldtozds stabi-
lizil, és lesznek olyanok, amelyek bir
onmagulkban stabilale voltak, a korldatozis
hatsisira  destabilizalodnalk.  Simonovits
Andras  eredményei  arra  vonatkoznalk,
hogy milyen korlatozisollkal lehet a desta-
bilizdld hatdst elkeriilni vagy legaldbbis
a lokdlis miikodSképességet megérizni és
lényeges tételeket sikeriil megfogalmaznia
a szabdlyozdsi paraméterek és a szabd-
lyozdsi  véltozokat behatarolé  korlitol
kozotti Gsszefiiggésekrsl.

A kotet nemzetkozi viszonylatban is
uttord  kutatdasokrol szamol be. Vildgos
stilusa, egységes jelolésrendszere, logikus
gondolati felépitése a szerkesztSk gondos
kezemunkdjat dieséri. A téma d= egzakt
megfogalmazisa a matematikus—kozgaz-
ddszok szamdra vonzd és érdekes olvas-
manyt nyajt. De a kevesebb matematikai
jartassdggal rendelkezd olvasénak is ajénl-
hatjuk a kényvet, ugyanis a modell mate-
matikai megfogalmazdsit, diszkussziojiav
mindeniitt verbdlis magyardzatok is kove-
tik. A szerzik igen rokonszeves és
szokatlan moédon — nem hallgatjik el
modelljeik gyengéit sem. Nem igyvekeznek
tobbet belemagyardzni egy-egy tételbe,
eredménybe, mint ami valoban benne van.
Bgyes kritikus helyeken megjelolik azokat
a kutatdsi irdnyokat is, amerre modelljei-
keit tovébb lehetne fejleszteni. Részben
a kotet szerzdi, részben mésok el is kezdtélc
ezt a munkdt. Az utébbi években tobb
tanulmdny latott napvildgot, amelyek a
szabdlyoziselmélet appardtusdval vizsgdl-
tdk ——e kionyv modelljeitél kissé eltérd
moédon vagy azokat toviabbfejlesztve
a gazdasdg szereplSinek viselkedését, il-
letve a killénhdz6 szabdlyozidsi mechaniz-
musokat.

Mint ismertetdsiink elején emlitettiilk,
a lutatdsi irdnyzat alapeszméit az Anti-
Bquilibrium és A hidny c. konyvek fogal-
maztdk meg. A Szabdlyozds drjelzésel: nélkiil
tanulmédnyai elsésorban a médszertan terii-
letén tettek elére nagy lépést, megtaldlva
a lefr6-magyardzé elmélet egyik lehetséges
matematikai kifejezésmodjat.

TeMEST JOZSEF
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KORNAI JANOS: Néovekedés, hidny és haté-
konysag. Kozgazdasdgi és Jogi Konyv-
kiado Budapest, 1982, 155 p.

A szakmai kozvélemény nagy érdekld-
déssel varta, mivel jelentkezik Kornai
Jdanos atiité sikeri konyve A lhidny meg-
jelendse utan. Nyilvdnvald volt, hogy ez
a mi lezdrt egy kutatdsi periddust, még
aklkor is, ha maga a szerzd nyitott kérdéselk
sokasdgiat emlitette konyvében. A lidny
kerek az erdforrds-korldtos gazda-
sdgnak mdr-mdr mérnoki pontossdga le-
irdsa. Klemzdési modszereiben mikrodkono-
mniai, mondanivaldja azonban a gazdasag
codszére vonatkozik, s szdmos dltaldnos
tarsadalomtudomdanyi kérdést is felvet.

Tobb lehetdséy dlli tehat Kornai Jénos
clgtt munkdssdea tovabbi irdnydnalk meg-
vilasztdsakor. Hoay Kornait is meglkisér-
tették  gondolatmenetének  dltalinos tar-
sadalomtudomdnyi konzekveneidit azt a
Valdsagban  megjelent  cikke  bizonyitja
(Hatékonysday és szocialista evkiles, 1950.
H. szédm) szinte meglepden hamar meg-
jelent azonban a lkonyvesboltokban ez az
Uj mii, amely eloszlatta a kételyeket Kornai
tovithbi kutatdsainak f6 irvdnydt illetGen.

Kornai rendkiviil tudatos kutatd, Amun-
kassdgdra jol figyelSk el6tt ismeretes volt,
hogy nem adta fel A hidny késziilte alatt
sem  azt a kutatdsi teriiletet, amelyet
Martos Béliaval koézosen frt  Gazdasdayi
rendszerek vegetativ mitkéidése cimi ciklke
(Szigma 1971, 34—50. 0.) jelolt ki, s amely-
nek alapveté gondolati hitterét (esakugy,
mint A hidnyét) az Anti-equilibrivmban
(KJIK, 1971) mér megfogalmazta. Részben
sajat kutatdsi eredményei, részben munka-

tdarsainak vizsgdlatai vezettek el annak
az elméleti szempontbdl igen  jelentés

modellesalddnak a kialakitdsdhoz, amely-
nek attekintését a Szabdlyozds drjelzésel
nélkill efmi konyv adja meg (Kornai-

Martos szerkesztésében, Akadémiai Kiadd,

1981.).
Kézenfekviének latszott  tehdat, hogy
Kornai kisérletet tegven a két, kozos

térol szdrmazd kutatdsi irdny szintézisére,
amely a problémakor kozgazdasigi tartal-
méboél  kovetkezéen a  hagyomdnyosan
makrookonomidanak nevezett teriiletre ve-
zetett. B kisérlet elsG, sokat {géré meg-
jelenési formdja a Névekedés, Tlidny ¢és
hatékonysdag, amely a szerzé megfogal-
mazdsa szerint — .. szocialista gazdasdg
dinamikus makroelméletéhez szdl hozzd.

A szerény megfogalmazds mogott igen
nagvszabdsi villalkozis 411, Kornai hatal-
mas szellemi appardtust mozgat ebben az
alig nyole fvnyi kényveeskében (a megilla-
pitids ieazoldsaként hadd utaljak a hivat-
kozott irodalom tartalmi spektruméra), s a
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tovibbi kutatdsok elstt tartalmi és mod-
szertani szempontbdl egyardnt széles tédv-
latokat nyitott meg. A flidny nemecsak
tartalmdban, kozgazdasdgi kovetkeztetései-
ben alapmii, hanem médszertani iskolat is
teremtett — ez a kényv ebben az iskold-
ban jabb ..pdarhuzamos osztdlyt” indi-
tott.

A konyv lényegében egy modellt ir le.
Hogy mi az 4j ebben a modellben, mennyi-
ben tér el a kordabbi kutatdsok eredmdényei-
t6l (amelvek kozill Kornai sajiat korabbi
miivei mellett f6ként két kutatdsi terii-
letre. a Newmann, Harrod és Kalecki
nevével fémjelzett névekedéselméleire és
a mds miveiben is sokszor hivatkozott
Barro. Grossman, Benassy-féle disequilib-
riin iskoldra utal), azt sok, dnmmagdban
is fontos részletkérdéshen is megfogalmaz
hatndnk. Hadd emeljem ki ezek koziil
a redlszféra és szabdlyozdsi szféra kapeso-
latanak kovetkezetes kezelését vagy a
stock és flow viltozdk sok lényeges kovet-
kezménnyel jaro egyiittes alkalmazdsdt.
Mindezeknél fontosabbnalk itélem azonban
a munka szemléletmaodjdt, amely a hagyo-
manyos  makroskondmia  meglehetdsen
teehnikal  kozelitésmodjdhoz gy  illeszti
hozzd A lidnybdl ismert dltalinos tdrsa-
dalomtudomanyi kozelitést, hogy mind-
kettd értdkeit megtartja.

A hidny makroindexének (amely mint-
cov hordozdja az emlitett kozelitésnek)
bevezetését bizonydra sokan vitatjdk, s
kétségtelen, hogy a kinyv inkdbb ecsak
Sfeldobja a témdt”, s szdmos jogos kérdést
nyitva hagy. Kornairél azonban tudjuk,
hogy nila a hivatkozdis arra, hogy a kuta-
tasok elején tart, nem oleséd tritkk félkész
itletek elsiitésére, hanem tovidbbi munkat
igéré ténykozlés. s egyuttal kihivds a
vitdra. Magam részérdl nagy jelentdségfi-
nek tartom, hogy képesek legyiink arra,
hogy a formalizalt, s ezdltal meglehetds
cozaktsdgot kovetel6 modellekben képesek
legyiink ,.,puba’ véltozdkat, rosszul koriil-
hatdrolhatd, bizonytalan tartalmi ténye-
z0ket kezelni, — a valdsighan a Kkoz-
cazdasdgi jelenségeket lefrd vialtozok ugyan-
is altaldban ilvenek. Kz a kozelités teszi
lehetdvé, hogv a gazdasdgi rendszereket
valéban tdarsadalmi rendszerekként kezel-
jiik, figyelembe véve azokat a valésdghan
nagyon is elevenen haté nem-gazdasigi
tényez6ket, amelveket a hagyoményos
kozgazdasdgi elmélet nem tud (vagy nem
akar) tételesen figvelembe venni.

A kényvben lefrt modell zért gondolati
strukttra, alkalmas keret makrodkonémiai
elemzésre. A modellt lefré egvenletrendszer
megoldhat6, ami lehetdvé teszi, hogy ne
csak logikai elemzést, hanem szdmszer(i
adatokra épiils tesztelést végezzenek vele.
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Ily médon a modell kielégiti azokat a fel-
tételeket, amelyeket Kornai az Anti-
equilibriumban a logikai-matematikai tudo-
manyok konstrukeidival szemben tamaszt,
az elmélet rangjinak eléréséhez.

Kornai szdndékai azonban nyilvdnva-
loan tdlmutatnak ezen. Mint eddig mun-
késsagdaban mindig, most is olyan elméleti
struktirdt kivan épiteni, amely a valosdg
magyarazatdra alkalmas. A modell segit-
ségével megfogalmazott kovetkeztetések
dltaldban ebbdl a szempontbdl is megalljak
a helyiiket, de az is tény, hogy (mint
a szerzé maga is hangstlyozza) a modell
tobb  helyen modositdsra, kiogészitésre
szorul.

Megitélésem szerint a legnagyobb prob-
léma, hogy a kiilgazdasdg kikapesoldsdval
a modell zirt gazdasdgot tételez fel. Kz
nem egyszeriien oda vezet, hogy bizonyos
kivetkeztetések elmaradnak, hanem né-
hiny vonatkozdasban kimondottan a valé-
sdgnak ellentmondé megédllapitasokat (il-
letve féligazsigokat) eredményez. Kz ter-
mészetes is, ha a magyar gazdasig sokat
emlegetett nyitottsdgdra gondolunk. A leg-
élesebb példa: a beruhdzdsok tdargyaldsdinal
a fogyasztisra szimmetrikus ciklust emliti
Kornai elsé  visszacsatolasként  (Bauer
Tamadsra is hivatkozva), s teljesen kihagyja
a Bauer dltal is tdrgyalt mdsik esetet,
a kiilkereskedelemre szimmetrikus ciklust,
amely pedig a magyar gazdasig kozel-
multheli torténetében a lényegesebb sze-
repet jitszotta. Az illusztracioként kozolt
10. dbra is igaz az ott szereplé négy évre,
de ha az id8sorokat folytatjuk, mar nem
ilyen képet kapunk. A modell szempontja-
bol a kezelésmod jogos, a valdsdg oldaldrol
azonban komolyan kifogdsolhato.

A tovabbi kutatdsok egy 8 feladataul
megitélésemn szerint éppen a kiilkereskede-
lem kezelését kellene kit{izni — annal is
inkébb, mivel a kiilkereskedelem-érzé-
kenység nemesak Magyarorszagra, hanem
a modell referenciarendszereként olképzel-
hetd tobbi eurdpai szocialista orszdgra is
igaz.

Van még néhdny kisebb-nagyobb gond
a modell valésdghtiségével. Igy vélomé-
nyem szerint a termelés szabalyozdsindl
hibds az outputkészlet jelz8 szerepének
éridkelése. Hazdnkban az outputkészletek
a technikai minimumszinten vannak, ez
a ,normdl”’ nagysdguk, ez ali méar nem
esokkenhetnek, a rendelésre gydrtds az
altaldnos, fgy helyesebb lenne a szabédlyozo
szerepet a  rendelésdllomdnyra héritani.
Nem érzem tovdbba meggy6zdének azt a

fejtegetést, amely szerint, ha a hidny
intenzitdsa egy kritikus szint folé emel-

kedik, ez elveszi a hdztartdasok kedvét
a vasdrlastol. Bar kétségkiviill van ilyen
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motivum, ennél joval soksziniibb a hdz-
tartdsi magatartds az adott esetben,
s egyedill ezzel kevés indokolni az aggre-
galt  vasarlds  csokkenését. Hidnyzik a
modellb6l a fejlesztési pénzeszkozok koz-
pontositott redisztribucidja. Kzek, s az
esetleg még dszrevehets egyéh kisebb prob-
lémak azonban a modell és a konyv 6
mondanivaléjat nem befolydsoljik érdem-
ben — a tovdbbi kutatdsol soran nyilvdn
tobb hasonld kérdés keriil méds megvilagi-
tasba.

Még egy megjegyzés: a kivetkeztetések
kozott szamos olyan van, amely lényegé-
ben A hidnyban megfogalmazott gondo-
latok ismdétlése. Kz nem baj, s6t az a tény,
hogy ez a modell is igazolja Gket, a meg-
allapitdsok ercjét noveli. Ugy vélem azon-
ban, hogy felesleges a megdllapitisok leird
jellogénelk tobbszori ismétlése — oz a koz-
litésindd, elsésorban éppen Kornai mun-
kassdginak eredményeképpen, ma  méir
eléggd ismertté  (mégha nem is mindig
elfogadotta) valt a kizgazdiszok szimdra,
s igv elég lenne a bevezetGhben hivatkozni ra.

A munka egészét a Kornaitol megszo-
kott pontos szerkesztés, az érthetd  és
egyértelmii fogahmazis, az olvasmianyossdg
jellemzi.

A Novekedés, hidny és hatékonysiy gon-
dolatébreszté, érdekes és fontos mii. Krdek-
16déssel virjuk a folvtatdst.

CHIKAN ATTILA

Kovis P.—PArNtozky Gz Altaldnos sta-
tisztika Budapest, 1981. Kozgazdasigi és
Jogi Konyvkindd. 363 -+ 387 old.

A magyar statisztikai gyakorlat hagyvo-
méanyosan elékels helyet foglal el a nem-
zetkozi ranglistan. 1z nemesak a modsze-
rek fojlettségében, az informicio rendezett-
gégében, a kiadvinyok béségében nyilvi-
nul meg, hanem abban is, hogy a Kozponti
Statisztikai Hivatal és a magyar statisz-
tikusok egyénenként is jelentds szerepet
jatszanak a nemzetkozi statisztika fejlesz-
tésében (nemzetkozi szervezetekben, mint
példaul az ENSZ, KGST, nemzetkozi tudo-
manyos tarsasagokban, mint példaul a
Nemzetkozi Statigztikai Intézet, Nemzet-
kozi Jovedelem- és Vagyonkutatd Tarsasig,
nemzetkozi statisztikai vallalkozasokban,
mint példaul a brutté hazai termék és a
vasarléerd nemzetkozi - osszehasonlitasa).
Ahhoz, hogy ezt az el6kels helyiinket meg-
tarthassuk, gondoskodnunk kell az utan-
potlasrol, a megfelel6 statisztikai képzés-
r6l, s ennek legjelentdsebh alappillére az
altalanos statigztika oktatasa, megfeleld
altalinos statisztikai szakkonyv.
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A szerzéparosnak nem ez az elsé tan-
konyve és szakkonyve. Ok ugyan szeré-
nyen csak harmadik atdolgozott kiadas-
nak nevezik a jelenlegit (1973 és 1975 volt
az els6 két kiadas éve), valéjaban azonban
joggal beszélhetnénk Uj konyvrdl is, any-
nyira jelentésen modosult a tartalom, a
kifejtés, s a jelleg is. Mar itt hozzafiizom,
hogy mindenképpen elényére. Bar a ko-
rabbi valtozatokkal szemben sem lehetett
jelentés kifogasokat tamasztani, a bovité-
sek, tovabbfejlesziések, szemléletheli egy-
gégesitések, didaktikai javitasok egy igazan
kivalo, magas szinvonalt tankony vet (szak-
konyvet) adtak eredményiil.

Mielstt a konyv tavtalmahoz szélnék
hozza, clészor azokkal o dilemméakkal sze-
retnélk  foglalkozni, amelyekkel minden
ilyen kinyvnek az irdja szembetalalkozik,
s amelyeket a szerzéparos sem  keriilhe-
tott ki.

Tankonyv vagy szakkinyr? A két miifaj
nem azonos, mast kell tartalmaznia egy
oktatisi anyagnak, 8 mast a képzett szak-
emberek  szakmai  tajékozddasat  szoledald
munkanak. A szerzok azonban helyesen
talaltak meg a két miifajnak azt a kombi-
naciojat, amely mind a két igényt egy-
idejfileg ki tudja elégiteni. Kis orszagokban
— gy tinik — valéban sokszor az a leg-
cazdasagosabb megoldas, ha a két miifajt
dgszevonjuk;  lehetne ugyan kiilon  tan-
konyvet s killon szakkonyvet is kiadni,
de nem nagyon birndk az eréforrasaink.
A kinyv szerencsés médon oldja meg ezl
az cgyesitést: szakkonyv ugyan, de szer-
kezete Ggy van felépitve, hogy a tananyag-
gzorit részek minden nehézség nélkiil elkii-
lonithetdk.

Ms tananyagolra vald tdmaszkodds mér-
téke. 1z a probléma clsésorban a matema-
tikaval kapesolatban meriil fel. Statiszti-
kat lehet tgy oktatni, hogy a tanuldéknil
csupfn a négy alapmiivelet ismeretét téte-
lezik fel, de lehet ugy is, hogy a kozgazda-
sagtudomanyi egyetemen matematikaban
oktatottakhoz mintegy csak hozziadjak
a statisztika matematikai részét. A szerz6k
ooy ésszer(i kozéputatl vilasztottak, a be-
vn)vt.(")jiikb(*n ugyan azt irjak, hogy a konyv
feltételez kozépiskolai tanulmanyokat meg-
haladd matematikai ismerveteket elsésor-
ban az analizis, a linearis algebra és a
valosziniiségszamitis teriiletén, a tananyag
azonban Ugy van megszerkesztve, hogy
donté tobbségét killondsebb matematikai
eldképettség nélkiil is jol meg lehet érteni.
Valdszin(i, hogy az egvetem matematikai
tananyagira jol emlékezd hallgatok sem
fogjak a konyvben olvasottakat unalmas-
nak talalni, mert az azonos tartalmu témak
(példaul atlagok) més-mas aspektusban
vannak kifejtve a két tananyaghan.

Jo6l sikeriiltnek mindsitheté a politikai
gazdasagtanban tanultakra vald tamasz-
kodas is. A szerzik a konyvben el6forduld
fobb kozgazdasagi fogalmakat a politikai
gazdasagtanban tanultakkal 6sszhangban
igyekeznek haszndlni, helyenként hivatkoz-
nak is bizonyos tételekre. Nem erdltetik
azonban ezt a kapesolatot, nem kivanjak
példaul — mint ahogy ez korabbi statisz-
tikal tananyagoknal nalunk is, mas orszi-
cokban is el6fordult — a politikai gazda-
sagtan alaptételeibil levezetni a statisztika
legfontosabb fogalmait.

Altaldnos, illetve konkrét statisztika. Ma-
gyarorsziagon hagyomdany, hogy a kozgaz-
daszok statisztikal oktatisa két részre ta-
cozodik: a modszereket altalanos oldaluk-
rol targyald altalanos statisztikara és a
szakteriilet  (példaul az egész gazdasag,
az ipar) sajatos statisztikai problémait tar-
eyald szakstatisztikakra. Azt példaul, hogy
miként kell altaliban indexeket szamitani,
az Altalanos statisztika tanitja meg, azt,
hogy milyen funcidkat tolt be, milyen sajé-
tos problémai vannak a fogyasztdi ar-
indexnek, ez a gazdasagstatisztika vagy
életszinvonal-statisztika targya. Mas or-
szigok egyetemi oktatésiban is ha nem
is mindeniitt — hasonld tagozodasok for-
dulnak eld.

A dilemia, amivel ilyenkor a tankoényv-
ironak (tananyagszerkesztének) szembe
kell néznie ez: meddig menjen az altalinos
stalisztika, s mi maradjon a szakstatiszti-
kanak. A kérdés megvalaszolasa nem kony-
nyii, mert az ,,altalénos” és , konkrét”
viszonylagos fogalmak, tobbféle értelme-
zésitk is jogosultnak latszik; inkdbb azt
kellene  vizsgalni, oktatéas-gazdasigossiagi
szempontbol mi latszik  el6nydsebbnelk.
Ugy érzem, a szerzOk jo érzékkel vontik
meg az altalinos statisztika hatarait, egyes
teritleteken  azonban tovabb is mehettek
volna az dltalinositasokban. Példaul alta-
lanos statisztikaba valonak érzem az id6-
sorok osszehasonlithatésaganak, diszkon-
tinunitasainak kérdéseit (arindexeknél: ]
termékek keletkezése, régi termékek eltfi-
nése, mindségviltozasok okozta problé-
méak), valamint a helyettesitések altalanos
kérdéseit (amikor valamilyen oknal fogva
nem azt a jelenséget tudjuk kozvetlenil
megfigyelni, amit tulajdonképpen vizsgalni
akarunk, de mégis az elébbinek a mozgasa-
b6l kovetkeztetiink az utdébbi alakulaséra;
példaul az a megoldas, amit az iparstatisz-
tikdban helyettesité sorok modszerének
szoktak nevezni).

Fokozatossdg az egyszerdbbtél a bonyolul-
tig. Minden tananyagnal kivanatos, hogy
az egyszertibbt6l haladjon a bonyolultabb
felé, ez azonban nem mindig valésithatd
meg konnyen, mert a témak szerinti tago-
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z6das sokszor igényelné bonyolultabb mod-
szerek targyalasat viszonylag korai sta-
diumban. A szerz6k nagy sulyt helyveztek
a fokozatossag kovetelményére, s ebbdl a
szempontbol sikeresnek minésitheté a tan-
konyv felépitése. Ha ebben nem is kiilon-
boznek nagyon més altalanos statisztika
tankonyvektsl, abban igen, hogy a foko-
zatossaghoz egy épitékocka-rendszer(i fel-
épitést alkalmaznak, a bonyolultabb téma-
kat altalaban az egyszeriibb témak ele-
meire alapozzik, igy a tanulénak nemcsak
az az érzése keletkezik, hogy megismerkedik
a statisztika kitlonhozé témaival (példanl
viszonyszamokkal, atlagokkal, indexekkel),
hanem olyan érzése is, hogy valami egész-
szel is megismerkedilk, s allanddan érzékelni
tudja, hogy az egyes épitéelemekre hogyan
rakodnak ra a tovabbiak.

A szerzék ezeket az épitéelemeket a
,.statisztikai elemzés jellegzetes eseteinek”
nevezik. (Az ,,esetek’ helyett talan az ele-
mek kifejezés szerencsésebb lett volna.)
A mdédszer nagyon figyelemre mélto, s véle-

ményem szerint — mas felépitésekhez vi-
szonyitva — joval tobb elénye van, mint

hatranya. Kiillonosen a szakkonyv valto-
zatban tulajdonitok ennek a megkozelités-
nek nagy jelentdséget, mert ily médon az
egyes modszerek (példaul indexek) tulaj-
donséagai sokkal mélyebben értheték meg.
Tananyagként is jelentés elényei vannak a
statisztikai elemzés jellegzetes esetei’” fel-
épitésnek; mikorra példaul az indexekrdl
32016 fejezethez ér a tanuld, mar majdnem
minden lényeges elemét ismeri ennek a
modszernek, alig kell valamit hozzitanul-
nia. Igaz, ezért bizonyos drat is kell fizetni:
a korabbi fejezetek absztraktabbd, némi-
leg nehezebben emészthet6vé vialnak. Pél-
dédul amikor a koézépértékek fejezetében
a tanul6 az atlaghér mutatészaméaval talal-
kozik, nemesak azt kell megtanulnia errél,
hogy ez atlag, szémtani dtlag, s mint ilyen
milyen tulajdonsagokkal rendelkezik, ha-
nem azt is, hogy ez az épitéelemn hogyan
illeszkedik a J(‘"(‘g/(—‘f(‘q esetek rendszerébe.
Szerencsére a szerz6k most jobban keriil-
ték el azt, hogy az absztrakeiékba bele-
boesaitkoznak, mint a tankényv korabbi
valtozatanal, s igy — megitélésem szerint
— a jellegzetes esetekre alapozott felépités
elényei sokkal jelentésebbek, mint hatra-
nyaik.

Tdrgyi ismeretek nyiijtasa vagy gondolko-
ddsra tanitds. Egy tankényvnek mindkett6t
nyGjtania kell, a két kévetelményre azon-
ban més-mas viszonylagos stlyt lehet he-
lyezni. Nem koénnyfi véleményt mondani
arr6l, hogy a szerz6k miként viszonyultak
a két kovetelmény konfliktusainak kérdé-
séhez (talén ebb6l a szempontbdl nem is
teljesen egységes a konyv), az azonban
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mindenképpen érvendetes, hogy a gondol-
kodasra tanitas viszonylag nagv szerepet
kapott. A méar targyalt épitéelem-megko-
zelités is nagvon jo példdja ennek, de szé-
mos részletprobléma bemutatisanal is ha-
tarozottan elényobsnek mindsithetd, hogy
a szerzGk mintegy parbeszédet folytatnak
a tanuldkkal, nemesak ismeretek befoga-
dasat kérik t6liik, hanem gondolkodast is.

Az dllusztrativ és gyakorlo példdal kérdése.
A példiak részben a problémak Kifejtésénel
illusziraciojat szolgaljak, részben a mar
megtanultak begyakorlasira adnak alkal-
mat. A tankonyvirdsnak mindig visszatérd
problémdja, mennyiben tartalmazza mar
maga & konyv is ezeket a példakat és
mennyiben fAmas kodjék kiilonbozo segéd-
letekre (példatarakra). A szerzék egy ész-
szert kompromisszumot valasztottak: bar
a konyvben esalk illusztrativ példak szere-
pelnek, ezek bizonyos gyakorlisra is lehe-
thséget adnalk. Igy esupén a kényvbdél is
lehet némi gyakorlati tapasztalatokra szert
tenni. Az egyetemi oktatast azonban hé-
séges példatar is kiegésziti, igy a gyakor-
latozisban  tetszés szerinti mélységig el
lehet. menni. Helyes, hogy a gyakorlati
példak tomkelege nem magat a tankidny-
vel lmh«-h, 8 hugv az ('16/(") kiadésokhoz
képest is eltiintek az egyes fejezetek végén
1évé gyakorld példak. Tipografiailag is sze-
rencsés modon valnak el az illusztrativ
példik a tulajdonképpeni tananyagtaol.

Ami az illusztrativ példak tartalmat il-
leti, azok itt-ott frissebbek is lehettek vol-
na. A brutté hazai termék tsszehasonlitisit
illusztrald tablandl (331, oldal) példaul t6hh
orszagra vonatkozo és frissebb adatok ig
rendelkezésre alltak mar a tankényv meo-
frasianak id6pontjaban,

* ok ok

Ami a kionyv tartalmahoz flzott egyes
dszrevételeimet illeti, a terjedelmi korlatok
miatt nem tiorekedhetek ittt valamiféle
teljességre.  Elsésorban azokkal a kérdé-
sekkel kivanok foglalkozni az alabbiakban,
amelyck valtozast  jelentenck a korahbi
tankonyvekhez képest.

A statisztika  alapfogalmai (1. fejezet)
egy rovid statisztikatorténeti  bevezetés
utian maginak a statisztikinak tobbértel-
mit fogalmat targyalja, majd sorraveszi
a legfontosabb alapfogalmakat, mint soka-
s, ismérv, adat, mutatésziam, modell,
osztialyozis, csoportositas, osszehasonlitas,
osszehasonlithat6sag sth. A fejezet j6l meg-
alapozza a kés6bbieket, cgyetlen kisebh
hianyérzetem a mutatészam  fogalimaval
kapesolathban tamadt. Tt r& lehetett volna
mutatni ennck a fogalomnak a tdébbféle
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értelmezésére, az angol indicator nem
ugyanazt jelenti, mint az orosz pokazatyel,
s egyes magyar szerzok is killonbséget tesz-
nek példaul tarsadalmi-gazdasagi indiké-
torok és tarsadalmi-gazdasiagi mutatdsza-
mok ko6zott, az elGbbiek részét alkotjak
az utébbiaknak.

A statisztikai inforndciorendszer (2) az
egyik legtobbet valtozott fejezet az el6z6
kiadasokhoz képest. Hogyan keletkeznek
a statisztikai adatok, kinek van rajuk sziik-
sége, hogvan kapesolodik az informacié-
igény az adatszolgaltatohoz ? lKzekre a kér-
désekre sok elméleti statisztikai tankényv,
egyaltalan nem valaszol. Mis kényvekben
— igy a Kéves—Péarniczky 1973-as kiadi-
saban is — csupan a statisztikai munka
hagyomidnyos targyalasa jelenik meg, ami
nem felel meg a korszer(i rendszerszemle-
letnek.

A témakor egységes felfogiasit és logikus
kifejtését e fejezet adja a statisztikai infor-
maciérendszer keretei kozott. I keretbe
illesztheté példan) a statisztikai fogalom-
alkotas, a standard osztilyozisi rendsze-
rek, a kédolas targyaliasa is, de itt talalhaté
néhény olyan fontos kérdés is, mint pl.
a statisztika és a nyilvintartds viszonya
(47—48. oldal). Ezek a témak — legalabbis
ebbe a rendszerfelfogasu keretbhe dgyazva
— a statisztikai tananyagok talnyomo
tobbségébdl hidnyoznak.

A hallgat ok sziumitéstechnikai ismeretei-
re épitve targyalja a kényv az adatrogzi-
tés, karbantartis, tarolas és feldolgozas kér-
déseit, s6t szébakeriil a szimitégép a hiba-
feltaras és javitias miiveleteinél is. zen
beliil legfontosabb o statisztikai adathdzis
szerepének megértése,

lgyetlen meggondolisra javasolt meg-
jegyzést tennék esak az ebben a fejezethen
rottakhoz. A felvétel fajtainak targyali-
sanal — mas Altalanos statisztikai tan-
konyvekhez hasonléan — a teljeskori fel-
vétellel a reprezentativ megfigyelést Allitja
szembe, s csak futélag emliti meg a rész-
leges, de nem reprezentativ megfigyelést
és a monografiat. A tapasztalat azonban
azt mutatja, hogy a részleges, de nem rep-
rezentativ megfigyelések egyre nagyobb
szerephez jutnak, s egyre kevesebb az igazi
reprezentativ (mintavételi) eljards, tébbek
kozott azért, mert sokszor nem ott a leg-
kisebb a teljes hiba, ahol a mintavételi
hiba a legalacsonyabb. Masrészrél egyre
jobban terjed kiilfoldon is, hazankban is
egy ujfajta megfigyelési rendszer, amit
esettanulmanyok sorozatédnak (ankétnak?)
lehetne nevezni, ahol a megfigyelt részek-
b6l nem kovetkeztetiink az egészre, mégis
bizonyos kérdések tekintetében éltalano-
sitfisok valnak lehet6vé. Tgaz, ez mar nem
szigoruan statisztika, de nagyon kozel van

hozzd, s az informéciérendszer targykorébe
mindenképpen beletartozik.

Az elemzés eqyszeriibb eszkizeivel, sorok-
kal, tablikkal, viszonyszamokkal, grafikus
abrazolassal, kozépértékekkel, szérédassal.
gyakorisigi sorok vizsgélataval négy egy
masutani fejezet (3—6) foglalkozik. Ezek-
ben a részekben kevesebb a korébbi kiad:-
sokkal szembeni valtozas, ez azonban nem
jelenti azt, hogy a biralé ebben kifogasolni-
valot talalna. Szépen érvényesiil itt a fo-
kozatossig, a gondolkodasra késztetés: a
targvalas az el6z6  kiadasokhoz képest
valamivel tomorebbé valt, de ez is inkabh
elény, mint hatrany.

Az el6zG kiaddshan a momentumok ré-
vid, aprébetiis targyalasat sok olvasé fe-
leslegesnek érezte. A mostani kiemeltebb
és ugyszolvan csak két példaval bévitett
targyalas jobban megey6zi az  olvasét
egyrészt arrol, hogy a fogalmi rendszer
hasznosan béviil a momentinmok megisme-
résével, masrészt arrél, hogy a gyakorisioi
sorok elemzésének nagyobb tavlataiba
kapott betekintést.

Kevés kritikai észrevételem van ehhez
a csaknem 200 oldalas részhez. A statiszti-
kai mérlegek targyalasanal hidnyolom a
forrasfelhasznéalas tipusi mérlegek emlité-
sét (ming amilyen példéaul a nemzeti jove-
delem mérlege). Iigyes részeknél — példaul
a modusznal — Ggy éreztem gyakorlati
jelentGségéhez képest tdl részletesre sike-
riilt a kifejtés. A momentumok targyalisa
— helyeselhet6en — révidebb, mint az
el6z6 kiadasban, vitathatonak érzem azon-
bhan a ,rendkiviil fontos szerepiik van”
mindsitést (267. oldal).

Az indexszdmitdsok kérdéseivel két feje-
zet (7—8) foglalkozik. 19 nehéz tama a
konyv egyik legsikeriiltebb része, érezhetd,
hogy a szerzbk ecyike czeknek a kérdések-
nek nemzetkozileg  elisiert szakértéje.
Jgyetlen lényegesnek tartott megjeoyzé-
sem az, hogy mind gyakorlati szerepiiket,
mind a problémik kifejthet6ségét tekintve,
egyméashoz képest az érték-, volumen- és
arindex-kor (7. fejezet) tdlsagosan révidre,
a féatlagindex-kor pedig tulségosan hosz-
szura sikeriilt. A volumen- és 4rindexeknél
példaul tébbet lehetett volna irni az index-
sorok képzésének problémairél, arrél, hoav
a kiillonboz6 kévetelmények milyen konf-
liktusban vannak egyméssal, s hogy mi
ezzel kapesolatban a nemzetkézi gyakorlat
és az IKNSZ modszertani ajanlasa, tovabba
a nemzetkozi Gsszehasonlitésoknal a gya-
korlatban hasznalt megoldasokrol. (Egé-
szen meglepd, ha méar annyi formulat en-
litettek meg a szerzék, miért nem széltak

a Geary —Khamis médszerr6l, ami — ugy
tiinik — a nemzetkézi 6sszehasonlitdasok

uralkodé eljardsava valik.) A 8. fejezetet
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ugyanakkor — ha intellektudlisan nagyon
szep is, s remek példija a fokozatossagnak,
a ,,jellegzetes esetek’” épitmény betetdzé-
sének — ahhoz képest, hogy a féatlag-,
részatlag-, Osszetétel-indexek milyen fon-
tossaggal birnak a gyakorlatban, tulmére-
tezettnek érzem.

A statesztikai becslés és hipotézisvizsgdlat
(9. fejezet) alapozza meg a mintabol valo
kovetkeztetés modszereit. Itt definidlnak
a szerzOk olyan fogalmakat, min pl. minta,
beeslés, konfidencia intervallum, hipotézis.
Alapvetd célkitizésiik szellemében a hang-
suly nem a matematikai levezetéseken és
bizonyitasokon van, hanem a fogalmalk,
modszerek és az eredményiil kapott adatok
helyves megértésén. Kzt nem tgy értelme-
zik, hogy a hallgaté esak az eljirisokat
sajatitsa el; az elméletbdl is kell tudnia
annyit, amennyi tampontul szolgil a meg-
felelo. modszer Kkivalasztasara. Az ilyen
megeértést  eldsegité  ismeretek  példanl a
maximum likelihood beeslési modszer (I1.
kotet 33. oldal), a konfidencia intervallim
fogalma (36, 38 —39. oldal), az eréfiiggvény
fozalma.

A reprezentativ megfigyeléssel foglalkozo
fejezet (10) nemesak az egyszer(i véletlen
mintavételt targyalja — mint sok kevéshé
igényes altalanos statisztikai tananyas —,
hanem a bonyolultabb mintavételi eljira-
solkat is (rétegzett, csoportos és kétlépests
sth.), ami azért is helyesclheté, mert a
gyakorlatban az egyszer(i véletlen eljaris
sokszor nem gazdasigos, vagy szervezése
nehézkes, vagy nines kimerité nyilvantar-
tas stb.

A korreldcio- és regresszid-szdmitdassal két
fejezet (11-—12) foglalkozik kétviltozds
tobbvaltozos tagolasban. Helyeselhetd o
fejezetek felépitésének koncepeidja: a kinyv
a tapasztalat: mutatészamok magyarizaté-
nal a hagvomanyos utat kéveti, ami didak-
tikailag jol bevalt, a wmatematilai modell
valasztasanal pedig a feltételes varhato
érték fogalmara és konnyen érthetd felté-
telekre épitve jut el a regresszidszamitis
alapelemeihez. Nagy sullyal targyalja a
regresszioszamitas kozgazdasaoil alkalma-
zasait, az ehhez kapesol6dd fogalmakat és
meérési  eszkozoket  (pl.  elaszticitas). Az
eredmények pontossaganak és megbizha-
tosaganak vizsgdlata a korszerii kiovetel-
ményeknek megfelelé sullyal szevepel. Ro-
viden kitérnek a szerz0k a tébbvaltozos
regresszioszamitias olyan gyakorlati prob-
lémaira is, mint pl. a mindségi tényezik
bevonasa a magvariazd valtozok korébe
alternativ ismérvek formajaban.

A regressziészamitis gyakorlati alkal-
mazisanak mai tomeges elterjedését a kész

szamitogépes |, procramesomacolk’”  tették
lehetové. Iz rendkiviill megkonnyiti a fel-
hasznalé dolgat, de korantsem ad felmen-
tést a fogalmak, moédszerek és eljirasok
pontos ismerete alél. Felesleges viszont a
numerikus szamolist allitani a kézéppont-
ba. Megnyugtatd, hogy a kinyv mér ebben
a korszer(i felfogisban késziilt; az olvasé
értesiil arrdl, hogy mit varhat a szamito-
géptol, de arrdl is, hogy mit kell tudnia az
eredmények szakmailag megalapozott hasz-
nositasa érdekében.

Az iddsorok analitikws vizsgdlata » kinyy
utolsd fejezetének (13) targya. A fejezet
tartalma és helye lényegesen megvaltozott
az el6z6 kiadiashoz képest, melyben az id6-
sorok komponenseir6l sz616 fejezet (a je-
lenlegi 13.1 alfejezet el6dje) megelézte a
korrelacidszimitasi  fejezeteket.  Igy  az
el6z6 kindasban a trendszamitas keretében
keriilt sor a legkisebb négyzetek modsze-
rének  bemutatisara, tehat egy specialis
esetben. Most az dltalanos esetben, a kéi-
valtozos regresszional ismerkedhet meg az
olvaséd a legkisebb négyzetek modszerével,
amire a trendszamitas targyalisa tdamasz-
kodhat. De ezental tamaszkodhat az idé-
sorok analitikus vizsgalata a két- és tébb-
valtozos korrelacid- és recresszidszamitis
egészére.

Az el6z6 Kiadasban a t6bbvaltozos kor-
relacidszimitassal — foglalkozd  fejezetben
kaphatott helyet az ,,idésorok korreli-
cioja’ cimii téma, most egész alfejezetet
(13.2) szenteltek a szerzék az idGsorokhbol
végzelt regressziészamitas  specialis  kér-
déseinek, melyben a kordabban mostohan
kezelt autokorrelicid is megfelelé sallyal
szerepel.

Aok Kk

Kiilon emlitendé a konyvneok az az
erénye, hogy tematikus is, szerkezetében
is, stilusaban is teljesen egységes, szinte
¢szre sem lehet venni, hogy nem egy szerz
irta az dsszes fojezotet. Osszefoglalva: mind
statisztikai szakirodalmunk, mind egyetemi
oktatdsi tananyagunk szempontjabol je-
lentés  elérehaladdsnak tekintheté Koves
Pal és Parniezky Gabor konyve. Nemzet -
kozi dsszehasonlitasban is jo szakkényv-
nek tekinthets, s didaktikai szemponthol
is  kivalo  tulajdonsfgokkal rendelkezik
ahhoz, hogy felndvekvé kozgazdisz cene-
racionk megfeleld statisztikai szakismere-
tekhez jusson.

DriecHSLER LAszLo
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A III. Magyar Agazati Kapesolatok Mérlege
Konferencia

A Kozponti Statisztikai Hivatal és a
Magyar Kozgazdasigi Tarsasig Statiszti-
kai Szakosztalya, a Népgazdasigtervezési
és Matematikai Szakosztalyok kozremiilko-
désével 1981. november 3—5 kozott Hé-
vizen rendezte meg a 11, Magyar Agazati
Kapesolatok Mérlege Konferenciat., A ki-
zel 50 elbadist mintegy 50 kalfoldi és 120
hazai szakértd hallgatta és vitatta meg.
A Konferencia difszelndke Wassily LEON-
TiEF Nobel-dijas egyetemi tanar a mod-
szer elméleti megalapozdja és elsé gyakor-
lati alkalmazojn volt. Az elniki tisztet
Nyrrrat Ferenené allamtitkar, a Kozponti
Statisztikai Hivatal elnoke téltotte be.

A Konferencian az eléaddok témavilasz-
tasa megslehetésen heterogén volt. A sok-
rétiiség ellenére megkiséreltiitk a Konferen-
cia anyagat az egyes eladasok 6 jellem-
z6je alapjan néhany témakor szerint cso-
portositani.

A Leontief-rendszer elméleti hattere
és a fejlédés torténeti tendenciaja

A nyit6 plenaris iilés keretében Nyirrar
FrereNoNt Az Agazati Kapesolatok M irle-
gének szerepe a népgazdasdy helyzeténelk és
fejlodésének: elemzisében (magyar tapaszta-
latok ) cimmel tartotta meg eldadisat. Az
cléadis rovid attekintést adott a  hazai
agazati kapesolati mérlegszamitisok tor-
téneti fejlédésérdl, mai helyzetérdl, majd
a modszer alkalmazasaval kapesolatos ta-
pasztalatokrol szamolt be. Kiilon felhivta
a fizyelmet arra, hogy napjainkban amikor
a tervezés egyre inkabb alternativakban
gondolkodik, az dgazati kapesolati mérle-
gek és a szamitastechnika milyen lényeges
segitséget tud adni e munkahoz.

A plenaris iilés masodik eléaddjaként
WassiLy LeoNTIEF Néhdny gondolat a
moédszertani fejlesztés irdnydrél és az alkal-
mazdsi teritlet Liszélesitésének lehetdségeirdl
az input-output elemzésben cimmel a mod-
gzer tovabbfejlesztésérol fejtette ki néhany
elgondolasat. Eldljaroban hangsilyozta a

modszer kifejezetten empirikus karakterét,
az elmélet és a gyakorlat kozott a szoros
kapesolat fontossagat a modszer életképes-
ségének fenntartdsa szempontjabol. Azok-
nak az oOsszefiiggéseknek melyeket ez a
gazdasigelemzési eljaras leir, van egy ki-
fejezetten , fizikai” karaktere. Az elemzésbe
bevonhaté egyik 4j teriilet a piacon kiviil-
es6 tarsadalmi-gazdasigi jelenségek és fo-
lyamatok kore lehetne. [lyenek a kornye-
zetszennyezGdés és az egészségugy. Kzek
inkorporalasara az input-output rendszer
igen elényos kereteket nytajt. Ebbe a korbe
tartoznak a héaztartdasok is, melyek abra-
zoldsa szokas szerint exogén. Az idGben és
térben részletezett héaztartasi jovedelem-
closzlasok felvétele lényegesen javithatna
a rendszer kifejezé erejét. Az alkalma-
zisi teriilet kiszélesitése természetesen sza-
mos kovetelményt tamaszt az adatbazis-
sal szemben. Ezzel kapesolathan az el6adé
nyomatékosan alihtzta az egységes termi-
nolégia  jelentGségét. Ovott a  termelési
fiigevény tulzott egyszerlisitésélol és utalt
a kell6 dezagoregicid fontossagara. Ramu-
tatott arra, hogy raforditasi szerkezetrsl
voltaképpen esupan az egyes termékek
esetében lehet egyértelmiien beszélni, ter-
mékesoportok esetében rendszerint nem.
Az eloadd az input-output moédszerrel ka-
pott eredmények atadisira Gn. forgato-
kinyv matrixok készitését javasolta. Igen
érdekesek voltak az eléadiasnak azok a ré-
szei, melyek a célfiiggvény létezésével, a
tér és idobeli 6sszehasonlitas jogosultsdoi-
val és lehetdségeivel foglalkoztak. Az els-
add allaspontja a célfiiggvény megfogal-
mazhatosagardl kifejezetten negativ volt.
Osszehasonlitas helyett pedig inkabb azok-
nak a folyamatoknak a kutatasat szorgal-
mazta, melyek két vagy tobb gazdasag
kapesolatat fejezik ki. A térben és id6ben
végrehajtott dsszehasonlitisok értékét igen
viszonylagosnak itélte az eléado, tekintet-
tel a termékek eltérs jellegére és allandé
cserélddésére. A dinamikus vizsgalatoknal
felhivta a figyelmet a téke olyan szerepel-
tetésére az input-output rendszerben, mely
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funkeidjaval valdéban tartalmi, érdemi
osszhangban van. Utalt arra, hogy az e
téren rendelkezésre all6 konyveléstechnikai
megoldasok tavolrél sem kielégitéek. A
toke miikodését illetve annak a termelés
alakulasara gyakorolt hatésat kovetkeze-
tesen mfiszaki felfogdsban kell megjoleni-
teni a modellben.

ZALAT KRNO A marxi értékmeghatdrozdas
sagjatértékmodellje a munkaérték létezésé-
nek és unicitasanak probléméajat targyalta.
A kiilonféle termékek (beleértve a munkat
is) értékének és a hozadék-arinynak szi-
multan meghatarozasara az el6adoé nem
linedris  sajatérték  modellt  fogalmazott
meg. Igazolta a nem negativ (pozitiv) meg-
oldas létezését értékben, valos feltételezé-
sek mellett, a ecyiitthaté-matrix irreduci-
bilithsénak kikotése nélkiil. A feltevések
a Leontief-matrix hatékonysagira aj kri-
térinmokat adnak. A sajatértél definiala-
sarol az el6addé kimutatta, hogy az a munka
heterogén karaktere esetén nem keriilhetd
el. Hasonloképpen els6sorban elméleti ér-
deklédésre tartatott szamot P. N. MATHUR
eléadasa is: Néhdny qgondolat a gazddllkodds
kézponti  magjardl  input-output  kerethen.
A gazdalkodas edgeworth-i  elméletéhol
indult ki. A gazdasagi alanyokat olvan
egyednek tekinti, akik két és tobboldala
cserével igyekeznek helyzetiikon javitani,
A gazdasagi alanyok egviittmiikods k-
zOsségét és egy joszagesomagot definidlva,
az elosztas lényegében a csomag eljuttati-
sat jelenti az egyiittm(ikodd partnerekhez.
Az elosztias akkor hajthatd végre, ha az
eoyitttmiikodék valamennyi figyletet ma-
cuk kozott el tudjak intézni. Az egyiitt-
miitkddék  gazdasigi céljai szempontjabol
a kivitlallok nem létezdknek tekintheték.
Ha feltételezziik, hogy létezik eoy méasik
tomdoriilés is, melyben szintén van elosz-
tas és ennek tagjai jobb helyzetben van-
nak, mint az el6bbi elosztis esetén: akkor
ez utébbi uralkod6 az elébbihez képest és
zatolja az el6bbit. A kdzponti mag azok-
nak az elosztiasoknak osszesséze, melyek
megvaldsithatok és nem all velitk szemben
semmiféle uralkodd tomoriilés. Annak de-
monstralasaval, hogy a koézponti magban
az eloszlasok Pareto-optimélis kompetitiv
jellegiiek és hogy a gazdasagi alanyok sz-
ménak novekedésével a koézponti mag a
kompetitiv eloszldsok halmazéra mint ha-
taresetre zsugorodik: a fejtegetések az el-
mélet altalanositasat, a tarsadalmi javak,
a kiilsé feltételek és a monopdliumok prob-
léméajat targyaltak. Kozya FErENC A tdr-
sadalmi-gazdasdgi  jelenséq  természete  és
morlell-rendszere cimii elbadisa a gazdasa-
zot mint rendszert valamilyen macasabb
rendiit él6 organizmus analdgiabdl vezeite
le. A rendszer lénveges jellernvondsa: nyi-
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tottsaga és az, hogy a tudatos hefolyisolds
sokoldalu ellenreakeiot, belathatatlan mel-
lékhatis-lancreakeiokat valthat ki. Az a
modellrendszer, mely ezt az organizmust
képes atfogni: «) az anyagesere (termelés,
kereskedelem); b) dllagmutatok; ¢ ) munka-
erd (demografia); o) t6ke Gjratermelése;
¢) természeti kérnyezetl Gjratermelése; f)
feltételek-kovetkezinények: g) kapesolo-
diasok-kovetkezmények;  h)  koltségopti-
murm-megelSlegzési optimum modellek. Az
el6adas a gazdasigei modellezési gpondolatot
igen tagan értelmezte. Arra torekedett,
hogy minél teljeschb képet adjon, mi min-
dent  kellene  beépiteni ecy  modellrend-
szerbe, ha az a felmerild kérdésekre kielé-
oith vilaszt, akar adni.

A mérleg-szerkesztés problémii

Az elbadisok masik nagy csoportja (15
eloadis) az input-outpat tablik szerkeszté-
sével, statisztikajaval Osszedllitisuk egyes
orszigokban kialakult rendjével foglalko-
zott. M. Kdjelman a Szovjetuniéban, K. M.
Niehndel az NDIC-han, H. Sebyla a Lengyel-
orszaghan, Kodsné Balsay FKvea a Magyar-
orszigon, A. Pimpao a Portugaliaban, R.
Stiglin az NSZK-ban folyd dgazati kap-
csolati mérlegszerkesztési munkakrol, azok
torténelmérdl adott Avtekintést. 1. Gejdos
a  (Usehszlovak Allami Tervbizottsag 20
agazatot felolelé input-output téblaszer-
kesztési munkajat mutatta be, D. J.
Balaszezuk a KGS'T orszigok és Lengyel-
orszie rovidlejarata  killkereskedelmének
clemzéséhez és tervezéséhez hasznalt mo-
dellt tarta a hallgatosag elé.

A t6bbi elGadis szitkebb Agazati, regio-
nialis, vagy vallalati  alkalmazéssal  fog-
lalkozott. Krdekes volt ezek kézott Hamza
L.—~HorANYr M.—NAray L. el6adésa:

rie s govedelem mozgdsokat dsszekapesolo
input-output modell ¢és alkalmazdsi lehet(sé-

gei a tervezéshen. Kgy olyan zart input-
output  modell  szerkesztési  kisérletérdl

adott szimot, mely a kifejezett jovedelem-
fdramlisokat és az drmozgisokkal kapeso-
latos pénzaramlast elkiiloniti egymastol.
Ezaltal a modell a jovedelem-vasarlis-ter-
melés-jovedelem  korforgast  kévethetveé
teszi. A megoldas lényegében az input-
output tabla tin. negyedik moduljanak ki-
toltésén alapul. Az el6adéas targyalta a
tabla kitoltésének statisztikai lehetéségeit.
IFelhivja a figyelmet tjszeri gazdasagi
osszefiiggésekre; bemutat egy ) Arelven
alapul6é arszamitast, mely a mar ismert
tényez6kon (il szamol a keresleti szerke-
zettel és a jovedelem tjraelosztésival is.
Ennyiben a megoldas kétségkiviil ujszertien
kizeliti weg az dr-jovedelem-pénziigyi poli-



TUDOMANYOS ELET 305

tika témat. N. Vavrejnova a Csehszlovak
gépipari és kohaszati dgazatokra hasznalt
input-outpuat tablszerkesztési munkéakrol
tajékoztatta a hallgatésagot. Rechnitzer J.
Baranya, Somogy, Tolna és Zala megye
teriiletének egészére és egyenként a me-
gyékre kidolgozott modellt mutatott be,
amelynek secitségével a teriileti termelési
kapesolatokat vizsgalta. A regiondlis mo-
dell a teriileti egységek kozotii ,,import’
és ,,export’’ stabilitAsit, a szerkezet val-
tozasanak kérddseit érzékenységi vizsgh-
latokkal elemezte. A tovabbi el6adisokon
tajékoztatast kaptunk a Szolnok megyé-
hen a teriileti és a vallalati fejlesztési ter-
vek ellen6rzésére kidolgozott modellrél,
a hazai nehézipari agazat gazdasagelemzé-
sében szerzett tapasztalatokrél és az input-
output eljaras el6nyds alkalmazisi lehetd-
gégeirdl termelbszivetkezeteink gazdalko-
dasinak elemzésében és tervezésében.

Gazdasigelemzési és tervezési
alkalmazisok

Az elbadasok harmadik nagy csoportji-
ba a kizgazdasagi gazdasigelemzési és
tervezési alkalmazasok sorolhaték (14 els-
adis). Az alkalmazisok tulnyomorészt a
gtatikus input-output rendszerekre alapo-
z6dtak, két eléadas kisérletet tett dina-
mikus rendszerek hasznositasara is kozgaz-
dasagi témdak targyalisinal.

J. JAREMENKO — L. JERSOV—A. SzMIs-
LAIEV Az dgazatok kapesolatdt leird mordeil
a Szovjetunidban cimit elbadésa egy olyan
modellt ismertetett, melyet a tradicion:ilis
input-output rendszerb6l fejlesztettek ki,
annak kiterjesztésével és altalanositasiaval
a Szovjetunié kozéplejarata (5—7 éves)
tervei kidolgozasidhoz. A modell minde-
nekelGtt szamitasba vesz néhany termdélk-
nél kindlati korlatokat, méasokndl pedig
sziimol viszonylagos feleslegekkel. A rend-
szer jol illeszkedik a Szovjetunié gazdasi-
ganak fejlédéséhez az 1970 —1975 idGszak-
ban. A modell 18 fgzat termelési kapcesola-
tain épiil fel, a végsd felhasznalas 12 szek-
torban részletezett. Az eljaras lényece,
hogy a szokésos

‘Y(i) j) t) == (lij(t)*Q(j7 t)
osszefiiggést a
X(i, j, 1) = ay + a,() QU T) +
"J" 112(5) Q*(7:) t) 'Jw“ ”a(‘) X*(m) n, t) 4‘ a‘(t)
osszefiiggds helyettesiti, ahol az a,(t) @*(3, t)
az i-ik termék kindlatdnak hatasara utal
és Q(7, t) vagy exogén vagy egyenld az

i-ik termék folyd termels és végs6 keres-
letének 0Osszegével.

Munkaiigyi vonatkozasi téméat két dol-
gozat targyalt. RAcz ALBERT Néhdny gon-
dolat a munka termelékenységérdl és a ter-
melés szerkezetérdl cimii eléadasaban a ter-
mékszintii termelékenység mérését vizs-
galta. A terméket létrehozd folyamatot két
szakaszra bontja, ennek megfeleléen a ter-
melékenység valtozas indexet mint az aga-
zaton belili és az Agazaton kiviilli hatas
szorzatat definidlja. Az dgazaton beliili ha-
tast pedig ismét két tényezd szorzataként
értelinezi. Nevezetesen: az é16 és a holt
munkanak az agazati indexre gyakorolt
hatasat kidoniti el egymistol. Az el6adas
masodik része az élémunka szerepét tar-
gyalta a végss felhasznalias egyes Ossze-
tev6inél: a fogyasztasnal, a felhalmozas-
ban és az exportban. Frorea Gy.—
Oragsos A. Az input-output elemzés haszno-
sitdsa munkaiigyi  téren Magyarorszdgon
alapgondolata, hogy a munkatigyi iranyi-
tas kell6 ellatdsahoz nem lehet lemondani
arrdl az informdcié tobbletrél, amit a
végsé felhasznalas biztositdsahoz sziiksé-
ges élémunka-raforditas elemzések nyuj-
tani tudnal.

Az energiakérdés harom igen eltéré fel-
fogdst, de egyarant input-output eljards-
sal operalé tanulimany targyat képezte.
J. Brurern és H. MURDTER Az energia-
dramldas input-output elemzése és az opti-
malis  termelési  tevékenységek meghataro-
zasa c. elbadisa az NSZK energia poli-
tikai problémadit veszi szemiigyre. A tablak
45 agazatra részletezve abrazoljak a ter-
melési tevékenységeket. Sajatos jellemzd-
jilk, hogy az energiaforrasokat értékben és
mennyiséghen (terajoule) egyaréant tartal-
mazzak. A tovabbiakban a szokésos Leon-
tief-rendszer, mint programozasi modell
ujra fogalmazodik. Elénye, hogy az dltaléa-
nositott input-output modell nem csupan
a jol ismert harom modellt, hanem a negye-
diket is magaban foglalja. Az eljaras koveti
a korszerd fogyasztisi elmélet alapgondo-
latat; a fogyasztd els6sorban bizonyos fo-
gyasztasi tevékenységek realizalasiban ér-
dekelt, nem a javak és a szolgaltatasok bi-
zonyos mennyiségének fogyasztisiban. A
fogyvasztasi tevékenységek azonban rafor-
ditasokat kovetelnek meg, mégpedig 4l-
landé aréanyokban. A végs6 felhasznilas
vektorat ily médon a raforditési egyiitt-
haték adott sorozata alkotja. A cél a végsé
felhasznilds maximalasa adott raforditdsi
szerkezetben, az elsédleges raforditasok
exogén moédon adott nagysiga mellett.
Egyetlen végs6 felhasznalas vektor esetében
ez a tevékenység a célfliggvényben egy
,,szorzd’-val, értékben fejezhetd ki. Az
input-output rendszer halmozott réfor-
tasi egyiitthatéi a programozési modell
optiméalis megolddsinal a versenyz6 ada-
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tokbol és az arnyék-arakbol szarmaztat-
hatok. Végiil az el6adas ismerteti, hogy az
energia agazatra hogyan hatarozhatok
meg tapasztalati Gton a miiszakilag haté-
kony termelési folyamatok. A linearis prog-
ramozasi modell ebben az altaldnos alak-
jaban felhasznalhatd input-output struk-
tarak id6- és térbeli dsszehasonlitdsara is.

MoLNAR L. eladdsa attekintést adott a
hazai energiafelhasznalas alakuliasanak jel-
lemz6 vonéasair6l végsd felhasznilasi eélok
(fogyasztas, felhalmozas és export) szerint
1970—1979 kozott.

MuraKOzl E.—GLATTFELDER . A ki-
olaj drrobbandsdnalk hatdsa a magyar nem-
zeti jovedelemre abbol indult ki, hogy a
70-es években az olajarrobbanés a beko-
vetkezett arvaltozasokat csupén részben
magyarizza. A szerzok az 1976 évi input-
output tablara tamaszkodva kisérletet tet-
tek, hogy ennek a résznek a nagysigid
behataroljik. A szamitasi eredmények azt
mutatjak, hogy az import 379 -08 és az
export 16,8%-0s8 aremelkedése mellett
1970— 1976 kozott — ebb6l az energia-
hordozék arvaltozasianak jelentés szerep
tulajdonithatdé — a nemzetkozi jovedelem-
ben mutatkoz6 veszteség, mint egyenleg
1,7—89%-08 hatarok kozott becsiilhetd.

Az export-import témakorrel, népgaz-
dasdgunk import szitkségleteivel a kon-
ferencian még tovabbi hérom magyar el6-
adéas foglalkozott.

Két dolgozat dinamikus input-output
rendszerekkel tett kisérletet agazati fejlé-
dési palyak jellemzésére. Kzek a szamiti-
sok egyeltre kisérleti stadinmban vannak.

SCHUMANN J., MEYErR U., Pmnno U.
Input-output modell az dgazati fejlodésre és
2 drindexek az NSZK-ban cimii el6adasa
egy Okonometriai jelleg(i dinamikus input-
output modellel végrehajtott vizsghlatok
eredményeit ismertette. A modell az
innsbrucki VII. Nemzetkozi Input-Output
Konferencian  bemutatott — Dieckheuer—
Meyer—Schumann rendszer tiokéletesitett
valtozata. A modell minden egyes agazati
végss felhasznéilason ad egy fogyasztéisi
és egy export filggvényt. Az egyes figaza-
tokban tovébbi két arfiiggvény értel-
mezédik. Egy, amelyik a hazai és egy masik,
amelyik a kiillféldi értékesitési arat ma-
gyarazza. A javitott valtozatban 0j a be-
ruhdzisi fiiggvény is. Kz az dgazati beru-
hazisok termékosszetételét a beruhazasi
javak Agazati kindlatival magyarfizza.
A modell 14 Agazatot 6lel fel magaban az
1960—1974 idészakban. Mi{ikodéképessé-
2ét az elbadéis az endogén valtozok ex post
szimulaliasaval demonstralta a vizsgalt 1d6-
szakra.

CsEPINSZRY A. A tényleges és az input-
output modellel meghatdrozott fejlédése pdlydk
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ds drvdltozdsok a 70-es dvekben Magyar-
orszdgon cimi(i elbadasa egy 6konometriai
nyilt dinamikus input-output modell fel-
hasznaliasaval az Agazati termeldst és az
aralk valtozasat mutatja be az 1970— 1979
évi idészakban. Az input-output tabla
négy agazat termelési kapesolatait irja
le. A végs6 felhasznalason belil az dgazati
fogyasztasok és exportok meghatarozasara
okonometriai fiiggvények szolgalnak. A be-
ruhfzisi  Osszefiiggések az  éves  Agazati
termelés niovekményeket és az lizembe-
helyezett beruhazasokat allitjak egymis-
sal szembe. Az drindexek képzéséhez az
els6dleges raforditasok alakulasat trendek
jellemzik o rendszerben. A szerkezeti fel-
tételeknek, beruhéizisi hatékonysagnak és
a fogyasztasi valamint export fliggvény
alakulisanak megfelelé  agazati fejlédési
palyiikat o sajatértékek és sajatvektorok
segitsépdvel hatarozza meg.

T. Iwasakl eléadasa Az dredltozds- prob-
lémdra alkalmazott input-output elemzis fe-
Litlvizsgdlata  Japdnban  rimutatott  arra,
hogy Japan gazdasigi helyzetének alaku-
lasn 1965-t61 kezdve a gyors novekedés,
a T0-cs évek elsd felében a szerkezeti stag-
nélis, majd a gyorsan fokozodd inflacié,
az Allami és o magin gazdasigi kutato-
csoportokat eoyarint tapasztalati input-
output elemzések készitésére dsztonozték.
Fzek a vizseilatok kiterjedtek a koltségek
és az arak kozotti dsszefiigodsek tanulmd-
nyozasara is. Az cléadd ez utébbi kutati-
sok hasznossagirol igyekezett képet adni.
Kovetkeztetései oz alabbiakban foglalha-
tok Ossze: .

— az input-output rendszer nem mindig
alkalmas az aralakulis magyarazasioea;

— a korlatok, a rendszer belsé sajitossi-
eaibol adodnak. [zek a linearitis, az
unieitas, az allandosig, a statikussig;

~ jollehet az arrendszer és a redl rendszer
kozott az input-output modellben duali-
tasg all fenn, a fizikai és a pénzrend-
szerben késziilt elszimolasok  mégsem
tekinthet6k minden vonatkozishan sze-
rencsésen integraltaknak a rendszer lke-
retében.

B. Helmstadter és.J. Richterring a rafor-
ditési és kiboesatasi egyiitthatok stabili-
thsat vette szemiigyre a statikus, nyflt
input-output modellben. F. Kigydssy—
Schmidt— R. Schwart az input-output. tab-
lak egy lényeges értékelési problémdjira
igyekezett kielégité megoldast talilni. Ne-
vezetesen: mig az anyagi fgazatok kibo-
esitasal a raforditasokon kiviil a hasznot
is tartalmazzék; addig az ingyenes, nem-
anyagi szolgiltatasok értéke, mint a ra-
forditasok Osszege jelenik meg a tablak-
ban. Az ajanlott megoldéas: az agazatok
egymas kozotti kapesolatinak mérése ne
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csupan természetes mértékegységben vagy
a brutté termelési értékkel torténjék. Az
agazatok kozotti kapesolatokat munkadra-
ban, valamint az alldeszkozok koltségében
mérve kovetkeztetések vonhatdk le az
anyagi és az ingyenes szolgaltatdasok kap-
csolatarol, értékérol.

(+. V. L. NARASIMHAM Kalinan-sziré
eljdrds input-output egyitthatol clorejelzé-
sére cimii el6adasaban az egyik {6 kutatasi
teriilletet, az Agazatok egymads kozotti ke-
resletének eldrejelzési lehetdségeit targyal-
ta. Az input-output egyiitthaték allando-
saganak feltételezése esetén az elérejelzés
hatasfoka meglehet6sen gyenge. Korszerii-
sitésiikkel a hatésfok javithaté. Figyelembe
véve a veéesd felhasznilas és az Agazati
brutté termelés tjabbkelet{t idésoraibdl
szarmaz6 informiciokat — a szabdlyozis
elmdélethdl kolesonzott eljardst: a Kalman
sziir6t alkalmazza. Az eljards mint bayes-i
optimalis beeslési prohlémaja is megfogal-
mazhatd. ;

BAnkovi  Gvy.—VELICZKY J.—ZIER-
MANN M. Az input-output eqyiitthaték ala-
kuldsdnalk beeslése és eldrejelzése alapgon-
dolata, hogy az egyves évekre szerkesztett
input-output  tablik  egymast  kovetd
eoyittthatd  rendszerei gy  tekinthetdk
mint diszkrét paraméterekbdl képzett mat-
rix-sorozatok realizdciéi. Az elGadas célja:
tajékoztatist adni egy 0j moédszerrél, az
altalanositott dinamikus fékomponens el-
jarasrol. A kordbban kidolgozott eljardis
altalanositasa az id6sorokhol képzett vek-
torokrdl a matrixokra, elényos lehetdséget
ad az input-output egyiitthatoknél az idé-

beni véaltozasok dinamikus tendencidainak
becslésére.

Mas eléaddk foglalkoztak a gazdasigi
szervezetet jellemzé mutatészamok meg-
hatarozésaval (M. Kraft), a szingularitis
problémaival a dinamikus Leontief model-
leknél (V. Meyer), az aggregdld fiiggvény
hasznositasaval az importarianyok megha-
tarozasara sokszektoros modellben (8.
Nakamure ), az aggregiciébdl eredd infor-
micioveszteséyg esokkenthetéségével (Lan-
ger L).

Ugyancsak az aggregacié torzité hati-
stval, szerepével az arvaltozasok és érték-
beni folyamatok vizsgélatanil és a hatas
csokkentésének egy modszerével foglaiko-
zott Kupesik J. A hazai armodellekrél
beszélt Riecke W. és rimutatott arra, hogy
ha a linedris programozési modell, a ter-
melési tényezdk koltségeit miniméalja, az
arnyékarak nagysaga és szerkezete ugyan-
az, mint az input-output technikéval szer-
kesztett arindexeké. Miké (fy. nemlinedris
imput-output modellekrdl beszélt, Halpern
L. pedig egy dinamikus input-output mo-
dell és a kolesont nyujtd magatartist leird
elméleti  rendszer 6sszekapesolasat — tar-
gyalta.

Kiss Albert foglalta 6ssze a konferencia
tanulsigait. Kiemelte, hogy a kiilonbozé
orszagok és intézmények munkéajanak,
tapasztalatainak megismerése hozzajarul-
hat a hazai, de a més orszagokban folyd
munka tovabbfejlesztéséhez is. A 10 éven-
ként tartott konferencidk sorétban a har-
madik tovébbi eredmények forrasa lehet.

CS.A.—P.T.
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