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A nyílt, statikus input-output modell
nem-lineáris általánosításairól

W. CG8M[·SG> nyílt, statikus input-output modellje kétségtelenül a matemati
kai közgazdaságtan egyik legtöbbet tárgyalt, legtöbbet vitatott és ugyanakkor
legszélesebb körben alkalmazott eszköze. Eredeti formájában a modell lineáris.
Természetes ezért, hogy nem lineáris általánosítására sok kísérletet tettek.

Ebben a cikkben egy korábbi [l] tanulmányunk szemléletmódját követve
áttekintjük az e téren elért fontosabb eredményeket. Ezeknek az összefüggé
seknek egy része az irodalomból tehát ismert; de tárgyalásuk nem egységes.
A következőkben főként matematikai programozási eszközökkel fogunk dol
gozni felhasználva az ún. indifferens programozás és a ,,minimális elemmel"
rendelkező halmazok elméletét. Altalánosítjuk az [l] tanulmányban leírtakat,
és néhány újabb összefüggésre hívjuk fel a figyelmet.

A tárgyalás során fokozatosan léptetjük be a bizonyításokhoz szükséges
feltételezéseket. Ezek részben közgazdasági megfontolásokon nyugvó feltevé
sek lesznek, részben technikai jellegűek, amelyeket a megfelelő matematikai
apparátus kíván. A nem teljesen kézenfekvő fogalmakat definiáljuk és a modell
tulajdonságait tételek formájában mondjuk ki. Utalunk a fontosabb irodalmi
előzményekre.

A vizsgálat tárgya, alapfogalmak, előzmények

Egy Leontief típusú gazdaságot vizsgálunk. Vagyis tekintünk egy M homo
gén szektorból álló, külkereskedelmi kapcsolatokkal nem rendelkező gazdasá
got, amelyben minden szektor a rá jellemző egyetlen használati értéket állít
elő, egyetlen technológiával. A szektorok termelésük megvalósításához fel
használnak saját és más szektorok kibocsátásaiból. A vizsgálat célja: az
ágazatok bruttó kibocsátásai és a rendszer végső kibocsátásai közötti kapcso
latok számszerűsítése. Ennek érdekében az alábbi fogalmakat, illetve jelölése
ket vezetjük be:
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A rendszer vér;ső kibocsáiáea : y =

17n

Az elemi ráforclítá.sok mátrixa: X = [Xii] E Rnxn ahol X0 megmutatja, hogy
a j-ik ágazat mennyi terméket használ fel az i-ik ágazat kibocsátásából.

A fentiekben bevezetett fogalmak egymásközötti kapcsolatát a következő
definíciós azonossággal írjuk le:

(I) X - X. I= y. 

Vagyis a rendszer végső kibocsátását úgy definiáljuk, mint az· ágazatok
bruttó kibocsátásának és a megvalósításához eszközölt ráfordításoknak a
különbségét. .

Ez a definíció azonban még annyiban hiányos, hogy önmagában nem biz
tosítja a benne szereplő mennyiségek közgazdasági értelemben is normális
viselkedését. Nyilvánvaló ugyanis, hogy olyan mennyiségek mint bruttó ki
bocsátás, végső felhasználás vagy ráfordítások nem lehetnek negatívak. Vagyis
(I) korrektebbül így fest:

(2)

x-X·I=y 

X i2 Ü

(i,j = 1, 2, ... ,n)

(2) már nem az a triviális azonosság, mint (1): hiszen minden további fel
tevés nélkül egyáltalában nem kézenfekvő, hogy akármilyen :r: > O bruttó
termeléshez létezik (2)-t kielégítő (t.i, nem-negatfv] végső kibocsátás és még
kevésbé biztos, hogy tetszőlegesen előírt y :?.: 0 végső felhasználáshoz talál
ható olyan nem-negatív bruttó kibocsátás, amely azt megvalósítja.

Hogy a (2) alatt megfogalmazott modellel kapcsolatban bármiféle érdem
leges megállapításokat tehessünk: feltételezésekre van szükség az elemi ráfor
dítások viselkedéséről. Az elemi ráfordítások nyilván bizonyos függvények;
csak az a kérdés, hogy mit célszerű e függvények argumentumának választani.

Az irodalomban ennek a kérdésnek két megközelítése található: egy egy
szerűbb és egy összetettebb. Az első Leontieftől ered, aki abból indult ki,
hogy minden ágazatban, valamennyi ráfordítás kizárólag a felhasználó ágazat
tevékenységének a mértékétől függ. Vagyis:

(-i, j = I, 2, ... , n)

Ha ezt tesszük fel: közvetlenül értelmezhetők az egységnyi ágazati kibocsá
táshoz szükséges (fajlagos) ráfordítások:

Cl U') - X;j(~)j 
I} '-} - t •

"j
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Leontief eredetileg éppen azt tételezte fel, hogy a fajlagos ráfordítások
állandóak:

pontosabban: nem függnek a felhasználó ágazat tevékenységének a mértéké
től. Ilyen körülmények között az elemi ráfordítási függvények egyváltozós
lineáris függvények és a (2) alatti egyenletekben lineáris formák állnak.

A lineáris modell legkézenfekvőbb nem-lineáris általánosítása egyszerűen
ennek az utóbbi feltevésnek a feloldásából áll. Ekkor a közismert

[E - A]x = y 
összefüggés helyett az

[E - A(x)]x = y 

egyenlettel van dolgunk, ahol

A(x) = [au(~j)].

A modell minden egyenlete most

n
~; -- ~ a,;(~;) . ~J = r;;

}=I 
(i = I, 2, ... , n) 

alakú nem-lineáris, de mindenesetre szeparálható függvényeket tartalmaz:
hiszen az elemi ráfordításfüggvények továbbra is egyváltozósak.

Érdemes talán a téma történetéhez megjegyezni, hogy EVANS már 1954-ben,
az első nemzetközi input-output konferencián Input-Output Computations [3]
című előadásában a modellt nem-lineáris formában mutatta be, de alapjában
ez a szeparábilis forma lebegett a szeme előtt. Hasonló keretben vizsgálták
a modell nem-lineáris kiterjesztését NATAF [S], Bon [I], [2] és SANDBERG [9].

Lehet a kérdést azonban bonyolultabb keretben is nézni. Ezt tette bizonyos
fokig már EVANS is, majd különösen TAMIR [IO]. Később LAIDRI [4] majd
LAHIRI és PYA'.I"l' [5], akik az első Lahiri cikk bizonyos hibáit helyesbítették.

Ebben a szélesebb keretben az elemi ráfordítási függvények n változós nem
lineáris függvények. Ez a megközelítés általánosabb. Nemcsak azért, mert
speciális esetként tartalmazza a korábbit; hanem főleg azért, mert lehetővé
teszi ún. externalitások, tehát a különböző ágazatok technológiáira más ága
zatok fejlődéséből származó hatások figyelembevételét. Tamir modellje
J?(x) = y alakú, ahol

P(x) = x - X(x) · I.

Ezzel szemben La,hirí az [E - A(,x)Jx = y alakból indul ki, ahol

A(x) = X(x) • (x)-1.

Ennek megfelelően 'I'amir az P(x) leképezés, Lahiri, valamint Lahiri és Pyatt
az A(x) • (x), illetve az JTA(x) leképezések bizonyos közgazdaságilag indokol
ható tulajdonságait tételezik fel.



236 non l'ÉTEB.

Milyen feltételek mellett oldható meg a modell?

A továbbiakban az általános - tehát nem szeparábilis - modellt vizsgáljuk.
Két alapfeltevést vezetünk be, amelyeket végig érvényeseknek tekintünk.
Ezek az elemi ráfordítás-függvényeket és az ezekből képzett népgazdaaági
ráfordításfüggvényt jellemzik.

Népgazdasági ráfordításfö.ggvénynek nevezzük azt a vektorértékű függvényt,
amelynek komponensei megmutatják, hogy az egyes ágazatok kibocsátásaiból
mekkora felhasználás szükséges valamilyen :i; bruttó kibocsátás megvalósítá
sához:

G1(:1:) 

G~(x) 

G(x) = X(x) · t = A(x) · x EB".

G,,(x)

A népgazdasági ráfordításfüggvény segítségével kifejezhető a népgazdaság
termelési függvénye:

£i\(x)

F2(X)

F(x) =

F"(x)

Fenti jelölésekkel modellünk

= x - G(x) E R". 

(3)

alakban írható fel.

F(x) = y

Használni fogjuk majd a következő fogalmakat:

1. definíció: Az F(x) : R" _,. R"' leképezést izotónnak mondjuk, ha

x1 :2:, x2 = F(x1) ;2; F(x2).

2. definíció: Az F(x) : R" -• Rm leképezést inverz izotónnak mondjuk, ha

F(xL) :::.;: F(x2) = x1 ~ x2•

3. definíció: Az F(x) : R"+,-+ R" leképezést diagonálisan kívül antitón leképe
zésnek mondjuk, ha valamennyi

F;/ r) = F,(x + -r:e1) 

függvény r :2:: 0 növekedésével nem növekszik.
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I. alapjelteoés : Az elemi ráfordításfüggvények R';_-on vannak értelmezve úgy,
hogy

X;1(x) V i, j-rc folytonos Rr;_ belsejében

Xij(O) = O V i, j-re

Xij(x) > 0 Vi, j-rc, ha lxl > 0.

2. alapteltecé«: A G(x) leképezés izotón.

Az lAF. szerint a semmit-termelés nem igényel ráfordítást, a valamit
termelés nem-negatív ráfordításokkal jár. A folytonosságot csak a nem-negatív
ortáns belsejében kívánjuk meg és ez lehetővé teszi ún. fix-költségek jelent
kezését is.!

A 2A.F. értelmében nagyobb társadalmi termelés minden ágazat termelésé
ből többet cmészt fel, mint valamely kisebb. Vegyük észre, hogy nem kívánunk
izotonitást az elemi ráfordításfüggvényektől.

A G(x) függvény ezen tulajdonságának a továbbiak szempontjából döntő
jelentősége van. Nern gyengíthető, ha az.t akarjuk, hogy a megoldhatósággal
kapcsolatban pozitív eredményeink legyenek. Evans óta minden vizsgálatban
feltették a ráfordítások izotonitását. Az input-output statisztikák idősoraiban
néha előfordul, hogy a, bruttó kibocsátás ágazatonként nő egyik évről a másikra,
de a ráfordításfüggvény értéke nem mi ndcn ágazatban növekedett. Ez a jelen
ség - amely egyébként ritka - nem cáfolja 2AF. létjogosultságát_ Az input
output statisztikák nem-homogén szektorok tevékenységét mérik és a jelzett
,,anomália" a szektorokon belű Ii termelési struktúra megváltozásával függ
össze. Az elméleti tárgyalás homogenitást tételez fel -- ennyiben persze elvo
natkoztat a valóságtól, ahol a homogenitás valójában - akármilyen szektor
bontást is alkalmazunk - soha nem érvényesül maradéktalanul.

A7, alapfeltevések következtében érvényes az

l. tétel: Ji'(x) folytonos és diagonálison kívül antiton.2

F(x) az elemi ráfordításfüggvények folytonos függvénye és így lAF. értel
mében maga is folytonos a nem-negatív ortáne belsejében. Tekintsük a, leké
pezést alkotó egyik függvényt F;(x)-t az x =2: 0 és az x + -cej pontokban.
Minthogy x + -ce1 ;: x és G;(x) izotón, ezért G;(x + -cej) ~ G;(x). Követke
zésként:

F';(x + -cej) = E; - G;(x + -cej) :-' ~i - G;(x) = ll;(x).

A kérdés már most az, hogy ilyen tulajdonságú termelési függvény mellett
milyen körülmények között képes a modellel jellemzett gazdaság pozitív
végső felhasználást biztosítani, illetve képes-e előírt nagyságú és összetételű
végső felhasználáat biztosítani.

Nyilvánvaló, hogy erre csak ún. működésképes gazdaság lehet képes.

' A ráforrlttú.si fiiggvények folytonosságát mindenki feltesz i. Az eltérések csak abban
vannak, hogy az elemi ráfordttásfüggvényekre mondják-e ki a folytonosságot, vagy csak
8.7, összevont, alakra, ami cikkünkben a G(x) függvény.

2 l•~z a rnAgállitpítás először 'Z'ami,·nál jelenik meg.
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4. definíció: Egy a modellel jellemzett gazdaságot működőképesnek mondunk,
ha 3 x ~ 0, úgy hogy F(x) > O.

Ismeretes, hogy lineáris esetben a gazdaság működőképessége nem csak
szükséges, de elégséges feltétele is annak, hogy a fenti kérdésre pozitív választ
lehessen adni. Nem lineáris esetben nem ez a helyzet. Ezért itt megkülönböz
tetünk elérhető és nem elérhető végső kibocsátást.

5. definíció: Egy működőképes gazdaságban elérhetőnek nevezzük az fi> 0
végső kibocsátást, ha

Ly= {x ER+ I F(x) ~:: y} -FEJ. 
A felvetett kérdésre az Ly halmaz vizsgálata révén nyerünk választ.

2. tétet: Az Ly# fJ halmaz zárt a x0 = :i:1 íl x2 vektorműveletre, ahol x1 •

x2 ER~ és ~? = min [~f; ~r] Vi-re.

Legyen x1; x2 E Ly. Mivel x1 > O; xi < 0 =- :i-;0 = x1 n x2 > o. Nyilván
x0 < x1 és x0 ~ x2, ezért

G(x0) < G(x1) és G(x0) -:: G(x2)

Belátjuk, hogy x0 minden feltételt kielégít. Tekintsük __{i\(x0)-t.
Ha ~? = ~t, akkor F;(x0) = ~? - G;(x0) ::. ~f - G1(xL) > 'YJi·
Ha ~? = ~7, akkor F;(x0) = ~? - G;(x0) ·-:: ~7 - G1(x2) __ 'YJ;•

Tehát, :r:0 E L;. 
Felhasználjuk az alábbi tényt:

1. seqédtéiel: Ha a nem üres He Rn kompakt halmaz zárt a n vektorműve
letre: létezik legkisebb eleme.P

Tekintsük a következő szélsőértékfeladatokab:

~; ----r min

(i = I, 2, ... , n).

Mivel H kompakt és nem üres: ezeknek a feladatoknak van megoldásuk. Legye-
n

nek ezek: x1; x2; ..• z", Képezzük az i: = íl xi vektort. A feltevésünk szerint
l=Ix EH és ugyanakkor: :i; :s;; x, V x E JI. Tehát :t: a H halmaz legkisebb eleme.

3. tétel: Az Ly = { x ER+ I F(x) > y} '"F 0 halmaznak van legkisebb eleme.

2. tétel miatt L; zárt a n vektorműveletre. Ha kompakt is, akkor az állítás
az 1. Segédtétel következménye. Ha Ly nem kompakt: legyen x E L_v, ami
biztosan létezik. Tekintsük az

Ly= {x ER'.)_ j Ji'(x)?:. y; x ~---- x}

3 A segédtétel speciális esete egy G. WrN'.l.'GENtóJ szár,nazó tételnek [U], amely elég
séges feltételt ad an-a, hogy egy matematikai programozási feladatcsalád indifferens
legyen a függvények egy adott; osz öályára nézve.
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halmazt. Ez biztosan nem üres és kompakt; van tehát legkisebb eleme, amely
egyben az Ly halmaznak is legkisebb eleme.

4. tétel: Legyen x az Ly = {x E Rn1- ! F(x) ::=:: y} halmaz legkisebb eleme. x egy
ben komplementer megoldás is, azaz

xT [F(x) - y] = o_

Tegyük fel, hogy a komplementaritás nem áll fenn. Akkor 3 i hogy t, > 0 és
F;(x) > 'IJ;· 
Képezzük az x = x - oe; vektort. Elég kis ó-ra: x 2 O. F(x) folytonossága
miatt F;(x) = FzCx - ,5e;) > 'Y/;, ha ó nem túl nagy. Ugyanakkor a diagonáli
san kívüli antitonitás miatt: minden j # i esetén

vagyis P(x) ;2:; y és így x E Ly. Azonban :i: ~ x, ami ellentmond annak, hogy
x az L3 halmaz legkisebb eleme.

5. tétel: Az L; Y:~ ff halmaz legkisebb eleme pozitív: x > 0 és ezért x-ben a
feltételrendszer egyenlőségre teljesül.

Tegyük fel, hogy x:} 0 vagyis :::Ji hogy{;= O. Ebben az esetben azonban
x nem lehet megengedett. Ugyanis

hiszen (; = 0 és G;(x) :::-.:: O. Vagyis x nem elégíti ki az P;(x) 21/; feltételt.
Ha viszont x > 0, akkor a komplementaritás miatt: Ji'(x) = y. 

Az 5. tétel alapján most már levonhatjuk a következtetéseket a meg
oldhatóság kérdésében. Kiderül, hogy először is egy sajátos extremum tulaj
donsággal ta<lálkozhatunk. Vezessük be a társadalmi termelés költségeinek a
fogalmát.

6. definíció: A társadalmi termelés költségfüggvényének nevezünk egy R~_-on
értelmezett qJ(x) skalárérték(í. függvényt, ha eleget tesz az alábbi tulajdon
ságoknak:

<p(O) = 0
q;(x) > 0 ha Ix I > 0
izotón, vagyis x1 ::: x2 ---,. cp(x1) ;2; cp(x2).

6. tétel: Egy működőképes gazdaságban minden elérhető végső kibocsátás
megvalósítható olyan bruttó kibocsátással, amely azt minimális társadalmi
összköltséggel éri el.

Bármilyen konkrét tartalma és formája is legyen a társadalmi termelés
költségeit mérő függvénynek: az a 6. D. értelmében izotón. Márpedig minden
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izotón függvény minimumát a megengedett megoldások halmazának legkisebb
elemében veszi fel, ha ilyen elem létezik. Így esetünkben: ip(x) :S: ip(x) I;/ x E Ly.4 

Így állunk tehát minden elérhető végső kibocsátás esetében. Az is könnyen
belátható, hogy ha létezik elérhető végső kibocsátás a gazdaságban, akkor
minden ennél kisebb végső kibocsátás szintén elérhető.

7. tétel: Ha y elérhető végső kibocsátás. akkor minden O < y < y ugyancsak
elérhető.5

Minthogy y elérhető ::Jx, hogy .F(x) : fi .. \fo,thogy y <' fi: Ly= {x ER",_ I
I F(x) .:::: y} ,,s JJ, mert F(x);.;; y >: y. 

Az eddig tett feltételezések alapján nem lehet pozitív választ adni arra
a kérdésre, hogy tetszőleges y:::,, 0 végső kibocsátás elérhető-e. Ennek biztosí
tása további feltételezéseket kíván, amelyek kizárják a kihozatal olyan mérvű
romlását a termelés növekedésével, ahol már a termelés fenntartása annyi,
vagy több ráfordítást igényel, mint amennyi a, termelés eredménye. Szükséges
és elégséges feltételt nem ismerünk; eddig csak elégr-;éges feltételek láttak nap
világot. Ilyen például az
I. kiegészítő feltevés: A G(x) függvény 87.u badditív vagyis

G(xL + x2) <' G(.I:') + G(x2).

IKF. miatt visz-ont F(x) szuperaddit.ív, mert

.F(x1 + x2) = x1 + x2 - G(x1 + x2) _-: x1 - G(.x') + x2 - G(x2) = .F(x1) + Ji'(x2).

7. definíció: Egy gazdaságot fejlőrlőképesnelc mondunk, ha lKF. teljesül benne."

8. tétel: Egy fejlődőképes gazdaságban tetszűlege« végső kibocsátás: y _.,,.. 0
elérhető.

Minthogy a fejlődőképes gazdaság eleve működőképes: 3x hogy F(,i;) =
= y > 0. Megmutatjuk, hogy az így elért végső kibocsátás megkétszerezhetd.

JA :{~6. t.ételek spoeiális esetei, illct.v« küvol kezrnényoi a z-fiiggvényck minimalil ú-d
és komplementaribási tulajdonságainak, u11wly1•kul. nlfüv.ii,· 1/'11.11u:r vot.t. ésl.l'"· A 110111-
lineáris input-ouí.pur. modell me,c?;ol,J{,súllak t11i1,im,tlili'1si I 1dajd,,n;;,'i.gn. >tl,nnhnn szornp<'I
rnúr Evwi,,m,'.tl is é1; később Scuulbentné), La]. i,·illr'tl és t.onnúRznl,1•,;c,11 /,11/iin: e\,; l'yrrttnú.1.

·5 f;~zt a7. összefüggést már f•~vo,nH l·sz1·0,·1·LI i'. 
6 A kiilünbiiző szorzők eltérő alakú, do ,1gyni:'rnlioz nagyon lrn,-:o,ili, l11,rlnl111i folLöl.tdnk

kel biz rosit.ják, hogy totszöl1Jgos vég,;ő k ibor-sát.á« olérhntó logvnn.
Nuta] feltételezi, hogy az úllagofl fa,jJugos rhfordít{rni c-1gyiil I hut ók ,t lnvélrnllysÖ~Pk

növekedésével nem nőnek, és hogy .,,.éri, az [ IV - A(x)l mát.r-ix mindig ,,LoonLiof r.ípusú".
Sandúergnél az olemi ráfordítási fiiggvényok koukú.vok Ös 1.1111h,I rix milldig ún . .I' mát ri x ,

ami az a.lot.t, esetben azonos ,,zzal, hogy Loout.iof t.ípusú ÍR.
Lcthiri és Puaü részben a G( )x) -s J.G(:c) ( Á > I) Iclt.ovéssol ólnnk, 1·éM.lw11 11,,,l, I eszik f,·1,

hogy a.,z összes fajlagos anyagfril haszná lúR 1., IJl'll LI ó Lnnnclös niivnlrndésével 110m n6 és
mincJig I alal,t murad:

Ez a feltélelPzés is azt medményr•7,i, ling_v u,. I IC - . I (.t)l 111,lf rix ,,Loonlíc0f I ípnsú'' ,-1kúr
mekkora is a brnt.tó f ermelés.
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Legyen

I KF. miatt
Y=fí+y =és x = x + x. 

F(x) ? F(x) + F(x) = 'fl
vagyis L= #- 0. A megduplázás kellő számú megismétlésével olyan elérhetőy
végső kibocsátáshoz jutunk: f;, amelyre iJ > y. De akkor a 7. tétel alapján
Ly #0.

A modell néhány tulajdonsága további kiegészítő feltevések mellett

A lineáris input-output modell nevezetes sajátossága, hogy működóképes
gazdaság esetében az együtthatómátrix: mindig invertálható és inverze nem
negatív. Felvetődik a kérdés, hogy a nem lineáris esetben miként nyilvánul
meg ez a sajátosság.

Az eddigi vizsgálatainkhoz technikai jellegű feltételként csak az elemi rá
fordításfüggvények folytonosságára volt szükség. Most pótlólag feltételezzük
a modellben szereplő leképezések differenciálhatóságát és ,,regularitását" is.

2. kiegészítő feltevés: G(x) a nem-negatív ortáns minden belső pontjában diffe
renciálható.

2KF. miatt li'(x) is differenciálható. A differenciálhatóság következtében
léteznek parciális deriváltjaik és képezhetők a megfelelő Jacobi-mátrixok:

vG(x) és v F(.x) = E - vG(x).

vO(.'C) elemei differenciális fajlagos ráfordítási együtthatók. Durván szólva
öG,(.x) ·1 ·1· · · · ·1 I b 'I ' ' .. bbl t '£ d' ' ·1 l h --- ,J 8)07,1 azt az i-1 < sze ctor o szarrnazo to· e .ra or ítást., ame ya ·.1 . ozee,
szükséges, hogy a társadalmi termelést a j-ik ágazatban az :r szintről egy
egységgel növeljük.

Minthogy G(x) izotón: vG(x) :.:.. 0.

3. kiegészítő feltevés: A V F(x) mátrix a nem-negatív ortáns belsejének minden
pontjában nem-szingularis, azaz [v F(x)J-1 létezik Ai-ban.

Megmutatjuk, hogy 2KF. és 3KF. mellett érvényes a

2. seqéiltétel: Legyen x az L-;, = {x E R~l-1 y - .F'(x) = H(x) :S:: O} halmaz leg
kisebb eleme. A 2. és 3. kiegészítő feltevésből következik, hogy x-ben teljesül
a, nem-lineáris programozás elméletéből ismert Mangasarian-féle regularitási
feltétel.

8. deiiniciá: Adva H(x) ni-elemű veldorfüggvény egy Ke R11 halmazon. Azt
mondjuk, hogy az x EL= { x EK I H(x) :S: O} pontban teljesül a Mangasaria.n
féle regularitási feltétel, ha

l. H1(.x) differenciálható x-ben, Vi E JO(x).
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2. Létezik olyan e E Rm vektor, amelyre

cT vHJx) :2 o; ha i E 1°1(x),

cT vH;Cx) > o, ha i E J02(x), 

ahol J0(x) az x pontban aktív (egyenlőségre teljesülő) feltételek indexhahnaza.
J01(x) az x pontban pszeudokonkáv aktív feltételek inclexhaJmaza és J02(x)
az x pontban nem-pszeudokonkáv aktív feltételek indexhalmaza.

A mi esetünkben H;(x) minden feltéteJhen aktív, hiszen az 5. tétel szerint
F(x) = y -, H(x) = 0 és x > 0. H(x) értelemszerűen a nem-negatív ortáns
ban differenciálható. Mivel v H(J:) = -- v F(x), Jegyen e= - [v F(x)J-1. l.
Ez kielégíti határozott egyenlőtlenség formájában a regularitási feltétel 2.
követelményét:

vH(x). e= -vF(x){-[,6F(:F)]-l}. l = l> o.

A regularitás biztosítja, hogy a modell termelési függvényének Jacobi
mátrixa nem-negatív inverzzel rendelkezzék bizonyos pontokban.

9. tétel: Legyen x az Ly = { x ER')_ /y - F(x) 2: Of /e. fí halmaz legkisebb eleme.
F(x) Jacobi mátrixa x-ben nem szinguláris és inverze nem negatív.

A nemszingularitás a 3KF. következménye. Minthogy x legkisebb eleme
Ly-ben, ezért x optimális megoldása az alábbi programozási feladatoknak:

~,.-+ min! (i = 1, 2, ... , n) 

H(x) = y -- F(x) ::; 0

XE R')_. 

Minthogy x _,.,, 0 és teljesül a l\fangasarian-féle regularitási feltétel, teljesül
nek az optimalitás szükséges feltételeiként az ún. Kuhn -Tucker feltételek.
Léteznek tehát olyan ú, 2; 0 (i = J, 2, ... , n) vektorok, hogy a célfüggvények
gradiensei x-ben megegyeznek az aktív feltételek gradicnsei nem-pozitív lineá
ris kombinációval. All tehát, hogy

e,= -vH(x)u1; Vi-re.
Legyen

Akkor:
E= -vH(x)U = vF(x). u 

[v· F(x)J-1 = u > o.

Biztosítható-e a termelési függvény Jacobi mátrixának nem-negatív inverze
a pozitív ortáns minden pontjában? További feltételezések nélkül ez általá
ban nem érhető el.

lVIincledclig azonban semmiféle lényeges kikötést sem tettünk a modellben
szereplő függvények típnsáról. Legyen most:
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4. kiegészítő feltevés: F(x) kvázikonvex R1- -ban,

Ez annyit jelent, hogy ha x1 és x2 a társadalmi termelés két különböző
szintje és x0 = )x1 + (1 - ))x2 (0 < ). < 1) valamilyen átlagos szint a kettő
között, akkor ez az átlagos bruttó kibocsátás egyetlen termékből sem bizto
síthat nagyobb végső kibocsátást, mint a kiinduló tevékenségek által biztosí
tott végső kibocsátások közül a nagyobbik.

Új feltételünk megszorító jellegű, de sok gyakorlati tapasztalat alátámasz
tani Játszik. Ugyanakkor ez a feltevés sem támasztható alá egyértelműen
statisztikai adatokkal.

Ellentmondó jelenségek főként a mezőgazdaságnál mutatkoznak. Ami ért
hető is, ha meggondoljuk, hogy a mezőgazdasági ágazatok kihozatala a ráfor
dítások által nincsen úgy meghatározva, mint pl. az iparban. Az időjárási
viszonyok ugyanis lényegesen befolyásolják a technológia tényleges haté
konyságát.

Az F(x) leképezés Jacobi mátrixának nem negatív invertálhatósága szoros
kapcsolatban van azzal, hogy F(x) inverz izotón-e vagy sem. A termelési függ
vény inverz izotonitása annyit jelent, hogy nagyobb végső kibocsátás eléré
séhez nagyobb bruttó termelésre van szükség.

10. tétel: 2., 3. és 4KF. feltételezése mellett legyen az F(x) Jacobi mátrixa
a pozitív ortáns minden pontjában nem-negatívan invertálható. Ekkor P(x) 
inverz izotón.7

Legyen xL és x2 R'.1_ két tetszőleges pontja úgy, hogy

Ji'(x1) > P(x2).

A leképezés kvázikonvexitása miatt

(x2 - xL)T v F(x1) ::_ O.

Azonban [v F(.r1)]-1 2.: 0. Így .x2 - x1: o és x1 > x2• Tehát

.F'(xL) .:;;;;: .F'(.x2) ➔ xi ?.::: x2

A tétel állításának megfordításához nem szükséges a kvázikonvexitás fel
tételezése. A Jacobi mátrix inverzének nern-negativitását a leképezés inverz
izotón volta biztosítja, amint ezt Moré és Rheinholdt [7]-ben bizonyították.

11. tétel:8 Teljesüljön 2KF., 3KF. és legyen F(x) inverz izotón: akkor
[v .F(x)]-1 > 0 'r/X E k;_-han.

Válasszuk az s irányt úgy, hogy v' F(x) ·s> 0. Minthogy v F(::r:) nem
szinguláris, ilyen irány létezik. Ekkor

Jim ~ [F(x + rs) - F(x)] = v .F'(x) ·s> 0.
,~+o r

1 7 MORÉ és RHEINBOLDT [7]-ben konvex leképzésre bizonyították, hogy az akkor és
csak akko1· inverz izotón, ha [ vF(x) ]-1 létezik és nem-negatív valamilyen D e R" nyílt,
konvex halmazon. A tétel elégséges feltételt adó részéhez csak kváz.ikonvexitást. kell
feltételezni.

8 A 11. tétel és bizonyítása Morétól és Rheinbolclttól azármaz ik.
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Így elég kicsiny T > O-ra F(x + w) > _F(x) és a feltételezett inverz
izotonitás miatt s >: 0. Legyen már most v F(x) · s 0. Képezzük az

I
8" - - [v F(x)J-1 . I (x = 0, 1, 2, ... ) sorozatot. Ekkor

%

Így az előzők miatt s" ~ 0 (% = 1, 2, ... ), aminek következtében

s = Jim s" ;;> 0.

Tehát vF(x) olyan mátrix, hogy v F(.x) · s : 0 , 8 ·,: 0. Ez viszont azt
jelenti, hogy [v F(x)J-1 >: o.

12. tétel: Ha F(x) inverz izotón: az F(x) = y egyenletrendszer megoldása
minden elérhető végső kibocsátásnál egyértelmű.

Legyen x az Ly = { x E R'J,_ jF(x) > y} ,-s í1 halmaz legkisebb eleme. Az 5.
tétel következtében: F(x) = y. Tegyük fel ::Ii /- x úgy, hogy F(x) = y ..Mint
hogy x a halmaz legkisebb eleme, x:::: i. Az inverz izotonitá.s miatt F(x) :-; < F(x) = x >-: x, ami ellentmond annak, hogy x-:;: x. 

4KF.-ben bizonyos korlátot állítottunk a kihozatal, vagy ha tetszik a. bruttó
termelés hatékonysága, növekedésének. Nem tűnik kevésbé indokolhatónak
a hatékonyság eetleges csökkenésének a korlátozása sem. Ezért a továbbiak
ban legyen

min [F(x1); Ji'(x)2] ::::_'. Ji'(.x0) ~ max LF(:i;1); P(:i;2)].

Ez annyit jelent, hogy ha a bruttó termelés valamilyen x1 szintről valamilyen
x2 sz.i ntre változik: közben

x0 = AX1 + (1 - A)x2-re (O <).<I) 

- mindig elérünk legalább akkora végső kibocsátást, mint a kisebb szintű
végpontban és
- mindig legfeljebb akkora végső kibocsátást érünk el, mint a magasabb

szintű végpontban.

5. kiegészítő feltevés: Legyen P(x)R~ -ben kvázimonoton.

3. segédtétel: Ha H(x) alulról félig folytonos m elemű kvázimonoton vektor
függvény egy Pe Rn poliéderen, akkor az L = {x EP I H(x):;::: b} halmaz
minden b E Rm mellett maga is poliéder.

A 3. segédtétel bizonyítását lásd MARTOS IG] könyvének 78. oldalán.
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13. tétel: 5KF. mellett minden Ly = { x E R"t-1 F(x) :2: y} halmaz: poliéder.
IAF. miatt F(x) folytonos; a segédtételben szereplő poliéder szerepét a nem
negatív ortáns tölti be; a kvázimonotonitást pedig feltételeztük.

Szigorítsuk meg valamelyest 5KF-t.

5a. kiegészítő feltevés: Legyen F(x) úgy kvázimonoton, hogy egyidejűleg pszeu
dokonvex is R",..-ban.

14. tétel: 5aKF. mellett minden elérhető végső felhasználáshoz tartozó Ly =
{ x ER'~ I F(x) ~ y} ,,~ 0 halmaz megegyezik a

K;, = { X E R"t-1 (x - x)1" V F(x) > 0}

poliéderrel, ahol x az Ly halmaz legkisebb eleme. Legyen x E Ly akkor: x ~ 0
és F(x) ~ y, ugyanakkor: F(x) = y, tehát a kvázikonkavitás miatt:

F(x) > F(x) = (x - xf vF(x) ::2: o.
Vagyis: x EK-;,.

Legyen x E Ky, tehát x :::-::; 0 és (x - x)'I' v F(x) ::?: 0. Ekkor a pszeudokon
vexitás miatt: F(x) ~ F(x) = y. Vagyis: x ED;,.

(Be/rkezeü : 198.2. [cbruár 17-én)
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ON NONLTNEAR GENgRALJZATJONS OF THE OPEN,
NTATIC INPUT-OUTPUT MODEL

We give a survey on several nonlinear generalivat.ions of the open, st.atio input-output
model.-We consider that form of rhe model in which all inputs depend on the activity
levels of each sector. Properties of the model will be proven directly in a unified frame
work. The model has the following form:

lx - O(x)] = F(x) = 1f

where G and F represent continuous mappings from R:into R11
• 

We show that the statements proven in r1J for a specific model, in which each input
depends only on the activity level of the consnrning seotor, are still valid for the general
scheme. So among others:
- there exists a gross output vector: x0 with minimum social cost; for each reachable

final output;
- if x0 is a regular· point: t.he .Iacobian of 1,hr, mapping F(x) has nonnegative

inverse.
Further proper! ies of the modr-l can be proven undor certu.in ns,mmpLions concerning

the behaviour of the mapping Ji'(x) over t.he nonnogatéve ort.hant :
- if F(x) is quasiconvex in A:: Ji'(x) is inverse isotonic
- if F(x) is inverse isotonic in 7?!: it, has a nonnega.Live invnrae in the positive ort.hant.
- if F(x) is inverse isotonic and tho equation F(x) = y has solut.ion: the solution is

unique
- if P(x) is qnasimonotonio in .R!: the fpasil,lo gros,; out pu í s belonging lo a givPn

final outpnt form a polytopo.

HEnI1HEíl'HblE O6O61.l\EHvl5I OTl{PblTO~, CTATMLfECl{OH MO,UEflvl
88O,0-8618O.Il

8 paCCMaTp11BaeMOH paöore Jl3CTC51 OÖ30p H3HÖOJTCe cyuiecrueuuux peaynuraros, /(OCTHniy

TblX B OTHOUJem111 HCfülHCHHblX OÖOÖU.\CHHH OTKpblTOH, CT31W!CCl{OH MO).(eJJH BBOJl-BblBOJl. 13 ac
nexre y~1111pnuHpOBamroro nonxona l\3CTC51 nenocpcncrucuuoe JlOl{a3aTCJlbCTDO 11a Ty cj!OpMy

MOJlCJJl1, D «oropoii Dee aarparu aauncnr OT ypOBl·151 nesrrensuocrn IJCCX O'l'paCJJCH, T. e. OT BCK

Topa OÖHJeCTDCHHOH BaJIOBOH npOJIYKUHH.

no CDOCH cjlOpMe MO/lCJlb 5IBJ15ICTC51 CJlCJlYIOU.(ei-í:

[x G(x)] = F(x) = y 
r11e

G 11 F npe,L1CTaDJ15IIO'r coöoü Henpepb1BHOe oroöpauccane R~ DR".

YKil3blDaeTC51, '!TO 11 B OTHOUJCHHH 3TOH ÚOJJee OÓOÓll(Cl·lll0i1 M0).(CJ111 51DJJ5IIOTC51 cnpaBC/JJIIIUl.,I

Ml1 BCC Te susonu, «oropue B HalileH CT3ThC, OÓ031·13ll3CMOi-i 1(31{ (l) ÓL,IJIM OT!iCCCHbl I( T<ll(Oll

cneuuansnoü MO/_(CJIH, B l{OTOpotr ace 33Tp3Tbl 3aBHCHJIH HCl{Jl104IITCJlbHO OT ,UC5lTCJlbHOCTI! no

TpC6Jl511011.lefÍ OTpaCJJH. TaK, HanpttMCp,

- OTHOCHTeJJbHO JJIOÓoro nocruruyroro 1{0HC4HOJ'ú JJ0TpeéiJJCHH51 cyurecruyer Ta1<a51 OaJIO

B351 npoayxuun Xo, xoropas peanusyercs npn MHflMMilJlbHJ,IX COBOl{YIIHblX OÖl.l.(CCTBCIIHblX

3a-rpaTax;

- ecnu x O 51a1151e-rc51 pery JJ5lpHOi1 TOlfKOH F(x), ·,·o Bx O Ma-rpu1.1a 511<0511 1jiy1-1K1.11111 F(x) HMCCT

HCOTPHU3TCJ!bHYIO oöparuyro MaTpnuy.

Hap51JlY C pa3JJJ1'1HblMH npCJlflOJJO)l{eHl151MM OTHOCMTCJlbHO ll0llC,((CHH51 OT06pa)f(CHM51 F(x) B

HCOTpMUaTeJJbHOe JIIHO)f(CCTBO ycraaaanaaaiorca H JlPYl'HC CBOHCTBa 1\10.[(CJIH. Hanpnnep,
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CCJlH F(x) B 1: KBa3HBblITYKJJa51, TO OHa, BMeCTe e TeM H oöparano H30TOHHa;

CCJJH F(x) B R';_ o6paTHJ10 H30TOl-1Ha, TO B DOJIO)l{H'l'eJlbHOM xsanparrre ee MaTpHIW 5IKOŐH

0611a11aeT HeOTpm1aTCJlbl-lOH oöpanroü MaTpu11etí;

- CCJJH F(x) o6paT!1MO l130TOHHa, TO peuieane CHCTeMbl ypoBHCHfü! F(x)-y - ecnn OHO B006-

uie cymecrnyeT - 5JBJJ51eTC51 Ol(H03Ha'lHbIM;

- ecJJH F(x) BR~ 5JBJJ5leTC51 KBa3HMOHOTOHHbIM, TO nonycrnaoe BaJJOBMI npo11yK11m1, oruo

c51u,a51c51 K KaKOMy-To l(OHC'lHOMY BblITYCKY oöpasyer MHOrorpaHHHK.


