Bop PETER

A nyilt, statikus input-output modell
nem-linearis altalanositasairél

W. Leontief nyilt, statikus input-output modellje kétségteleniil a matemati-
kai kozgazdasagtan egyik legtobbet targyalt, legtbbet vitatott és ugyanakkor
legszélesebb korben alkalmazott eszkoze. Eredeti formajaban a modell linedris.
Természetes ezért, hogy nem linedris altaldnositdsara sok kisérletet tettek.

Ebben a cikkben egy kordabbi [1] tanulmanyunk szemléletmddjat kovetve
attekintjiik az e téren elért fontosabb eredményeket. Ezeknek az Gsszefiiggé-
seknek egy része az irodalombdl tehat ismert; de targyaldsuk nem egységes.
A kovetkezSkben f6ként matematikai programozasi eszkozokkel fogunk dol-
gozni felhaszndlva az Gn. indifferens programozds és a ,,minimalis elemmel”
rendelkezd halmazok elméletét. Altalanositjuk az [1] tanulmanyban leirtakat,
és néhany djabb osszefiiggésre hivjuk fel a figyelmet.

A targyalds soran fokozatosan léptetjitk be a bizonyitdsokhoz sziikséges
feltételezéseket. Ezek részben kozgazdasagi megfontoliasokon nyugvé feltevé-
sek lesznek, részben technikai jellegliek, amelyeket a megfelel6 matematikai
apparatus kivin. A nem teljesen kézenfekvs fogalmakat definidljuk és a modell
tulajdonsagait tételek formajiban mondjuk ki. Utalunk a fontosabb irodalmi
elézményekre.

A vizsgalat targya, alapfogalmak, el6zmények

Egy Leontief tipusi gazdasigot vizsgélunk. Vagyis tekintiink egy » homo-
gén szektorbél all6, kiilkereskedelmi kapesolatokkal nem rendelkezd gazdasa-
got, amelyben minden szektor a rd jellemzé egyetlen hasznalati értéket allit
elé, egyetlen technolégidval. A szektorok termelésiik megval6sitdsihoz fel-
hasznalnak sajat és mds szektorok kibocsatdsaibél. A vizsgilat célja: az
dgazatok brutto kiboesitdsai és a rendszer végsé kibocsitasal kozotti kapeso-
latok szémszerfisitése. Ennek érdekében az alabbi fogalmakat, illetve jelolése-
ket vezetjiitk be:

Az dgazatok brutts kibocsdtdsai: x =| — |€ R"

1 Szigma
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A rendszer végsé kibocsdatdasa: y —| = |€ R".

L "n ]

Az elemi raforditasok matriva: X — [ X;;]€ R ahol X;; megmutatja, hogy
a j-ik dgazat mennyi terméket hasznal fel az i-ik dgazat kiboesdtasabol.

A fentiekben bevezetett fogalmak egymaskozotti kapesolatat a kovetkezd
definiciés azonossaggal irjuk le:

(l) I~JY'1:'1.

Vagyis a rendszer végsé kibocsatasit gy definidljuk, mint az dgazatok
brutté kiboesatasinak és a megvaldsitdsihoz eszkozolt raforditdsoknak a
kiilonbségét.

Ez a definicié azonban még annyiban hianyos, hogy énmagiban nem biz-
tositja a benne szereplé mennyiségek kozgazdasigi értelemben is normalis
viselkedését. Nyilvanval6 ugyanis, hogy olyan mennyiségek mint brutté ki-
bocsatds, végso felhasznalds vagy raforditasok nem lehetnek negativak. Vagyis
(1) korrektebbiil igy fest:

r—=X-1=y
z == ()

2
o y=0

Tt  (hi=1,2

(2) mar nem az a trivialis azonossag, mint (1): hiszen minden tovabbi fel-
tevés nélkiil egyaltalaban nem kézenfekv, hogy akdarmilyen x - 0 brutté
termeléshez létezik (2)-t kielégits (t.i. nem-negativ) végsé kiboesatas és még
kevésbé biztos, hogy tetszdlegesen elbirt » - 0 végss felhasznalashoz talil-
haté olyan nem-negativ brutté kiboesatis, amely azt megvaldsitja.

Hogy a (2) alatt megfogalmazott modellel kapesolatban barmiféle érdem-
leges megillapitasokat tehessiink: feltételezésekre van sziikség az elemi rafor-
ditdsok viselkedésérdl. Az elemi raforditdsok nyilvan bizonyos fiiggvények;
esak az a kérdés, hogy mit célszerii e fliggvények argumentumanak valasztani.

Az irodalomban ennek a kérdésnek két megkiozelitése taldlhaté: egy egy-
szeriibb és egy oOsszetettebb. Az elsé LeontieftGl ered, aki abbdl indult ki,
hogy minden agazatban, valamennyi raforditas kizdrdlag a felhasznalé agazat
tevékenységének a mértékétdl fiigg. Vagyis:

X, = X,(§) () =05 25 )

Ha ezt tessziik fel: kozvetleniil értelmezhetdk az egységnyi dgazati kibocsé-
tashoz sziikséges (fajlagos) raforditdsok:

(1'.,(5 ) = _jx,llgsl_ .
s\l

.
L]
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Leontief eredetileg éppen azt tételezte fel, hogy a fajlagos riforditdsok
allanddak:

a;j(&)) = ai,

pontosabban: nem fiiggnek a felhasznalé agazat tevékenységének a mértéké-
tol. Ilyen koriilmények kozott az elemi raforditasi fiiggvények egyvéltozés
linearis fiiggvények és a (2) alatti egyenletekben linearis formdk allnak.

A linearis modell legkézenfekvébb nem-linearis altalanositidsa egyszerfien
ennek az utébbi feltevésnek a feloldasabdl all. Ekkor a kozismert

[E—A]Jz=y
Osszefiiggés helyett az
[B —A@)]z=y

egyenlettel van dolgunk, ahol

Alx) = [a;(&)).

A modell minden egyenlete most
n

S w5 = ($=1,2..,n)
j=1

alaki nem-linearis, de mindenesetre szeparalhaté fiiggvényeket tartalmaz:
hiszen az elemi raforditésfiiggvények tovabbra is egyvaltozdésak.

Erdemes taldn a téma torténetéhez megjegyezni, hogy Evaxs méar 1954-ben,
az elsG nemzetkozi input-output konferencian Input-Output Computations 3]
cimii elGaddsaban a modellt nem-linearis formaban mutatta be, de alapjaban
ez a szeparabilis forma lebegett a szeme elétt. Hasonlé keretben vizsgaltak
a modell nem-linedris kiterjesztését Narar [8], Bop [1], [2] és SANDBERG [9].

Lehet a kérdést azonban bonyolultabb keretben is nézni. Ezt tette bizonyos
fokig méar KEvans is, majd kiilonosen Tamir [10]. Késobb Lamiri [4] majd
Lanir: és Pyarr [5], akik az els6 Lahiri cikk bizonyos hibdit helyesbitették.

Ebben a szélesebb keretben az elemi raforditasi fiiggvények n valtozés nem-
linedris fliggvények. Ez a megkozelités altalinosabb. Nemesak azért, mert
specidlis esetként tartalmazza a korabbit; hanem féleg azért, mert lehetdvé
teszi un. externalitasok, tehat a kiilonboz6 dgazatok technologidira més dga-
zatok fejlédésébdl szarmazé hatdsok figyelembevételét. Tamir modellje
F(a) = y alakt, ahol

Ezzel szemben Lahiri az [E — A(x)]e = y alakbdl indul ki, ahol
A@) = X(@) - (@)~
Ennek megfelelGen Tamir az F(x) leképezés, Lahiri, valamint Lahiri és Pyatt

az A(x) - (x), illetve az 17 A(x) leképezések bizonyos kizgazdaséagilag indokol-
hat6 tulajdonsdgait tételezik fel.

I*
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Milyen feltételek mellett oldhaté meg a modell?

A tovabbiakban az altalinos — tehat nem szeparabilis — modellt vizsgaljuk.
Két alapfeltevést vezetiink be, amelyeket végig érvényeseknek tekintiink.
Ezek az elemi raforditds-fiiggvényeket és az ezekbdl képzett népgazdasigi
raforditasfiiggvényt jellemzik.

Népgazdasagi raforditasfiiggvénynek nevezziik azt a vektorértékiifiiggvényt,
amelynek komponensei megmutatjak, hogy az egyes dgazatok kibocsatdsaibél
mekkora felhasznélas sziikséges valamilyen @ brutté kibocsitds megvaldsita-
sahoz:

Gi(x) 7]
(x'._.(;t')
@) == = X(z) - 1 = A(x) -« € R".

A népgazdasagi raforditasfiiggvény segitségével kifejezhetd a népgazdasag
termelési fiiggvénye:
T F(x)
Fo(x)

Pa) =1 =z —Gz) € R".

ﬁ'" (x)

Fenti jelolésekkel modelliink
(3) Fz) =y
alakban frhaté fel.
Hasznélni fogjuk majd a kiévetkezd fogalmakat:
1. definicié: Az F(x) : R* —~ R™ leképezést izotonnak mondjuk, ha
2l > 2= Pty = F(a?),
2. definicio: Az F(x): R" — R™ leképezést inverz izoténnak mondjuk, ha
F(a¥), = F(a?) =0t > &3,

3. definicié: Az F(x) : Rl — R" leképezést diagondlison kiviil antitén leképe-
zésnek mondjuk, ha valamennyi

Fii(v) = Fi(x + 7e)) i

fiiggvény 7 > 0 novekedésével nem novekszik.
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1. alapfeltevés: Az elemi raforditasfiiggvények R’ -on vannak értelmezve tugy,

hogy
X, j(x) ¥ 4, j-re folytonos R" belsejében

X;/(0) =0V ¢, jre

X;i(x) >0V 14,jre, ha |2

> 0.

2. alapfeltevés: A G(x) leképezés izoton.

Az 1AF. szerint a semmit-termelés nem igényel raforditdst, a valamit-
termelés nem-negativ raforditasokkal jar. A fo]ytonos%got csak a nem-negativ
ortans belsejében kivanjuk meg és ez lehetové teszi un. fix-koltségek jelent-
kezését is.!

A 2AF. értelmében nagyobb tarsadalmi termelés minden agazat termelésé-
bl tobbet emészt fel, mint valamely kisebb. Vegyiik észre, hogy nem kivanunk
izotonitdst az elemi raforditasfiiggvényektol.

A Q) figgvény ezen tuLLJd()mngdnal\ a tovabbiak szempontjabol dontd
jelentdsége van. Nem gyengithets, ha azt akarjuk, hogy a megoldhatdsaggal
kapesolatban pozitiv eredményeink legyenek. Evans 6ta minden vizsgalatban
feltették a raforditasok izotonitdasdt. Az input-output statisztikdk idésoraiban
néha eléfordul, hogy a bruttd kiboesatas agazatonként né egyik évrél a masikra,
de a raforditasfiiggvény értéke nem minden dgazatban novekedett. Kz a jelen-
ség — amely egyébként ritka — nem cafolja 2AF. létjog,«)sults:«igétv. Az input-
output statisztikak nem-homogén szektorok tevékenységét mérik és a jelzett
sanomalia” a szektorokon beliili termelési struktira megvaltozasaval figg
ossze. Az elméleti targyalis homogenitast tételez fel — ennyiben persze elvo-
natkoztat a valésigtol, ahol a homogenitas valdjaban -~ akarmilyen szektor-
bontdst is alkalmazunk — soha nem érvényesiil maradéktalanul.

Az alapfeltevések kovetkeztében érvényes az

1. tétel: F(x) folytonos és diagonalison kiviil antiton.?

F(x) az elemi raforditastiiggvények folytonos fiiggvénye és igy 1AF. értel-
mében maga is folytonos a nem-negativ ortans belsejében. Tekintsiik a leké-
pezést (leot() egyik fuggvenyt Fi(x)-t az x > 0 és az x + 7e; pontokban.
Minthogy « + 7e; - és ((x) izotén, ezért Gi(x + 1e;) = Gi(x). Kovetke-
zésként:

Fix + ve;) = & — Qi + 7e;) < & — Gy(x) = Fy(x).

A kérdés mar most az, hogy ilyen tulajdonsagi termelési fiiggvény mellett
milyen koriilmények kozott képes a modellel jellemzett gazdasig pozitiv
végso felhaszndlast biztositani, illetve képes-e el6irt nagysaga és osszetételi
végsh felhasznalast biztositani.

Nyilvanvalé, hogy erre csak Gn. miikodésképes gazdasag lehet képes.

P A raforditasi fiigegvények folytonossigat mindenki felteszi. Az eltérések csak abban
vannak, hogy az elemi riforditasfiicgvényekre mondjék-e ki a folytonossigot, vagy csak
az dsszevont, alakra, ami cikkiinkben a G /(x) fiaggvény.

2Kz a mnvmllnpllus eloszor Tamarnil jelenik meg.
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4. definicio: Egy a modellel jellemzett gazdasagot miikodGképesnek mondunk,
ha 3 >> 0, gy hogy F(x) > 0.

Ismeretes, hogy linedris esethen a gazdasig miikodGképessége nem csak
sziikséges, de elégséges feltétele is annak, hogy a fenti kérdésre pozitiv vilaszt
lehessen adni. Nem linearis esetben nem ez a helyzet. Kzért itt megkiilonboz-
tetiink elérhetd és nem elérhets végsd kibocesatast.

5. definicié: Egy miikodSképes gazdasaghan elérhetonelk nevezzik az y — 0
végs6 kiboesatast, ha
L; = {x € Rl | Flx) 23} = 0.

A felvetett kérdésre az L; halmaz vizsgilata révén nyeriink valaszt.

2. tétel: Az Ly -~ ¢ halmaz zart a x° = @' () 2* vektormiiveletre, ahol x';
22 € R" és &) = min [&}; £2] Vi-re.

Legyen «';22¢€ L;. Mivel x'>0; 2 > 0= 2% =2 2? > 0. Nyilvin
20 < at és x° < a?, ezért

Gz < G(zY) é8 G(x°) < G(a?)

Belatjuk, hogy z° minden feltételt kielégit. Tekintsiik #,(x°)-t.

Ha & = &, akkor Fy(z°) = & — Gy(2%) = & — G(') = ;.

Ha & = &, akkor F(z° = & — G((2°) = & — Gy(2?®) = ;.
Tehat x° € L;.

Felhasznaljuk az alabbi tényt:

1. segédtétel: Ha a nem iires H < R" kompakt halmaz zirt a N vektormive-
letre: létezik legkisebb eleme.?

Tekintsiik a kovetkezs szélséértékfeladatokat:
& — min
v €H (= 102 L )
Mivel H kompakt és nem iires: ezeknek a feladatoknak van megolddsuk. Legye-
nek ezek: a'; 2?; . . . 2" Képezziik az & = F] 2f vektort. A feltevésiink szerint

i=1
@ € H és ugyanakkor: & < x, Vo € H. Tehat & a I halmaz legkisebb eleme.
3. tétel: Az Ly = {x € R? | F(x) ¥y} ~ 9 halmaznak van legkisebb eleme.

2. tétel miatt Ly zart a M vektormiiveletre. Ha kompakt is, akkor az allitds
az 1. Segédtétel kovetkezménye. Ha Ly nem kompakt: legyen « € Ly, ami
biztosan létezik. Tekintsiik az

Ly ={xecR.| F(x) =¥ » . 7}
3 A segédtétel specialis esete egy G. WINTGENtGl szarmazd tételnek [11], amely elég-

séges feltételt ad arra, hogy egy matematikai programozasi feladatesalad indifferens
legyen a fiiggvények egy adott osztalyéra nézve.
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halmazt. Ez biztosan nem iires és kompakt; van tehat legkisebb eleme, amely
egyben az Lj halmaznak is legkisebb eleme.

4. tétel: Legyen @ az Ly = {x € R" | F(x) > y} halmaz legkisebb eleme. = egy-
ben komplementer megoldas is, azaz

FT[FE) —y]=0.

Tegyiik fel, hogy a komplementaritds nem all fenn. Akkor 3¢ hogy & > 0és
(@) = ;.

Képezziik az & = & — d¢; vektort. Elég kis d-ra: & - 0. F(x) folytonossiga
miatt F,(¥) = F,(x — d¢;) = n;, ha é nem til nagy. Ugyanakkor a diagonali-
son kiviili antitonitds miatt: minden j -= ¢ esetén

Fi(i) = F)@ — d¢;) = Fi(@) =7,

vagyis F(&) -y és igy & € Ly. Azonban & < ¥, ami ellentmond annak, hogy

@ az Ly halmaz legkisebb eleme.

5. tétel: Az Ly ~ ¢ halmaz legkisebb cleme pozitiv: x > 0 és ezért x-ben a
feltételrendszer egyenlGségre teljesiil.

Tegyiik fel, hogy ¥ » 0 vagyis i hogy £ = 0. Ebben az esetben azonban
x nem lehet megengedett. Ugyanis

Fy@) =& — G4(x) < 0

hiszen & = 0 és Gy(x) ~ 0. Vagyis ¥ nem elégiti ki az F(x) - 7; feltételt.
Ha viszont * > 0, akkor a komplementaritas miatt: F(x) = ¥.

Az 5. tétel alapjan most mér levonhatjuk a kévetkeztetéseket a meg-
oldhatésag kérdésében. Kideriil, hogy eldszor is egy sajatos extremum tulaj-
donsaggal talalkozhatunk. Vezessiik be a tarsadalmi termelés koltségeinek a

fogalmat.

6. definicio: A tdrsadalmi termelés koltségfiigguényének nevezink egy R -on
értelmezett () skalirérték(l fiiggvényt, ha eleget tesz az aldbbi tulajdon-
sagoknak:

- ¢(0) =0
— @(x) > 0ha|x| >0
— izotén, vagyis a' >

2?2 — p(xl) = p(2?).

6. tétel - Kgy miikodGképes gazdasigban minden elérhetd végsd kiboesatas
megvalésithaté olyan brutté kibocsatassal, amely azt minimalis tarsadalmi
Osszkoltséggel éri el.

Bérmilyen konkrét tartalma és formaja is legyen a tarsadalmi termelés
koltségeit mérs fiiggvénynek: az a 6. D. értelmében izotén. Marpedig minden
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izoton fiiggvény minimumat a megengedett megoldasok halmazanak legkisebb
elemében veszi fel, ha ilyen elem létezik. Igy esetiinkben: ¢(x) < ¢(x)¥ x € L;.*

fgy allunk tehat minden elérhetd végsd kibocsatis esetében. Az is kénnyen
belathaté, hogy ha létezik elérheté végss kibocsatas a gazdasagban, akkor
minden ennél kisebb végsé6 kiboesatas szintén elérhetd.

7. tétel: Ha y elérhets végss kiboesatas, akkor minden 0 -~ y <~ y ugyancsak
elérhets.?

Minthogy y elérheté 3x, hogy F(x) -y. Minthogy y -~ y: L, = {x € R" |
| F(x) =y} =9, mert F(Z) >y = y.

Az eddig tett feltételezések alapjan nem lehet pozitiv vilaszt adni arra
a kérdésre, hogy tetszdleges y - 0 végsé kiboesatas elérhetd-e. Ennek biztosi-
tasa tovabbi feltételezéseket kivan, amelyek kizarjik a kihozatal olyan m3rvii
romlasat a termelés novekedésével, ahol mar a termelés fenntartasa annyi,
vagy tobb raforditast igényel, mint amennyi a termelés eredménye. Sziikséges
és elégséges feltételt nem ismeriink; eddig csak elégséges feltételek lattak nap-
vilagot. Ilyen példaul az
1. kiegészité feltevés: A G(x) fuggvény szubadditiv vagyis

s 2% > 0-ra
Q' + 2?) < G(at) + G(x?).
1KF. miatt viszont F(x) szuperadditiv, mert

F(a! + a2) = 2! + 22 — G(a! + 2?) > 2t — G(xt) + 2 — G(2?) = F(at) + F(x?).
7. definicio : Kgy gazdasagot fejlodoképesnel mondunk, ha TKF. teljesiil benne.®

8. tétel: Egy fejléddképes gazdasigban tetszileges végsé kiboesatas: y - 0
elérheto.

Minthogy a fejléddképes gazdasag eleve miikodSképes: J hogy F(x) —
= y - 0. Megmutatjuk, hogy az igy elért végso kiboesatias megkétszerezheto.

1A 3—6. tételek specidlis esetei, illetve kivetkezményei a z-fiiggvények minimalitisi
és komplementaritasi tulajdonsagainak, amelycket elészor Tamir vett észre. A nem-
linearis input-output modell mecoldasinak minimalitasi tulajdonsiga azonban szerepel
mar Kvansnal is és kés6bb Sandbergnél, Lahirindl és természetesen Laliri és Pyatindl.

> Kzt az Osszefiiggést mir Kvans dészrevette,

6 A kiillonbozé szerzok eltérd alaka, de egymishoz nagyon hasonld tartahni feltételek-
kel biztositjak, hogy tetszOleges végss kiboesitis elérhetd legyen.

Nataf feltételezi, hogy az atlagos fajlagos riforditasi egyiitthatok a tevékenyséoek
nivekedésével nem nének, és hogy ezért az [ 1 — A(x) | matrix mindig ,,Leontief tipusa™.

Sandbergnél az elemi raforditasi fiigevények konkiavok és amatrix mindig an. P” mitrix,
ami az adott esetben azonos azzal, hogy Leontief tipusa is.

Lahiri és Pyatt vészben a G(ja) — 2G(x) (4 > 1) feltevéssel élnek, részben azt teszik fel,
hogy az osszes fajlagos anyagfelhasznalis o bruttd termelds novekedésével nem né és
mindig 1 alatt marad:

2l > a2t o 1T A@?) < 1TA@?) < 1.

Ez a feltételezés is azt eredményezi, hogy az [F — A(x)] matrix ,,Leontief tipusu™ akdr-
mekkora is a brutté termelés.
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Legyen

Rl

&l

+ ¥y és

2|
Il
<

1 KF. miatt B b
Fz) > F@) + Fix) =y

vagyis L; # 0. A megduplazds kell6 szami megismétlésével olyan elérhetd
végs6 kibocsdtashoz jutunk: §, amelyre § = y. De akkor a 7. tétel alapjin

L, =4d.

A modell néhany tulajdonsaga tovabbi kiegészit6 feltevések mellett

A linedris input-output modell nevezetes sajétossaga, hogy miikodGképes
gazdasag esetében az egyiitthatomatrix: mindig invertalhaté és inverze nem
negativ. Felvetddik a kérdés, hogy a nem linedris esetben miként nyilvanul
meg ez a sajatossag.

Az eddigi vizsgalatainkhoz technikai jellegii feltételként csak az elemi ré-
forditasfiiggvények folytonossagara volt sziikkség. Most potldlag feltételezziik
a modellben szerepld leképezések differencialhatésagat és |, regularitdsat’ is.

2. kiegészit feltevés: ((x) a nem-negativ ortans minden belsé pontjaban diffe-
renciathato.

2KF. miatt F(x) is differencialhaté. A differencidlhatésag kovetkeztében
léteznek parcidlis deriviltjaik és képezhetSk a megfelel§ Jacobi-matrixok:
VG(z) é8 VF(x)=FE — VG ).

V/G(x) elemel differencidlis fajlagos raforditasi egyiitthaték. Durvan szélva

oG (x) , ... . - ’ ' re .

B ’(—l kifejezi azt az i-ik szektorbdl szarmazo tobbletraforditast, amely ahhoz
aE
o¢;

szitkséges, hogy a tirsadalmi termelést a j-ik agazatban az » szintrél egy
egységgeel noveljiik.
Minthogy (/(2) izotén: VG(x) - 0.

3. kiegészito feltevés: A "/ F(r) matrix a nem-negativ ortans belsejének minden
pontjaban nem-szinguldris, azaz [\/ F(x)]~' létezik R" -ban.

Megmutatjuk, hogy 2KF. és 3KF. mellett érvényes a
2. segédtétel: Legyen x az Ly = {x € R" |y — F(x) = H(x) = 0} halmaz leg-
kisebb eleme. A 2. és 3. kiegészits feltevésbdl kivetkezik, hogy z-ben teljesiil
a nem-linedris programozas elméletéhdl ismert Mangasarian-féle regularitasi
feltétel.

8. definicio: Adva H(x) m-elemfi vektorfiiggvény egy K < R" halmazon. Azt
mondjuk, hogy az ¥ € L = {x € K| H(x) - 0} pontban teljesiil a Mangasarian-
féle regulavitasi feltétel, ha

1. H(x) differencidlhatd x-ben, Vi € 19x).
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2. Létezik olyan ¢ € R™ vektor, amelyre
" VH{(Z) > 0; ha i¢€I%z),
" VH(x) > 0, ha i¢I%a),

ahol /°(x) az x pontban aktiv (egyenl8ségre teljesiilG) feltételek indexhalmaza.,
I°(%) az x pontban pszeudokonkdv aktiv feltételek indexhalmaza és I%(z)
az ¥ pontban nem-pszeudokonkdv aktiv feltételek indexhalmaza.

A mi esetiinkben H () minden feltételben aktiv, hiszen az 5. tétel szerint
Fx)y=y ~ Hx)=0 6 x > 0. H(x) értelemszeriien a nem-negativ ortans-
ban differencidlhaté. Mivel </ H(x) = —\/ F(x), legyen ¢ = — [V F(z)]~!- 1.
Ez kielégiti hatirozott egyenltlenség formajaban a regularitdsi feltétel 2.
kovetelményét:

VHE) ¢ = —VFE){—[AFE]1) -1 =1 0.

A regularitds biztositja, hogy a modell termelési fiigggvényének Jacobi-
matrixa nem-negativ inverzzel rendelkezzék bizonyos pontokban.

9. tétel: Legyenx az Ly = {x € R [y — F(z) - 0} .~ ¢ halmaz legkisebb eleme.
F(x) Jacobi métrixa T-ben nem szinguldris és inverze nem negativ.

A nemszingularitds a 3KF. kovetkezménye. Minthogy ¥ legkisebb eleme
Lg-ben, ezért ¥ optimdlis megoldasa az alabbi programozasi feladatoknak:

&, — min! (6 = 1,2, v vy W)
Hx)=y — F(x) =<0
x € R,

Minthogy = - 0 és teljesiil a Mangasarian-féle regularitisi feltétel, teljesiil-
nek az optimalitds szitkséges feltételeiként az in. Kuhn -Tucker feltételek.
Léteznek tehdt olyan w; - 0 (i = 1,2, .. ., u) vektorok, hogy a célfiiggvények
gradiensei x-ben megegyeznek az aktiv feltételek gradiensei nem-pozitiv lines-
ris kombinaciéval. All tehat, hogy

¢, = — VH(T)u,; Vi-re.
Legyen
Ui s s &5 Wy
Akkor:
E=_-VHE)U =VFE&) -U

[(VF@)]=U=o0.

Biztosithaté-e a termelési fiiggvény Jacobi matrixanak nem-negativ inverze
a pozitiv ortans minden pontjaban? Tovabbi feltételezések nélkiil ez altala-
ban nem érhetd el.

Mindeddig azonban semmiféle lényeges kikotést sem tettiink a modellben
szerepld fiiggvények tipusardl. Legyen most:
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4. kiegészito feltevés: F(x) kvazikonvex R -ban.

Ez annyit jelent, hogy ha 2! és a? a tarsadalmi termelés két kiilonbozd
szintje és x° = Ja' 4+ (1 — A)a? (0 < A < 1) valamilyen &tlagos szint a ketts
kozott, akkor ez az atlagos brutté kibocesatas egyetlen termékbdl sem bizto-
sithat nagyobb végsd kibocesatast, mint a kiindul6 tevékenségek altal biztosi-
tott végsd kibocesatdsok koziil a nagyobbik.

Uj feltételiink megszorité jellegli, de sok gyakorlati tapasztalat alitdmasz-
tani latszik. Ugyanakkor ez a feltevés sem tamaszthaté ald egyértelmiien
statisztikai adatokkal.

Ellentmondé jelenségek f6ként a mezigazdasiagnal mutatkoznak. Ami ért-
heté is, ha meggondoljuk, hogy a mezdgazdasdgi dgazatok kihozatala a rafor-
ditdsok altal nincsen tigy meghatdrozva, mint pl. az iparban. Az iddjarasi
viszonyok ugyanis lényegesen befolydsoljak a technolégia tényleges haté-
konysagat.

Az F(x) leképezés Jacobi matrixdnak nem negativ invertalhatésdga szoros
kapesolatban van azzal, hogy F(x) inverz izotén-e vagy sem. A termelési fiigg-
vény inverz izotonitdsa annyit jelent, hogy nagyobb végsé kibocesatas eléré-
séhez nagyobb brutté termelésre van sziikség.

10. tétel: 2., 3. és 4KF. feltételezése mellett legyen az F(a) Jacobi matrixa
a pozitiv ortins minden pontjaban nem-negativan invertialhaté. Ekkor F(x)
inverz izotén.”

Legyen al és a? R két tetszileges pontja gy, hogy

F(xt) = F(a?).
A leképezés kvazikonvexitdasa miatt
(2 — 2477 Fiz!) < 0.
Azonban [V F(xY)]-' - 0. fgy a2 — 2" - 0 és a' - 2 Tehat
F(2t) = F(a?) — 2! > a?

A tétel allitdsanak megforditasahoz nem sziikséges a kvézikonvexitas fel-
tételezése. A Jacobi matrix inverzének nem-negativitdsat a leképezés inverz
izotén volta biztositja, amint ezt Moré és Rheinboldt [7]-ben bizonyitottak.
LL. tétel:® Teljesiiljon 2KF., 3KF. és legyen F(x) inverz izotén: akkor
[VF(@x)]"* > 0 Va € R -ban.

Valasszuk az s irdnyt Ggy, hogy ©/ F(x) - s ~ 0. Minthogy ¥/ ¥(r) nem-
szingularis, ilyen irdny létezik. Ekkor

lim 1 [(Flx + 28) — Flz)] = VF(x) - s > 0.

T—-=40 T

" MorE: és RHBINBOLDT [7]-ben konvex leképzésre bizonyitottiak, hogy az akkor és
csak akkor inverz izotén, ha [ #(x)]~! létezik é8 nem-negativ valamilyen D < R" nyilt,
konvex halmazon. A tétel elégséges feltételt add részéhez csak kvazikonvexitast kell
feltételezni. '

A 11, tétel és bizonyitasa Morétol és Rheinboldtiol szarmazik.
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Igy elég kicsing 7> 0-ra F(x + 75) > F(x) és a feltételezett inverz-
izotonitas miatt s - 0. Legyen mar most / F(z)-s - 0. Képezzitkk az

8§ — k [VF@)]71-1 (x = 0,1, 2,...) sorozatot. Ekkor
>
VF@) ¢ = F(2) [3 +1lw F@)]=1- 1] - o.
P

Igy az el0z6k miatt & -0 (x — 1,2,...), aminek kovetkeztében

8 =lim s* > 0.
Tehat / F(x) olyan mdtrix, hogy VF(x) -s -0 -s -0. Bz viszont azt
jelenti, hogy [/ F(x)]~1 - 0.

12. #étel: Ha F(x) inverz izoton: az F(x) = y egyenletrendszer megoldasa,
minden elérhetd végsd kiboesatdasnal egyértelmii.

Legyen @ az Ly — {x € R" |F(x) -y} ~ 0 halmaz legkisebb eleme. Az 5.
tétel kovetkeztében: F(x) — y. Tegyiik fel 5& - ¥ tgy, hogy F (&) - Y. Mint-
hogy  a halmaz legkisebb eleme, ® <~ &. Az inverz izotonitas miatt F(x)

- F(x) = ¥ - &, ami ellentmond annak, hogy < &.

4KF.-ben bizonyos korlatot allitottunk a kihozatal, vagy ha tetszik a brutté
termelés hatékonysiga, novekedésének. Nem tiinik kevéshé indokolhaténak
a hatékonysag eetleges csokkenésének a korlatozasa sem. Ezért a tovabbiak-
ban legyen

min [ F(x'); Fx)*] - F(x® - max [F(xY); F(a?)).
Kz annyit jelent, hogy ha a brutté termelés valamilyen @' szintrgl valamilyen
% szintre valtozik: kozben
0 ="Ap" 4 (1 A)atre (04 -1)
— mindig elériink legalabb akkora végsé kiboesatast, mint a kisebb szinti
végpontban és

— mindig legfeljebb akkora végsé kibocsitast ériink el, mint a magasabb
szinti végpontban.

5. kiegészito feltevés: Legyen F(x)R"-ben kvazimonoton.
3. segédtétel: Ha H(x) alulrdl félig folytonos m elemti kvazimonoton vektor-
fiiggvény egy P < R" poliéderen, akkor az L = {x € P|H(x) <" b} halmaz

minden b € R™ mellett maga is poliéder.

A 3. segédtétel bizonyitasit lisd Marros [6] konyvének 78. oldalin.
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13. tétel: 5KF. mellett minden L, = {x € R | F(x) >y} halmaz: poliéder.
1AF. miatt F(x) folytonos; a segédtételben szereplé poliéder szerepét a nem-
negativ ortdins télti be; a kvazimonotonitast pedig feltételeztiik.

Szigoritsuk meg valamelyest 5KF-t.

ba. kiegészitd feltevés : Legyen F(x) Ggy kvazimonoton, hogy egyidejiileg pszeu-
dokonvex is R"-ban.

14. tétel: 5aKF. mellett minden elérheté végsé felhasznalashoz tartozéd Ly =
=[x € R | F(x) - ¥y} ~ ¢ halmaz megegyezik a

K; = {x € R} |(x — 2)T VF(®) = 0}
poliéderrel, ahol = az L; halmaz legkisebb eleme. Legyen « € L, akkor: x - 0

5 =
és F(x) -7y, ugyanakkor: F(r) = y, tehat a kvdzikonkavitas ﬂliatt:

F(x) = F@) = (x — z)" VF@) = 0.
Vagyis: x € K.

Legyen x € Ky, tehat 2 -0 és (x — z)T \V F(x) > 0. Ekkor a pszeudokon-
vexitas miatt: F(z) > F(x) = y. Vagyis: x € L.

( Beérkezett: 1982. februdr 17-én)
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ON NONLINEAR GENERALIZATIONS OF THE OPEN,
STATIC INPUT-OUTPUT MODEL

We give a survey on several nonlinear generalizations of the open, static input- output
model.-We consider that form of the model in which all inputs depend on the activity
levels of each sector. Properties of the model will be proven direetly in a unified frame-
work. The model has the following form:

[ — G(x)] = F(z) =

where (¢ and F represent continuous mappings from R, R".

We show that the statements proven in [1] for a specific model, in which each input
depends only on the activity level of the consuming sector, are still valid for the general
scheme. So among others:

— there exists a gross output vector: #, with minimum social cost for each reachable
final output;

— if @, is a regular point: the Jacobian of the mapping F(z) has nonnegative
inverse.

Further properties of the model can be proven under certain assumptions concerning
the behaviour of the mapping 1"(.7) over the nonnegatéve orthant:

— if F(z) is quasiconvex in H+. I'(.r) is inverse isotonic

— if F(x) is inverse isotonic in If+: it has a nonnegative inverse in the positive orthant

— if F(x) is inverse isotonic and the equation F(x) == y has solution: the solution is
unique

— if F(x) is quasimonotonic in R": the feasible gross outputs bhelonging to a given
final output form a polytope.

HEJIMHEAHBIE OBOBWEHUWST OTKPBLITON, CTATUUECKON MOJIEJIU
BBOI-BbIBO 1

B paccmatpuBaemoii padote jaercs 0030p Haudosiee CyleCTBEHHbIX PedyJibTaToB, JOCTHIHY-
THIX B OTHOLIEHUH HeJMHEIHbIX 00001IeHHH OTKPBITOI, CTATHYECK 0l MOJIEJIH BBOA-BLIBOJL. B ac-
nexTe YHU(PHIMPOBAHHOTO MOAXO0AA JAETCSI HEMOCPEeJCTBCHHOE JOKA3ATe/ILCTBO Ha Ty (opmy
MOJIe/IH, B KOTOPOH BCE 3aTPaTthl 3aBUCSIT OT YPOBHS JESITE/ILHOCTII BCeX oTpaciieil, T. e. 0T Bek-
TOpa 0011eCTBEHHOI BaJ0BOH NPOAYKLUHH.

ITo cBoeli Gopme MOjesIb SIBJISIETCS CJIeAy I01ei:

[x — G(x¥)] = F(x) =
rae

G 1 F npeacrasisiior co00if HenpepbiBHOE 0ToOpaskenie R’ B R".

VKa3bIBaeTCs1, YTO 1 B OTHOWEHHH 3T0H 00Jjiee 00001IEHH0I MOJeIIi sIBJISIIOTCS CIIPaBe/UINBLI-
MH BCe€ Te€ BbIBOJBI, KOTOpbIE B Haueii crarbe, 0003Hauaemoil kak (1) ObUIM OTHECEHDI K TaKoli
CrelHa/IbHON MOJIEJIH, B KOTOPO Bee 3aTpaThl 3aBUCHIIN HCKIIIOYHTEIILHO OT JESTETLHOCTH 110~
Tpednsiomeil orpacan. Tak, nanpumep,

OTHOCHTEAbHO 1100010 JOCTUIHYTOr0 KOHEYHOT'0 1OTPeOJIeHHsT CyIUeCTBYeT TaKasi Basio-
Basl NPOAYKLMS X, KOTOpast peaju3yercsi npil MUHHMAJILHBIX COBOKYIHbBIX OOILECTBEHHbLIX
3aTparax;

€CJIH X, SIBJISIETCS] perysipHoii Toukol F(x), 1o B x, matpuua Slicoon pynimn F(x) umeer
HEOTPHLATEeILHYI0 00paTHY 0 MATPHILY.

Hapsiay ¢ pasinuHbIMH NPEINOI0XKEHUSMH OTHOCHTEIbHO 110BEJICHHs1 0To0paXkenus F(x) B
HEOTPHIIATEILHOE MHOYKECTBO YCTAHABJIMBAIOTCSI M Jipyrue cBoiicTBa mojesm. Hanpumep,
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— ecom F(x) B I(”}r KBaSHBbLINYKJasi, TO OHa, BMECTE C TeM 1 00paTHjo0 U30TOHHA;
— ecin F(x) B 1%1 00paTIII0 N30TOHHA, TO B MOJIOKUTEIbHOM KBaapaHTe ee MaTpuua SIkoou
obsamaeT HeoTpULaTe IbHONH 00paTHOM MaTpuieii;
ecaut F(x) 00paTiMo U30TOHHA, TO PEIIeHHe CHCTeMbI YPOBHEHHSs F(X)-y — eCJiu OHO BOOO-
111e CYLIeCTBYeT — SIBJISIETCS 0JHO3HAUHbIM;
ecsin F(x) B Ié’i SIBJISIETCST KBa3MMOHOTOHHbIM, TO JONYCTHMOE Baj10Basi NPOAYKIMS, OTHO-
CAUAACS K KAKOMY-TO KOHEYHOMY BBINYCKY 00pa3yeT MHOTOTDAHHHUK.



