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Korspecifikus termékenységi arányszámok modellezése 

Azokban a tudományágakban, ahol a vizsgálatok tárgyát képező jelenségek
nem ismételhetők, a fizikai értelemben vett kísérletezés kizárt, állandó prob
lémát jelent a jelenségek megvalósulásának modellezése, az empirikus adatok
matematikai jellegű leírása.

Ez a demográfiában sincs másképp, annak ellenére, hogy általában bőséges
népesedés-statisztikai adatok állnak rendelkezésre és a népességtudomány
axiómarendszerét módszertanát és számítási eljárásait részletesen kidolgoz
ták. Az alapprobléma az, hogy a társadalmi-gazdasági-demográfiai tényezők
a jelenségek megvalósulását igen összetett, bonyolult módon határozzák meg,
és a meghatározó formációk sokaságához képest a rendelkezésre álló konkrét
realizációk száma kevés.
A tanulmányban demográfiai megoszlások modellezési lehetőségeit vizs

gálom. A népmozgalom alapjelenségei, a _ME[ é 4MYy {é 5a = Bá z= {{á 5+ é { = Sá Y<VE 
[ Vz 5=ÖV[ á valamint a B=Ö=Y<ó {á 5a mint az ember é ÖM_ú _wá BVz 4ö _ö __ jelenségek
számos megoszlást produkálnak, például életkor szerint. Diszkrét megközelítés
ben tekinthetjük azt, mekkora valószínűséggel ad gyermeknek életet egy nő
x és (x 5 1)-éves kora. között T Fsa milyen valószínűséggel köti meg első házas
ságát .'.l: évesen (nx), mekkora ,,esélye" van arra, hogy z-dik és (x 5 1)-dik
születésnapja között meghaljon 4¢PX A felsoroltak nem a valószínűségszámí
tás értelmében vett valószínűségeloszlások, hiszen összegük általában nem
egy. Sorozatokról, illetve folytonos megközelítésben függvényekről van szó,
melyek az adott jelenség életkor szerinti megvalósulását leírják.

A folytonos megközelítés Mz Pa Ya q függvényekkel operál, melyek az F vál
tozó (életkor) folytonos függvényei. Ebben az esetben az (a, a 5 Lia) inter
vallumban az elhalálozás valószínűsége közeHtőleg q(a) Ja-val egyenlő, vagyis
vaJószínűségszámítási analógiával q ,,sűrűségfüggvény". Azt fogjuk mondani,
hogy q(a) az a életkorbeli elhalálozás valószínűsége.

Az empirikus adatok matematikai leírása, a valószínűségeket megadó függ
vénytípus keresése régóta tárgya demográfusok és matematikusok kutatásai
nak, jelentősége a népesedési folyamatok jobb megismerésében nyilvánvaló.
Az adott jelenség megvalósulását leíró függvény

megadja a jelenség lefolyását néhány paraméterrel;
lehetővé teszi jelenségek kapcsolatának matematikai vizsgálatát;
segítségével megbízhatóbb előrejelzés adható a jövőbeni alakulásra;
vizsgálata közelebb visz a jelenség lényegének feltárásához.

A tanulmány annak a kutatásnak matematikai vonatkozású részeredmé
nyeit tartalmazza, melyet a KSH Népességtudományi Kutató Intézetben
folytatunk népmozgalmi jelenségek modellezésével kapcsolatban.
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A termékenységi függvény tulajdonságai 

A következőkben a 4VE{\ MI+;+4D{ _ME[ é 4MYy {é 5+ =Eá Yy {z á [ V4 függvényszerű
leírásával foglalkozunk, ami egy x éves nőre - adott naptári évben, vagy
másik szemléletmód szerint öM éves korában - jutó élveszületések száma y[ Fsá 

É1veszületési valószínűségek helyett azért célszerű arányszámokat tekinteni,
mert a népmozgalmi statisztikában közvetlenül hozzáférhetőek és előreszá
mítási célokra is alkalmasabbak. A továbbiakban az [ Fa x = 15, 16, ... , 49
adatsort termékenységi arányszámoknak, a megfelelő folytonos függvényt
termékenységi függvénynek nevezzük.

A termékenységi függvény lényeges külső jegyeinek leírására függvény
elemzési módszer alkalmas. Bár itt csak a termékenységgel foglalkozunk, az
alkalmazott gondolatmenet más jelenségekre is analóg módon alkalmazható.
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Az újabb magyar termékenységi arányszámok jellegzetes egymóduszú,
aszimmetrikus görbe diszkrét pontjai. A gyermekszülés 13-14 éves korban
kezdődik, a függvény igen meredeken emelkedik körülbelül 21-22 éves korig,
ahol maximumát eléri. Ezen legvalószínűbb szülési kor után szintén meredeken,
a felfutó ághoz képest azonban kevésbé gyorsan csökken és 50 év környékén
gyakorlatilag 0-vá válik (I. ábra).

Ennek alapján az m termékenységi függvény egy 4ü s /J) intervallumban,
a nők úgynevezett propagatív periódusán értelmezett pozitív függvény. Az
értelmezési tartomány határpontjaiban egyoldali Iimesszel rendelkezik:
m(rx 5 0) - m(/J - 0) - 0. A függvények egyetlen szélsőértékhelye a ,:v pont,
ami maximumhely és r0 < µ1, az átlagos szülési kor. Létezik továbbá két
olyan pont, r1 és -z:2 (r1 E r0 E r2), melyekre:

m konvex (cc, -z:1)-ben
konkáv a ( r1, r2) szakaszon
konvex -z:2 és /J között (2. ábra).

C4>L 

d T1 7:o /3 n 

2. ábra. A ter11téke,iységi /ügqvény gráfja

Figyelembe véve, hogy m helyettesítési értéke -z:0-ban m(-z:0) feltehetően
nem függvénye a szóban forgó paramétereknek, valamint, ha ezek a paramé
terek egymástól is függetlenek, a termékenységi függvény legegyszerűbb mo
delljének egy hatparaméteres függvény adódik:

(l) m(x) = m(x, rx, (J, r0, Ti, r2, m(r0)).

Vizsgáljuk meg az m' deriváltfüggvény lefutását. Az m felsorolt tulajdon
ságaiból következik, hogy az (rx, (J) intervallumban m' -nek egyetlen zérushelye
a r0 pont, r1-ben és -z:2-ben vannak szélsőértékhelyei (r1-ben maximuma,
r2-ben minimuma). Továbbá m' értelmezési tartománya szintén (IX, /J) és a
tapasztalat szerint m'(rx 5 0) = m'((J -- 0) = 0. A deriváltfüggvény az (a:, rvL 
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intervallumban csak pozitív, a (i-vs /J) szakaszon csak negatív értékeket vesz
fel. Léteznek továbbá a .; , T~, r(i pontok, melyekre m' konvex az (rx, ri) és
(r~, r~) szakaszokon és konkáv a (r{, r~), (r3, /J) intervallumokban 4=X ábra).

ööN4>L 

3. ábm. Az m' derivált/ür}!Joén!J grófja 

Hozzávéve, hogy m gyorsabban tart O-hoz az IX és fJ végpontokban, mint
m', a termékenységi függvény és deriváltja között az alábbi típusú kapcsolat
áll fenn:1

4zL , X - \ c 1 ( )m (x) = . n(x) m x , 
(x - 1X)(x - fJ)

n 

x 1 (rx, /J)

ahol a h függvénynek az (cc, /J) intervallumban nincsen zérushelye. Amennyi
ben h(x) = állandó, akkor az egyre normált termékenységi függvény a {]
eloszlás sűrűségfüggvénye.

Ez a gondolatmenet megismételhető abban az esetben is, amikor a tenné
kenységi periódus nem véges (/J = 5 oo ). Ekkor

4=L 
X-T 

m'(x) = · v h(x)m(x),2 
X - IX 

amiből h(x) = állandó esetén az egyre normált termékenységi függvényre a
I'-eloszlás sűrűségfüggvénye adódik. Tekintsünk még egy speciális esetet.
Legyen

40L = x 5 bh(x)= ----, 
z X - ex 

1 A (2) típusú egyenletnél - figyelembe véve a termékenységi függvény tulajdonsá
gait a h függvény pozitív. Ugyanis m nem-negatív, (x - «) (x - /3) negatív, x - , v 
negatív,ha x < ,0 és pozitív, ha x > ,0 és m'-nek pozitívnak kell lenni (oc, ,0)-ban,
negatívnak (, vs /3)- ban.

z Végtelen propagatív periódus esetén a h ff1gt;vény nego.l ív.
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ekkor az ún. Hadwiger-féle eloszláshoz jutunk, melynek általános alakja - b
megfelelő megválasztásával -

(5) m(x) = A exp[___!!__+ x - <Xl
(x - <X)3l2 X - o: v 

Mindhárom szóban forgó, függvénytípussal jó eredményeket értek el külön
böző termékenységi függvények, modellezésénél ([l], [2], [3]). 

A függvényvizsgálati módszerrel kapott (2) illetve (3) differenciálegyenlet
az <X, /J, rv paraméterekkel és egy h függvénnyel jellemzi a termékenységi
függvényeket. Jelen pillanatban még kevés az ismeretünk ahhoz, hogy h~t
meghatározhassuk. Nyitott kérdés, hogy h levezethető-e általános demográfiai
összefüggésekből vagy pedig az egyes konkrét termékenységi függvényekhez
kell becsülnünk azt.

Először h becslésével foglalkozunk.

Általánosított Pearson-típusú eloszlások 

Az elsődleges kutatási cél az volt, hogy általánosan használható módszert
adjunk népmozgalmi jelenségek modellezésére. Tekintettel arra, hogy az
előző szakaszban kapott differenciálegyenlet-módszer a legegyszerűbb fel
tételezések esetén megadta a három leggyakrabban alkalmazott függvény
típust, valamint a (4) típusú közelítést figyelembe véve h-nak racionális tört
függvény-közelítése célszerű. Tehát azt tesszük fel, hogy

Ph(x) 
h(:c) -o 

Qh(x) 

ahol P11 és Q" az X változó polinomjai, P" és Q" nem nulla az (<X, /J) interval
lumban. Ezzel a termékenységi függvényre a

4e L 

P(x) m'(x) =-·-rn(x)
Q(x) 

differenciálegyenletet kapjuk, ahol P és Q polinomok, P-nek egyszeres és
egyetlen gyöke (ct, /J)-ban rvs Q(x) .,.::.. 0, ha x 1 (ct, /J), továbbá véges propaga
tív periódus esetén Q(ct) = Q(/J) = 0, nem végesnél Q(<X) = 0.

Amennyiben P elsőfokú, Q pedig legfeljebb másodfokú polinom, akkor a
(7) differenciálegyenlet a Pearson-típusú eloszlásokat adja:

4xL 

rn'(x) = x -- To m(x). 
ax2 5 bx 5 e

Ismeretes, hogy a legfontosabb folytonos eloszlások, így a normális, az
exponenciális, a I'-, a /J-, a Student-, a x2 és a Cauchy-eloszlás Pearson-típu
súak (ma sűrűségfüggvény).

A (7) differenciálegyenletnek eleget tévő, valamely 4« s /J) értelmezési tar
tományú sűrűségfüggvényekkel megadott eloszlásokat általánosított Pearson
típusú eloezlásoknak, vagy röviden és jellegükre utalva P/Q-eloszlásoknak fog
ÜÍO nevezni. A (7) differenciálegyenlet egy tetszőleges megoldására a P/Q
függvény elnevezést használjuk ([4]).

43L 



278 HABUCSEK LAS;t,LÓ

Eddigi meggondolásaink alapján tehát célszerűnek és hatékonynak látszik
népmozgalmi megoszlások közelítése P/Q-függvényekkel. Két kérdés merül fel:

)X Hogyan valósítható meg egy P/Q-függvény illesztése a gyakorlatban?
2. Megfelelnek-e a P/Q-függvények családjának tulajdonságai a népmoz

galmi megoszlások közti összefüggéseknek?
Az l. kérdéssel kapcsolatban eljárást adunk a P/Q-függvények paraméterei

nek becslésére, aminek következtében adott p és q fokszámok esetében kivá
lasztható a legjobban illeszkedő P/Q-függvény. A 2. kérdésnél azt fogjuk
bizonyítani, hogy a népmozgalmi megoszlások bizonyos kapcsolatba hozhatók
ilyen t.ípusú függvényekkel.

P/Q-függvények illesztése

Adott p és q fokszámok esetében vizsgáljuk egy P/Q-függvény paraméterei
nek becslését. Legyen -r 1 (a, {J) és adjuk meg az rn(-r) értéket. Ekkor a 4xL 
differenciálegyenlet egyértelműen megoldható és

4r L 

X 

f P(y) 
m(x) = m(-r) exp -- rly. 

Q(y) 

Ha adottak az mx, x = l 5, 16, ... , 40 arányszámok, akkor az elméleti m
függvényt közelítő P/Q-függvény becsléséhez a P és Q polinomok együtt
hatóit és egy 1n(-r) értéket kell ,,legjobban" megválasztani. Legyen

(IO)
p .

P(x) = ~a,:i;' 
i=O 

"és Q(x) = ~b,.x',
i=O

ahol feltételezhetjük, hogy aP = l. Mivel a Q polinom gyökei az ex és a /J érté
kek és ebben az esetben a (7) differenciálegyenletnek nincs értelme, a becslé
seket valamely (rx1, /J1) intervallumban végezzük cl, ahol ex < cx1 < /J1 < /J. 
A gyakorlatban a1 = l 5 és /J1 = 50 megfelelő válasz táanak mutatkozik. ú Ndgb 
Q(x) # 0, ha x 1 (a1, /J1), ezért a (7) differenciálegyenletből a Jc nemnegatív
egész értékekre a

(11) xkQ(x)m'(x) = x" B4>LC 4>L 

összefüggések kaphatók. Vezessük be az m :függvénynek az intervallumra
vonatkozó ,,momentumait":

(12) 
/3,

.1J!l;(a1, /J1) = P xim(x)dx. 

Integráljuk a (11) egyenletek mindkét oldalát az (rx1, /J1) intervallumban, *s 
bal oldalakat parciálisan. Ekkor k különböző értékeire fennállnak a

q p
m(/J1)/JtQ(/J1) - m(a1)a1Q(a1) - ~b;(i 5 k)M,+1c-i(rx1, /J1) = .:!a,M;+k(a1, /J1)

i=O i=O

(13) 

egyenlőségek, ahol 1'vL1 (rx1, /J1)-et O-nak értelmezzük ([5]).
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A (13) egyenletrendszer a P és Q polinomok együtthatóiban lineáris. Ameny
nyiben ismertek az M;(a1, (J1), i = 0, 1, ... , p 5 q 5 l 5 max (p, q) momen
tumok, valamint az m(a) Ls m((J) L értékek, akkor a P és Q polinomok együtt
hatói meghatározhatók. A gyakorlatban az 111;(a1, {J1) elméleti momentumo
kat (a1 = 15, (J1 = 50 esetén) a

4) 0L 
~ ü . 

2l11(15, 49) = ~ (x 5 0,5)'mx
>- b< 

tapasztalati értékekkel helyettesítjük, az m(l5) és m(50) értékeket pedig
valamilyen meggondolás, interpoláció stb. útján vehetjük fel. A termékeny
ség esetében például m(l5) = m15/2 és m(50) = 0,0 jó becslésnek látszik.

Felmerül a kérdés, m(a) )-nek és m(fJ) )-nek a gyakorlatban komoly problé
mát okozó becslését, hogyan lehetne kiküszöbölni.

A (13) egyenletből szemeljük ki a k-dik, (k 5 1)-dik és (k 5 2)-dik egyen
letet (ami egyben jelentse * k, k 5 1 és k 5 2 értékekhez tartozó egyenlete
ket). A tömörebb írásmód kedvéért vezessük be az

q p 
A~ = ;E b1(i + k) M,+1:-i(ct1, (J1) és a, B} =~a; M;+1c(cti, éP1)

i=O N- ú 

jelöléseket. Ekkor a 4) =L egyenletrendszer így módosul:

(Hi)

ahol k = vs ) s X X X 
A (k 5 l )-dik egyenletet osszuk el éP1-el és vonjuk ki a k értékhez tartozó

ból. Ekkor az

- a~ ( 1 - ;: ) m(a1) Q(a1) = A~ 5 Bi - ;
1

(A~+I 5 B~+i) 

összefüggést kapjuk, Ugyanez le helyett (k 5 1)-el:

- a"+1 (1 - ~) m(a )Q(a ) = A''+i 5 B''+i - -
1
- (A"+z 5 B"+2)- fJ1 1 1 Q p /31 Q p

A második egyenletet osszuk el a1-el, vonjuk ki az elsőből, ekkor a két egyen
letből megkapjuk a

(17) A~ 5 B} - (-)
o 5 o1

-) 4j ~ 5N 5 u_5lL 5 o)
o 4j ~ 52 5 uN52

) = vs 
a.l fJ1 ct1/31

k = 0, 1, ... összefüggéseket, melyekben már csak az a1/J1 értékek, a momen
tumok és a polinomok együtthatói szerepelnek. A (17) összefüggésben az
.Mja1, {]1) ~ M;(a1, /31) helyettesítéseket végrehajtva végül a paramétereket a

1 b; ((i 5 k)1¥,+k-1 - (i 5 k 5 l) (-
1 5 o1 b .Mi+k 5o1

- (i 5 k 5 2).M;+Hl'J 5 
i=O Gt1 /J1 Gt1 fJ1

(18)
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egyenletekből számíthatjuk, ahol k = 0. 1, ... , (p 5 q). A kapott p 5 q 5 I
egyenlet p 5 q 5 I ismeretlent tartalmaz (ap = 1), és a gyakorlatban általá
ban egyértelműen megoldható. AP és Q polinomok együtthatóinak ismereté
ben numerikus módszerrel meghatározhatók a polinomok zérushelyei, vala
mint a közelítő értékek.

150 

100 

\X ·.;
1

E 
) X 
· s 

f 
f 

I f 
50 ET 

f 
l

\j 
7fX ......

0 -..
15 20 z< 30 35 L.O /X< 50 >4é dL 

,J. ábra. P/Q-függvény illesztése az 1978. évi korspecifikus termékenységi arányszámoklwz
(p = 1, (J = 4)

P/Q-függvények illesztésér a (18) egyenletrendszert használva számító
gépes programot készítettünk FORTRAN nyelven, amely a KSH Számító
központjában futott.
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A program alapján először a momentumok becslésére, majd a (18) egyenlet
rendszer megoldására kerül sor. A kapott együtthatók alapján numerikus
eljárás becsli a P és Q polinomok gyökeit, valamint az

X 

f P(y) d 
Q(y) y 

~, 

(x egész) integrálokat. Mivel a termékenységi arányszámok összege, az ún.
teljes termékenység fontos mutató a demográfiában, az mx arányszámokhoz
úgy illesztettük az

X 

s c y r P(y) l ) mx = exp --cy
. Q(y) 

becsléseket, hogy a szorzótényező egyúttal a becsült teljee termékenység legyen.
Ehhez egy a szorzót határoztunk meg a

4)r L 49 (. ?iii )
2

.:;E_ 1nx - a 49 · , = ŐÍ ŐX 
x=lo ;Em~ 

_7- ) < 

feltétellel. Az illeszkedés jóságát az eltérések négyzetösszegével és a két
adatsor közti korrelációval mértük.

Az l. táblázat és a 4. ábra az 1978. évi korspecifikus termékenységi arány
számokra a p = I és q = 4 fokszámú P/Q-függvény illesztésének eredményeit
tartalmazza.

Az eredmények azt mutatják, hogy a p = 1, q = 4 fokszámú P/Q-függvé
nyek családja minimális hibával úja le az 1978. évi termékenységi arányszá
mokat. Lényegében az illeszkedés olyan jó, hogy az eltérések okának az empi
rikus adatok véletlen ingadozását is tekinthetjük.

Összehasonlítás végett megjegyezzük, hogy az 1961. évi korspecifikus ter
mékenységi arányszámok I'-eloszláson alapuló modellje esetében a négyzetes
eltérésre 1491.6 adódott ([l]), míg a p = J., q = 4 fokszámú P/Q-függvény
esetében 139,ü8, azaz utóbbi több mint 10-szer jobb illeszkedést produkál.

P/Q-függvények tulajdonságai 

Jelöljük sllL-el azon P/Q-függvények családját, melyeknek értelmezési tar
»cC á ŐW* 6« s {J) g (0, +=),és értelmezési tartományuk minden pontjában pozi
tív értéket vesznek fel. Az S)Jt függvényosztály a függvényszorzásra nézve
csoportot alkot.

Valóban ha f és g 1 8.llL, akkor f · g értelmezési tartománya is részhalmaza
(O, 5 = )-nek és f · g pozitív. Ha /-et a Pf és Qf, g-t a pg és Qg polinomok
határozzák meg, akkor

( 
pf pg)'

(tg)'= ta 5 fg' = Qf 5 Qg (tg) 

4 Szigm~
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1. táblázat

PJQ függvény illesztése az 1978. évi korepecifikus termékenységi cirányszámokh.oz
(p = l,q = 0L 

A P(x) polinom együtthatói: a0 = -21,84 a1 = 1,0
A Q(x) polinom együtthatói: b0 = -68,67 b1 = 10,2 b2 = -0,435

b3 = 0,0017ű b4 = 0,0000723
AP polinom gyöke (módusz): 21,84
A Q polinom gyökei: 13,91*, 48,14**

---- -
l~mpiril.:1t.':> HCl'~lilt 

K•Jl' 
:1.rt~11.rsz1-'1n:)!)k (0/00)

) < 10,(i ,'l,5
16 zfbs~ zfLse 
17 í NzsfP 4Ní slP 
18 10-l, 7 LU9,3
Ill 1-l.'>,O 145,0
zv 17:l,3 P4Ns7ss4L 
21 1 i7, 7 177,4
22 175,0 I 7(i, l
23 I 1i8,7 I li7,2
2.,, 154,9 Jií3,,-.;
25 l::!S,3 138,2
2íi 119, x 121,!l
27 IO!i,9 100,1
2~ \)11..l +bbs l 
2\) 75,3 77,5
30 !;(i,0 (ió,3
31 .3ti,O r.~1,5 
32 -13,7 15,1
33 3- <) 37,0ss~ 
34 31,1 :10,11
3., 2:l,:l 2 f.l
3(i I !J,7 ]!J,1
37 1·1,2 1,1.!1
=TsT )) X< I 1,,5
3~! asr :--:,ti 
.w ó,9 1;,:J
41 'I, 7 -1./í
,12 3? :,,oX~ 
,J3 2,0 1.9
,1,1 0,l) 1,1
45 0,,1 v X X(» 
~ »f 0,2 11,3
47 0,1 n,o
4.S 0,0 0,0
49 0,0 4ls4L 

Négyzetes eltérés: 95,7%,}
Korreláció: 0,9996

, 13,91 valójában Q szélsőértékhelye, de Q(l3,0l) közel 0.
, , A f3 = 48,14 érték mutatja, hogy a 6b1 = 50 érték magas.

miatt az f · g függvényre (7) típusú differenciálegyenlet áll fenn, tehát fg E .9lL
Hasonlóan igazolható, hogy ha /, g E SJR, akkor f/g E .9R. Az azonosan I függ
vény nyilván g)Jl eleme, és egyben egységelem. Az f függvény inverze az ffi
csoportban 1/f.
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A P/Q-függvények csoporttulajdonságának alapvető demográfiai párhuzama
van. A demográfia egyik alapfelvetése szerint a népmozgalmi jelenségek füg
getlenek. Ez az ún. függetlenségi hipotézis azt jelenti, hogy a jelenségek hatása
izolálható. Ha A és B két jelenség, akkor létezik A-nak és B-nek qA(x) és
qB(x) x-beni meqcaláeuláei valószínűsége, azzal a feltételezéssel, hogy a másik
jelenséget teljesen kiküszöböljük. Ekkor a független, PA(x) = 1 - qA(x), 
p8(x) = I - q8(x) meqmaradáei valószínűségek3 szorzata a valóságban ta
pasztalt megmaradási valószínűséggel egyenlő.

4zvL 

vagyis a megmaradási valószínűségek halmaza zárt a szorzásra nézve.
A P/Q-függvények csoporttulajdonsága és a népmozgalmi jelenségek meg

maradási valószínűségeinek szorzattulajclonsága arra utal, hogy P/Q-függvé
nyek a népmozgalmi megoszlások egészével kapcsolatba hozhatók.

Összefoglalva az eddigieket, a modellezésnél a függvényvizsgálati módszer
re] indulva egy differenciálegyenlethez jutottunk. A (2) illetve (3) differen
ciálegyenletekben az ismeretlen h függvény legegyszerűbb közelítései meg
adták a szakirodalom által javasolt három legfontosabb modellt. Ah függvény
közelítése racionális törtfüggvénnyel célszerű, ennek alapján a termékeny
ségi arányszámokat P/Q-függvénnyel becsültük. A P/Q-függvények illesztése
számítógép igénybevételével lényegében problémamentesen megoldható. Az
eredmények azt mutatták, hogy plusz három paraméter bevezetése IO-szeres
illeszkedésjavulást eredményez, és lényegében az alkalmazott függvény elmé
leti modellnek tekinthető. Ezenkívül a P/Q-függvények struktúrája, tulajdon
ságai analógiát mutatnak a népmozgalmi megoszlások tulajdonságaival.

A megoszlás külső jegyeinek elemzése mellett a jelenség természetére vo
natkozó feltételezések alapján is megkísérelhetjük a modellalkotást. A követ
J,ezől< hen encl foglalkozunk.

A termékenység autoregresszív modellje 

A tennékenységnek, mint demográfiai jelenségnek megvalósulását általá-
nosságban három faktor befolyásolja.

1. természetes termékenység
2. demográfiai tényezők
3. társadalmi-gazdasági hatások.

A három befolyásoló tényező közül az első kettő [umkcionálie jellegű, azaz meg
határozott nagyságukhoz a termékenységi arányszámok meghatározott nagy
sága tartozik. A társadalmi-gazdasági körülmények adaptív jellegűek, tehát
,,sztochasztikusan" befolyásolják a termékenységet. Ennek alapján a követ
kező modellt vehetjük fel:

Legyen 4X}s A, P) valószínűségi mező, ahol Q a propagatív korú nők hal
maza. Jelölje adott w 1 Q esetén ~,(w), rJ,(w), (1(w), cNi1(w) rendre a t éves kor
ban az w nő által szült gyermekek számát, a természetes termékenység hatá-

8 Tehút annak valószínüsége, GcpW az A illetve a B jelenség nem valósul meg.

4* 
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sát, a demográfiai tényezőket és a társadalmi-gazdasági faktort. Ekkor

4z) L 
f I

~1 = P [a(i')-17t----r 5 b(r)(t----r]dr 5 J c,rl"Y..,
0 0 

írható homogén megközelítésben, ahol a és b determinisztikus függvények,
er pedig valószínüségi változó. Kézenfekvő felvenni, hogy a természetes ter
mékenység és a demográfiai tényezők a megelőző ~ Nos értékben összpontosul
nak és hogy a nők egészére nézve a .,maradék" társadalmi-gazdaeági hatás
várható értéke zérus körül van.0 Emiatt a

(22)
I

;1 = \' A(t - r);,rl-r: 5 f7 B,rltX., 
"' 0

t
előállítás lesz érvényes, ahol JV!(.\ B,drx,) = 0. A (22) összefüggésben a deter-

c 
minisztikus részre azt lehet mondani, hogy A(r) mái· igen kicsi, ha (t - r)
nagy, vagyis, hogy ~1 kielégítően megadható néhány megelőző érték lineáris
kombinációjával. Emiatt - feltéve, hogy egy konstans p idő elteltével már
a megelőző ;1 értékek hatása elenyésző vagyis A(t - r) ,.,,,,, 0, ha t - r 7z p,

t I

;1 = J A(t -- r);1dr 5 P B1 d«, 
1-p v 

4z=L 

adódik. Azaz ;) -t autoreqresszi» módon köze bí »Ü ük. Diszkrét megközelítésben
tehát ~x-re azt vesszük fel, hogy

(24) 
p 

;x = ~ aJx-i 5 Ex
N- l 

ahol a1, a2 .... , ctP valós számok és (rxl ü-várható értékű sztochasztikus sor»
zat. A (24) egvenlet ból várható értékre áttérve a

p
m; = ;;;Ea1mx-1 

N- b 
(25)

összefüggés adódik, rngyis modellünk a következő: a termékenységi arány
szám a megelőző p számú termékenységi arányszám lineáris kombinációja
és az együtthatók nem függnek az x értéktől.

Bár az alkalmazott feltételezések, melyek a (25) egyenletekhez vezettek,
eléggé ,,ad hoc" jellegűek, mégis a választott autoregrosszív megoldás kielé
gítően jellemzi a termékenységi arányszámokat.

Foglalkozzunk először az együtthatók becslésével. A legkisebb négyzetek
módszere alapján az á1, á2, ... , áP becsléseket a

4zmL 6P 4 p ) z ~ mx - ~ á; mx-i = mi n
x=p,l+i:x i=I 

0 ,,i\Iaraclék .. hatáson ant ért.jük, amit a megelózéí t - , életlcorolclioz t.utozó :;1_r érté
kek nem tartalmaznak. Llycn érur-lembcn monrljuk, liogr - a pillan,1Ln,1·i - .,niaradék"
hatás elenvésző.
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feltétellel kaphatjuk meg, amit ák szerint differenciálva az együtthatókra a

(27)
fl p {3

~ m ; 1nx-k - _:E á; _:E mx-i mx:_h = Ü,
x=p+l+oc i=l x=p+I+oc

k = I, 2, .. , p egyenletrendszer adódik. Ennek megoldásai az áv á2, ... , áP
együttható-becslések.

Ezek után az ma, moc+v ... , moc+p-l értékekből és a kapott együtthatókból
a (25) összefüggés alapján valamennyi termékenységi arányszám becsülhető.

) <v 

) vv 

50

) < 20 25 30 35 1.0 45 50 >4é dL 

,5. ábra. Az 1978. évi korspecifikus termékenységi arányszámok becslése négyparciméteres
anuoreqresszio modellel ·
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Pontosabb becsléseket kaphatunk, ha nemcsak az a1, ••. , aP hanem az
m~, ... , m,+p-l kezdőértékeket is megbecsüljük a (26) föltétel alapján. Ennek
az eljárásnak előnye, hogy valóban autoregresszív sort kapunk, hátránya vi
szont, hogy a becslési eljárás jóval bonyolultabb.
A 2. táblázat és az 5. ábra egy olyan becslési eljárás eredményeit tartalmazza

amelyik az említett két lehetőség között van. Ennek során először a (27)
egyenletekből megbecsültük az a1, a2, •.. , éiP együtthatókat, majd ezeket

2. táblázat

Az 1978. évi km-specifiktUJ termékenységi arányszámok becslése négyparam.éteres <tutoregresszív
modellel

Együtthatók: á 1 = 1,9642 
á1 = -1,1283
á 3 = 0,090783
á1 = 0,056915

Kor 
l 1CUNöNOcY Becsült

arányszámok (•; .. ) 

-JI~. - I- . -;0,6 _

, 29,8
17 62,9
18 104,7
I 9 14.5,0
20 173,3
21 177,7
22 l 76,0
23 168,7
24 154.,9
25 138,3
zM ll9,7
27 105,9
28 90,4
29 75,3
30 (\6,0
31 es,e
32 ,13, 7
=ib 37,2
34 31, l
35 23,3
36 19,7
37 14,2
38 J 1,5
39 H,9
40 5,9
41 4,7
4.2 3,2
43 2,0
44 0,9
415 0,4
46 0,2
47 0,1
48 0,0
49 0,0

JO,[i
29,1 .
()3,!\

109,0
14,1,6
lí:H\,H
17H,5
176,9
168, l
156,5
140,2
123,9
107,5
91,9

. 77,5
(\4)\
53,3
43.5
35,l
28,l
22,2
)7,4

· 13,5
10,4

7,9
5,9
4,3
s.t
2,2
1,5
1,0
0,6
0,4
0,2
0,0

Korreláció: 0,9990
Négyzetes eltérés: 132,6°(,o'
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elméleti értéknek fogadva el, a (26) feltételt átalakítva becsültük az m~, 
C XX +1· .. , rh..+p-l kezdő értékeket.

A 2. táblázatot az )X táblázattal összehasonlítva látható, hogy a P/Q-függ
vénnyel kapott becslés csak valamivel jobb az autoregresszív modell eredmé
nyeinél és - tekintettel az autoregresszív becslési eljárásnál tett megjegyzésre
- ez is abból adódhat, hogy nem tudtuk megbecsülni a legjobban illeszkedő
autoregresszív sorozatot. Ezek alapján - legalábbis az 1978. évi élveszületési
arányszámokra - az autoregresszív modell elméleti modellnek tekinthető.

A modell összhangban van a termékenységi folyamat azon nyilvánvalónak
tűnő ismérvével, hogy a nő vagy házaspár termékenységi illetve családtörté
netében a gyermek születésének esélyét a megelőző néhány év (esetünkben
4 év) termékenységtörténete meghatározza, a korábbi hatások a várható érték
szintjén elmosódnak.

Összefoglalva: népmozgalmi megoszlások modellezésére mindkét módszer
- a P/Q-függvények illesztésének módszere és az autoregresszivitás feltéte
lezése - általánosan használhatónak tűnik, a kapott eredmények igen jók.
Mindezek alapján érdemes tovább folytatni a kutatást, egyrészt az alkalmazá
sok területén, másrészt a jobb elméleti megalapozás céljából.

(Beérkezett: 1981. december 20-án)
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M:ODELLING OF AGE-SPECIFIC FERTILITY RATES

An important part of demographical researches is the modelling and the functional
description of the course of various demographical phenomena according to cohorts and
of the age-specific probabilities. We developed and applied ~wo methods, to describe age
specific fertility rates: the method of so called P/Q functions and an approach of the
autoregressive type.

The essence of the method of P/Q functions Lies in that empirical data are approximated
by such continuous functions whose logarithmic derivative is the quotient of two poly
nomials. The family of such functions contains the most important types of functions
suggested in technical literature. Coefficients of the polynomials may be estimated by
the method of moments. Fittings show that if P is a first order polynomial and Q a
fourth order the iterative polynomial then the approximating function may practically
be regarded as. a theoretical model. Besides, properties of the family of P/Q functions
show some analogy to an important characteristic of demographical distributions.
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The other procedure, the approach of autoregressive type starts from. the assumption
that at a given age the fertility of women is determined by that of a few preceding years
(age). Specifically a linear relationship with constant coefficients is supposed. In the
course of practical application coefficients were estimated by least squares method,
then the same procedure was used for estimating initial values. In case of four years the
model produces as good a fit as the met hod of P/Q funot.ions.

MOXlEJ111POBAHl1E 803PACTHO-CTTEL(l1Cl>l14ECI{l1X K03Cl>Cl>l1W13HTOB
DJ10Xl0B11TOCT11

ÜAHOH 113 Ba)t(HblX rJJaB <jJyH11aMeHTaJtbHblX l1CCJ1e110Ba1-1HH B OŐJJaCTl1 ti:eMorpacpHH }IBJ151eTc 51
aepO.llTHOCTIJOe MOJ1eJ111poaam1e, onpenenneaoe H3JIO)l(OHI-IO B BHJJ;e <j)yt-ll(f..\1111 npOTC1(3HH.11 paa

Jll1lJHblX .llBJJeHHH no 1-1apo,10HaCCJICHHIO C y4e·1'0M aoapacra 1popMHpOBaHH.l1 803paCTl-lO-CrICUl-l

¢,HlJeCKHX B03M0)!(HOCTeH peanasauaa. B acnCJ(TC om1caHl-JH aoapucra-cneiunpaaecxax 1(034)

¢,Hf..\HeHTOB nJJOAOBHTOCTl1 Mb! paapaöoranu H HCfl0Jlb3YCM /\Ba MCTOf~a, T. e. T. H. MCTOJI ¢,yHJO\Hii

P/Q H aaroperpeccaaauü no CBOeMy runy nOJJ;XOA.

Cyri, MeTOJJ;a cjJyHl<l\HH P/Q KpOCTC.11 B TOM, 4TO !( 3MílHJ)H4CCJ(HM 11a1-1HblM Mhl Oni1Cb!B3CM

nocpencrso» Tal(OH HenpepblBHOÍI <jJyHKL\HH, JIOrap1-,qJMH'ICCl(Oií npOM380AHOH l(OTOJJOH 51BJ!.11CT

C51 lJaCTHOe ABYX TIOJ11-11-10MOB. I'pyrrna 1pyH1<1ud1, oűnanarouurx Téll(l-!Mll CBOHCTBaMH Bl{Jll043CT B

ceös Ha116onee 8a)l(Hb1C THfll.,) ljJyHl(UHH, npennaraeasrx B cne1111aJ1bHOfl JIMTepaType. l{oeq>1p1-1-

f..\l1CHTbl í!OJIMHOMOB MOryT 01~eH11BélTbC.ll MeTO/WM MOMeJ-!'1'08. Pcay.nsraru noicasuuaior, 4TO 8

CJ1y4ae ll0J1MHOMa nepsoa creneua p l1 4CTBCJJTOií CTene~11,1 Q llJ)IIUJIMH(CHHa51 (jJy1-1J(l(l1.ll MO)J{CT

paCCMaTp11BélTbC.11, no cyuiecray, B 1(34CCTBC TCOpCTH4CCKOH M0/(CJ111. Hapxay C ::JTMM cnortcraa

ceMettcTaa 4JyH1<f..\11ií P/Q noxasuuaror auanornro e OJ:lHOH cyruccruemroű xapaxrepuoü -reproű
AH<p(jJepeH l(H3l(l111 ABM)l(Cf-ll·l.11 J-13 po,101-roceJJCI-IM.ll.

Xlpyrotí HC!lOJJb3yeMblH MCTOJ:l, T. e. aeroperpeccneuuü no CilOCM)I TI-IJJY IIOAXO/.l HCXU/(IIT 113

Toro, 'ITO B OTHOUleHHJ,J 1{31(0!'0-TO onpenenenuoro sospacra (jiepTIIJlhl-l()CTb )l(CIIU(lfü onpe/~CJ151-

eTC.11 rjJepTHJlbl-lOCTblO HeCKOJlbl(l1X npCJ:lUICCTBYIOl.l..lHX JICT (B03paCTüB). 8 OTHOIIICHHH nopnznca

onpeztenenust npennaraercs l-lilJIH4MC nOCT0.11!-ll-lOH 1(03<p<pHl~HCl·ITIIU?Í J11111etítrn/:t CBH311. 13 XOAC

npa1<TH'ICCl(Ol'O HCnOJlb3083Hl151 1(03QJ4ll1f..\11Cl·!Tbl Ol-<CI-IHB3JIHCb MCTO/(OM 113HMCl-lbl!IHX xaanparoa

H B flOCJICAYIOIJ..lCM 3Ta MCT0,11--fl(a HCnOJlb3ye·rc.11 M npu Ol~CHl(C Hil'laJlb!-11,IX 3Ha•~eH11it 13 paspese

4CTblpex J1CT /_:laHHa.11 MOACJ!b naer TaJ(HC »ce xopounrc peayru.raru, •!TOH MCTOA 1jiy111u11-1ri P/Q.


