MEDVEGYEV PETER

A Neumann modell Morishima-féle altalanositiasrél

A gazdasagi novekedés Neumann modellje! a matematikai kozgazdasagtan,
ezen beliil az altalinos egyensilyelmélet, egyik legismertebb eredménye.
A modell sokak altal kritizalt egyik hianyossiga, hogy figyelmen kiviil hagyja,
elnagyoltan kezeli a keresleti — kindlati viszonyok hatasat az arakra és evvel
szoros osszefiiggéshen, nem szerepelteti explicit médon a kiilonb6zé tarsadalmi
osztalyokat. Neumann eredeti dolgozatinak megjelenése 6ta (1937) szamos
kutaté, matematikus és kozgazdasz, foglalkozott a modell kiilonbézd aspek-
tusaival, dltalanositisaival. Az altalinositasok kozil talin a legismertebb
M. Morisava [7] modellje, mely tulajdonképpen a szabadversenyes tékés
gazdasignak az dltalinos egyensilyelméleti szemléletben fogant stacionér
modellje. A dolgozatban Morishima eredményeit némiképpen dltaldnositjuk,
dsszehasonlitjuk més kutatok - elsésorban J. Los — eredményeivel. Morishima
a modell egzisztencidjit, vagyis az egyenletek konzisztencidjat, az Eilenberg —
Montgomery féle fixponttételre tamaszkodva bizonyitja. Az itt kovetett bizo-
nyitas f6 elonye, hogy az egzisztencia-tételek bizonyitdsa a lényegesen egysze-
riibb, ismertebh Kakutani tételre tamaszkodva végrehajthato, s igy a modell
targyaldasa nagyban egyszeriisitheto.

1. A modell

Legyen adva egy absztrakt gazdasig. A gazdasigban a technolégia-terme-
Iési lehetdségeket egy (A, B) nxm tipusi input-output métrixpar fejezi ki,
ahol n a gazdasdghban levs aruk, joszdagok; m pedig az elemi folyamatok szdma.
A joszagok kozott kitiintetett szevepet jatszik a munka, melyet kiilon keze-
liink. Legyen v = (v, ..., v,) az egyes eljirasok munkaigénye. A tovibbiak
szempontjabdl elengedhetetlen annak feltételezése, hogy minden egyes ter-
melési eljards ilizemeltetéséhez sziikség van munkdra, vagyis v - 0. Jelslje
w 0 a munkabért. A gazdasdghan az arak vektora p = (py, ... p,). Az
drakrol feltételezziik, hogy eleget tesznek a kovetkezd nulla-profit, és komp-

YA modell egyenletei:
(NNF) x>0, p=0, 2>0
(P) Bx - AAx
(D) pB _ /pA
(PD) pBx> 0

A, B -0 »xm tipusi konstans matrixok.
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lementaritasi feltételeknek:
(D) pB < (14 p) (pA + e v)
(DKF) pBx = (1 + B) (pA + w - v)x,

ahol g a profitrata, és x az egyes eljarasok intenzitdsanak vektora.

A termelési folyamat raforditasigénye értékben kifejezve, eljirasonkénti
bontdsban pA + w - v, ahol pA az ,anyagraforditas” és w - v a . munka-
raforditds”. Az eljardsok bevétele pB. A (D) feltevés szerint egyetlen egy eljaras
sem eredményezhet extraprofitot, s masoldalrél viszont, (DKF) szerint olyan
eljarast, mely g-nal kevesebbet jovedelmez, nem alkalmaznak. A (D) (DKF)
feltételek alkotjak a modell dudl oldalat.

Valamivel komplikdltabbak a primdl oldal Gsszefiiggései. A primal oldal a
piaci egyensuly Osszefiiggéseit tartalmazza.

A kindlati oldal a ter melés kiboesdjtasaval azonos, \ngyls Bx. Ebbdl kell
fedezni egyrészt a termeld felhaszndlisokat és a gazdasig bovitésének koltsé-
geit, masrészt az improduktiv kiaddsokat. Vegyiik sorba az egyes tételeket!

A termelési folyamat anyagfelhasznalasa Ax. Tegyiik fel, hogy az egységnyi
munkaerd piaci kereslete a p drrendszer mellett ¢(p). Mivel a gazdasigban fel-
hasznalt dsszes munkaerd v - x, ezért a munkaerd piaci kereslete e(p) - (v - x),
vagyis a termelési folyamat riforditds igénye Ax + ¢(p) - (vx) — Ax +
+ (e(p) - v) - x = [A + c(p) - v] - x.

Mivel egyenlé az értéktobblet? Nyilvin az Osszes kiboesdjtas értékébal
pBx-bél le kell vonni az Gsszes raforditds koltségeit {pr + w(vx)}-et: N =
— pBx — {pAx + (vx)}. (DKF)-et figyelembe véve N = f{pAx + w(vx)}.
Ha N értéke pozitiv, akkor az értéktobbletbdl a ga/(laq(ur novelését illetve
az improduktiv kiadasokat finanszirozzik. Jelolje (1-s) az értéktobblet impro-
duktiv célokra forditott hanyadat.

Tegyiik fel, hogy a gazdasighan minden egyes eljirds (1 + a)-szorosira
bhoviil. Ennek finanszirozasa a(Ax + e(p)vx) potldlagos raforditasra van sziik-
ség. Jelblje g(p) az improduktiv kiadasok elkoltésének szerkezetét. Ha I osszeg
all rendelkezésre improduktiv kiaddsokra, akkor 7 - g(p) az improduktiv
kiaddsok kereslete. I — (1 — s)N. Ha N - 0, akkor természetesen sem nnpl(r
duktiv, sem produktiv kiaddsokra nincs mod. A fentieket figyelembe véve a
primal oldal:

(P) Bx - (1 + «){A + ¢c(p) - vix+
+ (1 — ,s) -max{0, g} [pAx + w - vx] - g(p)
(PKF)  pBx = (1 + «) - p{A + ¢e(p) " V}x +
b (1 — 8) - lll(l,,\{f), A} IpAx + w - vx] - pg(p).
A (P) feltétel szerint a kindlatnak fedezni kell a keresletet, mig a (PKF) fel-
tétel szerint a szabad joszdagok dra nulla lesz.
A primal és dudl oldalt kapesolja Ossze a
(PD) pBx - 0
feltétel.

Nyilvan teljesiilnek a p ~ 0, x - 0 megkitések. Megkoveteljik még az
1 + o 0, és 14+ p - 0 osszefiiggéseket.
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Osszefoglalva: a modellt specifikdlé egyenletek a kévetkezdek:

(NNF) 14+2>0,14+8>0,x>0,p=>0

(D) pB - (1 +4) - {pA + w - v}
(DKF) pBx — (1 + 5) - {pA + w - v}x
(P) Bx > (1 + «)[A + e(p) * v]x +

b
1 — s)max{0, 8} - [pAx + w - v - x] - g(p)
(PKF) pBx = (1 + «)p[A + c(p)v]x +

1 Jmax [0, 8} - [pAx + w - vx] - p - g(p)

),
)
S
S
(PD) pBx - 0.

2. A modell Morishima-féle megoldasa

Morishima a fenti egyenletek kompatibilitdsdt a kovetkezd feltételek mel-
lett bizonyitotta:
a) g folytonos fiiggvény és pg(p) — 1. g(p) 0, Vp -0
b) ¢ folytonos fiiggvény és pe(p) — w. e(p) -0, vp -0
G)g > 0
d)w> 0,v>0
e) A és B eleget tesz az Gin. KMT feltételeknek, vagyis A minden oszlopaban
és B minden sordban van pozitiv elem, A -0, B - 0. (Kemény —Morgen-
stern Thompson féle feltételek.)

A fentiekkel kapesolatban a kovetkezo éazrevételek tehetdk:

19 Az a) és b) feltételek elsé litdasra elfogadhatéaknak tiinnek. A b) lényegileg
az n. ,Jétminimum-bér kikotés. A munkasok pontosan annyi jovedelemhez
jutnak, amennyit elkéltenek fogyasztasi javakra. Bar ez a feltétel figyelmen
kiviil hagyja a munkasok megtakaritisat, mely redlis tény, a feltevést mégsem
kizardlag kozgazdasigi okbol tartom erdsnek. A f6 problémat az jelenti, hogy
eltekint a e(p) = ¢, lehetdségtdl, vagyis a konstans kereslet lehetGségétil,
mely szintén nem mond ellent a tapasztalatnak. Rugalmatlan kereslet esetén
a bizonyitas nem alkalmazhaté! A modellben szerepld nemlinearitdsok latszo-
lag igen altalinosak, de valéjiban a felmeriild matematikai nehézségek meg-
keriilését célozzak!

2° Tobb kifogdas emelhet$ az s - 0 megszoritas ellen. Ha az értéktébbletet
teljességgel improduktiv médon kéltik el, akkor Morishima bizonyitdsa nem
alkalmazhat6. Még silyosabb a probléma, ha eleve feltételezziik, hogy a gaz-
dasdgban csak egyszer(i tijratermelés lehetséges. Ilyenkor értéktobblet nem
képzodik. Annak bizonyitdsahoz tehdt, hogy mégis létezik egyensily, fel kell
tételezni, hogy ha létezne értéktobblet, — ami nem létezik — akkor annak
pozitiv részét koltenék a gazdasig novekedésének finanszirozdsdra. Ha az
egyszerii jratermelést tdrsadalmi oldalrél az egyszer(i arutermeléssel, a bovi-
tett jratermelést a t6kés gazdasiggal azonositom, akkor az érvelés a kovet-
kezGképpen hangzik:

Ahhoz, hogy az egyszerii arutermelés egzisztenciajat beldssam, fel kell ten-
nem, hogy a tékés termelési médban — amely torténetileg, logikailag kiveti
az egyszerii arutermelést — az értéktobblet pozitiv részét forditjak a gazdasig
novekedésének finanszirozasira.
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3° Bar a bizonyitas modja, amit Morishima hasznal, kiilonosen szellemes,
mégis koriilményes és egy nagyon nehéz tételre, az Hilenberg— Montgomery
fixponttételre tamaszkodik.

A fenti problémak feloldasat kisérelem meg a kévetkezd pontokban.

A modell egzisztencidjat a Lovetkem feltételek mellett fogom bizonyitani:

a) g folytonos figgévny p - g(p) -~ 1, g(p) -0
b) e folytono% fliggvény e(p) -0V p
c)s >0
d) w >0,v_>-0
e)Aés B eleget tesz a KMT feltételeknek, vagyis A minden oszlopaban és

B minden soraban van pozitiv elem, A~ -0, B - 0.

3. A hirom-matrix modell

A Neumann-tipusi modellek sem az arak nagysagat, sem a termelés szint-
jét nem hatdrozzak meg, csak a megfelelé aranyokat. Feltehets tehat, hogy

jp, — l}.

=

I m
X €8 ==X -0;2:7'/1}, pEA\',,:{p -0

lj=1

Vezessiik be a kivetkezo jeloléseket:
A=1+4+a,pu=1+p

G=A+w-1-v

F=A+c¢(p) v+ (l—s ~:~ “max {0, u — 1} - g(p){pA + w - v}.

Ezen jelolésck segitségével a modell egyenletei:

(NNEF). €>0, u>0,p=0"x2>0
(D) pB  upG

(DKF) pBx = uplx

(P) Bx - AF(p, 2, u)x

(PKF) pBx = ipF(p, 4. u)x

(PD) pBx - 0.

A G matrix konstans, az F pedig (p, 4, p) fiiggvénye. Mivel a ¢ : S, ~ R"
és g8, - R" folytonos figgvények, ezért az F(p, A, ) matrix a viltozo-
folytonos fiiggvénye lesz, hiszen az F(., ., .) a S, X (0, oo) X (0, ~) halmazon
van értelmezve, s igy az F definiciéjaban szerepl 1/, mely a késGbbiekben
dontd szerepet jatszik, az F folytonossagat az érielmezési tartomdniyon nem
betolyasolja.

Tekintsiink most el az F és G matrixok konkrét szarmaztatasatol. Definial-
juk a kovetkezl egyenleteket:

(NNF) X, p=0;4 w0

(D pB(x, p, 2, u) — wupG(x, p, 4, )
(Dl\F) pB(x, p, 4, p)x = ppG(x, p, 4, p)x
(P B(x, p, 4, p)x > AF(x, p, 4, p)x
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(PKF) pB(x, p, 4, u)x = 2pF(x, p, 4, pu)x
(PD) pB(x, p, 4, u)x > 0.

Osszehasonlitva a Neumann modell szokasos egyenleteivel két szembet{ing
eltérést tapasztalhatunk.

1° A modell aszimmetrikus

2° A modell matrixai a valtozék (x, p, 4, p) fiiggvényei. Tegyiik fel, hogy a
matrixok a vdaltozék folytonos figgvénye.

Az aszimmetrikus modellek vizsgalatat J. Los kezdeményezte® [1], [3], [5].
Az altala kovetett bizonyitds — mely a Kakutani-féle fixponttételre tdmasz-
kodik — konnyfiszerrel dltalanosithaté arra az esetre, ha (F, B, G) a (p, x)
valtozok folytonos fiiggvénye, de a A és a u bekapesolasa az altala kovetett
médon nem lehetséges. Jegyezziik meg, hogy a modell aszimmetridja miatt
7. és u — szemben a szimmetrikus esettel — nem azonos. Morrsama® (1], [6],
[7] olyan altaldnos modell vizsgalatat végezte el, melyben a modell métrixai
(p, A)-nak folytonos fiiggvényei, de a modell szimmetrikus. Az itt kovetett
megkozelités a fenti két , iranyzat” egyesitésén alapszik.

Legyen X = 8, X8,X (0, )X (0, ~). Definidlok egy @ :X — X pont-
halmaz leképezést, melynek fixpontja a modell egyensilyi megoldasa. @-t
négy leképezés direkt szorzataként definidlom.

B(p, x, A, p) = VXWX (A} x {7}
Az attekinthetGség végett vezessiik be a
Dix, p, 4, p) = v Bz p, A, 1]v)'— G(x, p, 4, 1/v)
C(x,p, 4, v) = Ax, p, 4, 1/») — B(x, p, 4, 1/»)

2 Az altala vizsgalt modell:

(NNF) x,p=0, A>0,u>0

(1) Bx - AFx

(D) pB — upG

(PKI) pBx —= ApFx

(DKF) pBx = upGx

(PD)  pBx > 0

F -0, B _-0, G -0 konstans matrixok. A modell egzisztenciajit az alibbi feltételek
mellett bizonyitja:

1° (F, B) eleget tesz a KMT feltételeknek.

20G + B> 0.

398~ 10, F < €G. ; bt )
2°9-3° nyilvan teljesiil, ha G > 0. Az irodalomban J. Lo$ feltételeit a G > 0 feltétellel
szokés 1dézni.

3 A modell egyenletei:
(NNF) x=>0,p=0,4>0
(P) Bx - AM(p, 2)x
(D) pB — 2pM(p, /).
A modell megoldhatésagat biztositod feltételek:

1° (M(p, A), B) eleget tesz a IKMT feltételeknek.
2° M(p, 4) folytonosan kiterjesztheté S, X (0, o) -r8l S, X [0, co]-re.

3 Szigma
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matrixokat. Felhivom a figyelmet a » illetve az 1/v tag szerepeltetésére. Jelolje
m(u) az u vektor maximalis komponensét, m(u) = max (u;)

W(p, x, 2, v) = {p €8,|{pC(x, p, 4, ») - x} —~ max}

Vip, x, 2, v) = {X €8, | {pD(x, p, 4, ») - X} - max}

== ) ax {0, — ; oy

R, . 4, 5 ==k TR Pl AP YIR)
1 + max {0, m(C(x, p, 4, »)X)}
v + max {0, —pD(x, p, 4, »)x}

¥p, X, 4, ¥) = —— .
1 + max {0, m(pD(x, p, 4, »))}

TETEL: Ha (x*, p*, A*, v*) € X a ®-nek fixpontja, vagyis ha (x*, p*, 1*, p¥)¢
€ O(x*, p*, 2%, v*) akkor (x*, p*, A*, 1/v¥) kielégiti az (NNF)—(PKF) feltéte-
leket.

Bizonyitds: Ha (x*, p*, 1*, v*) € X a @ fixpontja, akkor
1° x* € Vi(x*, p*sA%av¥)
2° p* € W(x*, p*, A*, v¥)

30 1% — A* + max{0, — p*C(x*, p*, A*, v¥)x*}
i 1 + max {0, m((,(x*, p , A*, v*)x*)}
g0 o i Pigb 200% (0, — poDxt, p¥, A% vIXT)

1 + max {0, m(p*D(x*, p*, 2*, v¥)x*)} :
A 3°-t atrendezve:
A* - max {0, m(C(x*, p*, A*, v*)x*)} = max {0, —p*C(x*, p*, A*, v*)x*}.

Meg fogom mutatni, hogy p*C(x*, p*, A*, v¥)x* = 0. A bizonyitast indirekt
tton végzem el. Ha p*L(x* p*, A*, v¥)x* > 0, akkor mivel 0 < 4* < oo, ezért
0 > m(C(x*, p*, A*, v*)x*) > p*C(x*, p*, A%, v¥)x* > 0 Ha p*C(x*, p*, 1*, v*) X
x x* < 0, akkor m(C(x*, p* 7* r¥)x ) - 0, va.g,yls 0 /1/,,C(x*,p* ¥ pr)xE
< p*C(x*, p*, A*, v*)x* < 0, hiszen p* € W(p*, x*, 1*, v*) = {p € h,,lp{(} (x*,
p*, A*, v*)x*} — max}. Tehat p*C(x*, p*, ¥, v*)x* — 0. Ebbdl ismét a p* €
€ W(x*, p*, A*, v*) reliciét figyelembe véve e C(x*, p*, A* p*)x* < 0, vagyis
C(x¥, p*. 0%, v¥)xs ().

Teljesen anal6g médon érvelve p*D(x*, p*, A%, y*) <~ 0, p*D(x*, p*, 1* v*)x
WKix¥ = 0.

Behelyettesitve € és D definici6jat:

(P) B(x*, p*, 4%, 1/v*)x* > PE(x*; p*, A%, 1/p*)x*
(PKF)  “p*B(x*, p*, 1%, vt x> = J*p*F(x%,p*, A%, 1/v¥)x*
(D) v*p*B(x*, p*, A*, 1/v*) < p*G(x*, p*, 1*, 1/v*)
(DKF) »*p*B(x*, p*, A%, 1/v*)x* = p*G(x*, p*, 1%, 1/»*)x*
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u* = 1/v* valasztassal azonnal lathaté, hogy (x*, p*, A%, u*) valéban egyen-
sulyi megoldas.

Megjegyzés: A késGbbiek szempontjabdl ki kell emelni, hogy pl. a (P) —
(PKF) reléci6 belatdsidhoz csakis a 2°—3° és a 0 <7 A* < oo relacidkra kellett
tamaszkodni, s pl. v* értékét nem kellett figyelembe venni.

4. Milyen feltételek mellett létezik ®-nek fixpontja?

TETEL: A @ pont-halmaz leképezés feliilrél félig folytonos, nem iires
konvex képhalmazokkal.

Bizonyitas: A 7, v nyilvan folytonos fiiggvények. Nyilvan W(x, p, 4, ») és
V(x, p. 4, ») nemiires, konvex halmazok, hiszen — régzitett (x, p, 4, »)-re —egy
linedris fiiggvénynek egy konvex kompakt halmazon valé optimumhelyeinek
halmazaiként definialédtak.

Lemma: W:X 8, és V:X - 8, felilrél félig folytonos pont-halmaz
leképezések.

Bizonyitds: Elegendd pl. esak W feliilrél félig folytonossigat belatni, a
V-re vonatkozé allitas teljesen analég.
IJ(‘gye” {(x!;' pm }'u‘ Vn)}:—l C X éS lim (xn! pn.' ln’ V”) = (xw’ pa:) }'w! Vuo) E X

n
Legyen 5, € W(x,, p,, Ay, v,) €8 lim P, = P.. Azt kell belatni, hogy P, €
n
€ W(Xa) Pus Aus Vo). Mivel B, € W(x,, P,y 4.5 V)5 ezért P, {C(x,, Py A v0)X,} =

- PLC(X,, Prs Ay ¥)X, ), VP €S, Mivel € folytonos, ezért a hjtérétmenetet
elvégerve Po{C(Xu, Por Aos Vo)X ) = P{C(Xa, Pucs Aes V.)Xo}, ¥V PES, vagyis
ii“ E lV(xm- pn! ;"eo’ va'n;)'

A @ — VX Wx{A}x{#} X-bdél X-be haté pont-halmaz leképezés, mely
a Kakutani fixponttétel feltételeinek ,majdnem’ eleget tesz. Az egyetlen
probléma, hogy X nem kompakt. Az X = S, X8, X (0, >) X (0, e) homeo-
morf az X’ = 8, X8, X (O, —ﬂ—J X 10, 1] halmazzal. A homeomorfizmus legyen f.

2 2

A @ — fo®o f~! pont-halmaz leképezés X’-t X'-re képezi, s nyilvan to-
vébbra is feliilrdl félig folytonos leképezés konvex, nemiires képhalmazokkal.
@-nek akkor és csakis akkor van fixpontja, ha @-nek van fixpontja.

Tekintsitk az X’ = S, X8, X 0,£J><[0.—§} halmazt. Tegyiik fel, hogy
2

“

@'t ki tudjuk terjeszteni X'-r6l X'-re ugy, hogy:

1°@’ tovabbra is feliilr6l félig folytonos pont-halmaz leképezés nemiires,
konvex képhalmazokkal.
2° @’-nak nines fixpontja X’/ X'-ben.

Ekkor, mivel @ : X’ - X’ a Kakutani tétel alapjan rendelkezik fixponttal,
ezért @-nek is van fixpontja.

K g
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A tovabbiakban — az egyszer(iség végett — az f homeomorfizmustdél elte-
kintek, s kozvetleniil @-nek S, XS, X (0, ~)X (0, ~)-1r8l S, XS, X[0, co]x
X [0, so]re valo kiterjesztésérdl f()gok l)eszélni.‘

®-nek X-r6l X-ra valé kiterjesztését , komponensenként’ célszerii elvé-
gezni. A

Wp x,2,v=38, ((px4»eX/X
Vip,x, 24, ») =8, (p,x, 4 v eX/X

definiciéval W-t és V-t egyszertien kiterjesztjitk X-r6l X-ra, s a leképezések
nyilvdan tovabbra is feliilr6l félig folytonosak maradtak, s a képhalmazok pedig
konvexek és nemiiresek. - ¥

Tobb gondot jelentenek a 4, » fiiggvények. Ha Z-ot és v-ot folytonosan ki
tudjuk terjeszteni X-r8l X-ra akkor a @' -nek létezik X-ben fixpontja. Legyen
ez (x,p, 4 »). Ha 0 < 4, » <~ oo, akkor a fixpont nem eshet X'\ X-be, vagyis
csak X-be eshet.

A fixpont létezésének feltételei tehat két csoportha oszthatok:

1° 7. és v folytonos kiterjeszthetdségét biztosité feltételek,
29 a fixpontok elhelyezkedését biztosité |, peremfeltételek’

Megjegyzés: A 4 és v fiiggvényeknek mint tobbvaltozos fliggvényeknek kell
folytonosaknak lenniok és nem elegendd, ha parcidlisan folytonosan kiterjeszt -
hetGek. Masképpen: az hogy pl. a hm /(p, X, A, v) létezik, még nem jelenti

Asl
azt, hogy 7 kiterjeszthet6 a 4 = 0 p()ntm. Ha azonban a fenti hatarérték a
tobbi valtozéban egyenletes, akkor — az analizis egy ismert tétele alapjan —
az igy kiterjesztett fiiggvény folytonos lesz.

Foglalkozzunk el6szor a Morishima modellel:
] F: : B
3 = v + max {0 p(xx - Vp,,_x‘}v‘_
1 ++ max {0, m(vpB — pG)}
v nem fiigg A-t6l. Legyen
pGix, ha  p=0
"p, X, v) = 1
m(pB),

(p, x, v) folytonos. A » = 0 ponthan a folytonossig nyilvanvald.

1 + max {0 Pz pr}

v

, ha v= oo.

lim»p, x,») =lim ———Mm————— 1 — :

i s —1 4+ max IO, n [pB - pE” m(pB)

v v

i(p, x,0) = pGx = pAx + w - vx - 0, hiszen wv - 0 és x szemipozitiv.

1[0, co]-t mint a [0, ~) egy pont kompaktifikicidjaként képzeljiik el, vagyis a ~o
pont egy kornyezete pl. K; = {u| 2 < u} halmaz.
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»(p, X, ~) <~ + ~o hiszen B minden sordban van pozitiv elem és igy m(pB) > 0.
A kiterjesztése elétt alakitsuk at F-et — kiiszoboljik ki p-t.

)

F=A+4c(p - v+ ) max [0, u — 1} g(p)[pA + w - v] =

A

— 8 B
= A +c¢(p) v+ —(L— ) max{O,B—{ — l}g(p)[pA + w - v]
A pGx

Felhasznaltam a u = b relaciot (DKF) és pGx - O—t.J
pGx
] 1

lim A(p, x, Z) = (Ap, X, o0) = ———— e o
= . 5 : m(F(p, x, ~)  m([A + e(p)v]x)

i(p, X, 0) = lim /:.(p. X, )=
A0

Ak e {0, phx iaix) O

== Jim
1+0 1 4+ max {0, m(AFx — Bx)

max {0, pBx - lim 2pFx]|
A0

1 + max {0, m(lim AFx — Bx)|
A0 €

B
max {U, pBx — (1 — s) max {U, X 1] pg(p)p(}x]
. N R VIR T

‘ B
1 + m;zx{o, m[(l — 8) umx,(), P
pGx

; 1} g(p) - pGx — an

. max{0,pBx'— (1 — s)max {0, pBx+- pOx}}
1 4+ max {0, m[(1 — s) max {0, pBx — pGx} - g(p) — Bx]}

S,

~_min (pBx, pGx)
1 + K(p, x)

Megijegyzés: Csak 4 és v parcialis kiterjeszthetGséget ellendriztem. A és »
mint tobbvaltozés fliggvények azért folytonosak, mivel a kiterjesztés soran
kiszamolt hatirértékek (p, x) szerint nyilvan egyenletesek.

Legyen (p,x, 2,7) a @ : X ~ X leképezés fixpontja. Ekkor » = u(p, x, »).
Mivel #(p, x, 0) = 0 és p(p, X, o) — oo, ezért 0 < » <~ oo. Az el6z8 paragrafus
tételében kovetett megfontolisokat megismételve belithaté, hogy vpBx =
o pGx. Mivel pGx ~ 0 és 0 < » < oo ezért pr — 0. Ebbdl A(p, x, 0) > 0.
Mivel 1 = ):(p, X, /), ezért 0 < A < oo, vagyis (p, X, 4, v) € X. Tehét a modell-
nek létezik egyensiilya.

Most térjiink ra az dltaldnos harom — matrix modell vizsgdlatdra.
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Feltétel
1° G(x, p, 4, v), F(x, p, 2, v), B(x, p, 2, ») folytonosan kiterjeszthetGek X = S,, %
X S,IX(O 00))((0, co)rfl X — S, %8, %[0, ~]x[0, ~]re.
2° {F(x,p, 4, v), B(x,p, A, »)} eleget tesz a KMT feltételeknek az egész X
halmazon.
3° pG(x, p, 4, )x > 0 az egész X halmazon.

Ezek a feltevések J. Los és Morishima altal tett feltevések ,egyesitésébdl”
szarmaznak.

Mivel a % és » definiciéjaban szerepl kifejezések folytonosan kiterjeszthe-
téek X-rgl X-ra konnyfiszerrel belathaté, hogy 7 és v is kiterjeszathets X-ra

j.(p, x, 0,v) = pB(x, p, 0, »)x
- |
Ap, X, 00, V) = —— - < o0
g m(F(x, p, oo, »))
i(p, x, 4, 0) = pG(x, p, 2, 0)x > 0
5 l
v(p, X, 4, 00) = ——— — < oo
m(pF(x, p, %, )
Felhasznalva a 2°-3° feltételeket, — és megismételve az el6z6 paragrafus
tételének bizonyitasat — belathatjuk, hogy ha (x, p, 4, ») fixpont, akkor

pB(x, p, 4, v)x = pG(x, p, 4, v)x > 0,
amibol 0 << v <00 és pB(x, p, 4, v)x > 0,
és igy 0 < A< oo, vagyis (x,p, 4, ») € X.

Megjegyzés.: A folytonos kiterjesztés feltétele rendkiviil elegans, konnyen
megjegyezhetd. Sajnos a Morishima modell dltaldnositott formajara nem alkal-
mazhatd, hiszen az F matrixra — a definicidjaban szerepl6 1/1 tag miatt
a folytonos kiterjeszthetdség feltétele nem dll fenn. Ha a modell konzisztencia-
jat egy altaldnos tételbsl kivanjuk levezetni, akkor F kiterjeszthetGségét a
kovetkez6 médon kell megkovetelni:
1°” F(x, p, 4, ») folytonosan kiterjeszthetd az X = S, xS, % (0, co)X (0, ~)
halmazrél az X = S, X8, %[0, co]X [0, co | halmazra megengedve, hogy egyes
komponensek + co-nel legyenek egyenldek, de megkivinva, hogy AF a 1 = 0
pontban folytonos legyen és lim ApFx <~ pBx valahdnyszor pBx - 0

10

5. A Morishima féle megoldassal valo osszevetés

Térjiink vissza a Morishima féle feltételekhez. Tekintsiilk a kovetkezd
harom-matrix modellt:

B
G=A+wl
F=A+w-c(pyv+ (1 —3) max[O ———M ll g(p)(pA + w - v).
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2 —1 e s ,,
A max 10, ———tfolytonosan kiterjeszthets (0, ~)-rél [0, ~o]-re, s igy az
s
(F, G, B) harom-matrix modell egyiitthatdi folytonosan kiterjesztheték X-rél
X-ra, tehdt létezik egyensiilyi pont. Az egyensilyi pont egyenleteit felirva,
és kihaszndlva a pe(p) = pg(p) = 1 relacickat:

(NNF) p,x =0, A4 u >0

(P) Bx -A[A+w-e(p)-v]x+ (_1_"‘2 max (0, 2 — 1) - g(p) ¥

X (PAX + w - vx)

(PKF) pBx = A[pAx + w - vx] + W) sisw (0, A —="1)x

S

X (pAX +w - vx) = A + (L——ﬂ max (0. 2 — 1)| (pAx + w - vx)

s
(D) pB = u(pA + wv)
(DKF) pBx = u(pA + w - v)x
(PD) pBx - 0.
A PKF — DKF relicickat dsszevetve

u=2+ Lot max (0, 2 — 1), amibdl
s

0—/——l~ = max (0, u — 1). Behelyettesitve P-be és PKF-be kapjuk,
8
hogy (x, p. 4, 1) a modell egyensilyi megoldasa.

max

( Beérkezett : 1982. februdr 3-dn)

IRODALOM

1. BAuER, L..: Consumption in von Neumann matrix models. [2] 13—27 p

. Lo8, J.—FEo0$, M. W.: Mathematical models in economics. North-Holland-American
Elsevier, 1974.

3. Lo§, J.: Labour, consumption and wages in von Neumann models. [2] 67—173 p.

4. Lo§, J.—Lo$, M. W.: Computing equilibria: how and why ? North-Holland-American
Elsevier, 1976. \

. Lo§, J.: Extended von Neumann models and game theory. [4] 141 —159 p.

5. Morisuima, M.: Economic expansion and the interest rate in generalized von Neumann
models, Econometrica 28. 352—363 p.

7. MorisHBIA, M.: Theory of economic growth, Clarendon Press, 1969.

[

w

(=~}



272 MEDVEGYEV PETER

ON MORISHIMA’S GENERALIZATION OF THE NEUMANN MODEL

The paper contains a new generalization of von Neumann’s model enabling a unified
approach to various well-known general models of the von Neumann-type (M. Morishima,
J. Lo8§). The existence of an equilibrium solution of the generalized model relies on Kaku-
tani’s fixed point theorem.,

OBOBIIEHWE MOPUIIMMA MOJEJIM HEMMAHHA

PaccmarpuBaemasi padora COmepyKnT HekoTopoe o0oOuieHne mojean Heiimanua, koropas
NO3BOJIIET PACCMOTPEHHE 00X MOJEJIeH, 10 THIly SABJISTIOIMXCST HelimaHHOBCKUMH (M. Mopu-
wnma, E. Jlomu) ¥ H3BECTHBIX M0 CreLabHOIT JITEpaType B pamKax euHoro nojaxozaa. Cyuecr-
BOBaHue COAJIAHCHPOBAHHOrO pelieHist 0000UIeHHOH Mojie il 0a3upyercst Ha Teopeme (rrcupo-
BaHHOIT Toukn KaxkyraHi.



