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Az ökonometriai modellek a klasszikus döntési folyamat minden szakaszá
ban szerepet játszhatnak és gyakorlati alkalmazásuk a különböző szakaszok
ban szerves egységet képez, mégis módszertani szempontból jól elkülöníthetők
a statisztikai irányú, múltra vonatkozó alkalmazások (a gazdaság működésé
nek leírása és elemzése) a tervezésre orientált, jövőre vonatkozó alkalmazások
tól . (gazdasági előrejelzés, gazdaságpolitikai szimuláció). Az ökonometriai
modellek statisztikai irányú alkalmazásai alapvetőek, minden további alkal
mazás előzményét képezik, és ezekben az alkalmazásokban az ökonometriai
modellek a gazdaság működése leírásának és elemzésének komplex statiszti
kai eszközei.

-Ielon tanulmány célja, hogy bemutassa az ökonometriai modellek alkalma
zásának lehetőségeit és mikéntjét a gazdaság müködésének leírásában és
elemzésében. A tanulmány három részből áll. Az I. részben kialakítjuk a
leíró-elemző ökonometriai modellnek egy szigorúan kauzális alapon álló, kon
zisztens és komplett fogalomrendszerét,1 amely logikai-tartalmi szempontból
megalapozza a II. részben a gazdaság működésének leírását és az ettől el nem
választható gazdasági elemzést, amelynek alapkérdéseit a III. rész tárgyalja.

lt =o g 4l m 4k 

A gazdaság működésének leírását és elemzését valamely múltbeli, több
részidőszakból álló időszakra, az ún. megfigyelési időszakra végezzük, amelyet
a továbbiakban [l, . ., T]-vel vagy t = 1, ... , T-vel jelölünk.

1 A lei ró-ulemző ökonor nct.riu.i modell fogalmai az ökonometriaelmélet fejlődésének
viszonylag konti szakuezúbun k.iu.lak ult.a.k és a klasszikus ökonometria képviselői - több
kevesebb kövor.kozoteséggcl - törekedtek mind a fogalmak kauzális megalapozására,
mind a modell últ.a.l leírL gazdaság összefüggéseinek kauzális magyarázatára pl. r9J vagy
[15]. .Ielon t.anulrnány szerzőjét a rnndldvül értékes ílO] monográfia ösztönözte egy szi
gorúan kuuvá lis alapon álló konzisztens és kompler.t fogalomrendszer kidolgozására,
amely az ökonomei tiai rnndell0k és valamennyi gyakorlati alkalmazásuk !eredményének
egzakt kauzális értelmozésére nyújt lehetőséget. A [10] monográfia és a jelen tanulmány
kupcsole.túról meg koli jegyi;zni, hogy egyrészt az több szempontból általánosabb (pl.
a nem-Iineátis ökonometriai modelleket is tárgyalja), másrészt (sem nem-lineáris, sem
lineáris öko nornet.riai modellre) nem ad kauzálisan megalapozor.t komplett fogalom
rendszeri.
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A modell a gazdaság működésére vonatkozó, a folyó empirikus vizsgálattól
független ismeretek formalizált megfogalmazása. Ezek az ismeretek az ún.
a priori információk.

Az a priori információk an-ól tájékoztatnak, hogy
(a) melyek a gazdaság folyamatainak a folyó empirikus ökonometriai vizs

gálat szempontjából lényeges és időben állandó vagy csak lassan változó (sta
bil vagy lcvázistabil) lccl'tlzális összefüggései;

(b) milyen szerepet játszanak az egyes folyamatok ezekben a kcmzális össze
függésekben, részletesebben

(ba) az egyes kauzális összefüggésekben mely folyamat játssza az okozat
és mely folyamatok játsszák az okok szerepét;

(bb ) az egyes okozatok létrehozásában mely okok szerepe alapvető és mely
okok szerepe jelentéktelen;

(be) az alapvető okok hatása az okozatokra egyidejű vagy időeltolódással
(késéssel) érvényesü I-e;

(bd ) hogyan jellemezhető az egyes okozatok létrehozásában külön-külön
jelentéktelen szerepet játszó változók együttes hatása;

(e) milyen matematikai összefüggésekkel írhatók le az egyes kauzális össze
függések.

Az a priori információk forrása lehet valamely közgazdasági elmélet, korábbi
empirikus ökonometriai viz.sgála,to/c ereitményei és miinkahipotézisek.2 Az a priori
információk csaknem kizárólag a gazda8ág folyamatainak lcözvetlen kauzális
összefüggéseire vonatkoznak é8 csaknem kizárólag lcvalitativ jellegűek.

A strukturális egyenletrerulszer

A gazdaság folyamatainak közvetlen lcaiizális összefüggéseit a strukturális
egyenletrendszer írja le. Egy-egy strukturális egyenlet egy-egy gazdasági
folyamat kauzális magyarázatát adja, ezért a strukturális egyenletrendszer
nek annyi függetJen és ellentmondástól mentes egyenletből kell állnia, ahány
gazdasági folyamat kauzális magyarázata a gazdaság működésének leírásához
szükséges. Ha ez a feltétel teljesül, a modell komplett.

Az a priori információk alapján közvetlenül a strukturális egyenletrendszer
fogalmazható meg, ezért szerepe kitüntetett: az a modell egyenletrendszerének
alapformája, szemben a gazdaság folyamatainak közvetett összefüggéseit. is
ábrázoló származtatott formáival, a redukált és a végső egyenletrendszerrel
szemben (Lásd II. rész!).

A strukturális egyenletek tartalmi szempontból lehetnek
(a) magatartási egyenlete/e, amelyek a gazdasági alanyok (döntési egységek)

tevékenységét ábrázolják vagy

2 ű z é hogy valamely empirikus vizsgúlat során a moduli rnugfogalrnu.zásakor az ökono
méter milyen közgazdasági elmélet.t okjbő! .indul ki, illct.vc milyen munkahipotéz.isekkel
él, tudományos meggyőződésétől, itlot.vo a modellezett. gazdus\g működésére vonatkozó
empirikus tapasztalataitól vagy gondolati elképzeléseitől függ. Ennyiben tehát az
empirikus ökonornéter a modellalkotás aktív szoreplőjo. Lényogos azonban tudatosíta
nunk, hogy alkotása, a szá.mszerűsf toct. empirikus modell az alapjául szolgáló közgazda
sági elmélet(ek), illetve munkahipotézisek bizonyítúsá.t nem nyújtja.
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(b) kísérő egyenletek, amelyek a gazdasági alanyok tevékenységének tenné
szeti, technikai és jogi-institúcionális feltételeit írják le, végül

(e) azonosságok (definíciók vagy egyensúlyi feltételek).
A továbbiakban eltekintünk az utolsó típustól, amely a tárgyalást bonyolító

több tulajdonsággal rendelkezik, de a gazdaság működésének leírása szem
pontjából új információt nem hordoz.

A strukturális egyenletek formai szempontból - analitikus alakjuk szerint
- lehetnek lineárisak vagy nem-lineárisak. Ha a strukturális egyenletrendszer
minden egyenlete lineáris, akkor a modell lineáris, ellenkező esetben nem
lineáris. További vizsgálódásunkat lineáris ökonometriai modellre korlá
tozzuk.

A modell további alkotóelemei

A gazdaság időben változó folyamatait a modell változói képviselik, e folya
matok időben állandó vagy csak lassan változó kauzális összefüggéseit a
modell állandói jellemzik.

Változók

Az egy-egy slrnlctnráhs egyenletben játszott kauzális szerepük szerint a vál
tozók le}1~tn~k a~okozatot képviselő eredményváltozók és az okokat képviselő
ma,gyarazo vnltozolc.

Egy-egy gazdasági folyamat (okozat) alakulásában általában nagyszámú
folyamat (ok) játszik közvetlen szerepet, amelyek mindegyikének külön figye
lembevétele a gazdaság működésének leírásánál nem lehetséges, de nem is
szükséges. Egy-egy strukturális egyenletben az okozaton (eredményváltozón)
kívül csak az okozat létrehozásában alapvető néhány okot (magyarázó válto
zót) képviselnek explicit változók, a többit nem (implicit változók).

Az explicit változók mérhetők és statisztikai úton közvetlenül megfigyelhe
tők. Statisztika: megfigyeléseik eredményei idősorok formájában állnak ren
delkezésre.

Abban az esetben, ha az implicit változók hatása a strukturális egyenlet
rendszerben semmilyen módon nem jelenik meg, a modell determinisztikus,
amely az elméleti közgazdasági vizsgálatok eszköze: kvalitatív jellegű premisz
szák alapján kvalitatív j lleegű következtetések levonására ad lehetőséget.

Egy-egy strukturális egyenletben a benne egyenként lényegtelen vagy nem
szisztematikus szerepet játszó implicit változók együttes hatását figyelembe
vehetjük egy-egy látens változóval. A látens változók mérhetők, de - mivel
külön nem is specifikált nagyszámú implicit változót foglalnak össze - sta
tisztikai: úton nem Í igyethetők meg.

Minthogy a látens változók nagyszámú, véletlenszerűen alakuló implicit
változó együttesét képviselik, valószín-űségi változók. Ennek megfelelően, ha
a strukturális egyenletekben a bennük szerepet játszó implicit változókat
egy-egy Iátens változóval figyelem be vesszük, a modell sztochaeztitcus : a struk
turális egyenletek sxtochas.ctikus egyenletek.

További gondoI:-ttmenotiinkben segítségünkre lehet két egyszeríi, kizárólag
illusztratív célú példa. Mindkét példánkat tőkés ország gyakorlatából vesszük:
a modellezett ,,gazdaság" valamely termék szabadversenyes piaca, amelyen
a termelést (kínálatot) forgalmi adó terheli.
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l. példa. Ökonomméterünk - közgazdasági ismeretei alapján - feltételezi,
hogy a forgalom volumene , q rC is, a termék egységára (p1) is a piac belső
folyamataként alakul (és a forgalom volumenében a kereslet és a kínálat időről
időre egyensúlyba kerül), úgy, hogy a forgalom volumenét keresleti oldalról
alapvetően a termék egységára, kínálati oldalról alapvetően a termék egység
árának és a termékegységre jutó forgalmi adónak (s1) a különbsége határozza
meg. Ezeket a közgazdasági feltevéseit kiegészítve azzal a matematikai hipo
tézissel, hogy a kereslet, kínálat és meghatározó tényezőik kapcsolatai lineáris
függvényekkel közelíthetők, a következő strukturális egyenletrendszerben
formalizálhatja:

(,,keresleti függvény") (1.1) 

(,,kínálati függvény") (1.2).

Itt urr és ·u21 a ,,kere,.;letre", illetve a ,,kínálatra" ható egyéb tényezőket kép
viselő latens változók, cx0, cx1, {]u és cx1 pedig a ,,kereslet", illetve a ,,kínálat"
és alapvető mcghatározóik kapcsolatát jellemző állandók.

Alakítsuk most át az (l. 1) ~ (1.2) strukturális egyenletrendszert úgy, hogy
az (1.1) egyenletből fejezzük ki Pt-t! Az eredmény a

Pt = x~ + cx;q, + Uv
q, =/Jo+ /J1(P - s C- + U21

c, ~ < 0

fJ1 > ()
(I.I.a)

( l.2)

st.ruk t.urá.l is egyen letrendszer
Az (1.l.a)-(l.2) strukturá.lis egyenletrendRzer alapjún látható, hogy az

explicit változóknak egy-egy strukturális egyenletben játszott kauzális szere
pük szerinti osztályozása nem ad képet ezeknek a strukturális egyenletrend
szer egészében játszott kauzális funkciójáról: az (I. La) ogyenlotbon Pt ered
ményváltozó, qr magyarázó változó, ugyanakkor az (1.2) egyenletben qr ered
ményváltozó, Pt pedig magyarázó változó!

A strukl'Mrális egyenletrendszer egészében és a megfigyelési időszak egészében
játszott kauzális szerepük szerint az explicit változók körében megkülönböz
tetünk endogén változókat, amelyek mind az ok, mind az okozat szerepét betölt
hetik és közöttük kölcsönös összefüggések is lehetnek és exogén oáltozákal,
amelyek csak az okok éspedig egymástól független okok szerepét játsszák.

Az endogén változók gazdasági folyamatokat, az exogén változók részben
gazdasági, részben nem gazdasági folyamatokat képviselnek. Az endogén
változók által képviselt gazdasági folyamatok a vizsgált gazdaság belső folya
matai, az exogén változók által képviselt gazdasági folyamatok a vizsgált
gazdaságon kívüh folyamatok. Az exogéu változók között kitüntetett szerepet
játszanak a gazrlaságpolitilcai változók, amelyek központi gazdaságirányítási
szervek közvetlen befolyása alatt állnak. l. példánkban q, és pr endogén vál
tozók, sr exogén változó, éspedig gazdaságpolitilrni változó.

Megjegyezzük, hogy a láiens változó/e kauzális funkciója megegyezik az exo
gén változókéval: a modell egészében és a megfigyelési időszak egészében
csak az okok, éRpedig egymástól és az exogén változóktól független okok sze
repét játsszák.

A strukturális egyenletrendszerben ábrázolt közvetlen kauzális összefüggé
sekben valamely oknak az okozatra kifejtett hatása lehet egyidejű vagy idő
eltolódással (késéssel) érvényesülő.
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Egy ok hatása egyidejű, ha változása és az okozat ebből következő változása
a megfigyelési időszak ugyanazon részidőszakában játszódik le. Egyidejű
hatás esetén a strukturális egyenletben az okozatot képviselő endogén válto
zónak és az okot képviselő endogén vagy exogén változónak a megfigyelési
időszak ugyanazon t részidőszakára vonatkozó, egyidejű értékei szerepelnek.
(Vegyük észre, hogy 1. példánk strukturális egyenletrendszere egyidejű kauzá
lis összefüggéseket ábrázol!)

Egy ok hatása időeltolódással (késéssel) érvényesülő, ha az oknak a megfi
gyelési időszak valamely t részidőszakában végbemenő változását az okozat
ebből következő változása a megfigyelési időszak valameny későbbi t + -r
(-r > 0 és diszkrét) részidőszakban követi. Időeltolódással (késéssel) érvénye
sülő hatás esetén a strukturális egyenletben az okozatot képviselő endogén
változónak a megfigyelési időszak t-edik időszakához tartozó, egyidejű érté
kével szemben az okot képviselő endogén vagy exogén változónak a meg
figyelési időszak megfelelő korábbi , t p -r)-adik részidőszakára vonatkozó
késleltetett értéke áll (-r > 0 és diszkrét). A -r neve: késés.

Attól függően, hogy egy-egy strukturális egyenletben valamely endogén
vagy exogén változó l vagy t - -r (-r > 0 és diszkrét) időszakhoz tartozó értéke
szerepel-e, megkülönböztetünk egyidejű és késleltetett endogén, illetve exogén
változókat.

Abban az esetben, ha a,, egyidejű endogén változók mind az ok mind az
okozat szerepét betöltik és közöttük kölcsönös kauzális összefüggések is van
nak, a modell szimultán.

1. példánk strukturális cgyenletrendszcrének (1. l.a)-(1.2) alakja alapján
nyilvánvaló, hogy szimultán modell strukturális egyenletrendszere: a p r és a
q r egyidejű endogén változók kauzális összefüggése kölcsönös.

Ha a strukturális egyenletrendszerben csak egyidejű endogén és (egyidejű
vagy késleltetett) exogén változók szerepelnek, a modell statikus, amelynek
strukturális egyenletrendszere az egyidejű endogén változókban inhomogén
lineáris egyenletrendszer. (Vegyük észre, hogy 1. példánkban statikus modell
strukturális egyenletrendszere szerepelt)

2. példa. Tulajdonképpen 1. példánk módosítása, ,,továbbfejlesztése". Fel
tevés szerint a forgalom volumenét keresleti oldalról alapvetően most is a ter
mék egységárának egyidejű értéke, kínálati oldalról viszont más-más mérték
ben a termék egységára és a termékegységre jutó forgalmi adó különbségének
egyidejű és egy időszakkal korábbi értéke határozza meg. Ezek a közgazdasági
feltevések kiegészítve azzal, hogy a kínálat és meghatározó tényezőik
kapcsolatai lineáris függvényekkel közelíthetők - a következő strukturáli
egyen lotrcndszerben formaiizálhatók:

q1 = ixo + 1X1P1 + U11

q, = /3o + f31(P - s), + /32(P - s),-1 + ii2,

(1.3)

(1.4) 

A szimbólumok jelentése megegyezik az kt példában alkalmazottakéval.
Az iktöe egyenletet az iOt2 4e analógiájára átrendezve könnyen belátható,

hogy az ( tt 3l eu i l.4) is szimultán modell strukturális egyenletrendszere.
Ha a stru kt.urá.lis egyenletrendszerben az egyidej (í endogén változók és az

(egyidejű vagy késleltetett) exogén változók mellett késleltetett endogén vál
tozók is szerepelnek, vagyis a késleltetett endogén változók az okok szerepé
ben megjelennek, a modell dinamikus, amelynek strukturális egyenletrendszere
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az endogén változókban inhornogén l1:neári8 differenc'ia-eg11enletrendszer. (Vegyük
észre, hogy a 2. példánkban dinamikus modell strukt~1~ális egyenletrendszere
szerepel!)

Az egyidejű endogén változókat Ym1-vel, a késleltetett endogén változókat
- egy részidöseakos késést feltételezve ·- Ym,t-i-gyel, az exogén változ6kat
zArvel, a látens változókat i1,111,-vel, a változók közvetlen összefüggéseit jel
lemző állandókat ixm'm-mel, p'n·,·m-mel és ' i ur -pm 8l jelölve felírhatjuk a szimul
tán statikus és szimultán dinamikus modell ,,elméleti", konkrét közgazdasági
tartalommal nem rendelkező változatát, éspedig
szimultán statikus modellre az

Yv = rx21Y21 + flnzll + fl:n + 'U11

Y21 = rx12Y11 + fl22Z21 + fl:i2 + U21,

szimultán dinamikus modellre pedig az

(1.5)

(1.6)

(1. 7)

(1.8)

formában, amelyekben ezen modelltípusok általános tulajdonságai tisztán
vizsgálhatók. Az egyes modelltípusokban érvényesülő közvetlen kauzális
összefüggések jól szemléltethetők az ún. Tinbergcn-féle nyílsémával (1. ábra)
a megfigyelési időszaknak statikus modell esetében egy, dinamikus modell
esetében három részidőszaka alapján. (Az ábrázolásnál - az egyszerűség ked
véért - a ,,szabad konstansok" -tól és a látens vál.tozóktól eltekintünk.)

Az endogén és exogén változókat megkülönböztettük az explicit változóknak
a modell egészében és a megfigyelési irlőszaJc egészében játszott kauzális szere
pük szerint. A szimultán dinamikus modell strukturális egyenletrendszere és
nyilsémája alapján nyilvánvaló, hogy a strukturális egyenletrendszer egészé
ben, de ct megfigyelési irlőszalc egy-egy t részidéezalaibam. az egyidejű endogén
változókkal szemben a késleltetett endogén változók kauzális szerepe m.eg-

t -1 t + 1

a. b.
1. ábra. Szimultán statikus (a) és szimultán dinamikus (b) modellben órvényesülö köz

vetlen kauzális összefüggések
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egyezik az (egyidejű vagy késleltetet.t) endogén változókéval, így az utóbbiak
kal együtt az (egyidejű) endogén változókkal szemben a predete1·rn·inált változók
csoportját alkotják, :i

Állandók, I

Az explicit változók közvetlen kauzális összefüggéseit jellemző állandók:
a strukturális paraméterek és a késések. Közös jellemzőjük az explicit változók
kal szemben, hogy bár mérhetők, Btatisztikai úton nem megfigyelhet6k és a
modell megfogalmazásakor általában ismeretlenek,

A strukturális paraméterek azt a közvetlen hatást mérik, amelyet az endogén
vagy predeterminált jellegű magyarázó változók egységnyi növekedése az
endogén jellegű eredményvé.ltozókra egy-egy strukturális egyenletben a meg
figyelési időszak egy-egy t részidőszakában kifejt,

Az általában ismeretlen strukturális paraméterek közül a priori ismertek
az egyes strukturális egyenletekben (a) az okozat szerepét játszó endogén
változóké; értékük I; (b) okként nem szereplő endogén és predeterminált
változóké; értékük 0,

A strukturális egyenletekben szereplő késések azt mérik, hogy a bennük
ábrázolt közvetlen hatások egyirlejííleg vagy időeltolódással érvényesülnek-e, s ha
igen, milyen mértékű késéssel (-r - 0),

Konkrét és ,,elméleti" modolljeinkben feltételeztük, hogy a késések idő
egységnyiek és egyszerosek. Ettől a tárgyalást egyszerűsítő feltételezéstől
eltérő esetek is elófor [u lnak , ugyanakkor egyszerűsítő feltételezésünk az á.lta
lánm;ság csökk .ntése nélkül megengedhető - s ennek megfelelően a további
gondo latmcnetünkbon is követjük-, mivel a bonyolultabb esetek a változók
,, időtranszformáciő" -jával mindig visszavezethetők erre az egyszerű esetre !4

f\z a priori ismorot.len strukturális paraméterek és késések értékét a modell
szám8ze,rií.sítése sorá.» határozzuk 1ncg.

Lénycgcr-; t.udatoslta.nunk. hogy a strukburá.lis paraméterek zérus vagy
zérw,töl ki'tlü11iiö?ÍÍ voltára és a késések mértékére vonatkozó feltevésekben
a modell k ö úrj ,, z r l rr s ú 9i- h·ipoté:i,s('i öltenek testet,

f(ö:::oefofl kinczáii« összefiiggések - a, modell szármaetatot! formái

Az endogén uállozok: a model I egészében és a megfigyelési időszak egészében
mind az ok, mind az okozat szerepét betölthetik és amennyiben egyidejű vagy
késleltetett értékeik ezt a kcLtős funkciót be is töltik, úgy oksági hatásokat
közvet£tenek: az okozat funkciójában ,,felvett" hatások egy részét (többszö
rösét) az ok funkciójában más (a többi) endogén változókra ,,továbbítják".
Ennek megfelelően a modellben a kőzvet.lcn ha.tások mellett közvetett hatások
is érvényesülhetnek, éspedig

(a) szimultám. modellben az okuk funkcióját betöltő egyiclejíí endogén változó
közvctítéeével közveteU egyirlejíí hatások;

(b) dinamikus modellben. az okok funkcióját betöltő kéaleltetett endogén
változók közvetítésével közvetett Ieéslelteteu hatáeok:

" A to vábbiak hu.n ,·ndogén , {d1,o;,;Ókon mmdig egyidejű endogén válLozókaL él'Lünk
és csak kivételesen - mondani valónk pontos megér tése érdekében - használjuk az
,,egyidojü" jclzöt..

4Bizonyításál lásd pl. 111]-bt•n vu.gy 114]-bcn!
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t-1 t+1

a b.
2. ábr«. l)zirnullún stut ik us (u) ,í::; sz i mul tá.n d iruun ikus (I>) modullbon órvónyoaü ló közve
t.et t kuuzril is i>sszulúggt'•::;ck. (Jolölrí,;: • köz.vutlon (ogyiili,j(í és kóxlol tctot.t.), --->- k őz votet.t,

,·gyidn_j íí, -·-·>- ki\zv,,L,·1 L ld•slnll et olt, I rutrisok.)

A további vizsgálódásaink tárgyút képező szimultán dinarnikua modellben
értelemszerűen a köz vetett hatások rni ndkét tí pusa jelen van.

A modellben érvényesülő közvetett; hatások :1 közvetlen hatásokat leíró
strukturális egyenletrendszerben (a :-,trukturáli8 formában) nem jelennek meg:
explicitté csak a modell szárma1/,1)atott formáinak, rcrl'ukált és végső formájának
előállításával válnak. A modellben érvényesülő közvetett hatások is jól szem
léltethetők az ún. Tinbcrgen-félo uyllsémávul (2. ábra).

A qnzdasúg műlcörléséw,lc leinisa

Ezt a későbbi goudolabmcnet.ünkbcn központi jclcntöségű fogalmat közelít
sük meg a dcterm iniuzí.ikus modeflbő! kiindulva.

A modellben azokat a gazdar;ági folyamutoka.t, amelyek kauzális 111agyará
u1La a gazdaság működésének leírásához r;ziikségoH, az (cgyidej(í) endogén vál
tozók képv iso] ik. Determinisztilcus modellben. ezeknek a rnogfigye léai időszak
egy-egy részidfü1zaloí,ra vo na.tk ovó értékegyii,l/esP; n gazd,tflá.g egy-egy állapotát
jellemzi.

A gazdaság működésének leír/u,:t: a,z (egyidojíí) 011dogé11 változók ala.kulá
sának kauzális magyarázata a morlcilbou lrnuz,íliHan nem magyarázott, de
statisztikai úton megfigyellwt6 ún. változr3 ru!oUsár1olc függvényében. Ezek az
endogén változók a.lak uláaa Hzernpontjából a modell egér;•1.ében éR a megfigye
lési időszak egé izében okok, éspedig ú11,. vér1ső okok.

A strukturális egyenletrendszerben az okozatként szereplő endogén változók
nemcsak a végső okok függvényében jelennek meg: bonno szimultán statikus
modell esetében egyidej(í endogén változók is, szimultán dinamikus modell
esetében egyidejű és késleltetett endogén változók ÍR szerepelnek okként,
amelyek ugyanakkor más strukburáf i« egyenletekben vagy a megfigyelési idő
szak valamely korábbi részidőszakában maguk is okozatok. Így a strukturá.lis
egyenletrendszer a gazdaság működésének leírására önmagában nem elégsé
ges, származtatott formáinak: a redukált és a végső egyenletrendszernek az
előállítására is szükség van.



DI NAlllIKUS ÖKOXOMET.lUAl MODELL 127 

:;\fogjegyezzük, hogy az (egyidejű) endogén változók alakulása szempontjá
ból adottságok a változó adottságok változásának az egyidejű endogén vál
tozókra kifejtett hatását jellemző állandók is, ezek az ún. állandó adottságok,
amelyek a strukturális egyenletrendszer állandóiból, a strukturális paraméte
rekből és a késésekből, a származtatott formák előállításával meghatározhatók.

Sztochasztikus modellben az (egyidejű) endogén változók alakulása szem
pontjából a statisztikai úton nem megfigyelhető látens változók is változó
adottságok.

Minthogy a Iátens változók valószínűségi változók, az endogén változók is
- a látens változók függvényei lévén - valószínűségi változók. Az, hogy az
exogén változókat is valószínűségi változóknak tekintjük, konvenció, amely any
nyiban megalapozott, hogy az exogén változók (többsége) valamely más modell
ben endogén és így valóban valószínűségi változó.

A látens változóknak, mint változó adottságoknak a jelenléte miatt a szto
chasztikus modellben a megfigyelhető változó adottságok egy-egy értékegyüt
tese az (egyidejű) endogén változóknak nem egy-egy értékegyüttesét, hanem
egy-egy - a megfigyelhető változó adottságok egy-egy együttesére mint fel
tételre vonatkozó - együttes feltételes eloszlását határozza meg. Az endogén
változóknak ezek az együttes feltételes eloszlásai az eloszlás típusával és mo
mentumaival jellemezhetők, amihez nyilvánvalóan szükséges a látens változók
együttes eloszlása típusának és momentumainak ismerete.

Változatlanul igaz, hogy a strukturális egyenletrendszerben az (egyidejű)
endogén változók nemcsak végső okok függvényében jelennek meg; ennek
megfelelően az endogén változók egy-egy együttes feltételes eloszlását, amely
a gazdaság egy-egy állapotát jellemzi, a származtatott formákból határozzuk
meg.

Állandók, lI

Az eléízóckbéíl következik, hogy a strukturális egyenletrendszer állandóinak
harmad i k csopo l'tj át a strukturális egyenletrendszer látens változói együttes elosz
lásának momentumai képezik: a várható érték vektora és a kovariancia mátrixa,
amelyek - a atrukturális paraméterekhez és a késésekhez hasonlóan - általá
ban 'ismeretlenek.

Mcgjegyeizük, hogy származtatott formákban a Iátens változók együttes
elosz lásának momentumai, amelyek az endogén változók együttes feltételes
oloszjáaának jellemzéséhez szükségesek, meghatározhatók a származtatott
formák eléíáll.ításával, a strukturális egyenletrendszer látens változói együttes
eloszlásának momentumaiból.

A slatiszt-ika·i következtetés

A sztochasz.tikus modell -- a determinisztikus model lel szemben - kvantita
tív következtetések eszköze. Ezek a következtetések részben 'induktív, részben
rierluktív jellegűek. A strukturális fonna most is kvalitat.ív jellegű premisszákat
forma.lizál. Ezek a premisszák a strukturális forrna szárnszerűsítésével -- állan
dói számszerű értékének a változók megfigyelésein alapuló becslésével - vál
nak kvantitatív jellegűvé. A strukturális forma számszerűsítése induktív kö
vetkeztetés útján történik, ez az indukció pedig statisztikai indukció: a struk
turális formában megjelenő kvantitatív állítások - a statisztikai indukció
konklúziói és további következtetések premisszái - csak meghatározott való-
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színűségi szinten érvényesek. A számszerűsített strukturális formából a modell
származtatott formáinak olőállítása derlulctfv következtetések útján történik,
amelyek ugyancsak statisztikai jellegííek: a kvantitatív konklúziók - kvanti
tatív premisszáikhoz hasonlóan - csak meghatározott valószínűségi szinten
igazak.

A struktúra

A struktúra a strukturális egyenletek olyan rendszere, amely elégséges in
formációt tartalmaz az endogén változók együttes feltételes elosztásának -
azaz a gazdaság működésének kvantitatív jellemzéséhez.

A modell megfogalmazza a strukturális egyenletek egy (komplett) rendsze
rét, ez azonban nem nyújt elégséges információt az endogén változók együttes
feltételes eloszlása kvant.itat.iv jellemzéséhez, hiszen ismeretlenek benne az
állandók egy részének, a strukturális paramétereknek, a késéseknek és a
strukturális egyenletek látens változói együttes eloszlása momentumainak
konkrét számszerű értékei.

Ennek alapján nyilvánvaló, hogy a struktúra a szárnszerüsített modell:
a strnkturális egyenletrendszer, együtt a strukturális paramétereknek, n, késések
nek és a látens változók együttes eloszlása momentumainak konkrét számszer'Ű ér
tékével.

II. A gazdaság működésének leírása: az egyes modellformák tartalma

Az előz{:í pontban bevezetett fogalmak felhaaz ná.lásáva! megfogalmazzuk
a modell alapformáját, a strukturális formát, majd előállítjuk a modell szár
maztatott formáit: a redukált formát és a végső formát. Az egyes modollfor
mák matematikai tulajdonságainak vizsgálatával közgazdasági tartalmukat
kutatjuk, hogy megadhassuk közgazdasági., illetve kauzális értelmezésüket,
megmutathassuk a gazdasag működésének leírásában betöltött szerepüket,
feltárhassuk azokat a kvantitatív információkat, amelyeket - azámszorűsí-
tés után5 a gazdaság m űködéséről nyújtanak.

l. A strukturális forma

A modell hipotézisei

A modellt hét hipotézissel fogalmazzuk meg, amelyek a strukturá.lis formára
vonatkoznak. Ezek a következők:
M-1. hipotézis. A modell M számú endogén, N számú prodeterrninált és a

strukturális forma .1W számú látens változójának közvetlen (egyidejű vagy kés
leltetett) kauzális összefüggéseit leíró strulctiirális egyenletrendszer, az [l, ... , 1']

5 Az ökonometr-iai modoll alkalrnazáau, a gazdaság mű ködéséuok lcírásúbun és elemzé
sébon gyakorlatilag azér'L érdekes, mort. ozekr·ől 1.L kérdésekről k van titur.ív információi,
nyújt. Ebben és ft köveLkoző rész.bun ezL a köriilményL mindig '11.tngsúlyozva, az állandók
(paraméterek) ismeretlen olmélct.i értékui vol dolgozunk. Az így nyeri; eredmények szám
szerűsített modellben is érvényesek. Az érclek lődó Olvasó a szimultáu dinamikus rnodell.
pa.rarnét.erbecslési módszereiről I ájékozódhaf pl. J l J J ulupjún.
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megfigyelési időszakban Jl1 számú sztochasztikus egyenletből álló lineáris
egyenletrendszer.

Ennek megfelelően a strukturális egyenletrendszer általános alakja a válto
zók egyetlen együttes megfigyelése alapján az

y( A + x;B + u/ = O' t = l, ... , T (1.1)
formában írható, ahol

YÍ = [Ym Ji az endogén változók t-edik együttes megfigyelésének Jlf-elemű
sorvektora (m = 1, ... , Jlf);

x; = [xnJi a predeterminált változók t-edik együttes megfigyelésének N
elemű sorvektora (n = 1, ... , N);

u; = [ um ]1 a strukturális forma Iátens változói t-edik - nem megfigyelt! -
realizációjának M-elemű sorvektora (m = 1, ... , M);

A = [ rx111•m] az endogén változók strukturális paramétereinek Jl1 X .Jf típusú
(kvadratikus) mátrixa, amelynek egy sora egy endogén változóra, egy oszlopa
egy strukturális egyenletre vonatkozik;

B = [/J11111] a predetermi nált változók strukturális paramétereinek N X Jl1
típusú mátrixa, amelynek egy sora egy predeterminált változóra, egy oszlopa
egy strukturális egyenletre vonatkozik.

111egjegyzések
(a) A predeterrninált változók között szerepel egy olyan, tételezzük fel,

hogy az N-edik. amelynek megfigyeléseire xN1 = I (t = l, ... , T) teljesül.
A:,, xN1-hez tartozó (J,v,,,(m = 1, ... , J11) strukturális paraméterek a strukturális
egy0nlctek ún. szabad konstansai.

(IJ) Minden strukturális egyc11Jet,1Jon szerepel egy olyan endogén változó,
tétclezz.űk fol. hogy az m-edik egyenletbenazm'-edik endogén változó, amely
nek strukturális paraméterére rx,,,·111 = -1 (m' = m, rn = l, ... , Jlf) teljesül.
Ez az ún. normalizálási szabály. Felhasználásával egyszerűen előállítható a
strnktwrális egyenletrendszer normalizált alakja, amelynek egyenletei az ered
ményváltozók alakulását a magyarázó változók (köztük a látens változók)
függvényében ábrázolják. (Az I. részben szereplő strukturális egyenletrend
szerek normalizált alakban vannak!)

(e) Az A és a B mátrixok tartalmaznak a priori zérus elemeket, amelyek -
A-t és B-t oszlopaik szerint szemlélve - a megfelelő strukturális egyenletek
ben (okként) nem szereplő endogén és predeterminált változók strukturális
paraméterei.

(d) Az (1.1) egyenletrendszer lehet statikus vagy dinamikus modell struktu
rális egyenletrendszere. Pa.rticionáljuk az (l. l) egyenletrendszert a késleltetett
endogén változók és az exogén változók megkülönböztetésével!

Eredményül -- iclőegységnyi késést feltételezve - az

y/ A + yf_1B1 + z;B11 + u; = O' t = 1, ... , T (1.2)

egyenletrendszert nyerjük, amelyben
y; 1 a késleltetett endogén változók egyetlen együttes megfigyelését tar

talmazó Jlf-elemü sorvektor:
z; az exogén változók egyetlen együttes megfigyelését tartalmazó K-elemű

sorvektor (K = N - M);
Br = [/J111-111] és B11 = l/J1,,,,] a késleltetett endogén változók és az exogén

változók strukturális pa.rnmétereinek Jl1 X M és I{ X Jl1 típusú mátrixai.

9 Szigma
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Abban a;,; esetben. ha a modell statikus, B1 = 0, ha viszont a modell dina
mikus B1 # 0, de tartalmazhat zérus elemeket .

.. ..lf-11. hipotézis. A strukturális forma u1 látens változóinak együttes elosz
lása ~í!f-dimenziós normális eloszlás6

E(u)1 = 0 t = l, ... ,T (1.3)
várható érték vektorral és

E(. . , ) I J; ( pozitív definit), ha t = t' 
u,u,, = t

0, ha t rt'
egyidejű és késleltetett kovariancia mátrixokkal. Ezt

f(u1) / N(O; J;) 

t, t' = l, ... , 'l' (1.4.a)
(L4.b)

(1.5)
formában szimboliaálhatjuk.

M-111. hipotézis. A strukturális paraméterek A és B mátrixainak elemei és
a strukturális forma u1 látens változói együttes cloazlásé.nak (1.3)-(l.4) mo
mentumai az f I ..... T] megfigyelési időszakban l-től függetlenek, vagyis
a struktúra a mP,gfigyelési irlőszakban irlőben állandó (stabil).

J,,J-JV. h·ipoléú8 . ..-\;, x1 prcdctemunált változók és a strukturális forrna u1 
látens változói sztochasztikusan. függetlenek (vagy legalábbis egyidejűleg korre
lá.la.tla.nok}, arni bő! küvP,tkezik hogy ogyidejíí kovariancia mátrixnk zérus
mátrix. a,zaz

teljesül.
M-V. hipotézis. Az x1 predeterminált változók lineárisan független valószí

nűségi változók, azaz

l=t',t=l, ... ,T

t = t'' t = J ' . . . ' '11

(1.6)

(1.7)

egyidejű kovariancia, mátr'ixuk pozitív definit.1
lff- VI. hipotézis. Az endogén változók strukturális paramétereinek A mát

rixa nem-szinguláris, azaz IA/ ''P 0. Ha ez a feltétel teljesül, a modell komplett.
M-VJI_ hipotézis. A strukturális paramétere], A és B mátrixainak és a

strukturális forma u; látens változói momentumainak a priori ismeretlen
elemei az endogén és a predeterminált változók y/ és Xí megfigyelései alapján
- statisztikai indukció útján - egyértelmüen megbaöározhatők. Ha, ez a fel
tétel teljesül, a struktúra identifikálható.

A modell egyes hipotéziseinek tartalma és funlcciója

Hipotéziseinek egy része a modell elemeinek matematikai definícióját adja,
vagyis a matematika nyelvén fogalmazza meg az .L részben adott verbális
definíciókat.

Az M-III.. a, modell időben változó és időben állanrló elemeit különbözteti
meg: kimondja, hogy a modell változóinak közvetlen kapcsolatait a megfi
gyelési időszakban stabil struktúra jollomzi.

6 Megjegyezzük, hogy a strukt.urúlis forma 1{,1 em; vú l t.ozói c-gyi.i tLl'S norniális eloszlúsá
nak feltételezése 11, gyakorlatban nem szükséges, helyr-: LeHítb, ·I 6 enyl .ébb fol tevéssel is,
jelen tanulrnány lényegi rninda.nivulójá nuk kifcjt ését. azonb.u. mogkünnyíl i.

'Valószínűségi változók lineáris fü~gollenHógórr\l lásd fG, H7. o.J!
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A predeterminált változókat az M-V. és az M-IV. együtt definiálja. Azt,
hogy a megfigyelési időszak t-edik részidőszakában a predeterminált és az
endogén változók kapcsolata egyirányú (a predeterrninált változók csak okok),
az M-V. fogalmazza meg, ugyanis ha a látens változóktól sztochasztikusan
függő endogén változók visszahatnának a predeterminált változókra, ez a
hipotézis nem teljesülne. Azt viszont, hogy a predeterminált változók egy
mástól független okok, az M-IV. mondja ki: közöttük mint valószínűségi vál
tozók között egzakt lineáris függőség nem lehet.

A Játens változók tulajdonságait az .ilf- V. és az M-11. együtt fogalmazza
meg. Azt, hogy a látens és az endogén változók kapcsolata egyirányú (a látens
változók csak okok), az M-V. mondja ki, ugyanis, ha a predeterminált válto
zóktól sztochasztikusan függő endogén változók vissza.hatnának a látens vál
tozókra, ez a hipotézis nem teljesülne. A látens változók további tulajdonságai
az l\i[-II.-ben jutnak kifejezésre: a látens változók (l.4.a) szerint egymástól
független okokat, éspedig (1.3) és (1.4.b) szerint lényegtelen és nem-szisztematikus
okokat képviselnek. (Az (1.4.a) szerint J; pozitív definit: a Iátens változók -
a predeterminá.lt változókhoz hasonlóan lineárisan független valószínííségi
változók!)

Azt, hogy a predeterminált változók és a latens változók, mint az okok
két csoportja, egymástól is független okokat tartalmaz, szintén az JJ1-IV. 
mondja ki.

Az, hogy a predeterminált változók lényeges vagy szisztematikus okokat
képviselnek, a modell megfogalmazásában csak implicit formában jut kifeje
zésre: velük kapcsolatban nem tételeztük fel sem azt, hogy várhatóérték vek
toruk zérusvektor, sem azt, hogy késleltetett kovariancia mátrixaik zérus
mátrixok.

A modellben induktív és deduktív statisztikai következtetéseket végzünk.
A" induktív következtetés célja - az endogén és a predeterminált változók
megfigyelései alapján - a struktúra meghatározása, a deduktív következte
tések pedig - a becsült struktúra ismeretében - a gazdaságban érvényesülő
mélyebb. közvetett kauzális összefüggések feltárására, a modell származtatott
formáinak előállítására, a közvetett kauzális összefüggéseket jellemző para
méterek meghatározására irányulnak. Az induktív következtetés csak akkor
egyértelm1í, ha M-VII. teljesül, hasonlóan a deduktív következtetések egyértelmű
ségének feltétele az M-VI. teljesülése. E két hipotézis tehát a modellből levont
következtetéseket egyértelművé teszi.

A strnktitrális forma szerepe és tartalma

A strukturális forma a gazdaság működésének leírásában kitüntetett sze
repet játszik: a strukturális egyenletrendszer az, amelyben a ga,zdaság rnűködésére
vonatkozó közgazdasági hipotéziseinket formalizálni: turljuk és arnelyben - a
struktúra meghatározása után - ezeket a hipotéziseket a, valósággal szembesít
jük. Abban az esetben, ha ez a verifikáció pozitív kimenetelű, a strukturális
egyenletrendszer a gazdaság rnűkörléséről közgazrlaságila,g értelrnezhető adekvát
képet nyújt.

Ugyanakkor a strukturáiis forrna a gazdaság működését folyamatainak leg
Ielszínibb kauzális összefüggései alapján ábrázolja: paraméterei a változók
közvetlen (egyidejű és késleltetett,) kauzális összefüggéseit jellemzik. Szimultán
dinamikus modellben azonban közvetett (egyidejű és késleltetett) kauzális

9*



132 PAIZS JÁNOS

összefüggések is érvényesülnek, amelyek feltárása a gazdaság működésének
teljes leírásához nélkülözhetetlen. Éppen ezért, a közvetett (egyidejű és kés
leltetett) kauzális összefüggések explicitté tétele végett kell előállítani a struk
turális formából, mint alapformából, a modell származtatott formáit.

A származtatott modellformák tartalmának pontos megértése érdekében
fogalmazzuk meg a strukturális forma paramétermátrixainak tartalmát! Te
kintsük ehhez a strukturális egyenletrendszer (1.2) particionált alakját!
Tudjuk - normalizálási szabály! - , hogy az A mátrix diagonális elemei az
egyes strukturális egyenletek eredmény változóinak paraméterei és ( -1 )-gyel
egyenlők. Az A mátrix rxm·m (m' # m), illetve a B11 mátrix {]1,-111 eleme azt a
közvetlen egyidejű hatást méri, amelyet az m' -edik endogén változó, illetve
a k-adik exogén változó egységnyi növekedése az m-edik endogén változóra
egyetlen strukturális egyenletben kifejt. Hasonlóan a B1 mátrix fJ,11-111 eleme azt
a köz vet len késleltetett hatást jellemzi, amelyet a,, m' -edik késleltetett endo
gén változó az m-edik (egyidejü)endogén változóra egy időegységnyi késéssel
egyetlen strukturális egyenletben gyakorol.

2. A redukált forma

A redukált [orma tulctjrlonságai

Az iYI-VI. hipotézis teljesülése esetén létezi/e a modell redukált formája é.
egyértelműen meghatározott. A redukált forrna négy tuíajdoneága, amely a
strukturális forma hipotéziseiből következik és így szintén feltételes jellegű,
a következő:

R-1. tulajdonság. Az endogén, a predeterminált és a látens változók teljes
egyidejű és közvetlen késleltetett kauzális összefüggéseit leíró redukált egyenlet
rendszer 1\1 számú sztochasztikus egyenletből álJó lineáris egyenletrendszer.
Mivel a redukált egyenletrendszert úgy állítjuk elő, hogy a strukturális egyen
letrendszert megoldjuk mint az egyidejű endogén változókban inhomogén
lineáris egyenletrendszert, az R-1. közvetlenül következik az M-I-ből.

Ennek megfelelően a reclitkált egyenletrendszer a változók egyetlen együttes
megfigyelése alapján az

YÍ = xí•(-BA -1) + u;(-A-1) = x;II + v/ t = 1, ... , T (2.1)

formában írható, ahol
II= -BA-1 = [n,,mJ, a redukált paraméterek NxM típusú mátrixa,

amelynek egy sora egy predeterminált változóra, egy oszlopa egy redukált
egyenletre vonatkozik;

v] = uí(-A-1) = [vmJi a redukált forma látens változói z-edik - nem
megfigyelt! - realizációjának M-elemű sorvektora.

A (2.1) egyenletrendszer egyaránt lehet statikus és dinamikus modell
redukált egyenletrendszere. Particionáljuk a (2.1) egyenletrendszert a kés
leltetett endogén és az exogén változók megkülönböztetésével! Eredményül
- időegységnyi késést feltételezve - az

t = 1, ... , T (2.2)

egyenletrendszert nyerjük, amelyben II1 = -B1A -i = [n111•mJ és II11 =
= -BIIA-1 = [n1cmJ a késleltetett endogén változók és az exogén változók
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redukált paramétereinek MXM és KxM típusú mátrixai. Abban az esetben,
ha a modell statikus, 111 = 0, ha viszont a modell dinamikus 111 # 0, de
tartalmazhat zéruselemeket. Figyeljük meg, hogy dinamikus modell esetében
a redukált egyenletrendszer az endogén változókban inhomogén lineáris diffe
rencia egyenletrendszer.

R-2. tulajdonság. A redukált forma v1 látens változóinak együttes eloszlása
111-dimenziós normális eloszlás

E(v1) = E(-A'-101) = A'-1E(u1) = 0

várható érték vektorral és

t = I, ... , T (2.3)

E(v1v!•) = E(-A'-1)u1u;•(-A-1) = A'-1E(u1ut')A-1 =
= {oA' -1E(u1u; )A-1 = .Q (pozitív definit) hhaa t = t'

t ,:_ t'
(2.4.a)
(2.4.b)

t =I, ... , T

egyidejű és késleltetett kovariancia mátrixokkal. Ezt

/(v1) ,..___, N(O; .Q) (2.5)
formában szimbolizálhatjuk.

R-2 közvetlenül következik M-II.-ből. A v1 definíciója alapján ugyanis az
u.vben v1 = (-A'-1)u1 szerint lineáris forma, ahol a (-A'-1) nem szinguláris
konstans mátrix.

R-3. tulajdonság. A redukált paraméterek II mátrixának elemei és a redukált
forma v1 Játens változói együttes eloszlásának momentumai az [l, ... , T]
megfigyelési időszakban l-től függetlenek, vagyis időben állandók.

Az R-3. a II és a v1 definíciója alapján M-III.-ból közvetlenül következik.
R-4. tulajdonság. Az x1 predeterminált változók és a redukált forma v1 látens

változói sztochasztikusan függetlenek (vagy legalábbis egyidejűleg korrelálatla
nok ), amiből következik, hogy egyidejű kovariancia mátrixuk zérusmátrix,
azaz:

t = t', t = I, . . . , T. ( 2.6) 

Sztoohaszt.iku« függetlern,ég esetén a redukált forma látens változóinak a
predetormi nált változókra vonatkozó feltételes eloszlása megegyezik feltétel
nélki"ili elosz.lásukkal!

Az R-4. a v1 definíciója alapján M-IV.-ből közvetlenül következik.

A rerlilkált forma szerepe és tartalma

A redukált [orma szerepe. A redukált formából nyerhető információk -
szimultán dinamikus modellben - kiegészítik a strukturális formából nyerhető
információkat, nélkülözhetetlenek a gazdaság működésének mélyebb megísme
réséhez., A redukált forma lehetőséget ad az endogén és az (egyidejű) exogén
változók teljes egyidejű kauzális kapcsolatainak kvantitatív jellemzésére.
Ugyanakkor a redukált egyenletek nem adják a gazdaságnak olyan közgazda
ságilag értelmezhető leírását, mint a strukturális egyenletek.

Az endogén változók együttes feltételes eloszlása. A redukált formából megha
tározható az endogén változóknak a predeterminált változókra - pontosab-
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ban azok egy-egy x1 realizációjára - vonatkozó együttes feltételes eloszlása.
Ez az eloszlás 111-dimenziós normális eloszlás

{2.7)

várható érték vektorral és

(egyidejű) kovariancia mábrixszal. Ezt

/(y; lx;) ✓ N(x;n; Q) (2.9)

formában szimbolizálhatjuk.
A redukál: paraméterek mint paciális deriváltak. Az egyes redukált para

méterek - erről a (2.7)-ben végzett parciális deriválással meggyőződhetünk
- az egyes endogén változók feltételes várható értékének az egyes predeter
minált változók szerinti parciális deriváltjai, azaz

nllm = ö.E(y,,,1IX1)/ox,,1· (2. lO)

Ebből az interpretáoióbói következik egyébként a redukált paraméterek
értelmezésénél hangsúlyozandó ceteris paribus (c.p.) elv.

A redukált paraméterek tartalma. Tekintsük a (2.2) redukált egyenletrendszer
particionált alakját. A redukált paraméterek általános tartalmát {2.10) alatti
matematikai intorpretáoiójúkat iH figyclernhe véve, a következőkben adhat
juk meg:

A II11 mátrix egyes elemei azt a teljes egyirlej1í hatást mérik, amelyet az
egyes exogén változók egységnyi növekedése az ogye:-1 endogén változók fel
tételes várható értékére (et morlell eqészében) c.p kifejt. E7. a teljes egyidejű
hatás a közvetlen egyidejű hatás mellett a közvetett ec1yirlejií hauie: iR tartu.l
mazza, amelyet explicit formában a II11 - n,, különbségmábrix elemei jel
lemeznek.
An, mátrix egyes elemei azt rl közvetlen késleltetett hatást mérik, amelyet az

egyes késleltetett cudogén változók egységnyi növekedése az egyes endogén
változók feltételes várható értékére egy i.cléí ·gyHégnyi késósscl (a modell
egészében) c.p. kifejt.

Vegyük észre a késleltetett endogén változóknak n redukált formában és a
strukturália formában megjelenő közvotlcn késlcltotott hatása közötti különb
séget (II, /2 B1). Ez a különbség a közvotlen késleltetett hatás érvényesülésé
nek módjában lévő eltéréssel rnagy[~rázható: oz a hatás a, strukturális formá
ban egy-egy egyenletben, a redukált, formában (l modell egészében jut érvényre
(vö. B, értclmezéscl).

A U, 1 mátrix elemei mint egyidejíí multiplikátorok

A n, 1 pararnétermátri x olomeit, amelyek az exogén változók egységnyi
növekedésének az endogén változókra kifejtett teljes egyidejí:í hatását, így a
közvetlen egyicloj LÍ hatások mellett a magyarázó változóként szereplő egy
iclej ű endogén változók közvetítésével érvényesülő közvetett egyidejű hatását
is mérik, egyir/ejü multiplikátorokként értelmezzük. Ez az értelmezés a Keynes-i
multiplikátorfogalom statikus általánosítása, amelynek lényege, hogy nemcsak
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egyetlen exogén változónak - a Keynes-i elméletben az autonóm beruházá
soknak - , hanem valamennyinek van multiplikátor hatása.8

3. A végső forrna"

A végső forma tulajdonságai

Abban az esetben, ha a redukált egyenletrendszer (2.2) particionált alak
jában szereplő Il1 mátrix kvadratikus, létezik a modell végső formája és egy
értelmííen meghatározott .10

A végső forma négy tulajdonsága, amely a redukált forma tulajdonságaiból
következik és így szintén hipotetikus jellegű, a következő:

V-1. tulajdonság. Az endogén, a predeterminált és a látens változók teljes
egyiilejíí. közvetlen késleltetett és közvetett késleltetett kauzális összefüggéseit leíró
végső egyenletrendszer a paraméterekben exponenciális egyenletrendszer, amely
M számú sztochasztikus egyenletből áll.

Mivel a végső egyenletrendszert úgy nyerjük, hogy előállítjuk a (2.2) redu
kált egyenletrendszernek mint az endogén változókban inhomogén lineáris
differencia egyenletrendszernek az általános megoldását, V-1. az R-1.-ből
közvetlenül következik.

Ennek megfelelően a végső egyenletrendszer a változók egyetlen együttes
megfigyelése alapján-!

y; 
I I

y~II/ + J.,' z;-rrrl 1Ilí + w;
r=O

t = I, ... , T (3.L) 

8 A mulcipűkút.orforgalom jolnn és a I r,vúl>l,iakl,an még LtLrgyalandó ált.aláuosításával
máa-rnáa néven és eltérő LarLttlo,n,nal n.z őkonomeniaohnélct fejlődésének már viszonylag
korai szukaszú.ba.n klsérlctezt.ek, pl. 17], I LG] és n:1. az álta.lánosítáa a későbbiekben is
foly tai.órlot.t.: r 5 ], 16] és I 14]. .A I urtulrni külöubségokot inogszün Ce ten dő jelen tanulmány
ban a multi7;tikátor [oqaio»» áluüánositásai ta,rtnln,.il11-g Icorizisztens rendszerének lcialalcitá
i1Óra törekszünk b· ennek keretében a multiptikátor [oqalon, újubt: általánosításait i11 értel
mezzük. Tesszük ez t a követ.kező szempontok alapján: (a) n111ltiplikátorként csak olyan
paramétcrmátaixok elemeit tekintjük, amelyek közvetett egyidejű és késlolt.etet.t hatáso
kat (is) mérnek; (b) mult.iplikátorhatást csak az eroqcn változóknak tnlajdonítunk;
(e) multiplikátorok összegét is rnultipl iká.torként érr.elmezzük.

0 A végső forma, , nodern érte I mezését a r 14] szorzói ad ták meg és végső egyeuletrcnd
szr-ren a7,

egyonl.etrenJszert érLették. Minthogy oz az ért.elmczés feltételezi a 111 mát.rix aszimpto
tikus nilpol;enciúját, ami a gyakorlatban nem mindig teljesül, jelen tanulmányban ettől
az ért.elmezéstól eltérünk, azzal a céllal, hogy a végső forrna a gazdaság működése leírá
sún1 és nlemzésére általánosabb esetben is használható legyen.

•0 Az, hogy tt n1 mátrix kvadratikus, implikálja, hogy valamennyi endogén változó
szerepel a modellben késéssel is, ami a gyakorlatban általában nem teljesül. A végső
forma egziszt.enciafeltétclét azonban triviális módon biztosíthatjuk úgy, hogy (az egyé?•
ként nem kvadrat.ikus) mátrixot annyi O sorvektorral eirészít,jük ki, ahány endogen
változó nem szerepel a modellben késéssel.
, 11 Levezetése megtalálhal.ó pl. fl l]-ben, elméleti háttere az [1], [2] vagy a [3] mun
kákban.
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formában írható, 11 ahol
y~ = [y111]0 az endogén változók kezdeti értékeinek .ill-elemíí sorvektora:
II{= [n111•111Ji és II11IIj = [n1;mJ a végső paraméterek MxM és KXM

típusú mátrixai, amelyek egy sora egy endogén változó kezdeti értékére,
illetve egy exogén változó egyidejí:í vagy késleltetett értékére, egy oszlopa egy
végső egyenletre vonatkozik;

1-1w; = :E v;_,IIí = [w111]1 a végső forma látens változói t-edik - nem -
T=Ű

megfigyelt! - realizációjának M-elemű sorvektora.
V-2. tulajdonság. A végső forma w1 látens változóinak együttes eloszlása

normális, amelynek dimenzióját a II, mátrix rangja határozza meg, 12

t =I, ... , T
várhatóérték vektorral és

, ,,!::~II;,QIIj = 0, pozitív szemidefinit, ha t = t'
E(w1w1•) = I I

E II;'QII' v = 0v ha t ·7'= t', v = it' - ti
:c=v 

(3.2)

(3.3.a)

(3.3.b)

(t =I, ... , T)

egyidej (í és késleltetett kovariancia mátrixokkal. Ezt

formában szimbolizálhatjuk ,
V-2. levezetését R-2.-ből itt mellőzztik.t''
V-3. tulajdonság. A végső paraméterek III és II11II\ mátrixai és a végső

egyen letrendszer w1 Iátens változóinak egyiclejű és késleltetett kovariancia
mátrixai az [L, ... , 'Z1] megfigyelés időazakban időben nem állandók: részben t,
részben -r szerint az úlő függvényei.

A V-3. érvényessége cL V-J. é,., a V-2. alapján könnyen belátható.
V-4. tidajdonsáy. A prcdotorminált változók (itt az endogén változók y~

kezdeti értékegyütteso és az: oxogén változók z'1 T(r · 0) időbeli pályája és
a végső forma w; látcns változói sztochasztikusan függetlenek (vagy legalábbis
egyidejűleg korroiálat.lunok ).

V-4. levezetését R-4.-uől itt nem végezzük cl. /SztochaS'.l,tikus függetlenség
esetén a végső forrna l,í.tcn,., vá.ltozői nak ,t predcterminált változókra vonatkozó
feltételes eloszlása megegyezik feltétel nélküli eloszlás11kka1!

A végső [orma szerepe és tartalma

A végső forma szerepe. A végső formából nyerhető információk - szimultán
dinamikus modellben - kiegészítik a strukturális és a redukált formából nyert
információkat, nélkülözhetetlenek a gazdaság működésének teljes megismeré
séhez. A végső forma lehetőséget ad az endogén és az exogén változók közvetett

12 Az elfajult együttes normális eloszlásról lásd pl. I :l. :rns- :rn9. pp. J vugy [4, J 42. p.].
13 Levezetését lásd pl. [1 l}ben!
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késleltetett kauzális kapcsolatainak kvantitatív jellemzésére. Ugyanakkor a
végső egyenletek - a redukált egyenletekhez hasonlóan - nem adják a gaz
daság működésének olyan közgazdaságilag értelmezhető leírását, mint a
strukturális egyenletek.

Az endogén változók együttes feltételes eloszlása. A végső formából is meg
határozható az endogén változóknak a predeterminált változókra (itt az endo
gén változók y~ kezdeti érték együttesére és az exogén változók z;_,(-i: > 0)
időbeli pályájára) - pontosabban azok egy-egy realizációjára - vonatkozó
együttes feltételes eloszlása. Ez az eloszlás normális, amelynek dimenzióját
a Il1 mátrix rangja határozza meg,

1-1

E(y; IY~,z;-,) = E(y~IIl1 + }; z;_,,II11II; + w; IY~,z;_,) =
r=O

I I 1-1

= E(y~rr; + s z;_,Il11IIí + w;) = y~Ill + s z;_,Il11Ilf (3.5)
T=Ü T=Ü 

várható érték vektorral és

E { [y; - E(y; Jy~,z;_,,) ]' [y; - E(y; IY~,z;_T) ]Jy~,z;_,}
I I

= E(w,w;Jy~,z;_,,) = E(w1w;_,) =}; n;,.Qllf = 8, 
T=Ü 

(egyidejű) kovariancia mátrixszal. J£zt az

(3.6)

(3.7)

formában S7.Í mbolizálhatjuk.
A végső paraméterek mint parciális deriváltak. Az egyes végső paraméterek

- erről a (3.5)-ben végzett parciális deriválással meggyőződhetünk - az
egyes endogén változók feltételes várható értékének az egyes endogén változók
kezdeti értékei, illetve az egyes exogén változók különböző időszakokhoz
tartozó értékei szerinti parciális deriváltjai, azaz

(3.8)
i II t.vo

[n,ul/J, = ol.!J(Ymt IY~,z;_,)/oz/{,/-T (3.9)
l£bből az intcrprcté.oióból következik a végső paraméterek értelmezésénél

is hangsúlyozandó ceteris paribus elv.
A végső paraméterek tartalma. Tekintsük a (3.1) végső egyenletrendszert!

A végső paraméterek általános tartalmát - (3.8) és (3.9)-beli matematikai
intcrprotéciójuka.t is figyelembe véve - a következőkben fogalmazhatjuk
meg:

A IT\ mátrix egyes elemei t1zt a közvetlen késleltetett hatást mérik. amelyet az
egyes endogén változók kezdeti értékeinek ,,egységnyi növekedése" az egyes
endogén változók feltételes várható értékére a modell egészében a megfigyelési
időszak z-edik réazidószakába.n. azaz t időegységnyi késéssel c.p. kifejt.

A Il11 IIf mátrixok egyes elemei
1: = 0 esetén az egyes exogén változók egységnyi növekedésének az egyes

endogén változók feltételes várható értékére kifejtett teljes egyidejű hatását
mérik, c.p.;
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r > 0 esetén az egyes exogén változók egyszeri egységnyi növekedésének
közvetett késleltetett hatását mérik az egyes endogén változók feltételes várható
értékére r irlőegységnyi késéssel, c.p.

Figyeljük meg, hogy a II11Ilí mátrix elemei ( r > 0) az exogén változók
egyszeri eiységnyi növekedésének r részidőszakkal később érvényesülő közve
tett késleltetett hatását mérik; ebben az esetben az egyes exogén változók a
megfigyelési időszak valamely részidőszakában egy egységgel nőnek, a követ
kező részidőszakokban viszont ismét a. régi szintjükön alaku Inak (a gazdaságot
egyetlen külső impulzus éri). A gyakorlatban ez az eset -- jóllehet előfordul -
inkább kivételnek számít. Jellemzőbb az az eset, amelyben az exogén változók
a megfigyelési időszak valamely részidószakában egy egységgel nőnek és az
azt követő részidószakok ogy sorában az új szintjükön alakulnak. Ekkor az
exogén változók fenntartott egységnyi növekedéséről beszélünk (a gazdaságot
érő külső impulzus a megfigyelési irlőszak több egymást követő részidőszakában
megismétlődik). A kétféle változás különbségét a 3.A. ábra szem I élteti.

Kérdés: hogyan tudjuk mérni azt a közvetett késleltetett hatást, amelyet
az egyes exogén változók fenntartott egységnyi változása az egyes endogén
változók feltételes várható értékére r részidószakkal később, c.p. kifejt?
Azt a paramétennátrixot, amelynek elemei ezt a hatást mérik, könnyen meg
határozhatjuk. A szóban forgó változás időszakában (-z: = 0) ennek (teljes
egyidejű) hatását a II11 mátrix elemei, egy időszakkal később (r = I) a II11II1 +
+ II11, vagyis az előző időszakban bekövetkezett változás közvetett késlel
tetett hatását és a folyó időszakban is érvényesülö (fenntartott) változás teljes
egyidejű hatását jellemző p aramétermátrixok összegének elemei mérik. E7.t

'a gondolatmenetet tovább folytatva felírhatj lik a;,, általános képletet 1,' II11II1 
v=O

formában. Ennek a mátrixnak az elemei mérik tehát az egyes exogén változók
fenntartott t•gységnyi növekedésének az egyes endogén változó) föltételes
várható értékére kifejtett közvetett késleltetett; hatását, r részidőszakkal
később, c.p. 14

'A II11II~ és a J; II11II1 paraméter-mátrixok min; késleltetett 1nultiplikátcYrok.
v=O..

A II11IIL illetve 2,' II11Ilj' paramétermátrixok elemei 1-1,z egyes exogén változó-
v=O

egyszeri egységnyi, illetve fönntartott egységnyi növekedésének az egyes endo-
gén változók feltételes várható értékére r iclőegységnyi késéssel kifejtett köz
vetett késleltetett hatását mérik, tehát késleltetett midtiplikátorolck.ént értel
mezhetők. Ez a Keynes-i multiplikátor fogalom egy újabb, dinamikus álta
lánosítása.

u Természetesen u gyakorlatban a különböző exogén változók egyszeri és fenntartott
változása együttesen is előfordulrhat}. Az itt.def'iniált puramétor-múu-ixok az egyik vagy
a másik változás közvoLol L kési ltetoLt l111t{1sát mérik és definíciójuk a:,,; exogén változók
oektorára vonat.kozik. Abban az esot.ben, lm egyeR oxogén vúltozókra az egyik, másokra
a másik változást.ípua érvényes, úgy mindkét paraméLenn{,trixot. meghatározzuk és a
változás jellegétől fiiggőon a vál toz ás hatásá! az egyik, vagy a. máail; paramét.ermá.tr-ix
megfelelő elemével jallenu-zzük.
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A multiplikátor/oqulom további általámositásai

Kii-mutált multiplikátorok. A gyakorlatban érdekes kérdés, hogy 11z egyes
exogén változók egyszeri egységnyi, illetve fenntartott egységnyi növekedése
milyen hatást eredményez az egyes endogén változók feltételes várható érté
kére, c.p. több. mondjuk 17 részidőszak alatt összesen. Az erre a kérdésre
választ adó paramétermátrixokat könnyen felírhatjuk, ha a megfelelő változás
teljes egyidejű és közvetett késleltetett hatásait jellemző paramétermátrixo-

11-1 1J I t"

kat összegezzük }; 111111í. illetve }; }; 1111111 formában.
r=Ü T=Ü v=O

Ezen paramétermátrixok elemei - multiplikátorok összegei lévén - maguk
is multiplikátorokként, éspedig kumulált multiplikátorolcként értelmezhetők.

Totális vagy egyensúlyi multiplikátorok. A kumulált multiplikátorok megha
tározásánál az időhorizont - r; - megválasztása mindig tartalmaz önkényessé
get, így ezek csak részleges képet adnak az exogén változók változásának a
gazdaságra gyakorolt teljes hatásáról. Célszeríí ezért az időhorizontot végte
lenre választani. Ennek lehetősége értelemszerűen csak az cxogén változók
egyszeri egységnyi növekedésével összefüggésben adott és a

D- = 2.,' 111 ,11í
T=Ü

(3.10)

végtelen mátri xhatványsorral értelmezett paramétermátrixot eredményezi,
amely vagy létezik vagy nem, attól függően, hogy a (3.10) konvergens-e vagy
som. A I iba.n lLZ esot.ben. ha a D 00 létezik, elemei az egyes exogén változók
egyszeri egység11yi növekedésének az; egyes endogén változó feltételes várható
értékére kifejtett toljes hatását mérik, c.p., multiplikátorokként értelmezhetők
és totális 111-nLtiplikátoroknak nevezzük őket. A D00 mátrix létezik és D00 =
= (1111 (IM 111 )-

1 formában írható, hit a 111 aszimptotikusan nilpotens,
azaz lim 111 _ 0 tcljesiil. l\finthogy (vö. III. rész l ] ngynnez a gazdaság kiegyen-

1 -~
súlyozott fejlődésének feltétele is. a totális multipfikárorokat szokás egyensúlyi
m-ult·ipli:káloroknak iH nevezni.

3. példa. Az alábbiakban (,t totális multiplikátorok kivételével) az eddig
megismert, mu lt i plikú torokaf illusztráljuk numerikusan.

J. táblázat: Valamely z,. cxogén változó egyszeri egységnyi, illetve fenntartott
egységuyi növekedésének valamely y,

11
endogén változóra vonatkozó egyidejű,

késleltetett és kumulált multipliká t.orai.

\;g.vidL•jii és kl·~!('tlll!·! t
nrnlliplik,\l,l ,r,,k

funnt:,rtntr

novekodés 1•seu.'.-11

Kiir1111lHlt· multiplikátorok

tgy~zcri I fcunLartott

növekedés eseten

u (J,,l (J,,l 1 (J,,l (J,4
l 0,3 (1,7 2 0,7 l, l
2 U.2 0,9 3 0,9 2,0
3 u, 1 l,O 4 1,0 3,0
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3. ábra. A. Az exogén változók (a) egyszeri egys 'gnyi, (b) fenntartott egységnyi növeke
dése. B. Egyidejű és késleltetett multiplikátorok. C. Kumulált multiplikátorok
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Vegyük észre, hogy az 1. táblázat 2. oszlopában szereplő számok a IIIIIIí
mátrixsorozat (-r = 0, 1, 2, 3) tagjai k-adik sorának m-edik elemei. Ha tehát
ezeket a multiplikátorokat ismerjük és a különböző multiplikátorok kapcsola
tát megértettük, úgy ezekből a többi elemi számolással meghatározható.
Az 1. táblázatban szereplő multiplikátorokat grafikusan a 3. ábra B. és C. része
szemlélteti.

III. A gazdaság működésének elemzése

. A gazdaság működésének leírása és elemzése szorosan összekapcsolódó
munkafolyamatok: a gazdaság működése leírásának folyamata belenyúlik az
elemzés folyamatába, bár nem meríti ki azt. lgy az ökonometriai modellel
végzett elemzések két nagyobb témakörbe sorolhatók.

I. Struktúra- és multiplikátorelemzés

Magától értetődő, hogy a modell alapján végzett gazdasági elemzés - a
modell számszerűsitése után a struktúra vizsgálatával, a közgazdaságilag
is értelmozhető strukturális paraméterek elemzésével, a belőlük a gazdaság mű
ködésére levonható következtetések nwgfogalmazásával kezdődik. Ezután
- és értelemszerűen ugyancsak a model I számszerűsítese után - kerül sor
a gazdaság működésének mélyebb közvetett - összefüggéseit is feltáró
multiplikátorok elemzésére. Mindezek a vizsgálatok együttesen adnak képet -
kvantitatív információkat a gazdaságban érvényesülő közvetlen és közve
tett kauzális összefüggésekről.

2. Egyensúlyvizsgálat

Gazdasági egyensúly - kiegyensúlyozott fejlődés

Gazdasági egyensúly esetén a gazdasági alanyok magatartásukon nem vál
toztatnak. A gazdaság egy egyensúlyi állapota - ha létezik - az adottságok
változásához való alkalmazkodás útján jön létre és az adottságok változása
következtében bomlik meg: az adottságok változása a gazdasági alanyokat
magatartásuk változtatására készteti és ez az alkalmazkodási folyamat a
gazdaság egy másik állapotának kialakulásához vezet, amely vagy szintén
egyensúlyi állapot vagy nem. Ha a gazdaság (egyensúlyi állapotából kitérítve)
egyensúlyi állapot felé halad, fejlődése kiegyensúlyozott.

Fordítsuk le mindezt; a ,,modell nyelvére"!
A modellben a megfigyelhető adottságokat az exogén (predeterminált)

változók egy-egy értékegyüttese képviseli, a gazdaság egy-egy állapotát az
endogén változóknak az exogén (predeterminált) változókra vonatkozó egy
egy együttes feltételes eloszlása jellemzi. Ennek megfelelően:

a gazdaság egyensúlyi állapotban van, ha az endogén változók együttes fel
tételes eloszlása nem változik, hacsak az exogén (predeterminált) változók
értékegyüttese nem változik;
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a gazdaság fejlődése kiegyensúlyozott, ha az endogén változók együttes fel
tételes eloszlásainak sorozata olyan együttes feltételes eloszlásukhoz konvergál,
amely nem változik, hacsak az exogén (predeterminált) változók értékegyüt
tese nem változik.

Az egyensúlyvizsgálat alapkérdései. Az egyensúlyvizsgálat alapvetően három
kérdésre keres választ:

(a) létezik-e az adott gazdaságban egyensúlyi állapot vagy sem?
(b) hogyan jellemezhető ez az egyensúlyi állapot kvantitatíve, ha létezik?
(c) milyen jellegíí pályán jut el a gazdaság egyik egyensúlyi álJapotból a

másikba, ha fejlődése kiegyensúlyozott, illetve milyen jellegű pályán halad,
ha fejlődése nem kiegyensúlyozott?

Ezen kérdések közül statikus modellben csak az első kettő válaszolható
meg (komparatív statikus elemzés), dinamikus modellben mind a három
(dinamikus elemzés), de az első két kérdésre adott válasz is különböző statikus
és dinamikus modellben!

Komparati» suuiku« elemzés

Statikus modellben, az endogén változók alakulását a redukált egyenlet
rendszer írja le a változó adottságok (végső okok) függvényében, ezért a kom
paratív statikus elemzés eszköze: a statikus modell redukált formája.

Tekintsük a statikus modell

(2.1)

redukált egyen]etrendszerét, amelyben a v1 látens változók együttes eloszlása
a (II.2.5) alatt adott! Ebből az endogén változóknak az exogén változók vala
mely rögzített z' értékegyüttesére vonatkozó együttes feltételes eloszlása meg
határozható. Ez az eloszlás .M-dim.enziós normális eloszláa,

E(y;/z') = E(z'Il11 + v;lz') = E(z'II11 + v;J = z'II11 (2.2)

várható érték vektorral és

E{[y; - E(y;/z')]'[y; - E(y(/z')]/z'} = E(v,v;Jz') = E(v,v;) = .Q (2.3)

kovariancia mátrixszal. Eredményünket az

(2.4)

formában szimbolizálhatjuk.
Válaszaink most már az egyensúlyvizsgálat kérdéseire:
(a) A (2.2) feltételes várhatóérték vektor akkor és csak akkor változik, ha

az exogén változók értékegyüttese változik, ennek megfelelően egysúlyiérték
vektornak tekinthető, a (2.3) feltételes kovariancia mátrix pedig az exogén
változók értékegyüttesétól független (és időben állandó). Ugyanakkor statikus
modellben az exogén változók bármely értékegyüttese egyensúlyi állapotot hauiroz
meg: az exogén változók értékcgyüttesének megváltozása a gazdaságot egyik
egyensúlyi állapotából kitérítve egy másik egyensúlyi állapotba juttatja.

(b) A gazdaság egy-egy egyensúlyi állapota kvantitatíve - a Il11 és a Q becs
lésének ismeretében - a (2.4) feltételes eloszlás /elhasználásával - a konfiden-
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ciaintervallumokhoz (tartományokhoz) hasonló - lehetőségi intervallummal
(tartornánnyal) jellemezhető. Ebben az exogén változók adott értékegyüttese
mellett -- egyensúlyi állapotban - egy-egy endogén változó vagy az összes
endogén változó előre meghatározott valószínűséggel realizálódik.

4. példa. Célszerű a lehetőségi tartomány szerkesztését grafikusan is illusz
rál n unk. Tekintsük ehhez a I. ( l. 5) - ( 1. 6) strukturális egyenletrendszert és
- egyszerűség kedvéért - hagyjuk figyelmen kívül a szabad konstansokat!
Az I. (1.5)-(1.6) strukturális egyenletrendszerből egyszerűen előállítható az

redukált egyenletrendszer, amelyben E(vy1) = con, E(v~,) = w22 E(v11v1t') =
= wu(t = t') és r = w12(1/wuw22. Az exogén változók valamely rögzített z1, z2
értékére - a korrelációs együttható felhasználásával - felírhatjuk az endogén
változók normális együttes feltételes eloszlásának st'.írűségfüggvényét

formában.15 Az endogén változóknak ez a kétdimenziós normális együttes
feltételes eloszlása az E(y11, y21/z1, z2) együttes feltételes várhatóérték mint
középpont, körül az (y11, y21) síkon a kétdimenziós normális eloszlással kap
csolatban jól ismert (aszimmetrikus) ,,harangtestet" határoz meg, amelynek
az (y11, y21) síkkal párhzamos metszetei az

(Y1 1 - EI.Y11 /2i, 22]£. _ 2r ( Yu - E~ /21, 22]) (. Y21 - E[Y2tl21, 22]) +
Wn 1f W11 V W22

+ (Y2t - E[Y21 l2v 22Jl2 = k
Wzz

egyenlettel leírható ellipszisscreget alkotnak, k i.LZ ellipszissereg paramétere.
Eddigi eredményeink alapján az (y11, y21) együttes feltételes eloszlását egyen
súlyi állapotban jellemző lehetőségi tartományt a 4. ábra szemlélteti.

Az y11, illetve az y21 - egyensúlyi állapotban - külön-külön 99,3%-os való-
színűséggel az E(y11[z1, z2) ± 31{ w11, illetve az E(y21/z1, 22) ± 3Vw22 lehetőségi
intervallumokban (a 4. ábrán a téglalap oldalai) realizálódnak. (y11, y21) együt
teR realizációit - egyensúlyi állapotban - ugyanilyen valószínűségi szinten
a 4. ábrán látható ellipszis mint lehetőségi t.artomáuy tartalmazza 3rVw11

és 3r1{ w22 paraméterekkel.
Minthogy a statikus mocleJI nem nyújt információt arról, hogy milyen jel

legű pályán jut el a, gazdaság egyil, egyensúlyi állapotából a másikba, csak

15 Lásd [l:3, 227. p.J!
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+31/W22

-3~

E(Y11 I:;\ Zz)
Y11

J. ábra . Lch!'LÖR<Ígi larLorn,Llly kút. l•rHlog<in váll.ozóru

komparatív suüitcu« elemzésre ad lohctóségot.: a gazcin,Hág két vagy több kvart
titati vc jel lernze tt ogyem-:ú lyi ;'d lapoLának őeszchuson IH,ására.16

Dinamikus elemzés

Dinamikus modellben az endogén változók alakulását a végső egyenlet
rendszer írja le a változó adottságok (végső okok) függvényében, ezért a dina
mikus elemzés eszköze: a rtinamilcus modell 11égső formája.

(a) Kiegyensúlyozott-e a gazdaság fejlődése vagy sem?
A komparatív statikus elemzésnél megállapítottuk, hogy az oxogén válto

zók minden értékegyüttese egyensúlyi áílapotot határoz meg, amely kvantiba
tive az endogén változóknak az exogén változókra vonatkozó együttes fölté
teles eloszlása alapján szerkesztett lehetőségi intervallumokkal vagy tarto
mánnyal jellemezhető. Vizsgáljuk moat meg, hogy a komparatív statikus
elemzésnek ez a megállapítása érvényes-e, ez az eljárása alkalmazható-e
dinamikus elemzésnél!

Tekintsük a dinamikus modell (11.3. l) végső egyenlotrendszerét, amelyben
a w1 latens változók együttes eloszlása (H.:l.4) alatt adott! Ebből az endogén
változóknak az oxogén változók valamely z' rögzített értékegyüttesére (és
az endogén változók definíciószorűcn konstans y~ kezdeti értékegyüttesére)

16 Az ökonomct.riui motlcllok sZ:,n1,;zorí.í,;íLóRélioz az 1·ndogó11 és 1.1,z. oxogón (predeter
minált) változók rli1,zkr,:t rnegfigyolÚRt·i {dlnak 1·nn1lnlkozésiinkrn. li:z a körülmény moti
válja az egyensúlyi úllapot11ak ús a kio!.(yo11súlyO'l.ol I foj lőt lésnnk jolen tunulmúnyban
adott - de az ökouomot.riaolmúlot.bc-n (dt,al,',nosan is ol l'og11rloLL - értclmezését., A való
ságban az exogén (prcdtcr-minált.) vúlt.ozók I öbhsóge folytonos, íi;y az endogén változók
együttes feltételes oloszlúsánn.k momrun.urnai is n.11.anrlóan vá.lt.oznuk, az exogén (predeter
minált) változók n1;y-og_, . .fi9zkrú1 (konstans!) rnogfig_vr-lésc mollot I azonban állandók
(állandókhoz konvc'r·gídnnk).
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vonatkozó együttes feltételes eloszlása meghatározható. Ez az eloszlás nor
mális; dimenzióját a Il1 rangja határozza meg, és az eloszlásnak

1-1

E(yf IY~, z') = y~rr: + J; z'IIIIIIí
r=Ü

a várható érték vektora és

(2.5)

1-l
E{[y( - E(y;ly~, z')]'[y; - E(y;ly~, z'Jly~.z'} = J; II''!'!IIí = 0, (2.6)

r=O

a kovariancia mátrixa (vö.: (II.3.5-3.6)!). Eredményünket

(2.7)

formában szimbolizálhatj uk.
A (2.5)-(2. 7) alapján megállapíthatjuk, hogy
(i) A (2.5) várhatóérték vektor akkor is változik, ha az exogén változók

nem változnak; ugyanez igaz a (2.6) feltételes kovariancia mátrixra is. Dina
mikus modellben tehát az exogén változók egy-egy értékegyüttese nem egyensúlyi
állapotot határoz meg, így a (2. 7) együttes feltételes eloszlás nem a gazdaság
egy egyensúlyi állapotát jellemzi, hanem a gazdaság állapotát a megfigyelési
időszak t-edi k rész időszakában;

(i i ) A gazitaság /ejlődése akkor és csak akkor kiegyensúlyozott, t --+ oo esetén
akkor és csak akkor tart egyens1ílyi állapot felé, ha a IT1 mátrix aszimptotikusan
nilpotens, azaz Jim II\ = 0. Ebben az esetben a (2.7) feltételes eloszlások soro-

1-~
zat.a normális határeloszláshoz konvergál

~ -
Jim E(y(!y;, z') = J; z'II11IIí = z'II11 J; IIí = z'II1i(IM - rrii-1 (2.8)
I ••• r=Ü r=Ü

aszinuptotitcus várható érték vektorral és

I. >:>f[ , Ji.'( 'I ' -,.J'l , E( 'I '-,)JI I -,}1111 '~t Yt - ~ Yt Yo,Z ) . .Y1 - 1 Yt Yo,Z Yo,Z =
I ·~

~ ~
= 2,· IIí'.Q 2,· II\= (IM - rr;J-1.Q(IM - II1J-1

r=Ü r=Ü

aezisroptotilcus kovariancia mátrixszal. Eredményünket

(2.9)

(2.10)

formában szimbolizálhatjuk.
Láthatjuk. hogy a (2.8) aszimptotikus várható érték vektor akkor és

csak akkor változik, ha az exogén változók értékegyüttese változik, ennek
megfelelően egyensúlyérték vektornak tekinthető; a (2.9) aszimptotikus kovari
ancia mátrix pedig az exogén változók értékegyüttesétől független és időben
állandó.

(b) Hogyan jellemezhető kvantitative a gazdaság egyensúlyi állapota, ha léte
zik, dinamikus modellben?

A gazdaság egyensúlyi á.llapoté.t kvantitatíve jellemezhetjük - a II1, a
U11 és az Q mátrixok becslésének ismeretében - dinamikus modellben is ún.

l O Szigma
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lehetőségi intervallumokkal vagy tartománnyal, ezek (ennek) szerkesztése
azonban a (2.10) feltételes határeloszláson alapul.17

(e) Az endogén változók időbeli pályájának vizsgálata
Az endogén változók időbeli pályájának vizsgálata az egyensúlyvizsgálat

3. alapkérdésére ad választ: milyen jellegű pályán jut el a gazdaság egyik
egyensúlyi állapotából a másikba, ha fejlődése kiegyensúlyozott, illetve milyen
jellegű pályán halad, ha fejlődése nem kiegyensúlyozott. Hangsúlyozzuk, hogy
e kérdés feltevésénél nem az endogén változók konkrét időbeli alakulására,
realizációira vagyunk kíváncsiak, hanem azok állandó, karakterisztikus jellem
zőire: a gazdaság karakterisztikus dinamikus tulajdonságaira. Figyelmünket
először az általánosabb esetre irányítjuk nem tételezzük fel, hogy a gazdaság
fejlődése kiegyensúlyozott. Látni fogjuk, hogy ezen vizsgálat eredményei
- értelemszerűen - kiegyensúlyozott fejlődés esetén is érvényesek.

A gazdaság önmozgása

Tekintsük az endogén változók (2.7) alatti együttes feltételes eloszlását,
amely a gazdaság egy (nem egyensúlyi) állapotát jellemzi és első közelítésben
tételezzük fel, hogy a gazdaságot a megfigyelési időszakban nem érik külső
(exogén) hatások (z' = 0)1 Ekkor az endogén változók feltételes várhatóérték
vektora kizárólag az endogén változók kezdeti értékvektorának függvényé
ben változik

E(yí / Yol = y~II/ (2.11)

szerint, ahol a változást a II\ mátrix jellemzi. Ezt a változást, amely dinamikus
modellben a gazdaságot érő külső (exogén) hatások nélkül is lejátszódik, a
gazdaság önmozgásának nevezzük.

Vizsgáljuk meg, mitől és hogyan függ a gazdaság önmozgásának jellege!
A kvardatikus II1 mátrix diagonalizálható

(2.12)

szerint, ahol A= (J.1, ... , AM) a II1 mátrix sajátértékeit tartalmazó diagonális
mátrix, P és Q ortogonális mátrixok (P = Q-1) feltéve, hogy a II1 mátrix
valamennyi sajátértéke egyszeros.18 A P = Q-1 összefüggés fölhasználásával

IIr = PAQPAQ = PA2Q,
hasonlóan

II\= PA'Q

M'
II\= ;E J.),,Rm M' _ M; M' = r(II1),

m=I

(2.13)

(2.14)

teljesül. Minthogy A' = (}.i, ... , A~), abban az esetben, ha a II1 mátrix
minden nem-zérus sajátértéke egyszeres, a (2.12)

(2.15)

11 Vö. a 16. jegyzettel!
18 Lásd [8)!
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a (2.11) pedig az
M'

E(y; f y~) = Y~ ~ Airz Rm
m=l
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(2.16)

alakban írható, ahol Rm = Pmq;11, azaz a P m-edik oszlopvektorának és a
Q m-edik sorvektorának szorzatából keletkező diád.19

A (2.16)-ban az y~ vektor és az Rm mátrixok konstansok, kizárólag a Jcm-ek
változnak i-ben: Így belátható hogy, a gazdaság önmozgása az endogén válto
zók kezdetiérték vektorából kiinduló mozgások eredőjeként (szuperpozíciója
ként) alakul és az összetevő mozgások jellegét a II1 mátrix Am sajátértékeinek
jellege határozza meg az alábbiak szerint:
(cc) ha Am = pozitív valós szám, akkor ez egyirányú (monoton) kompo

nenst;
ha Am= negatív valós szám, akkor ez oszcilláló komponenst;
ha Jc,11 = a(cos b ± i sin b) konjugált komplex számpár, akkor ez
periodikus komponenst visz a gazdaság önmozgásába (az endogén vál-

tozók pályájába) a1 amplitúdóval és 2n/b periódushosszal ;
(/J) - ha I A,71 I < 1, a kérdéses komponens konvergens (ciklikus komponens

esetén csillapidó) mozgást;
- ha I Am I = 1, a kérdéses komponens önmagát ismétlő mozgást;
- ha I Am I > 1, a kérdéses komponens divergens (ciklikus komponens esetén

explozív) mozgást képvisel."?
( y) valamennyi Am sajátérték valamennyi endogén változó pályája jellegének

meghatározásában szerepet játszik; közülük alapvető az abszolút értékben leg
nagyobb, ún. domináns sajátérték hatása;

('5) az y~ és az R,,, konstans vektor és mátrixok csak a sajátértékek által
meghatározott jollegíí mozgások mértékét befolyásolják.

Abban az esetben, ha a domináns sajátértékre I Ami < 1 teljesül, akkor
lim II\ = lim PA' Q = 0, vagyis a II, mátrix aszimptotikusan nilpotens és a
f-.cx, f-oo
gazdaság önmozgása (t -+ oo esetén) elhal. A dinamikus elemzés (b) pontjában
beláttuk, hogy a gazdaság kiegyensúlyozott fejlődésének feltétele a II1 aszimp
totikus nilpotenciája. Jelen eredményünk ahhoz nyújt eszközt, hogy megvizs
gáljuk, vajon ez a feltétel teljesül-e vagy sem.

A gazdaság önmozgásának lehetséges összetevő mozgásait az 5. ábra az ezek
két lehetséges. változatának szuperpozíciójából kialakuló önmozgást pedig a
6. ábra szemlélteti. Mindkét ábránál az egyértelmííség kedvéért feltételeztük,
hogy y~ > 0. 
A külső (exogén) hatások figyelembevétele
A fent megfogalmazott következtetéseink akkor is érvényesek, ha egyszerű

sítő feltevésünket feloldjuk: vizsgálatunkba bekapcsoljuk az exogén változók
z' értékegyüttesének hatását is, hiszen a (2.11)-(2.16) gondolatmenetét kö
vetve (2.5) felírható az

M" t-l M'
E(y; I y~, z') = y~ 2~ Airz R,,, + z' Il1 I ~ ~ Jc:;, Rm

m=I r=O m=I 

(2.17)

19 Lásd [16, 181. p.]!
20Lásd [l, 197-201. pp.]!

JO*
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Yt Yt
Y, I

Yo --- . • • LYo Yo

t t0 \m 1 0 Am=1 0 o<>-m<1

Y, Yt Y,
Yo - --

Ya Yo
0 t 0

).rr =-1 0 -"\,, · 1

I a 1- 1 "in = a ( cos b :!: i sin b)
la I =1

I a I --1

5. ábr«. A guzdm;(Lg /j1unrngúsáL Ül-lS',\OLov/1 mozgások jollogo

felbontásban. Ennek mogf lelően
(a) a külső (exogén) hatások az endogén változók pályájában ugyanolyan

jellegű mozgásokat indukálnak, mint az endogén változók kezdeti értékei:
ezen összetevő mozgások jellegét a mátrix II, sajátértékeinek jellege határozza
meg;

({J) a konstans z', II, 1 és Rm vektor és mátrixok ezen összetevő mozgásoknak
csak a mértékét befolyásolják.
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Yt

Yo

0
(a) ( bl

6 ábrn. 1Vío110Lo11 és oiklikus komponens szuperpozíciójából adódó önmozgás (a) kiegyen
súlyozott., (b) nem kiegyensúlyozott fejlődés esetén

Befejezésül tételezzük fel, hogy a dinamikus modellben ábrázolt gazdaság
egyensúlyi állapotban van, és az egyensúlyi állapot a (2.10) együttes feltételes
eloszlással jellemezhető! Jelöljük a (2.8) egyensúlyi érték vektort y' -sal,
amely az

I I

y' = ~ z' II,, IIí = ~ z' II,, IIí + ~ z' II11 IIí =
r=(I r=O r=I

I I I I
~-'II II' '\:'-'II II'II' x-,-,II II' -II/=.,.:.z 11 1+.,.:.z 11 1 1=...,;;;z 11 1+Y 1 

T=I r=O r=fl 

alternatív formában írható. Ugyancsak tételezzük fel, hogy a gazdaságot külső
impulzus éri, ~~z ex:ogénváltozók értékogyüttese z' -r·ól z'-ra változik (z' =
= z' + dz'). Ez a kiilső impulzus a (2.10) által jellemzett egyensúlyi állapotot
nyilvánvalóan mogbontja és n t-edik résúd<'.iszakra a gazdaságnak az

(2.18) 

I I

Y*' = y*' II' + -..: z*' II II'I • O I ...,;;; 11 I
r=O

(2.19) 

várhatóérték vektor é~ a (2.G) kovariancia mátrix által jellemzett állapotát
határozza meg, ahol y*' = y' y és z*' = z' - z'. A (2.19) és a (2.6) által
jellemzett állapot - mint tudjuk - nem egyensúlyi állapot!

Gondolatmenetünk elején feltételeztük, hogy a dinamikus modellben ábrá
zolt gazdaság egyensúlyban van. Annak feltétele, hogy ez az egyensúlyi állapot
létrejöjjön, - korábbi eredményeink alapján tudjuk - a II1 mátrix aszimp
toti kus ni lpotenciája , azaz hogy a II1 domináns sajátértékére J?,m I < I teljesül.

Mi következik ebből?

(a.) Ha, a II1 domináns sajátértékére /?,1111 < 1 teljesül, a (2.19) felírható
várhatóérték vektorok sorozata az

y*' =limy,*'= z*'II11(1,v1 ~ IIi)-1

r-~
(2.20)
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aszimptotikus várhatóérték vektorhoz, az egyensúlyi érté/e vektorhoz, konver
gál, amely a (2.9) aszimptotikus kovariancia mátrixszal egy új egyensúlyi
állapotot jellemez a (2.10) együttes feltételes eloszlás szerint.

(fJ) Minthogy a (2.19) felírható a (2.17) analógiájára, annak a pályának a
jellegét amelyen a gazdaság egyik egyensúlyi állapotából a másikba eljut,
a 111 sajátértékeinek jellege határozza meg.

Utolsó, de talán nem lényegtelen következtetésünk: az, hogy a gazdaság
fejlődése kiegyensúlyozott-e, vagy sem, és ha kiegyensúlyozott, akkor egyik
egyensúlyi állapotból kitérítve másik egyensúlyi állapotát milyen jellegű pályán
éri el, a - dinamikus modellben ábrázolt gazdaság immamens tidajrlonsága,
amely a megfigyelési időszak struktúrájánnk függvénye.

(Beérkezett: }!)81. december l,5-én.)
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