VOrOs JOzsur

Pénzbefektetés-kombinaciék vizsgalata

I. Bevezetés

Tekintsiink a gazdasagban egy beruhazét, kinek n pénzbefektetési helye
van. Egységnyi t6ke utan az ¢-edik (¢ = 1, .. ., n) helyrdl £ nagysiaga hozama
szarmazik. &; valészintiségi valtozé a; varhaté értékkel (M (&) = a;; a; > 1).

Legyen cov (&;, §;) = v;; és jelentse B a beruhdz6 sajat t6kéjét a tervperiddus
elején, melybdl a periédus végére # nagysagi hozamot szeretne elérni. A pénz-
tomeg barmelyik helyre barmilyen aranyban befektethetd, ennek egy konkrét
megvalésulasat nevezziik pénzbefektetés-kombinacionak. Az n tokeerd variarn -
ciajat jelolje o, varhaté értékét pedig C. A pénzbefektetés-elmélet altalaban
felteszi, hogy a beruhdzd esak ezen két utébbhi paraméter alapjan cselekszik,
tehat az alabbi tipusi hasznossigi fiiggvénnyel rendelkezik:

U — (O, o).

mégpedig a beruhizé elonyben részesiti azt a kombinaciét, mely nagyobhb
tokeerdt (hozamot) biztosit, dU[dC > 0, de ugyanakkor a beruhazé kockazat-
érzékeny, igy dU|lde <= 0.

A modell tgy tekinti tehat a beruhazot, mint aki a rendelkezésre allé pénz-
befektetés-kombindciok koziil azokat valasztja ki, melyek maximalizaljak
hasznossagi fliggvényét.

Egységnyi tokét tekintve (5 = 1), egy befektetés-kombinaciénak a €, o
sikban egy pont feleltethetd meg. Feltéve, hogy minden befektetési hely koc-
kizatos (v; - 0!), a kombindciknak megfeleltethetd pontok az 1. abran &
HIJK vonalon és a folott helyezkednek el [11].
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A beruhdzo akkor és csak akkor tekint hatékonynak egy pénzbefektetés-
kombinaciét, ha nines masik alternativa

— ugyanakkora C-vel és kisebb o- V(L]
— ugyanakkora o-val és nagyobb C-vel,
— magasabb C-vel és kisebb o-val.

Az 1. dbran a Z nem hatékony, mert tobbek kozott a Z,, Z,, Z, pontoknak
megfelelé kombindciok dominaljak. A hatékony kombindcidk igy a HIJK
iven foglalnak helyet.

]()BI\' (14 ]-hben megmutatta, hogy ebben az esethben a beruhazdé hasznossag-
figgvényének megfeleld indifferens gmhok a (C, o) sikban konkavok. MArko-
wiTzZ [7]-ben az uptmmlm kombinacié kivalasztasara ez alapjan az alabbi
menetet javasolja:

meg kell allapitani az egyes pénzbefektetési helyek valdszinliségi para-
metel eit,
meg kell hatarozni a hatékony kombindaciok halmazat,

— ebbdl ki kell valasztani a beruhazo hasznossigi fiiggvényét maximalizald
kombinaciot.

E tanulmany ezen harmas tagolis masodik lépesGjében megfogalmazott
problémaval foglalkozik, melyet pénzbefektetés-kombinacié analizisnek is
neveznek (portfolio analysis). Feltételezve, hogy a &-k normilis eloszlastak,
Markowitz a hatékony kombinaciok eldallitisara az alibbi kvadratikus prog-
ramozasi feladatot vezette be:

O= {0 -3 Fvex} » MAX

o Vi
i
2 o 1
¥ amy =0 (1)
v 0; 2 1 i,

hol

parameéter,
2o az i-edik helyre befektetett pénzmennyiség aranya az egész tékéhez.

Legyen most n = 3. Az 2, + «, } @y 1 H‘Iff’!lu]h(il Py 1 oy %y, gy
az xy, r, sikban a lehetséges moegoldasok halmazat a tengelyek és az 1 a,

wyp = 0 egyenes altal kozbezart hiaromszog belsé és hatar pontjai adjak.
Az variancidjat az alabbi harom maédon fejezhetjiik ki:

_,1:1 | w_.,:,.r;;’ F 2010200y + 20130105 + 20,5000,

04

R B S 2
o 2, 2 Vi ;% Vi + v
i
Alkalmazva az x, — 1 r, — x, helyettesitést, atrendezés utan kapjuk, hogy
3 o 1 y

2 __ 2y ¢ , 2 ¢ , P . .
0% = w01y 2045 + Vgg) + W39y — 20y + Vgy) + 20 @a(01y gy Vay + vgy) +

+ 201013 - Vgy) + 205(Vgy  Vgg) + Vg (2)
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2. abra

Adott ¢” szinteket véve a kovariancia-variancia matrix pozitiv definit volta
mellett (2) az wyx, sikban ellipszisek egyenlete. A 2. abra egy lehetséges esetet
reprezental, ahol az 1017 haromszog és belsé hatarpontjai a lehetséges megol-
dédsokat adjak.

A minimalis varianciaval rendelkezé kombindcié nem megengedett tarto-
manyban van (ezt a d pontnak megfeleld koordinatak adjak). Az x, tengelyt
[1, &£] intervallumban metszo ' altal adott megoldiasok nem hatékonyak, mivel
ugyanakkora o értékhez o C' = C, egyenesektdl az x, tengely iranyadban maga-
sabb (' szintek tartoznak. Az elsé hatékony — és egytttal minimdlis o® nagy-
sageal vendelkezd-kombindciot a & pont adja. Ebben a pontban x, - 0,
g > 0, a; = 0, és természetesen fennall, hogy x, + v; = 1. Az z, tengely
mentén a £ pontig kell haladni, ugyanis a O, és €, egyenesek kozott elhelyez-
kedd egyenesek nem megengedett tartomanyban érintik az ellipsziseket és
a | p, k] szakaszt metszd ellipszisek adjak a legkisebb varianciat. A haladasi
irany a k pontban megvaltozik, mivel az érintési pontok megengedett tarto-
manyba keriilnek, és adott €' szintekhez ezek mutatjak a minimalis varianciat.
Az e’ egyenest Markowitz kritikus vonalnak nevezte el, s médszere innen
kapta a , kritikus vonal médszere” elnevezést. A kritikus vonalon az m pontig
haladhatunk, a haladasi irdnyban itt ismét térés all be mert az érintési pontok
ismét nem megengedett tartomanyba keriilnek. Az optimdlis megoldiashoz
tartozd szakaszokat a 3. dbra mutatja. Az x, tengely 1 pontjaban z, = 1,
és ¥y = @y = 0, 8 jeloljitk ezt az esetet [,-vel, arra utalva, hogy most csak
a masodik valtozo pozitiv. Ha [-nek esak egy indexe van, az mindig egy pontot
jelenthet az @y + @, + x, = 1 kikotés miatt. Az a, tengely [1, k] szakaszdnak
belsé pontjaiban ax, 0, a; 0 és xy = 0, s jeloljiik ezt az esetet l,,-mal,
mivel a masodik és harmadik valtozé pozitiv, és természetesen x, + x, = 1.
A [k, m] szakasz belsS pontjaihoz [,, tartozik, az [m,1’] szakasz belsd pont-
jaihoz 1 ,, mig az 17 ponthoz {;. Lithat6 tehat, hogy az egyes szakaszok belsd
hatékony pontjait eld lehet allitani a szakasz végpontjainak (,,sarok kombi-
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3. dbra

naciok’) konvex linedris kombinacidjaként. gy elegendG ezen | sarok kombi-
naciok’ ismerete, melyekkel a hatékony kombindciok egész halmaza lefedhetd.
Két szomszédos sarok kombinacié ezek szerint mindig egy valtozo pozitivitasat-
ban kiilonbozik.

Markowitz kritikus vonal algoritmusat nagyméretii feladatok esetén nem
tekintik hatékonynak, de eddig az (1) alatti alapprobléma bizonyos iranyi
specializalasaval sikeriilt csak Imtclumyahl) eljarast kidolgozni. Bzek koziil
kiemelkedik Suarre [10]-ben kozolt eljarasa, mely ,,(ll(Lg()ndlls vagy ,index’
modell néven valt ismertté. Az indexmodell feltételezi, hogy valamennyi be-

fektetési hely hozama egy altalinos index mint pl. GNP vagy valamely
arindex., stb. fiigevényeként irhato fel. Tehat:

a — A; + B + C,,
ahol

A; és B, paraméterek,
O, valosziniiségi viltozo zérd varhato értékkel,
[ : egy bizonyos indexnek a szintje.

KLroy — GrUBER—PADBERG [4]-ben a hozamok kozott konstans korrelia-
ciot feltételezve mutatnak be egy hatékony eljarast. I£ tanulmdiny az (1) alatt
megfogalmazott alapprobléma megoldasara mutat be egy 4j modszert. Kz az
eljaras akkor tekinthetd hatékonynak, ha az alapfeladatra egy bizonyos fel-
tétel fennall. Belithato, hogy ezen feltételnek a problémak széles kire eleget
tesz. Az eljiaras explicit modon megadja a valtozok optimalis értékeit, valamint
a '~ min ¢* fiiggvénykapesolatot a sarok kombinaciok kozott. A figgvény-
kapesolathol megallapithato, hogy a ¢*(C') szakaszonként differencidlhaté kon-
vex fliggvény.

A pénzbefektetés-elmélet megmutatta, hogy a tokepiac nem csak kockazat-
érzékeny beruhazokbol all; kovetkezésképp sziikséges a te ljes {(J, %)}
halmaz feltérképezése. Bawa [1]-ben megmutatta, hogy ez a min o*(() fug(n
vénybdl (1. abran HLJK iv), egyetlen helyre befektetett | kombinaciokhol”
és legteljebb két helyre hefektetett kombindciokbol all (1. abran a KLMN
ivek).



PENZBEFEKTETES-KOMBINACIOK 97

A fedezet nélkiili eladdsok fogalmanak bevezetése (a fogalom meghataroza-
sat lasd SamueLson: Kozgazdasigtan (KJK 1976) c. konyvéhen) lehetSvé
tette az x; viltozok elGjelkitetlenségét. MERTON [8]-ban az (1) alatti problémé-
nak az aldbbit feleltette meg:

1 il

—_— ¢ = —

2 2
2D ity =0 (3)
in:

Feltéve, hogy a V = [v;;] matrix szigortian pozitiv definit, Merton megmutatta,
hogy a hatékony befektetések halmazat a

C*F — 20D + K

%‘ZZ’,-/-JUI.E]- > L\IIN

min g? — e (4)
fliggvény adja, ahol
Vi=M=[my], F=1*M1, a*=a,,..., a,]
E = a*Ma, D = 1*Ma. (5)

Mivel gazdasigunknak nem jellemzdje a fedezet nélkiili eladasok esete, model-
link definidldsiban a vialtozdk elGjelére megkotést kell tenniink. Megmutat-
hat6, hogy a (4) fiiggvény az a; > 0 (¢ = 1 .. .n) kikotés mellett szakaszon-
ként érvényben marad az optimalis megoldasban pozitiv valtozok rendszerére.

A pénzbefektetés-elmélet egy misik széles kirben alkalmazott feltevése,
hogy a beruhazo korlitozéas és kockazatviselés nélkiil azonos kamatlib mellett
kolesont adhat és kolesont vehet. TosiN [14]-ben megmutatta, hogy a dontési
folyamat ekkor két lépesdbdl all:

elé kell allitani a hatékony kombinaciok halmazat,
ebbdl mindig egyértelmiien kivilaszthaté egy optimdlis kombinacid.

Tekintsiik ugyanis Gjra az 1. abrat. A beruhdzé r nagysigu fajlagos hozamot
kockdzatviselés nélkiil elérhet [» — 1 + (kamatliab)/100)], ha t8kéjét fix kama-
tozdsi letétbe helyezi. Ha hozamat nivelni akarja, pénzének egy részét koe-
kdzattal jaré helyre, illetve kombindciéba kell fektetnie, mert csak ezek utan
jar magasabb hozam. Tegyiik fel, hogy beruhdzénk az I pontnak megfelels
kombindciéba fekteti pénzosszegének egy részét, és akkor az rI egyenesen
mozog; ez viszont nem lehet optimalis hely szdmara, ugyanis létezik egy jobb
befektetés: ha nem elégszik meg az r hozammal, a J pontnak megfelel§ kom-
bindciéba kell fektetnie pénzének egy bizonyos részét, ugyanis az »I egyene-
sen levé pontok valamennyi mds pontot dominalnak (pl. az I pont altal adott
C értéket kisehb kockazat mellett allitja el6 az rJ egyenes altal meghatarozott
pont). A beruhdzé optimumdt az a pont hatirozza meg, amelyben preferencia
figgvénye érinti az rJ egyenest. Ha ez a J pontban van, a beruhazé teljes
vagyoniat a J pontot deifinalé kombindcidnak megfelelGen fekteti be. Ha a
beruhazoé a J pontnak megfeleld €' hozamtdol még magasabb szintet akar elérni,
hitelt kell felvennie, de természetesen pénzét ugyanolyan aranyban fekteti be
mint ahogy azt a J pontban tette. MERTON [8]-ban analitikusan is bizonyitja

i Szigma
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ezt az Osszefiiggést és megadja az rJ egyenes egyenletét;
|C-—-r|=0f Fr2 —2Dr + K. (6)

Megmutathato, hogy ez az Gsszefiiggés a nem-negativitasi kikotés mellett is
érvényben marad a pozitiv valtozok rendszerére, ha a beruhazé tervét a fel-
vehetd hitel korlatja nem akadalyozza. Ha a beruhazé a teljes hitelkeretet
kimeriti, akkor a hatékony kombindcidok halmazat ismét parabolikus ossze-
fiiggés irja le.

Egy tjabb feltétel bevezetésével, amikoris feltessziik, hogy a tékepiacon
valamennyi beruhazé egyformanak itéli az egyes pénzbefektetési helyek vald-
szinliségi paramétereit, a SHARPE [11], LINTNER [6], MossiN [9]-féle tokear
modellekhez jutunk, melyek fiiggvényszerii osszefiiggést allapitanak meg a
befektetési hely hozama és kockazati szintje kozott. Ezen osszefiiggéseket a
pénzbefektetés-elmélet legnagyobb eredményének tartjak. Megmutathato,
hogy a MossiN altal adott egyenlet azonos tartalmi a MerToN dltal [8]-ban
adott egyenlettel.

Megemlitends, hogy a pénzbefektetés-elmélethen fontos szerepet jatszanak
a ,,kolesonos pénzalap’”-okkal kapesolatos tételek. (Lasd [3] és [8]-ban.)

Hogy az egves pénzbefektetési helyek hozamai normdlis eloszlistak, az
irodalomban sokan vitatjik, pl. Bawa és Cuakrin [2]. Ok lognormalis elosz-
lasra hatarozzak meg a hatékony kombinaciékat leiré fiiggvényt, valamint a
valtozok optimalis értékét. A valtozokra adott nemnegativitasi kikotés mel-
lett a normalis eloszlisra kapott eredmények konnyen adaptalhaték a log-
normalis esetere is.

II. A hatékony kombiniciok halmaza, amikor valamennyi
befektetési hely kockazatos

A modell megfogalmazasanal az alabbi feltételezésekkel éliink:

F1: A beruhazé U hasznossagi fliggvényének tulajdonsiga, hogy dU[dC — 0,
és dU[do < 0, a beruhazé tehat kockazatérzékeny.

F2; A befektetési helyek hozamai normalis eloszlasuak a; viarhaté értékkel
és v; (> 01) szérassal.

F3: A kovariancia-variancia (szimmetrikus) matrix nemszingularis, ezért pozi-
tiv definit.

F4: A vizsgilt gazdasagban fedezetlen eladédsok nem lehetségesek: a befek-
tetés nagysagat mutaté viltozé nem lehet negativ.

F5: A beruhazé tékéje tetszolegesen feloszthaté a befektetési helyek kozott.

Ekkor a hatékony kombindciék halmazat a kovetkezd, B-ben és C-ben
paraméteres kvadratikus programozisi feladat optimalis megolddsa adja:

@ > 0; i=1,...,mn (7a)
e85 (7h)
oz =0 (7c)
1 P 1 2 Sin ] 4
o ,_‘5 Gansiue T.)‘ Sab V%) MAX (7d)
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ahol

B : a befektetni szdnt sajat téke nagysiga,

C : a befektetésbdl a tervperiédus végére véart hozam nagysiga,

v;;: az t-edik és j-edik befektetési helyek fajlagos hozamai kozétti kova-
riancia,

x; : az i-edik helyre befektetendd pénzmennyiség,

a; : az i-edik befektetési hely fajlagos hozamanak varhaté értéke,

2 X viwix;: a befektetett pénztokébdl vart hozam varianciaja.

Legyen
I = i F Zmya,— D3m0,
J j

1= = {i| F Zmym;— D Fm <0},
i j
I°={i|F Y mya;,— DX m;=0}=1"ylI*,
J ’ d

valamint a tovabbiakban: ¥ m; = g¢,, 2 am;; = h;,
i ' j
ahol V=1 —= M = [m;] és (5)-nek megfeleléen ¥ = ¥'g,, D=3 h;, E = > hia,;.

1. tétel: Legyenek érvényesek az F1—F5 kikotések, tovabba, hogy a =< Al.
A (7) feladatnak rogzitett B mellett akkor és esak akkor létezik olyan (C,, C;)
nyflt intervalluma, melyben minden véltozé pozitiv, ha fennillnak az aldbbi
egyenlGtlenségek:

Jphg <~ hpg, minden p € 1=~ és g€ I -re, (8a)

Dh; — Eg;, < 0 minden i € I've. (8b)

Bizonyitdas. Eloszor megmutatjuk, hogy ha rogzitett B mellett létezik olyan

C (B -max {a;} C B -min {a;}) melyben minden viltozs pozitiv, akkor

(8) fennall. &
Tekintsiik a (7) feladathoz tartozé

1
D(x;, u;) = _‘;220,.].1?@]- + uy(B — 3 x;) + uy(C — 3 axy) (9)

Lagrange fiiggvényt és ennek megfelelGen [13], illetve [5] alapjan a Kuhn —
Tucker (tovabbiakban KT) feltételeket:

oD

—= =, — Uy — a0, i=1,...,0 (10a)
ox; J
o
qur) — 1} 2.‘1‘,— = 0 (l(]b)
ou,
?(_D. —(C — 2 a;x; = 0 (10¢)
Oty
Gl ;
iﬁ catp =05 el L A (10d)
al’i

7‘
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i =200 b= L ereney, 0 (10e)

Legyen most C olyan pont, amelyben valamennyi valtozé pozitiv; (10d) fel-
tételek miatt ekkor a (10a) feltételek egyenloség formajaban teljesiilnek. Mivel
3 alapjan V matrix nem szingularis, a (10b)-nak megfelels

—Vx — 1u, —au; =0 (11)
egyenletrendszerbsl — ahol x* — Eys ois Wy s O == [y o o 0y @) —5 & Vb
= M = [m,;;] métrixszal t6rténd szorzis utin kapjuk, hogy

X = —upg; — Ughys 1 =1,...,m. (12)

Ezek felhasznilasival addédik, hogy
2 Uy X' gi — uy X' hy, s
Jax; = —uy 2 by — uy 3 hiay,

melyeket az (5)-ben bevezetett jelolések felhaszniliasival az alibbi formaban
irhatjuk:

Ja; = — upl' — uzD
Yax, = —u,D — usH. (13)
Ezeket a (10b— c¢) feltételekbe helyettesitve adodik, hogy
B+ u ' + uy) =0 (14)
C + uyD + ugli = 0. (15)

Az F pozitiv mivel V pozitiv definit és igy M is. (14)-bdl ezért

B+ u,D

Uy = — -
r
Bzt (15)-be helyettesitve és regdezve kapjuk:
ug(BEF — D?*) = —(FC — DB). (16)
Megmutathatd, hogy a (D* — EF) kifejezés az
f(A) = (a + AL)*M(a + A1) = FA* + 2D + E

masodfoki fiiggvény diszkrimininsa. Kbbdl kivetkezik, hogy az M pozitiv
definit volta miatt a (D* — KF) akkor és csak akkor zérd, ha a —= 11,
egyébként

EF — D? > 0.

Feltevésiink mellett (hogy a -+ Al) (14 —15)-nek tehdt egyértelmii megoldasa
van, mégpedig

FC - DB

Uy = — - (17)
EF — D*
B — DC

g = ———— (18)

EF — D2



PENZBEFEKTETES-KOMBINACIOK 101

Ezeket (12)-be visszahelyettesitve a valtozék optimaélis értékeit kapjuk:
__EB—DC FC’—DBh_

o — i+ ———————h;; i=1,...,n. 19
77 P (19)

EF — D?

Mivel minden valtozé pozitiv, tovabba (EF — D?) > 0, (19)-bdl kivetkezik,
hogy

(BB — DC)g; + (FC — DB)h; >0; ¢ =1,...,n. (20)
izeket rendezve kapjuk, hogy
C(Fh; — Dg;) >> B(Dh; — Eyg;); i=1,...,n. (21)
Egyrészt ha most ¢ € 1°, minden ilyen i-re fennall, hogy (B > 0)
Dh; — Eg; <0,

masrészt a ¢ € I és p € 1~ indexekre a
B vllbfl_"’ Egrl <C~— B BIL’ ,E,_f'ZP (22)
Fh, — Dh, Dh, — Dy,

egyenltlenség 4ll fenn, melybdl a nevezSkkel torténd atszorzas utan adédik,
hogy
(D* — EF)g,h, > (D* — EF)h,g,, (22a)

s ebbdl — tekintve, hogy (KF — D?) > 0 — adddik a kivant eredmény.
Abbél, hogy a (19 22a) egyenlGtlenségek ekvivalensek kovetkezik, hogy a
(8) feltételek elégségesek is.
(22) alapjan belathat6, hogy a maximalis intervallumot, melyben vala-
mennyi valtozé pozitiv, az alabbi el6irasok adjak:

€, = min { B s 1&{/}_,
pel- Fr, — Dy,

(23)

Cy=max!B
Lol G4

Dh, — qu]
Fh, — Dy,

Ebben az intervallumban a C' - » min ¢? leképezést is megadhatjuk; szorozzuk
meg ugyanis (11) mindkét cldalat az x* vektorral, valamint alkalmazva w,-
és uyra a (17 - 18)-ban kapott értékeket adddik, hogy

BB 2DBC + FC*

B 12 o)

min ¢? = min x*Vx =

B-t is valtozénak tekintve (24) elliptikus paraboloid és a hatékony kombind-
ciok halmazanak egy részhalmazat hatdrozza meg, ugyanis az osszefiiggés
addig érvényes, mig valamennyi valtozé pozitiv. A pozitiv valtozék rendszerére
azonban (24) mindig érvényes és igy adott B - 0 értékeket véve a hatékony
kombinaciékat meghatdrozé min o*(C) fiiggvény szakaszonként konvex és
egy-egy ivét (24) irja le (4. dbra). Ha a nemnegativitasi feltételtdl eltekintiink,
akkor (24) minden B- és C-re a hatékony kombindciékat irna le; ebbdl viszont
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k('jvetlfezik, hogy adott B > 0 értéket véve a nemnegativitasi feltétel mellett
a hatékony kombinécidkat leiré min ¢*(C) fiiggvény szakaszonként differen-
cidlhaté konvex fiiggvény.

oy s
l'"\"‘lﬁ
A | 5
|
/
\ I P 4
X ! ’/ 4
AN [ /
~ K P
\ 4 il
\ \\’// //
Ne ot
v 4
~
~ -
8, B
4. abra

Adott € = C° = 0 esetén a (24) fiiggvény B-ben ugyantgy viselkedik mint
C-ben (E > 0), tehat a min o2(C°, B) fiiggvény is konvex és parabola ivekbdl

tevidik ossze. Ebbol két dolog kovetkezik:

- a (7) alatti problémat B — 1 feltétel mellett is lehet dltalinios esetként
kezelni, mivel a min o2(C°, B) fiiggvény minimum pontja — legyen ez B, -
az egyediili hatékony alternativa, tekintve, hogy B - B, és B <~ B, esetben
min o2(C°, B) > min 62(C°, B,). (24)-ben B helyére egyet irva Merton (4)
alatti osszefiiggését kapjuk, mely nemnegativitisi feltétel hidanyaban minden
C-re érvényes;

~a min ¢%C, B) figgvény konvex és elliptikus paraboloid darabokhbdl
tevodik Ossze.

Térjiink most vissza (16)-hoz és tegyiik fel, hogy a — AL. Ekkor KF — D* —
— 0, és a feladatnak csak akkor lesz megoldasa, ha (DB — FC) = 0. D és F
(5) alatti definiciéja alapjan ez esak akkor all fenn, ha

a- b= (25)
ahol b= =ty == Gy = + ' = Uy
ug igy meghatarozatlan és (14)-bol
o= — DX
2 »
Ezek felhasznilasaval addédik, hogy
@y =8 geBLF; ==Y s 5 68
min ¢* = BYF. (26)

(26)-b6l kovetkezik, hogy az optimalis megoldasban az ,aktiv’ viltozékhoz
tartozé inverzmatrix-sor osszege nem lehet negativ; az optimalis megoldas
szerkezete C-t8l és B-tl fiiggetlen; a hatékony kombindciékat egy konvex
parabola firja le (5. dbra).
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4 min6? c

min6%=BYF

v C=a8B

®
\ J

5. abra

Annak szemléltetésére, hogy egyenlo hozamok esetén sem trivialis a dontési
probléma, tekintsiik a kovetkezd pénzbefektetési feladatot; legyena, = a, = 2;
B =1 és ezért C = 2, valamint

1 0

oo o
Vw.[0 2]. melybolM_lO 1/2

’

M eleget tesz tehat a (26)-hol eredé feltételnek (nines negativ sordsszege).
A programozasi feladat formaja;

By 05 xy =20,

2, + 22, = 2
(] + 223} —» MIN.

Az optimalis megoldas (26) alapjan (£ = 1,5):
(1/1,5) = 0,67; &, = 0,5(1/1,5) = 0,33;
min'o? = 11,5 = 0,6%7.
Tetszoleges B > 0 esetén az optimalis megoldas:
vy =0, 6B v (1888 sminsohi= . B2 5.

Tekintsiik ismét az a = Al esetet és tegyiik fel, hogy rogzitett B esetén mind
a Cy-t mind C-et egyetlen index adja, azaz mind Cy-ban mind C-ben csak
egy valtozé valik zérussa. Kz nem jelent gyakorlatilag megszoritast, mivel
inszignifikans szinten — ha pl. két ilyen valtozé van — egyik véltozé értéke
megvaltoztathaté. Legyen ez a két index g, illetve p,,. A valtozok folytonossaga
miatt a ' <~ Cés a (' > O, intervallumoknak mindig van tehat olyan C-gyel
kezdddoa, 1lletv0 C-lal VOél,OdO intervalluma, melyekben a (9) alatti Laglange
fliggvény gy veszi fel széls6 értékét, hogy abban x, <~ 0, illetve.z,, <~ 0, mig

a tobbi véaltozd értéke pozitiv.

Segédtétel: Ha M = [m;;] nXn-es szimmetrikus pozitiv definit mdtrix, és
az n elem( a vektor k()mponensel nem mind azonosak (a = A1), akkor minden
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i = 1, ..., nre fennall, hogy;
E’g’2 —= 2Dgl’h,' I Iﬂh;l i 'm,-i(EF = DZ) g 0; (27)
ahol az E, D és F értékeket (5) irja eld.
Bizonyitdas: A (27) osszefiiggést elegends egyetlen sorra (oszlopra) megmutat-

ni, s legyen ez az n-edik sor.
Tekintsiik ekkor az alabbi programozasi feladatot:

2% = ¢n
D= hy (28)
o = x*Vx — MIN;
(V-1 =M = [my]; gn = 3 mups by = 3 muay).

A (28) feladat csak a (7a) elGjelmegkotésben kiilonbozik a (7) feladattol, ezért

az optimalis célfiiggvényértéket add (24) osszefiiggés mindig érvényes (28)-ra.

Ennek megfeleléen;

E(f;)‘) zi‘Dgn,"n i Fh';‘),
EF — I? :

(29)

nin, o3 =

(28)-nak az af = m,;, i — 1, ..., n, lehetséges megoldasa, a hozzatartoz6 cél-
fiiggvényérték pedig m,, - (x*Vx° = e*x" = m,,). Ezért

E(]ﬁ 21)‘(111"/11 ‘}' ]ﬂh,g o
Y Ty a i ) Myn s
By — D?

majd (B F — D?)-tel szorozva mindkét oldalt, nullara redukalas utan ¢ = n-re
a (27) alatti osszefiiggés adddik.

2. tétel: A (7) feladatra teljesiiljenek a (8) alatti feltételek, tovabba n legyen
az az egyediili index, melyre
I),l‘” E-(IH
I"/LH I)-(IH

Ekkor a €' < (' intervallumban a (7) feladat optimalis megoldasaban x, = 0.

(1

= > B-min {qa,}.

Bizonyitds: Azt kell megmutatni, hogy van olyan (C_;, Cy] intervallum
melyben a

Magp=3
Z‘ X = ¢ (30)
Xy = 0

J x*Vx » MAX
P}

&~

feladat optimalis megoldasa kielégiti a (10) alatti K7 feltételeket, mégpedig
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ugy, hogy @ > 0;¢=1,...,n — 1. A (30) feladathoz a

1
D= — 722”:‘1331‘331 + uo(B — Y x;) + u3(C — 3 ax;) + u,(—xy)

Lagrange fiiggvény tartozik, melyhez az alabbi elsdrendii feltételek tartoznak:

o .
—§:~Z‘v”x,~—u2~u3a,~:0; i=1,...(n—1), (31a)

.l',- j
j—(p == = N Wity — 'ty — Ul — 2y = 0, (31b)
Ty i

By B (31c)
ax; =0 (31d)
&= 0 (31e)

A (7) feladat megoldismenetéhez hasonléan (31a-—b)-bdl
X = —UY; — Ughy — UM 1 =1, ..., n. (32)
(31e) feltétel miatt (32) alapjdn
Uogn — Ush, — um,, = 0,
melyb6l M pozitiv definit volta miatt

Uoff, — Ughy, ' (33)
l’,(‘””

‘(,Ld —

(31b)-bdl lithatd, hogy a (31) egyenletrendszer adta megoldas kielégiti a (10)
alatti K7 feltételeket, ha w, << 0és a; >0,¢=1,...,n — 1. Cy-ban x; > 0,
R DA ) 1, és csak , — 0, a valtozok folytonossiga miatt ezért elegendd
belatni, hogy u, nem pozitiv.

(32)-bSl kapjuk, hogy

B=J3u = —u,P —uD — 9" (_u,g, — ughy), (34)
,’l’!”l
] Al Al /t’ll
C=Daxi = —uyD— ugll ——"(—uyg, — usgh,). (35)
mp,

(34)-bél kapjuk, hogy

Uy (gi FJ =B + usD — "y, (36)
7

'I’IIII
Mivel tudjuk, hogy a (30) feladatnak létezik egyértelmii megoldasa (pl. a
Cy > B - min {a;} pontban) ezért:

gl J

Uy = {B + uyD — ug- | I FJ,

Mpp

m nn
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melyet (35)-be helyettesitve kapjuk, hogy:

d 2 q.h.,
F¢ —pB—9n ¢ 9 p
,".;; — ) : n['/m 1'"'11/: / .
g2 ( 2
2 EF+ B9 _opm  p Pn
ey My, My
illetve
q,.h h?
I’}I)’ 4= I)(/A +_ ./n in (/‘ [Il N [;
py my, Mpn
i o % v g;gl .(]nh'.' 1 hl-)
D EF + K ) RACELCRE R AR
m,,, M, My,

Ezeket az értékeket (33)-ba helyettesitve
(EB — DC)g, + (F'C — DB)h,

Uig =3 " (37)
(EF — D*m,,, — E¢% + 2Dg,h, — Fh%

I'II” :

A segédtételbil és az egyértelmiiséghdl kovetkezik, hogy a nevezd pozitiv;
az m,, szintén. (37) szamlaléja nem mas mint az wx, valtozé szamlaldja,
melyr6l tudjuk, hogy O'y-ban zéré és €' - Cy-ra negativ, tehit u, esak ';-ban
7ér6, O (' ra negativ, azaz teljesiilnek a KT feltételek.
Adott B érték mellett az algoritmus menete igy tehat az alibbi:

- eldéntjiilk, hogy van-e C-re megoldasa a (20) alatti egyenlGtlenségrend-
szernek. Ha van, jeloljiik ezt az intervallumot (€', /))-gyel. Ha nines, algo-
ritmusunknak nines elénye a Markowitz algoritmussal szemben;

azt az alternativat melyhez tartozé valtozé a C-ban zérd, a rendszerbél
elhagyjuk. A problémat igy visszavezettiik az alapproblémira, s megkeressiik
azt a O értéket, melyre a (' |, €] intervallumban a visszamaradt viltozok
mindegyike pozitiv. ¢'-ben djabb valtozd lesz zérd, azt ismét elhagyjuk, s
az eljarast addig folytatjuk, mig a €' = min {«;}- B pontba nem ériink;
visszatériink a €'; ponthoz, melyben valamelyik valtoz6 zéré. 15zt a rend-
szerbdl elhagyjuk és az elGbbi pontnak megfeleloen megkeressiik a €', Cy, . .
értékeket. Bzt addig folytatjuk, mig a €' —= max {a;} - B ponthoz nem ériink.
Hlusztracioként tekintsitk Markowrrz |7 |-ben definialt feladatat. linnek

megfelelGen legyen B 1
a* — [0,062; 0,146; 0,128], valamint
10,0146 0,0187 0,0145
\'% 0,0187 0,0854 0,0104
0,0145 0,0104 0,0289].
Ezekbol
196,119 —32,38 86,75
M = —32,38 17,59 9,92
86,75 9,92 74,56 |,
gy = 250,49 hy — 18,54
go = —4,87 hy= 1,8
g = 171,22 hy = 16,37,

tovabba F — 416,84; D = 36,735; K = 3,51.
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A (20)-nak megfelel§ egyenlGtlenségrendszerhez sziikséges kifejezések értékei:

Fh, — Dg, = —1475,25; Dh, — Hg, = —198,3
Fhy,— Dg, = 941,73; Dh, — Eg, = 84,32
Fhy — Dg, = 533,79; Dh, — Eg, — 0,36.
Kzekbdl:

C < 0,1344

C > 0,0895
C - 0,00067.

A (0,089536; 0,13442) intervallumban mindharom valtozé pozitiv, az algo-
ritmus alkalmazhaté tehat a Markowitz-féle feladatra. Ebben az intervallum-
ban a valtozok optimalis értékei:

2y = —1475,25C + 198,3; x, = 941,73C — 84,32; 2, = 533,79C — 0,36.
valamint (24) alapjan:
min ¢} ,, = 0,03 — 0,643C + 3,64C%.

A O, = 0,089536 pontban x, — 0. Ha a € -~ C, intervallumban nem az x,
valtozot allitjuk zéréra, hanem pl. x,-t, akkor a

min ¢f , <~ min of, ,

relacié mindig fenndll a ¢ — (' intervallumban ugyanis az [;, eset nem elégiti
ki a KT feltételeket. Kovetkezésképpen az x,-nek a €' -~ C, intervallumban
zéro értéke kell legyen.

Hagyjuk el a rendszerbdl a masodik alternativit, ekkor
a* [0,062; 0,128], és

v _[0.0146 0.0145
10,0145 0,0289]°
lzekbol
134,29 -66,25
M= [ 66,25 (56,71] 4

és F — 68,49; F = 0,5575; D — 4,2717.
(24) alapjan:
min ()'}-’“ — (0,028 — 0,42“3(} + 3,44C2,

és mivel két valtozonk van, a (20)-nak megfelel6 egyenlotlenségrendszer meg-
oldasa nélkiil is tudjuk, hogy

C_, = 0,062 = min {a;},

igy az eljardst a ' - (| intervallumban kell folytatni. A ¢ = 0,13442 pont-
ban x, = 0, ezért az elsG befektetési alternativat a rendszerbdl elhagyjuk.
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Ennek megfeleléen a* = [0,146; 0,128],

v _[0.0854 0,0104
10,0104 0,0289 |
Ezekbol
12,25 —4,4
M= [-4,4 36,18] ’

F = 39,63; D =5,21; F = 0,6893.

Fhy — Dg,= 17,61; Dh,— Eg,= 0,976
Fhy — Dg, = —17,65; Dhy, — Eg, = —1,1125.

Ezek alapjan természetesen (mivel csak két valtozd van)
C > 0,128
¢ = 9,146.
Igy a [0,13442; 0,146 | intervallumban
min of, = 5,255 — 79,6C + 302,5C2,
a valtozok optimalis értékei pedig:
z,=0; @,="1,620— 0,976; 23 = — 7,666C + 1,1125.

Szamitasainkat az alabbi tablaban foglalhatjuk 6ssze;

Valtozok

pozitivitdsa Optimélis célfiiggvény

¢ = 0,062 ' l, 0,028 — 0,43 C | 3,44 C?
0,062 < C < 0,0859 /85
0,0859 < C < 0,1344 Lo 0,031 — 0,64 C | 3,56 C2
0,1344 < C < 0,146 L 5,255 — 19,6 C-| 302,5 C?
¢ = 0,146 l,

Megjegyzendd, hogy az
Fh, — Dy, >> 0 és Fh, - Dh, < 0

ténybdl, ha mind g, mind g, pozitiv, a (8) alatti feltételek mindig kovetkeznek
(természetesen még mas esetben is). Khhez tekintsitk még az alabbi pénzbe-

fektetési problémat: a* — [1; 1,1; 3], B=1, és
0,1 1 0 10,05 —0,05 0
V=]l 2010 0|, ebbsl M =] 0,005 0,0005 0.
0 -1 L0 0 1

Ezekbdsl F = 20,045; D — 40,04; £ = 100,94. Az értékek ismeretében a (20)
egyenlGtlenségrendszert megoldva adddik, hogy a (2,99236; 3) intervallumban
mindhdrom valtozé optimadlis értéke pozitiv, annak ellenére, hogy a masodik
alternativa varianciaja tobb mint hiiszezer szerese az elsGének és hozama csak
10%,-kal nagyobb.
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III. A hatékony kombinaciok halmaza, amikor egy befektetési
hely kockazat nélkiili

Gazdasdgunkban mindig létezik ilyen hely: ez a fix kamatozéasu letét, tagabb
értelemben a hitelfelvétel is. A pénzbefektetés-elmélet felteszi, hogy a beru-
hazé azonos kamatlab mellett barmilyen 6sszeget letétbe helyezhet és felvehet.
Merton a fedezet nélkiili eladas lehetGségét felhasznalva a (6) alatti eredmény-
hez jutott. A hazai gyakorlatot figyelembe véve az F1--F5 feltételek mellé
vezessitk be még a kovetkezo feltételeket:

F6: A beruhazé korlatozas nélkiil letétbe helyezheti pénzeszkozeit, ugyan-
akkor legfeljebb 4 osszeg(i hitelt vehet fel.

A letéti kamatlah a hitelkamatlibnal kisebb. Ennek kovetkezményeként a
beruhazé nem tesz letétbe pénzeszkozt ha hitelt vesz fel, ellenkez6 esetben
ugyanis vesztesége van.

A letéti eset és hitelfelvét eset igy kiilon vizsgalhaté. Figyelembe véve, hogy
letétbe barmilyen osszeget helyezhet a beruhdzd, Merton (6) eredményét a
nemnegativitdsi kikotéssel kiegészitve alkalmazhatjuk. Tekintsiik ezért elss-
ként a hitelfelvét esetét.

Az F1-F6 alapjan ezt az alabbi A-, B- és C'-ben parametrikus kvadratikus
programozasi feladat fogalmazza meg:

20, 5 =0, =1 470 (38a)
z< A (38h)
2 —z2=2Dh (38¢)
Daw —r2=0C (38d)
"—ZZU,] v, — MAX, (38e)
ahol az ismert valtozok és paraméterek mellett
z a felveendd hitel nagysiga
A a maximalisan felhasznalhaté hitelkeret
r a hitelkamatlib nagysiga.
A feladathoz tartozé Lagrange fliggvény:
] 4 N
D(x;, 2, u)) = 7;22' V% + (A —2) + uy(B + 2 — 3 x;) +
+ uy(C + rz — 3 aw;),
melyhez a kovetkezd KT feltételek tartoznak:
0 .
((D = 24 Vi, — Uy — Uty = 05 2 =1,...,m (39a)
ou;
0 ;
_‘2 = — Uy + Uy + U < 0 (39b)

0z
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s =A—2z_-0 (39c¢)
o,
oty BT, Oy (39d)
ou,
E(g:()+rz:~2‘a,‘;v,~:0 (39e)
Oty
Zf)d? X + L4 =10 (39f)
ax,‘ 0z
2 > Oy 22 05 =il 00000 (39g)
(]
i Uy 2505 %y 22 0 (39h)
Oy

Ismét tegyiik fel, hogy a (38) feladatnak létezik olyan optimalis megoldasa,
melyben minden valtoz6 pozitiv. Ekkor ezen paraméterekre — mivel (39a)
formailag azonos (10a)-val —,

X = — Uy — Uhy; 1 =1,...,m, (40)

tovabba ha (39d)- és (39e)-ben a B + z — P, illetve ' + rz = R helyettesi-
tést alkalmazzuk, ezek formdja azonos (10b —c)-vel. Kovetkezésképpen

DE < BF "y 0P — FR
BF-pr’ ' RF D'’
ha az a;-k kozott vannak kiillonbozok.

Tegyiik fel még e mellé, hogy z — A. Ekkor P és R konstansok, ezért
BP - DE PR DP
EF - D" EF - D?
Mivel A-rél megszoritas nélkiil feltehetd, hogy pozitiv igy z == A esetben z
is pozitiv. Ezért (39f) miatt (39b) egyenldség formdjaban all fenn, melybdl:

DR —EP  DP~Fhk

’u,2 e

Toma o B S (41)

x,':

Uy + Ugr = - =1 e N
2= GF D T EF - D2 e
Ebbdl kévetkezik, hogy fenn kell dlljon az
(DR — EP) + (DP — FR)r > 0 (42)

egyenlGtlenség.

Azon tartomanyokban melyre (42) fennall és melyekben (41) minden i-re
pozitiv, a hatékony kombindcidkat a

. EP? - 2DPR + FR?
N g% ==.- - Lk (43)
EF — D?

fiiggvény hatarozza meg, mely a (P, B) — min ¢* térben elliptikus paraboloid
darab.
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Legyen egy beruhdzénak 100 egységnyi tékéje és A = 40 egységnyi hitel-
kerete 109%,-os hitelkamatlab mellett (r = 1,1), tovabb4a harom kockéazatos
befektetési lehetdsége, melynek jellemzdit az a vektor és a V matrix mutatja;
a* = [1,1; 1,3; 14},

0,1 0 0
V=|0 0,2 L
0 0 0,5
Ezekbol

10 0 O
M={ 0 5 0|, =17 0D.=203; = 2447,
0 0 .2

= 140 esetben (41) minden i-re pozitiv, ha
158 < R << 187,5,

mégpedig B = 158 esethen xy, = 0, és R — 186,5 esetben a; = 0. (43) minimu-
mat az

DpP 20,3-140
Bypn=-—= L = 167,18

F 17
pontban veszi fel, ezért a hatékony kombinaciok csak az R _- R, tartomany-
ban helyezkedhetnek el. Az optimalis megolddst a 6. dbra szemlélteti.
A (42) feltéte]l értelmében azonban:

R(D — rF) > P(E — rD),
R > 187,25.

Az ), eset éppen R — 187,25-ig all fenn, melyben x; — 0. Téréljiik ezért a
lehetoségek koziil az els alternativat. Ekkor E = 1237; D = 9.3; F =1,
s ezek felhasznaldsdval ajra az addédik (42)-be torténd behelyettesités utén,
hogy

R > 187,25.

Az 1,4 eset pedig R = 140 - 1,4 = 196-ig 4ll fenn, ezért az esetnek megfelels
hatékony kombinaciékat a 6. dbra [,,-mal ]elolt ive mutatja.

Tegyiik most fel, hogy z <~ Al Ekkor P és R a z valtoz6 fiiggvényei és
(39f) miatt (39b) egyenlGség formédjaban teljesiil, tovabbéd (39h) miatt u, = 0.
gy fennall, hogy

Uy + Ugr = Uy = 0.
Ebbe az u, és u, értékeket helyettesitve kapjuk, hogy
DC+re) ~BB+z) | DB+2)—FC+r)_
EF — D? EF — D?
melybdl
C(D —r¥F)— Bl —rD)

g o G = 1) ' i (44)
'F— 2D + K

ugyanis az (r2F — 2rD + E) kifejezés minden r-re pozitiv mivel (B F — D?) >
> 0.
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l} min 6°

6718 1875 196 R

6. abra

A 2z értékét w,- és u,-ba beirva, majd ezen u-kat x;-kben felhasznilva ado-

dik, hogy
(! S
x; = ( rB)(h — rg:) o t=1,...4mn,

»2F D+ B

és a valtozok nemnegativitiasira tekintettel fenn kell, hogy dlljon a

€ —rB)h; — rg)) - 0; (45)
egyenlGtlenség minden @ — 1, ..., nre. A z nem negativ, ezért (44) alapjan
CD —rF)— B(E —rD) > 0.

(43) alapjan, mivel P = B + z és R = (' + rz, most
oL E(B + 2)2 — 2D(B + 2)(C + rz) + F(C + rz)?
min % — , v
EF — D?
és z helyére a (44) eredményt irva, a szimitasokat elvégezve kapjuk:
s 'y ((J’ ')"1})2
min o* — - (47)
r*F — 2rD 4+ B
és ebbol
. C—rB|
min o (48)

Vr2k 2D+ B

A varhaté hozam szordasa linearis figggvénye tehat C-nek, és B — l-et véve
(48) azonos Merton (6) alatti eredményével. Az x;-re adott képlet (lasd (45))
azt mutatja, hogy az optimilis kombinacié szerkezete O viltoztatasira érzé-
ketlen; kovetkezéskép (48) felfedéséhez elegendd egyetlen kombindeid isme-

rete. Tekintsiik ezért ismét a (24) alatti képletet, melyhdl
VEB: - 2DBC + FC*
VEF D2 :

min o

(49)
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3. tétel: Alljanak fenn az F1- 16 feltételek, tovabba legyen u, = 0. Ekkor
ha » <= D/ F, akkor (48) hatékony feliileten érinti a (49) fiiggvényt; har = D/ F,
akkor (48) asszimptétdja (49)-nek; ha pedig » > DJF, akkor (48) nem haté-
kony feliileten érinti a (49) fiigvényt.

Bizonyitas: A (49) feliiletnek a

(min ¢ o) = B(B By) + B,(C —Cy)
egyenlet definialta sik a (B, (', o,) pontjahoz tartozé érintdsik, ahol
EB, — DC,
- VEF —D*|EB, 2DB,C, + FC2
N FC, - DB,
-~ VEF —D*VEB, - 2DBC, + FC2

=1y

ﬁl =

B

Ha létezik olyan (B, C, o), hogy a
A | e g B) + 8,00 —C,) + 0
2R oD + E el | 0 oA Al 0

egyenlGség minden (B, C)-re fennall, akkor (48) érintésikja (49)-nek. (48)
hatékony feliiletét véve

C—rB o
- = pB + 6,0 — (B, + 8,0 0o),
2F oD + E 1 1By + 6,0, 0
mely minedn (B, U)-re akkor all fenn, ha

EB, DO, ,

| i) B RS
VEF — D*VEB; — 2DB,C, + FC? *F — %D + E
P FUFPYY U IIYU” ,,[,,)I,))“ o 1 (50b)
VEF — D*VEB; — 2DB,C, + FC2  *F — 2rD + E
09 = P1By + B0 (50¢)
(50¢) fenndll. (50a)-t osztva (50b)-vel kapjuk, hogy
EB,—DC,
B — DB, i ’
melybdl ha r == D/ F, akkor
E—rD
Co= By————. 51
R - T i

Ezt (50a - b)-be visszahelyettesitve azonossigot kapunk igy (48) a
E D

0= B =
D—rF

egyenes mentén érinti a (49) feliiletet. (48) nem hatékony feliiletét véve ugyan-
ezt az eredményt kapjuk.

8 Szigma
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Ezekutan konnyen belathat, hogy

— ha r = D/F, (48) asszimptitaja (49)-nek,
— har > D|F, (48) nem hatékony feliileten érinti (49)-et,
— ha r << D|F, (48) hatékony feliileten érinti (49)-et,

8) 2616

— ha fennall, (46) zéréval egyenld.

Ezekutan a beruhazé szamara elérhetd Gsszes hatékony kombindci6t tar-
talmazé fiiggvénykapesolatot is folfedhetjiik. Ehhez tekintsiik ismét az el6z6
példat! B = 100 és A = 0 esetre az optimalis megoldast az alabbi tablazat
mutatja, ennek szemléltetését pedig a 7. dbra adja.

Viltozok a o \ i
pozitivitisa .
értéke

¢ = 110 } 1,
110 < C < 112,86 iy 15 17,5 20,55
112,86 < C < 133,75 Lis 17 20,3 24,47
133,76 < € < 140 Loy 7 9,3 12,37
C — 140 I

Az [,y esetben a parabola minimumat a ¢/ — 119 érték adja, ezért a hatékony
kombinacickat a 119 <~ (' intervallum tartalmazza. Ha a beruhdzénak nem
lenne hitelfelvételi lehetGsége, a HBCG iven mozogna. Hitelfelvétel esetén
(51) felhasznilasaval adodik, hogy €y = 133,75; melyben mar x, = 0, de a
valtozok eleget tesznek a (45) és (20) alatti feltételeknek. Igy a hatékony
kombinacidkat a 3. tétel értelmében megkapjuk, ha a 110 ponthdl (10%;-0s
a hitelkamatlab!) kiindulva a min ¢ (133,75) ponthoz érintét hizunk. A 7. ab-
ran ez a C'D szakasz. D-ben z — 40, s ettd] a ponttol kezdve a probléméat felsd-
korlatos esetként kell kezelni. Az el6z6 feladat eredményeit felhasznalva tud-
juk, hogy az l,, iv a 187,5 < R - 196 (lisd 6. abra) intervallumban létezik.
C-t megkapjuk, ha ezen intervallumot meghatirozé két szambél levonunk
40 + 0,1 - 40 = 44-et. Ekkor 143,5 < C <7 152. Ha nem tekintjiitk a fix
kamatozast letéti lehetdséget, a beruhazé mozgasi terét tehat a HBCDF
vonal adja.

“m'mﬁz

r . e
105 M0 19 129 13375140 1435 152 C

77

7. dabra
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Tegyiik fel, hogy a beruhazénak lehetésége van arra, hogy tokéjét korlat-
lanul letétbe helyezheti, s a kamatlab 5%-o0s (r = 1,05). Ismét (51) felhaszna-
lasaval adddik, hogy C, = 129. A beruhdzé hatékony pénzbefektetési kombi-
naci6it igy az ABCDF vonal hatdrozza meg. [Tegyiik fel ugyanis, hogy
z <~ 0 letétet jelent, és a letéti illetve hitel kamatlab azonos, azaz 59,-o0s.
z elgjelének kotetlensége nem befolydsolja az (51) alatti osszefiiggést, s az igy
addodé O felhasznalasaval (C, = 129) értelemszertien a C <~ C, intervallumot
valasztjuk.]

Nézziik most azt, amikor @y, = a, = ... = a, = a. Esetiinkben (16)-nak az

uy(BEF — D*) = DP — FR (52)

egyenloség felel meg, ahol most is P = B + z és R = C + rz. Mivel EF —
— D? = 0, a feladatnak csak akkor lesz megoldasa, ha DF — FR = 0, azaz
fennall, hogy ‘

aP = R,
mely azonos az
a(B + 2)=0C + rz
egyenlGséggel.
Az u, igy meghatarozatlan, és
P + wu,D

Uy = 7

melyek felhasznalisaval adédik, hogy

]

@y =R =1; v 5m; 68
min ¢ = P F.
A fenti eredmények esak akkor érvényesek ha a a > r, mis esetben a hitel-
felvétel értelmetlen. Ha @ > r, (39b)-bdl az kivetkezik, hogy a felveend§ hitel
nagysaga tetszoleges de nem nagyobb mint A.
Végiill még egy osszefiiggés felirhaté (45) felhasznalasival. Tekintsiink
ugyanis egy pénzbefektetési kombinaciot a CD szakaszon. Ekkor

; C —7rB
mings == X 0= ¥ Oy -
. ; “ep orD + E
= (C —rB)(a, — r)/(r*F — 2rD + K)
min o? = } ;0% = 3 2, (C — rB)(ay, — 7)[(**F — 2rD + E).
k

k

Kzekhbdl

min o},

(C — rB) =a, —r, (53)

min o2

melyben B helyére 1-et irva a pénzbefektetés-elmélet jélismert Gsszefiiggését
kapjuk, melyet tékeir modellnek neveztek el (capital asset pricing model).
E kutatdsi irdny egyik megalapozéja MossIN, kinek [9]-ben kozolt eredménye
tartalmat tekintve azonos (53)-mal.

8*
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(Mossin megmutatta, hogy minden j-re fennall a

L it/ B sy (54)

2 vikx/.'
k

osszefiiggés, ahol A konstans, p; a téke egységnyi dra, ¢ = 1fr és a; a j-edik
befektetési hely részesedési aranya az oOssztGkén beliil. Mivel (54) minden
j-re fennall kovetkezik, hogy

@ —pilq _ 4 — pilq

; 'U/-/;T/‘. %7 Vir®y
3 i

minden - és j-re. Ezekbdl:

zy(ay — Pafq)  wolay polq) @l — Pufq)

Ty 24 U1y Ty 2 Vory Ty 2 Vnp®y

a, a, a,+ a,

Alkalmazva az —* — —% — —L— % azonossagot adddik, hogy

by by, by +b,

il :z‘;'t?,(a,/ﬂ— Plq) . VZZ"I) »xa‘)v
% a ,% V

L

ami azonos a

g
R (55)

A e,
V33w, g

kifejezéssel. (54)- és (55)-bol kapjuk, hogy

A — T = C —rB
o [N - VZ'Z'?)ilzr,xl = : —————,
/Z-' Uiy, V3> V0

melybdl az (53) osszefiiggés kozvetleniil adddik.)

E helyen is koszonom kollégam, dr. Komldsi Sandor onzetlen segitségét,

mellyel elGsegitette a dolgozatban kimondott 2. tétel pontositdsat.

<

( Beérkezett: 1982. majus 7-én.)
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PORTFOLIO SELECTION

Chapter One of the paper gives a brief summary of previous results.

In Chapter Two the case is analyzed when short sales are not possiple in the economy
and, as a consequence, the variables of the parametric quadratic programming formula-
tion of the economic problem must not take negative values. The first theorem gives an
oxistence condition for such an interval of the parameters where all variables are positive.
The well-known Markowitz-problem satis(ies this constraint. Starting from this interval
the efficient frontier functions may easily be found on the basis of the second theorem.
Therefore, the paper is practically a generalization of Merton’s result. The lemma to the
second theorem draws attention to a matrix-algebraic relationship.

With the introduction of credits and deposits the fundamental problem is modified
in Chapter Three in such a way that the available credit is limited from above. Using
the algorithm developed in Chapter Two the efficient frontier function of the investor
may be determined in any acceptable interval of the parameter values. Results are illus-
trated with numerical examples.

AHAJIN3 KOMBUHALIMIA BRJIAJIA JEHED

[lepBast rnaBa CTaTbil AAeT KPATKHI HTOT NPEALIAYIIMX PE3yIbTaToB.

Bropast rinaBa anaausupyer ToT ciayyail, Korjga B OKOHOMHKE IPOIau 0€3 NOKPLITHsE HEBO3-
MOXCHDI, @ CJIC0BATC/IBHO, MEPEMEHHbIC 3aaull NapamMmeTpuyuecKoro KBajparnidoro nporpam-
MUPOBAHHST JIAHHOIT 9K OHOMIUECKOH POOJIeMBl HE MOI'YT IPHHUMATD OTPUILATE IbHbIC 3HAYCHUST.
[Mepsas Teopema paer yciaoByst, IPH KOTOPLIX CYLIECTBY T TaKOH HHTEPBaJ NapaMeTpoB 3a/1auH,
B KOTOPOM BCE NepeMeHHbIe MoJIOKUTeIbHbIe uncaa. Kspecrnas ua jmreparypbl 3ajaua Map-
KOBHIA YJIOBJIETBOPSIET 9TUM y C10BHsAM. MCX0s1 M3 9T0ro MHTEPBAJA, OCHOBLIBASICH HA BTOPOMH
Teopeme, J1erko 00Hapy KuBalTest yHKIUH, onuceiBaionuie adpexrusabie KomOunanuu. Iloa-
TOMY CTaTbsl N0 CYUIECTBY siBJsieTcst 0000menyem pesysbrata Meproda. BenomorareibHast re-
Opema, NPHHAUIOKAIAS KO BTOPOI Teopeme, 00pallaeT BHUMAHUC HA OQHY 3aBHCUMOCTH
anreOpnl maTpHiL.

B rperbeil raase ocHoBHast npodsiemMa MOAH(GUIIPYETCs NyTem BBCJACHHST KPEUTOBAHMS 1
JICTO3UTA, TAKIM 00Pas’oM, YT0 Pa3MEpPbl KPeuTa CBEpXy orpaHmueHnl. Bo Bropoii riase, ¢ mc-
N0JIL30BAHIEM PadpadoTaHHOro PACYETHOrO €rnocota QYHKINIO, onpeae/sionyio adgderxrusabe
KOMOMHALIMIL JUTsE HHBECTHTOPA MOYKEM HAIHCATL BO BCEX YUMTHIBACMbIX HHTEPBAJIAX.

Pesy nbrarhl MTOCTPUPYIOTCS KOHKPETHBIMIT ITPHMEPaMIL.



