
Vönös JÓZSEF

Pénzbefektetés-kombinációk vizsgálata 

I. Bevezetés 

Tekintsünk a gazdaságban egy beruházót, kinek n pénzbefektetési helye
van. Egységnyi tőke után az i-edik (i = 1, ... , n) helyről ~i nagyságú hozama
származik. ;,- valószínűségi változó a,- várható értékkel (M(;;) = a,-; a;> I). 

Legyen cov (;;, ;) = V;j és jelentse Ba beruházó saját tőkéjét a tervperiódus
elején, melyből a periódus végére 'fJ nagyságú hozamot szeretne elérni. A pénz­
tömeg bármelyik helyre bármilyen arányban befektethető, ennek egy konkrét
megvalósulását nevezzük pénzbefektetés-kombinációnak. Az 'r/ tőkeerő varian­
ciáját jelölje a2, várható értékét pedig C. A pénzbefektetés-elmélet általában
felteszi, hogy a beruházó csak ezen két utóbbi paraméter alapján cselekszik,
tehát az alábbi típusú hasznossági függvénnyel rendelkezik:

U = f(C, a). 

mégpedig 1:~ beruházó előnyben részesíti azt a kombinációt, mely nagyobb
tókeerőt (hozamot) biztosít, dU/dC> 0, de ugyanakkor a beruházó kockázat­
érzékeny, így r!U/ila <' O.

A modell úgy tekinti tehát a beruházót, mint aki a, rendelkezésre álló pénz­
befektetés-kombinációk közül azokat választja ki, melyek maximalizálják
hasznoBsági fi1ggvényét.

Egységnyi téíkét tekintve (B = 1), egy befektetés-kombinációnak a 0, a 
síkban egy pont feleltethető meg. Feltéve, hogy minden befektetési hely koc­
kázatos (víi > O!), a kombinációknak megfeleltethető pontok az 1. ábrán a
HTJK vonalon órs a fölött helyezkednek el [l l].
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A beruházó akkor és csak akkor tekint hatékonynak egy pénzbefektetés-
kombinációt, ha nincs másik alternatíva

- ugyanakkora C-vel és kisebb a-val,
- ugyanakkora a-val és nagyobb C-vel,
- magasabb C-vel és kisebb a-val.

Az l. ábrán a Z nem hatékony, mert többek között a, Z1, Z2, Z3 pontoknak
megfelelő kombinációk dominálják. A hatékony kombinációk így a HIJK 
íven foglalnak helyet.

TOBIN [14]-bcn megmutatta, hogy ebben az esetben a beruházó hasznosság­
függvényének megfelelő indifferens görbék a (C, a) síkban konkávok. MARKO­
WITZ [7]-ben az optimális kornhináoió kiválasztására ez alapján az alábbi
menetet javasolja:

meg kell állapítani az egyes pénzbcfektetéai helyek valószíniiségi parn­
métereit,
meg kell határozni a hatékony kombinációk halmazát,
ebből ki kell választani a beruházó hasznossági. függvényét maximalizáló
korn hi nációt.

E tanulmány ezen hármas tftgolá8 második lépcsőjében megfogalmazott
problémával foglalkozik, melyet pénzbefcktctóe-kombináoió o.nalfzisnel, is
neveznek (portfolio analysis). Feltételezve, hogy a l1-k normális elosz.lásúak,
_)Jarkowitz a hatékony kombinációk előállik1sál'a az alábbi kvadratikus prog­
ramozási feladatot vezette be:

<l>-={J.O 2,'J;v11x1.1;i} ,jJ!fAX 
i j 

J;,r1 =
(1) 

(); i l, ... , n, 

hol

). : paraméter,
x1: az i-edik helyre bd'cktntea p<'.i11i',nw1111yiR<ig ;1l'ánya ;_1z cgé,;:1, tőkéhez.

Legyen most n = 3 Ai'. xL I- .1:2 + :~3 - I foltércf ből :r:1 = l :t2 - x1, így
az X1, x2 síkban a lehetséges mogolcUumk lmln1a·1.át a tougolyek és az l - x0 - 

- x1 =- () egyenes [1ltal közbezárt háromszög belső ós határ pontjai ad,1ák.
Az rJ varin.nciáját az alábbi három módon fejezhetjük ki:

a2 = J; J; v11x;x1 = v11xy + v22x~ + v3:1xJ + 2v1~xi:c2 + 2v1:1x1x,1 + 2vnx2x3. 
I J 

Alkalrnaz va az x3 = l - x2 - .:c1 helyettesítést, átronclezés után kapjuk, hogy
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2. úbiri 

Adott a2 szinteket véve a kovariancia-variancia mátrix pozitív definit volta
mellett (2) az :r1x2 síkban ellipszisek egyenlete. A 2. ábra egy lehetséges esetet
reprezentál, ahol az 101' háromszög és belső határpontjai a lehetséges megol­
dásokat adják.
A minimális varianciával rendelkező kombináció nem. megenge(lett tarto­

mányban VfLH (ezt ~~ rl pontnak megfelelő koordináták adják). A;,; :-i::2 tengelyt
[I, kJ intei-vallumban metsző O iltaJ adott megoldások nem hatékonyak, mivel
ugyanakkora a2 értékhez a O = 04 egyenesektől az x1 tengely irányában maga­
sabb O szintek tartoznak. A,-. első hatékony és egyúttal minimális a2 nagy­
,-:ággal rendelkező-kombinációt c1 k pont adja. Ebben a pontban x2 > 0,
X:1 > 0, :r1 = 0, és természetesen fennáll, hogy x2 + .1:3 = 1. Az x2 tengely
mentén ,t k JHllltig kell haladni, ugyanis a 02 és 01 egyenesek között elhelyez­
ked(\ egyenesek nem megengedett tartományban érintik az ellipsziseket és
a Ip, lr] szakaszt metsző ellipszisek adják a legkisebb varianciát. A haladási
irány a /e pontban megváltozik, mivel az érintési pontok megengedett tarto­
mányba kerülnek, és adott, C szintekhez ezek mutatják a minimális varianciát .
.Az ee' epyencst ]Jla,rkowilz kritikus vonalnak nevezte el, s módszere innen
kapta a ,,kritikus vonal módszere" elnevezést. A kritikus vonalon az m pontig
hnladhatunk, a haladási irányban itt ismét törés áll be mert az érintési pontok
ismét nem rncgengedett tartományba kerülnek. Az optimális megoldáshoz
tartozó szakaszokat a a. ábra mutatja. A;,; .x:2 tengely l pontjában :r2 = 1,
é1s x1 = x3 = 0, s jelöljül: ezt az esetet L2-vel, arra uta.lva., hogy most csak
a, második változó poxitív. Ha t-nek csak egy indexe van, az mindig egy pontot
Jelenthet az .x1 + x2 + xa = J kikötés miatt. Az x2 tengely [l, kJ szakaszának
belső pontjaiban .x2 > 0, x:1 > 0 és x1 = 0, s jelöljük ezt az esetet l23-mal,
mivel a második és harmadik változó pozitív, és természetesen x2 + x3 = 1.
A [k, rn] szakasz belső pontjaihoz l123 tartozik, az [rn, l'] szakasz belső pont­
jaihoz l13, míg az I' ponthoz l1. Látható tehát, hogy az egyes szakaszok belső
hatékony pontjait elő lehet állítani a szakasz végpontjainak (,,sarok kombi-
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nációk") konvex lineáris kombinációjaként. lgy elegendő ezen ,,8arok kombi­
nációk" ismerete, melyekkel a hatékony kombinációk egész halmaza lefedhető.
Két szomszédos sarok kombi náció ezek szerint mi n(lig <•gy változó pozití vitását­
ban különbözik.

Markowitz kritikus vona.l algoritmusát nagyméretű feladatok esetén nem
tekintik hatékonynak, de eddig az (1) alatti alapprobléma bizonyos irft11yú
specializálásáve.l sikerült csak hatékonyabb cljú,rást kidolgozni. Ezek közül
kiemelkedik SHARP1•; j l OJ-ben közölt eljárása, mely ,,diagonális" vagy ,,index"
modell néven vált ismertté. Az indexmodell feltétolov.i, hogy valamennyi be­
fektetési hely hozama egy á.lta.lános index mint pi, ()NP vagy valamoly
árindex, sth. függvényeként írható fe]. Tehát:

n, -= A; + B,.l + 01• 

ahol

A; és B,. paraméterek.
U,.: rnlószínCíHégi változó zéró várható értékkel,
I : egy l>izo11yoi:, indexnek a Hí',intje.

ELTON GrwBELt-i.>ADIH-:RU 14 [-bon ,L hozamok között konstans korrclá­
ciót feltételezve mutatnak be egy hatékony eljárást. E ta.nulmú.ny az (l) alatt
megfogalmazott aln.pprnliléma megoldására mutat be egy új módszert. F:z az
eljárűs akkor tekinthető hatékonynak, ha az alapfcladatra egy bizonyos fel­
tétel fönnáll. Bolátha.tó, hogy ezen föltételnek n problémák széles köre olcgot
tosz. \.z cljárés explicit módon megadja ,L változók optirná.li» értékeit, valamint
a C ~ min a2 függvénykapcsolntot a sarok kombinációk között. A függvé11y­
kapcsolatból megállapíth,1t6, hogy a a~(C) szn.kaszonkénb differonciá.lha.tő kon­
vex függvény.
A pénzbefektetés-elmélet mcgm utaí.ta., l1ogy a tőkepiac nem csak kockázat­

érzékeny beruházókból áll; kövr-tkezésképp szükséges a teljes {C, a2(C)}
halmaz feltérképezése, BAWA j I I-hon megmutatta, ltogy ez Fl, min a2(C) fiigg­
vényből (I. ábrán HL.JI, ív), egyetlen helyre befektetett ,,kombinációklJól",
és legfeljebb két helyre l.cfck tctrt.t kombinációk hói áll (I. ábrán a K LMN 
ívek).
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A fedezet nélküli eladások fogalmának bevezetése (a fogalom meghatározá­
sát lásd SAMUELSON: Közgazdaságtan (KJK 1976) c. könyvében) lehetővé
tette az X; változók előjelkötetlenségét. MERTON [ 8 ]-ban az ( 1) alatti problémá­
nak az alábbit feleltette meg:

_!___ a2 = _!___};}; V· x X·--- MIN 2 2 Í j I) I )

};a;x, = e 
}; X; = l. 

Feltéve, hogy a V = [viJ] mátrix szigorúan pozitív definit, Merton megmutatta,
hogy a hatékony befektetések halmazát a

{3)

C2F -- 2CD + E min a2 = -------
E F - D2 (4)

függvény adja, ahol

v-1=M=(m,j], F'=l*l\'Il, a* = [a1, ... , a,,]

E= a*lVIa, D = I *Ma. 

Mivel gazdaságunknak nem jellemzője a fedezet nélküli eladások esete, model­
lünk definiálásában n, változók eWjelére megkötést keJJ tennünk. Megmutat­
ható, hogy a (4) függvény az x1 :2:; 0 (i = 1 ... n) kikötés mellett szakaszon­
ként érvényben marad az optimális megoldásban pozitív változók rendszerére.

A pénz befektetés-elmélet egy rnásik széles kőrben alkalmazott feltevése,
hogy a beruházó korlátozás és kockázatviselés nélkül azonos kamat.láb mellett
kölcsönt adhat és kölcsönt vehet. TOBIN [14]-ben megmutatta, hogy a döntési
folyamat ekkor két lépcsőből áJI:

- elő kell állítani a hatékony kombinációk halmazát,
- ebből mindig egyértelműen kiválasztható egy optimális kombináció.

Tekintsük ugyanis újra az 1. ábrát. A beruházó r nagyságú fajlagos hozamot
kockázatviselés nélkül elérhet l_r = l + (kamatláb)/100)], ha tőkéjét fix kama­
tozású letétbe helyezi. Ha hozamát növelni akarja, pénzének egy részét koc­
kázattal járó helyre, illetve kombinációba kell fektetnie, mert csak ezek után
jár magasabb hozam. Tegyük fol, hogy beruházónk az I pontnak megfelelő
kombinációba fekteti pénzösszegének egy részét, és akkor az rl egyenesen
mozog; ez viszont nem lehet optimális hely számára, ugyanis létezik egy jobb
befektetés: ha nem elégszik meg az r hozammal, a J pontnak megfelelő kom­
binációba kell fektetnie pénzének egy bizonyos részét, ugyanis az rl egyene­
sen levő pontok valamennyi más pontot dominálnak (pl. az I pont által adott
0 értéket kisebb kockázat mellett állítja elő az r.I egyenes által meghatározott
pont). A beruházó optimumát az a pont határozza meg, amelyben preferencia
függvénye érinti az rJ egyenest. Ha ez a J pontban van, a beruházó teljes
vagyonát a J pontot deifináló kombinációnak megfelelően fekteti be. Ha a
beruházó a J pontnak megfelelő C hozamtól még magasabb szintet akar elérni,
hitelt kell felvennie, de természetesen pénzét ugyanolyan arányban fekteti be
mint ahogy azt a J pontban tette. l\foRTON [8]-ban analitikusan is bizonyítja

7 Szii(ni,1
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ezt az összefüggést és megadja az r.J egyenes egyenletét;

I e -- r I = a V Ji'r2 -- 2Dr + E. (6)

Megmutatható, hogy ez az összefüggés a nem-negativitási kikötés mellett is
érvényben marad a pozitív változók rendszerére, ha a beruházó tervét a fel­
vehető hitel korlátja nem akadályozza. Ha a beruházó a teljes hitelkeretet
kimeríti, akkor a hatékony kombinációk halmazát ismét parabolikus össze­
függés írja le.

Egy újabb feltétel bevezetésével, amikoris feltesszük, hogy a tőkepiacon
valamennyi beruházó egyformának ítéli az egyes pénzbefektetési helyek való­
színűségi paramétereit, a SHARP.I!: [11], LINTNER [6], Mossrx l9]-féle tőkeár
modellekhez jutunk, melyek függvényszerű összefüggést állapítanak meg a
befektetési hely hozama és kockázati szintje között. Ezen összefüggéseket a
pénzbefektetés-elmélet legnagyobb eredményének tartják. Megmutatható,
hogy a Mossrs által adott egyenlet azonos tartalmú a MERTON által [SJ-ban
adott egyen lettel.

Megemlítendő, hogy a pénzbefektetés-elméletben fontos szerepet játszanak
a ,,kölcsönös pénzalap"-okkal kapcsolatos tételek. (Lásd l"B] és l8}ban.)

Hogy az egyes pénzbefektetési helyek hozamai normális eloazlásúak, az
irodalomban sokan vitatják, pl. BAWA és ÚHAKRIN l2]. Ők lognorrnálie elosz­
lásra határozzák meg a hatékony kombinációkat leíró függvényt, valamint a
változók optimális értékét. A változókra adott nemnegat.ivitási kikötés mel­
lett a normális eloszlásra kapott eredmények könnyen adaptálhatók a Jog­
normális esetere i8.

II. A hatékony kombinációk halmaza, amikor valamennyi 
befektetési hely kockázatos 

A modell megfogalmazásánál az alábbi feltételezésekkel élünk:

Fl: A beruházó U hasznossági függvényének tulajdonsága, hogy dU/dC> 0,
és dU/da < 0, a beruházó tehát kockázatérzékeny.

F2; A befektetési helyek hozamai normális eloszlásúak a; várható értékkel
és V;;(> O!) szórással.

F3: A kovariancia-variancia (szimmetrikus) mátrix nemszinguláris, ezért pozi­
tív definit.

F4: A vizsgált gazdaságban fedezetlen eladások nem lehetségesek: a befek­
tetés nagyságát mutató változó nem lehet negatív.

F5: A beruházó tőkéje tetszőlegesen felosztható a befektetési helyek között.
Ekkor a hatékony kombinációk halmazát a következő, B-ben és C-ben

paraméteres kvadratikus programozási feladat optimális megoldása adja:

x; ~ O; i = l, ... , n 

l: X; = B 
J;a;:J:; = e 

1 2 {l'\,°'' } - - a = - - .,;;., .,;;., VijX;X1 2 2 
, .MAX 

(7a)

(7b)

(7e)

(7d)
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ahol

B : a befektetni szánt saját tőke nagysága,
C : a befektetésből a tervperiódus végére várt hozam nagysága,
V;/ az i-edik és j-edik befektetési helyek fajlagos hozamai közötti kova-

riancia,
X; : az i-edik helyre befektetendő pénzmennyiség,
a; : az i-edik befektetési hely fajlagos hozamának várható értéke,
J; J; v;1x;X/ a befektetett pénztőkéből várt hozam varianciája.

Legyen
J+ = {i/F J;m;p1-DJ;mij>O}, 

j j 

J- = { i IF~ m;/t1 -- D}; m < O},
J J 

1° = { i I Ji' J: m;p1 - D 2,• m;1 = O} = J- U J+, 
j j 

valamint a továbbiakban: J:miJ = g;, J;a1m;1 = h;, 
j j 

ahol v-1 = M = lmiJ] és (5)-nek megfelelően F = J; g,, D = J; h;, E= J; h1a1• 

1. tétel: Legyenek érvényesek az Fl-F5 kikötések, továbbá, hogy a# Al. 
A (7) feladatnak rögzített B mellett akkor és csak akkor létezik olyan (00, 01)

nyílt intervalluma, melyben minden változó pozitív, ha fennállnak az alábbi
egyenlőtlenségek:

g/i,q < hpgq minden p EJ-- és g E J+-re,

Dh, - Eg; < 0 minden i E J0-re.

(Sa)

(Sb)

Bizonyítás. Először megmutatjuk, hogy ha rögzített B mellett létezik olyan
C (B · max {a;} > C > B · min {a;}) melyben minden változó pozitív, akkor
(8) fennáll. @

Tekintsük a (7) feladathoz tartozó

1
<l>(x,, u1) = - - J; J; v,1x;x1 + u2(B - J: x;) + 11,.i(O - J; a1x;) (9)2 .

Lagrange függvényt és ennek megfelelően [13], illetve [5] alapján a Kuhn­
Tucker (továbbiakban K'I') feltételeket:

8(/) 
-= - ,--.v,-1-x--u?-a-u.1<0· i = 1, ... ,n .,;;., I - r ••. - , ax, j 

a<P 
-= B-J:x; = o
OU2 

o(/) = 0 - }; aex, = 0
O'U3 

8(/> 
- •X; = O; i = 1, ... , n 
OX; 

(10a)

(lüb)

(10c)

(10d)

7• 
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x;>O; i= I, ... ,n. (lOe)

Legyen most C olyan pont, amelyben valamennyi változó pozitív; (lOd) fel­
tételek miatt ekkor a (IOa) feltételek egyenlőség formájában teljesülnek. Mivel
F3 alapján V mátrix nem szinguláris, a (IOb)-nak megfelelő

- Vx - lu2 - au3 = 0 (11)

egyenletrendszerből - ahol x* = [x1, ... , x,,], a* = [a1, ... , a,.,] -, a v-1 =
= M = [m,J mátrixszal történő szorzás után kapjuk, hogy

(12)

Ezek felhasználásával adódik, hogy

l: x; = u2 l: g, 'U3 l: h;, és

melyeket az (5)-ben bevezetett jelölések follw,ználásával az alábbi formában
írhatjuk:

L, X; = - U21'1 - U3D 

2 a.x, = -'u2D - ii:ifiJ. (l3)

Ezeket a (lOb- e) feltételekbe helyettesítve adódik, hogy

1J + U2fi' + U3D = 0 (14)

C + U2D + u3'JJ = o. (15)

Az F pozitív mivel V pozitív definit é8 így M is. (14)-ből ezért

B + uJD 
U2= ----- 

fi' 

Ezt (15)-be helyettosítve és regdoz vo kapjuk:

u3(EF - D2) = -(FC - DB). (16)

Megmutatható, hogy a (D2 - EF) kifejezés az

/().) = (a + ).l)*M(a + ).1) = P).2 + 2AD + E 
másodfokú függvény diszkriminánsa. Ebből következik, hogy az M pozitív
definit volta miatt a (D2 - EP) akkor: ér, csak akkor zéró, ha a= -Al, 
egyébként

EP - D2 O.

Feltevésünk mellett (hogy a =;6 Al) (14-15)-nek tehát egyértelmű megoldása
van, mégpedig

PC -DB u --- -- 
:i - EP - D2

(I 7)

EB-DC 
U2=----­

EJi' __ 1)2 
(18)
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Ezeket (12)-be visszahelyettesítve a változók optimális értékeit kapjuk:

EB - DC FC - DB . x1 = ----g; + ----h;; i =I, ... , n. (19)
EF-D2 EF-D2 

Mivel minden változó pozitív, továbbá (EF - D2) > 0, (19)-ből következik,
hogy

(EB - DC)g; + (FC - DB)h; > O; i = I, ... , n. 

Ezeket rendezve kapjuk, hogy

C(Fh; - Dg)> B(Dh1 - Eg1); i = I, ... , n. 

Egyrészt ha most i E 1°, minden ilyen i-re fennáll, hogy (B > O)

Dh; - Eg1 < 0,

másrészt a q EJ+ és p EJ- indexekre a

B Dhq - Egq < C < B DhP - EgP 
Fhq - Dh4 ' DhP - DgP 

egyenlőtlenség áll fenn, melyből a nevezőkkel történő átszorzás után adódik,
hogy

(20)

(21)

(22)

(22a)

s ebből - tekintve, hogy (EF - D2) > 0 - adódik a kívánt eredmény.
Abból, hogy a ( 19- 22a) egyenlőtlenségek ekvivalensek következik, hogy a

(8) feltételek elégségesek is.
(22) alapján belátható, hogy a maximális intervallumot, melyben vala­

mennyi változó pozitív, az alábbi előírások adják:

. { Dh - Eg 1 01 = mm B P . P 
pE J- li'hp - Dq ; 

(23)

00 = max {B Dhq - Egq}. 
qE/+ Fhq - Dgq 

Ebben az intervallumban a O ► min a2 leképezést is megadhatjuk; szorozzuk
meg ugyanis (11) mindkét oldalát az x* vektorral, valamint alkalmazva u2-

és ii:1-ra a (17- 18)-ban kapott értékeket adódik, hogy

EB2 - 2DBC + FC2 
min a2 = min x*Vx = --------- .

EF-D2 
(24)

B-t is változónak tekintve (24) elliptikus paraboloid és a hatékony kombiná­
ciók halmazának egy részhalmazát határozza meg, ugyanis az összefüggés
addig érvényes, míg valamennyi változó pozitív. A pozitív változók rendszerére
azonban (24) mindig érvényes és így adott B > 0 értékeket véve a hatékony
kombinációkat meghatározó min a2(0) függvény szakaszonként konvex és
egy-egy ívét (24) írja le (4. ábra). Ha a nemnegativitási feltételtől eltekintünk,
akkor (24) minden B- és 0-re a hatékony kombinációkat írná le; ebből viszont
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következik, hogy adott B > 0 értéket véve a nemnegativitási feltétel mellett
a hatékony kombinációkat leíró min a2(C) függvény szakaszonként differen­
ciálható konvex függvény.

min62 

\
\

e

/
/

/
/

/
/

/
/

/
/

Bo
4. ábra 

B

Adott C = C0 > O esetén a (24) függvény B-ben ugyanúgy viselkedik mint
C-ben (E> O), tehát a min a2(C0, B) függvény is konvex és parabola ívekből
tevődik össze. Ebből két dolog következik:
- a (7) alatti problémát B = l foltéte] mellett is lehet általános esetként

kezelni, mivel a min a2(0°, B) függvény minimum pontja - legyen ez B0 - 

az egyedüli hatékony alternatíva, tekintve, hogy B > B0 és B < B0 esetben
min a2(C0, B) > min a2(C0, B0). (24)-ben B helyére egyet írva Merton (4)
alatti összefüggését kapjuk, mely nemnegativitási feltétel hiányában minden
C-re érvényes;
- a min a2(C, B) függvény konvex é8 elliptikus paraboloid darabokból

tevődik össze.
Térjünk most vissza (16)-hoz és tegyi.ik fel, hogy a= H. Ekkor EP - D2 =

= 0, és a feladatnak csak akkor lesz megoldása, ha (DB - FC) = 0. D és Ji' 
(5) alatti definíciója alapján ez csak akkor áll fenn, ha

a.· B =0, 

ahol A= a,= a1 = a2 = ... = a,,,. 

u3 így meghatározatlan és (14)-ből
J3 + U3D 

U2 = -

(25)

Ezek felhasználásával adódik, hogy

x1 = g1BJP; i = I, ... , n és

min a2 = B2/F. (26)

(26)-ból következik, hogy az optimális megoldásban az ,,aktív" változókhoz
tartozó inverzrnátrix-sor összege nem lehet negatív; az optimális megoldás
szerkezete C-től és B-től független; a hatékony kombinációkat egy konvex
parabola írja le (5. ábra).
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min62 e

C=a-8

B
.5. ábra 

Annak szemléltetésére, hogy egyenlő hozamok esetén sem. triviális a döntési
probléma, tekintsük a következő pénzbefektetési feladatot; legyen a1 = a2 = 2;
B = I és ezért C = 2, valamint

V = [~ ~]; melyből lVC = [~ l/~I,
Meleget tosz tehát a (26)-ból eredő feltételnek (nincs negatív sorösszege).

A programozási feladat formája;

x1 + :r2 = I

2x1 + 2x2 = 2

{xr + 2xn -, MIN. 

Az optimális megoldás (26) alapján (F = 1,5):

X1 = 1(1/1,5) = 0,67; X2 = 0,5(1/1,5) = 0,33;

min a~ = 1/1,5 = 0,67.

Tetszöleges B > 0 esetén az optimális megoldás:

x1 = 0,67B; x2 = 0,33B; min a2 = B2/l,5.

Tekintsük ismét az a ¥ Al esetet és tegyük fel, hogy rögzített B esetén mind
a 00-t mind 01-et egyetlen index adja, azaz mind C0"ban mind 01-ben csak
egy változó válik zérussá, Ez nem jelent gyakorlatilag megszorítást, mivel
inszigrúfikáns szinten - ha pl. két ilyen változó van - egyik változó értéke
megváltoztatható. Legyen ez a két index q0 illetve p0. A változók folytonossága
miatt a C <CO és a C > 01 intervallumoknak mindig van tehát olyan 01-gyel
kezdődő, illetve 00-lal végződő intervalluma, melyekben a (9) alatti Lagrange
függvény úgy veszi fel szélső értékét, hogy abban xq, < 0, illetve-xp, < 0, míg
a többi változó értéke pozitív.

Seqédtétel: Ha lVC = [m;j] n X n-es szimmetrikus pozitív definit mátrix, és
az n elemű a vektor komponensei nem mind azonosak (a# J.1), akkor minden
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i = 1, ... , n-re fennáll, hogy;

Eg7 - 2DgA + Fh7 - m;;(EF - D2) < O;

ahol az E, D és F értékeket (5) írja elő.

(27)

Bizonyítás: A (27) összefüggést elegendő egyetlen sorra (oszlopra) megmutat­
ni, s legyen ez az n-edik sor.

Tekintsük ekkor az alábbi programozási feladatot:

J;x, = gn 
(28)

a;,= x*Vx -, MIN; 
(V-I= M = [mi}]; Yn = J; m11j; hn =}; mnpj). 

A (28) feladat csak a (7a) előjelmegkötésben különbözik a (7) feladattól, ezért
az optimális célfüggvényértéket adó (24) összefüggés mindig érvényes {28)-ra.
Ennek megfelelően;

• 2 Eg~ -- 2Dgii,, + Fh;, m1na11=---EF - D2 
(29)

(28)-nak az x7 = m,11, i = l, ... , n, lehetséges megoldása, a hozzátartozó cél­
függvényérték pedig rnn11 • (x0*Vx0 = e~x0 = m,111). Ezért

Eg~ - 2Dgnhn + Ph;, / 
EF - 1)2 -- mnn' 

majd (EF -- D2)-tel szorozva mindkét oldalt, nullára redukálás utáni= n-re
a (27) alatti összefüggés adódik.

2. tétel: A (7) feladatra teljesüljenek a (8) alatti feltételek, továbbá n legyen
az az egyedüli index, melyre

0 B Dh,, - Eg,, , n . { } 
0 = ---____-- .'J •nun a, . rs: -i»; 

Ekkor a O > C0 intervallumban a (7) feladat optimális megoldásában x,, = 0.

Bizonyítás: Azt kell megmutatni, hogy van olyan (C_1, C0] intervallum
melyben a

J;x1=B 
};a;x;=C 

x,, = 0

- 2-x*Vx · MAX 
2

(30)

feladat optimális megoldása kielégíti a (10) alatti KT feltételeket, mégpedig
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úgy, hogy x; > 0; i = 1, ... , n - 1. A (30) feladathoz a

if>= - : l) l) V;jxixj + u2(B -1) X;) + u3(C -1) a;x;) + u4(-xn) 

Lagrange függvény tartozik, melyhez az alábbi elsőrendű feltételek tartoznak:
8(/) -= - l: v1jxj - u2 -- u3a; = 0; i = 1, ... (n - 1), (31a)
OX; j 

l) x; = B (31c)

.J: a.x, = 0 (31d)

X11 = 0. (3le)

A (7) feladat megoldásmenetéhez hasonlóan (3la-b)-ből

(32)

(3le) feltétel miatt (32) alapján

melyből M pozitív definit volta miatt

(33)
m1111 

(3lb)-ből látható, hogy a (31) egyenletrendszer adta megoldás kielégíti a (10)
alatti 1(1.' feltételeket, ha u1 :S: 0 és X; > 0, i = l, ... , n - 1. 00-ban X; > 0,
1; = 1, ... ,n - 1,éscsak.x,, = 0,aváltozókfolytonosságamiattezértetegendő
belátni, hogy u1 nem pozitív.

(32)-ből kapjuk, hogy

B = J,'x1 = -u2F - n3D -~(-u2g,, - n3't11), (34)
m,nn 

e = l: a;,X1 = -1.t2D- U3E - ___!!:_,_ (-u2gn - 1.t3gh,,). (35)
rn,,,, 

(34)-höJ kapjuk, hogy

(36)

Mivel tudjuk, hogy a (30) feladatnak létezik egyértelmű megoldása (pl. a
00 > B · min {a;} pontban) ezért:

[B D g,,h,, ) r g~ F) U2= + u3 -U3-- : --- I, 

rn,111 '1nnn 
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melyet (35)-be helyettesítve kapjuk, hogy:

re DB g~, e·, g~h,, B ·' - ---,+--
rn.n,1 rn,1n 

U3 = ---- -- -- ~ - . h h2
D2 -· E fi' + E ~ - 2D :~'- + F _n_ 

rn,,,, 
illetve

EB - DC + !!._nh,, C -- hf, B 

2
o~ - EP+ R~ 

m.; 
I. I? 

2D _(ln l,11 + ]i' ~ 
m.; m·,;n 

Ezeket az értékeket (33)-ba helyettesítve

(EH - DC)q11 + (PC ·- DB)h,, 
'll4 == --:; :, --. 2 - . -T' ·.> - - ---~ 1n11n . 

(E l1 D )rn,,,, - !ty;, + 2Dy,,h11 ri; 
A segédtételből és az egyértehuűséghől következik, hogy a nevező pozitív;
- az rn,,,, sz.intén. (37) számlálója nem más mint n,z :e,, változó számlálója,
melyről tudjuk, hogy C0-ban zéró és C / C0-ra negatív, tehát u4 csak G0-ban
zéró, C < C1frn negatív, az az teljesülnek n 1(1' teltételok.

Adott B érték mellett az algoritm us menete így tehát az alábbi:
- eldöntjük, hogy van-e C-re megoldása a (20) alatti. ogyenlőtlonHégrend­

szernek. Ha van, jelöljük e7,t az intervallumot (C0, G1)-gyol. Ha nincs, algo­
ritrnusunkna.k nincs előnye a Markowitz. algoritm11Hsal szemben;
- az t az alternatívát melyhez tartozó változón, G.,-ban zéró, a rendszerből

elhagyjuk. A problémát így visszuvezet.tük az alapproblémára, K megkeressük
azt a C_1 értéket, melyre a (C_1, G0l intorvallumban ,t vissza.ma.radt változók
mindegyike pozitív. C_1-ben újabb változó lesz zéró, azt ismét elhagyjuk, s
az eljárást addig folytatjuk, míg a ()=min {r.t;} • /J pontba nem érünk :
- visszatérünk a C1 ponthoz, melyben valamelyik változó zéró. Ezt a rend­

ezerből elhagyj 11k éH az olőhbi pontnak megfelelően mcglrnre81:,ük a C 2, 0:1, ...

értékeket. 8zt addig folytatjuk, rníg a C = max {a;}• B ponthoz nem érünk.
Lllusz.trációként tekintsük MAllKOWl'I'7. 17]-bon definiált feladatát Ennek

megfelelően legyen B = I,
a*= [0,062; 0,14(-i; 0,128], valamint

(37)

[0,0146 0,0187 0,0145] 
V = 0,0187 0,0854 0,0104

0,014:'í 0,0104 0,0289 .
Ezekből

[ l!JG, II 0 --32,38 86,75 j
l'd = -32,38 17 ,5\1 9,92

86,75 n,112 74,56 ,

g1 = 250,4H
(h = -4,87
g3 = 171,22
továbbá F = 4lG,84;

hl= 18,54
h,, = l ,1-rnh: -= I G,37.

IJ = 3G,7:l5; IC= 3,51.
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A (20)-nak megfelelő egyenlőtlenségrendszerhez szükséges kifejezések értékei:

Fh1 - Dgl = -1475,25;
Fh2 - Dg2 = 941,73;
Fh3 - Dg3 = 533,79;

Ezekből:

Dh1 - Egl = --198,3
Dh2 - Eg2 = 84,32
Dh3 -~ Eg3 = 0,36.

e-< 0,1344
e> 0,0895e> 0,00061.

A (0,089536; 0,13442) intervallumban mindhárom változó pozitív, az algo­
ritmus alkalmazható tehát a Markowitz-féle feladatra. Ebben az intervallum­
ban a változók optimális értékei:

x1 = -1475,250 + 198,3; x2 = 941,730 - 84,R2; X3 = 533,790 - 0,36.

valamint (24) alapján:

min o-L,, = 0,03 - 0,6430 + 3,6402
.

A 00 = 0,089536 pontban x2 = 0. Ha a O < 00 intervallumban nem az x2 
változót állítjuk zéróra, hanem pl. x3-t, akkor a

min al.., < min o"l,, 
reláció mindig fennáll a O < 00 intervallumban ugyanis az l12 eset nem elégíti
ki a K'!' feltételeket. Következésképpen az x2-nek a O::::: 00 intervallumban
zéró értéke kell legyen.

Hagyjuk cl ~t rendszerből a második alternativát, ekkor
a* = I O,OG2; 0,128], és

V = [0,014ö
0,0145

Ezekből

M -[- J:H,29
- --06,2:'>

0,01451
0,0289 .

-66,25]
66,71 '

és Jí' = 68,49; E= 0,5575; D = 4,277.

(24) alapján:

min o-r,, = 0,028 - 0,42U80 + 3,4402,

és mivel két változónk van, a (20)-11ak megfelelő egyenlőtlenségrendszer meg­
oldása nélkül is tudjuk, hogy

Q_l = 0,062 = min {a,}, 

így az eljárást a C > 01 intervallumban keJJ folytatni. A 01 = 0,13442 pont­
ban x1 = 0, ezért az első befektetési alternatívát a rendszerből elhagyjuk.
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Ennek megfelelően a*= (0,146; 0,128],

V -[0,0854
- 0,0104

Ezekből

0,01041
0,0289_ '

"'''.[ _ [ 12,251' - -4,4 

F = 39,63; D = 5,21; E= 0,6893.

Fh2 - Dr12 = 7,61; Dh2 - Eg2 = 0,976
Fh3 - Dg3 = -7,65; Dh3 - Eg3 = -1,1125.

-4 4]
36:18 '

Ezek alapján természetesen (mivel csak két változó van)

e> 0,123
e< 9,146.

Így a [0,13442; 0,146] intervallumban

min af;, = 5,255 - 79,6C + 302,502,

a változók optimális értékei pedig:

X1 = 0; X2 = 7,62C-- 0,976; X:1 = - 7,656C + 1,1125. 

Számításainkat az alábbi táblában foglalhatjuk össze;

Váltu,,ók
poz ibivitása OpLirnóJis célfüggvény

e= 0,062
0,062 < e :s; 0,0850

0,0859 < C < 0, l34'J.
0,13,14 :s; e< o.uo
e= 0,146

0,023 - 0,43 e -j 3,44 c2

0,031 o,ü4 e + 3,56 c2

5,255 1n,n e 1 302,5 c2

Megjegyzendő, hogy az

Phq - Dq, ? o és Ji'hP . - DhP < O

tényből, ha mind gP mind Uq pozitív, a (8) ala,tti feltételek mindig következnek
(természetesen még más esetben is). Ehhez tekintsük még az alábbi pénzbe­
fektetési problémát: a* = ll; J ,l; :·l], B = l, és

I 0,1
V = l

0

l 
2010

0
~l • ebből
l [

- 10,05
NI= ~,005

-0,05
0,0005
0

oj 0 .
1 .

Ezekből Ji'= 20,045; D = 40,04; E= 100,94. Az értékek ismeretében a (20)
egyenlőtlenségrendszert megoldva adódik, hogy a (2,99236; 3) intervallumban
mindhárom változó optimális értéke pozitív, annak ellenére, hogy a második
alternatíva varianciája több mint húszezer szerese az elsőének és hozama csak
10¾-kal nagyobb.
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III. A hatékony kombinációk halmaza, amikor egy befektetési 
hely kockázat nélküli 

Gazdaságunkban mindig létezik ilyen hely: ez a fix kamatozású letét, tágabb
értelemben a hitelfelvétel is. A pénzbefektetés-elmélet felteszi, hogy a beru­
házó azonos kamatláb mellett bármilyen összeget letétbe helyezhet és felvehet.
Merton a fedezet nélküli eladás lehetőségét felhasználva a (6) alatti eredmény­
hez jutott. A hazai gyakorlatot figyelembe véve az Fl~ F5 feltételek mellé
vezessük be még a következő feltételeket:

F6: A beruházó korlátozás nélkül letétbe helyezheti pénzeszközeit, ugyan­
akkor legfeljebb A összegü bitelt vehet fel.

A letéti kamatláb a hitelkamat.lábná.l kisebb. Ennek következményeként a
beruházó nem tesz letétbe pénzeszközt ha hitelt vesz fel, ellenkező esetben
ugyanis vesztesége van.

A letéti eset és hitelfelvét eset így külön vizsgálható. Figyelembe véve, hogy
letétbe bármilyen összeget helyezhet a beruházó, Merton (6) eredményét a
nemnegativitási kikötéssel kiegészítve alkalmazhatjuk. Tekintsük ezért első­
ként a hitelfelvét esetét.

Az Fl--F6 alapján ezt az alábbi A-, B- és 0-ben parametrikus kvadratikus
programozási feladat fogalmazza meg:

z ?.:, 0, X; ':: 0, i = 1 ... , n 

z < A 

J;x, - z = B 
J; a.x, - rz = e 

(38a)

(38b)

(38c)

(38d)

(38e)

ahol az ismert változók és paraméterek mellett

z a felveendő hitel nagysága
A a maximálisan felhasználható hitelkeret
r a hitelkamatláb nagysága.

A feladathoz tartozó Lagrange függvény:

+ u3(0 + rz - J; aix;), 

melyhez a következő 1('1' feltételek tartoznak:

o(/) = - J; v1ixi - u2 - ·u~a., < O; i = 1, ... , n (39a)
oxi j 

(39b)
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(39c)

a<P -= B + z - J; X; = 0
au2 

a<t> e "' -= + rz - ,,:., a;x; = 0
au3 

a<P a<t> J;-x1 +-z=O 
ax; oz 

z 2 0; x, :2= 0; i = 1, ... , n 
a<P 
-Ui .;:_O; U1 ,;._: o.
OU1 

Ismét tegyük fel, hogy a (38) feladatnak létezik olyan optimális megoldása,
melyben minden változó pozitív. Ekkor ezen paraméterekre - mivel (39a)
formailag azonos (lOa)-val -,

(39d)

(39e)

(39f)

(39g)

(39h)

(40)

továbbá ha (39d)- és (39e)-ben a B + z = P, illetve C + rz = R helyettesí­
tést alkalmazzuk, ezek formája azonos (lOb-c)-vel. Következésképpen

DR-EP 
U2 = EF-- D2 ' 

DP-FR 
u. =----,

3 RJi'-D2 

ha az a,-k között vannak különbözők.
Tegyük fel még e mellé, hogy z = A. Ekkor P és R konstansok, ezért

EP -- DR PR -- DP . 
x, = ----g, + ---- h1; i = 1, ... , n. 

EF - D2 .EF - D2 

Mivel A-ról megszorítás nélkül feltehető, hogy pozitív így z = A esetben z 
is pozitív. Ezért (39f) miatt (39b) egyenlőség formájában áll fenn, melyből:

(41) 

DR - EP DP -- ~PR 
U2 + U3r = ---- + ----- 1' = U1 :2: o.

EF-D2 EF-D2 

Ebből következik, hogy fenn kell álljon az

(DR - EP) + (DP - FR)r :.2: o (42)

egyenlőtlenség.
Azon tartományokban melyre (42) fennáll és melyekben (41) minden i-re

pozitív, a hatékony kombinációkat a

. , EP2 -·· 2DPR + FR2 

min a2 = ---------
EF - D2 

(43)

függvény határozza meg, mely a (P, R) -+ min a2 térben elliptikus paraboloid
darab.
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Legyen egy beruházónak 100 egységnyi tőkéje és A = 40 egységnyi hitel­
kerete 10%-os hitelkamatláb mellett (r = 1,1), továbbá három kockázatos
befektetési lehetősége, melynek jellemzőit az a vektor és a V mátrix mutatja;
a*= [l,l; 1,3; 1,4],

[

0,1
V = o

0

0
0,2
0

0 I0 .
0,5

Ezekből

[

10
M= ~

0
5
0

~], F ~ 17; D ~ 20,3; E~ 24,47.

P = 140 esetben (41) minden i-re pozitív, ha

158 < R < 187,5,

mégpedig R = 158 esetben x3 = 0, és R = 186,5 esetben x1 = O. (43) minimu­
mát az

DP 20,3,140
Rm;11 = -- = --- = 167,18

F 17
pontban veszi fel, ezért a hatékony kombinációk csak az R >: Rmin tartomány­
ban helyezkedhetnek el. Az optimális megoldást a 6. ábra szemlélteti.

A (42) feltétel értelmében azonban:

R(D - rF) 2 P(E - rD), 

R > 187,25.

Az /123 eset éppen R = 187 ,25-ig áll fenn, melyben x1 = O. Töröljük ezért a
lehetőségek közül az első alternatívát. Ekkor E = 12,37; D = 9,3; F = 7,
s ezek felhasználásával újra az adódik (42)-be történő behelyettesítés után,
hogy

R > 187,25.

Az l23 eset pedig R = 140 · 1,4 = 196-ig áll fenn, ezért az esetnek megfelelő
hatékony kombinációka.t a 6. ábra l23•mal jelölt íve mutatja.

Tegyük most fel, hogy z < A! Ekkor P és R a z változó függvényei és
(39f) miatt (39b) egyenlőség formájában teljesül, továbbá (39h) miatt u1 = O.
Így fennáll, hogy

U2 + U:1r = u1 = 0.
Ebbe az 'U2 és u:1 értékeket helyettesítve kapjuk, hogy

D(C + rz) - E(B + z) _D(B + z) - F(C + rz) -'----------- + 1 -------- = 0,
E F -- D2 E F - D2 

melyből
C(D - rF) - B(E - rD) 

z ==
r2F - 2rD + E 

ugyanis az (r2Ji' - 2rD + E) kifejezés minden r-re pozitív mivel (EF - D2) >
> o.

(44) 
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min62

\

'
---

16718 187.5 196 R

6. úbra 

Az értékét ii2- és u3-ba beírva, majd ezen u-kat x,-kben felhasználva adó­
dik, hogy

(C - rB)(h1 r:11) 
X; ==-- - -- -,

r21i' 2r/) + E 

és a változók nomncga.tivitáaára tokintcttol fenn kell, hogy álljon a

i = l, ... ,n, 

(C r B)(h, rr;,) · O; (45)

egyenlőtlenség minden i = I, ... , n-re. A z nem negatív, czétt (44) alapján

C(D - -r, - B(l!J rD) ~ o.
(43) alapján, mivel P = B + z és R = C + rz, most

• ? E(B + z)2 - 2D(B + z)(C + rz) + Jt'(C + rz)2mrna·=-- - ---- ---EF ~ ' 

ész helyére a (44) eredményt írva, a számítúsukat elvégezve kapjuk:

. (C rBf 
nun a2 = --- - , (47)

r2.F' 2rD + E 

és ebből

nun a I e r B I
Vr2.P 2rlJ + E 

(48)

A várható hozam szórása lincári« függvé'nyc tehát C-nek, és B = I-et. véve
(48) azonos Merton (6) alatti eredményével. Az ~:,-ro adott képlet (lásd (45))
azt mutatja, hogy az optimális kom hináció szerkezete C' v;Utoztatására érzé­
ketlen; következéskép (Ml) felfedéséhez clogonc!G egyetlen kombináció isme­
rete. Tekintsük ezfrt ismét 11 (24) alatti képletet, molyből

VIC J-32 2u !JC + FC2 

m111a=
VE[,' 1)2 

(49)
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3. tétel. Álljanak fenn az Fl - FG feltételek, továbbá legyen u1 = 0. Ekkor
ha r < D/ F, akkor (48) hatékony felületen érinti a (49) függvényt; ha r = Dj F, 
akkor (48) asszimptótája (49)-nek; ha -pedig r > D/F, akkor (48) nem haté­
kony felületen érinti a (4P) fügvényt.

Bizonyítás: A (49) felületnek a

(min a - a0) = (31(B - B0) + /32(0 - 00)

egyenlet definiálta sík a (B0. 00, a0) pontjához tartozó érintősík, ahol
EB0 - DC0 131 = -v EF - D2 VE Bo - 2DBoCo + FGg 
Ji'C0 - DB0 /J2 = ~====-===========-]( BF - D2 VE Bo - 2DBaOo + FC'fi . 

Ha létezik olyan (B0, 00, a0), hogy a

10- rBI 

egyenlőség minden (B, O)-re fennáll, akkor (48) érintősíkja (49)-nek. (48)
hatékony felületét véve

C-rB 

mely minedn (B, O)-re akkor áll fenn. ha

EB0 - DC0 -r 
VEP ~[)2 ll lVB5 --2DBoc--; + 105 r2.fí' - 2rD + E 

FC0 - DB0 1
V EP~ 752

[(EB5 - 2DB0C~ + FÖJ r2 F - 2rD + E 
a0 = /11B0 + (J2G'o.

(50c) fennáll. (50a)-t osztva (50b)-vel kapjuk, hogy

EB0 - DC0 ---. - ==~r, 
Ji'C0 - DB0 

melyből ha r #- D/F, akkor

(50a)

(50b)

(50c)

C _ B E-rD 
o - o D - rJi' 

Ezt (50a -b)-be visszahelyettesítve azonosságot kapunk így (48) a

C =BE -rD 
D-rP 

egyenee mentén érinti a (49) felületet. (48) nem hatékony felületét véve ugyan­
ezt az eredményt kapjuk.

(51)

8 Szigma
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Ezekután könnyen belátható, hogy

ha r = D/F, (48) asszimptótája (49)-nek,
ha r > D/F, (48) nem hatékony felületen érinti (49)-et,
ha r < D/F, (48) hatékony felületen érinti (49)-et,
ha fennáll, (46) zéróval egyenlő.

Ezek.után a beruházó számára elérhető összes hatékony kombinációt tar­
talmazó függvénykapcsolatot is föifedhetjük. Ehhez tekintsük ismét az előző
példát! B = 100 és A = O esetre az optimális megoldást az alábbi táblázat
mutatja, ennek szemléltetését pedig a 7. ábra adja.

I V{dt,n6k 1-~- l) B
·--- -

_ __:·.dtivitása értéke

C= 110 t, 
110 < e :s; 112,sü t,2 15 I 7,5 20,55
11.2,sü <e< 133, 75 1,2. 17 20,3 24,47
133,75 :s; e< 140 t,. 7 9,3 12,37
C= ]40 t,. 

Az l123 esetben a parabola minimumát a O = 119 érték adja, ezért a hatékony
kombinációkat a 1 rn < C intervallum tartalmazza. Ha a beruházónak nem
lenne hitelfelvételi lehetősége, a f-lBCG íven mozogna. Hitelfelvétel esetén
(51) felhasználásával adódik, hogy 00 = 133,75; melyben már :c1 = 0, de a
változók eleget tesznek a (45) és (20) alatti feltételeknek. Igy a hatékony
kombinációkat a 3. tétel értelmében megkapjuk, ha a 110 pontból (10%-os
a hitelkamatlábl) kiindulva a min (J (133,75) ponthoz érintőt húzunk. A 7. áb­
rán ez a CD szakasz. D-ben z = 40, s ettőJ a ponttól kezdve a problémát felső­
korlátos esetként kell kezelni. Az el6ző feladat eredményeit felhasználva tud­
juk, hogy az l23 ív a 187,5;:. R ,,-- 196 (lásd 6. ábra) intervallumban létezik.
O-t megkapjuk, ha ezen intervallumot meghatározó két számból levonunk
40 + O,l · 40 = 44-et. Ekkor 143,5 ~ () <,,,, 152. Ha nom tekintjük a fix
kamatozású letéti lehetőséget, a beruházó mozgási terét tehát a T-1 BCDF 
vonal adja.

minő
2

F

B

D

A

/
/

/
/.,,.

105 110 119 129 133,75 1l0 1l3.5 152 C

7. ábra 
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Tegyük fel, hogy a beruházónak lehetősége van arra, hogy tőkéjét korlát­
lanul letétbe helyezheti, s a kamatláb 5%-os (r = 1,05). Ismét (51) felhaszná­
lásával adódik, hogy O O = 129. A beruházó hatékony pénzbefektetési kombi­
nációit így az ABODF vonal határozza meg. [Tegyük fel ugyanis, hogy
z < 0 letétet jelent, és a letéti illetve hitel kamatláb azonos, azaz 5%-os.
z előjelének kötetlensége nem befolyásolja az (51) alatti összefüggést, s az így
adódó O O felhasználásával (0 0 = 129) értelemszerűen a O < 0 0 intervallumot
választjuk.]

Nézzük most azt, amikor a1 = a2 = ... = a,, = a. Esetünkben (16)-nak az

(52)

egyenlőség felel meg, ahol most is P = B + z és R = 0 + rz. Mivel EF - 
- D2 = 0, a feladatnak csak akkor lesz megoldása, ha DF - FR= 0, azaz
fennáll, hogy ·

aP = R, 
mely azonos az

a(B + z) = C + rz 
egyenlőséggel.

Az u3 így meghatározatlan, és

p + U3D 
'Uz = - F ' 

melyek felhasználásával adódik, hogy

x1 = g;P/F; ·i = 1, ... , n, és

min a2 = P2/F. 
A fenti eredmények csak akkor érvényesek ha a a > r, más esetben a hitel­
felvétel értelmetlen. Ha a> r, (39b)-ből az következik, hogy a felveendő hitel
nagysága tetszőleges de nem nagyobb mint A. 

Végül még egy összefüggés felírható (45) felhasználásával. Tekintsünk
ugyanis egy pénzbefektetési kombinációt a CD szakaszon. Ekkor

. 2 ~ ~ C - r B (h )mm ak =,,;;,, V1c;X; = ,,;;,, v11; ; -- rg1 =
, ; r2F - 2r D + E 

= (C - rB)(a" - r)/(r2F- 2rD + E)

min a2 = J; x"ai; = 2' :i.;1,(C - rB)(a,, - r)/(r2F - 2rD +E).
k k 

Ezekből
min al 

(C - r B) . = a" - r, 
min a2

(53)

melyben B helyére I-et írva a pénzbefektetés-elmélet jólismert összefüggését
kapjuk, melyet tőkeár modellnek neveztek el (capital asset pricing model).
E kutatási irány egyik megalapozója Mossrn, kinek [9]-ben közölt eredménye
tartalmát tekintve azonos (53)-mal.

8*
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(Mossin megmutatta, hogy minden j-re fennáll a

A- aj-p)q · VJ:J:v-xx - IJ I }s-,». 
/{ 

(54)

összefüggés, ahol A konstans, Pi a tőke egységnyi ára, q = I/r és xj a j-edik
befektetési hely részesedési aránya az össztőkén belül. Mivel (54) minden
j-re fennáll következik, hogy

ai - pjq - ai - pifq 

minden i- és j-re. Ezekből:

X1(a1 - P1/q) _ X2(a2 - P2/q) _ _ Xn(a,, - p,,/q) - ... -

ami azonos a
0-rB 

A=_-;:====
VJ; J;11;1X1X j 

kifejezéssel. (54)- és (55)-ből kapjuk, hogy

a r --- C - r B i ~,X1r V 1: J;v;1X/r1 = V 2:,' 1: Vi/r,~;J ' ,,

(55)

melyből az (53) összefüggés közvetlenül adódik.)

E helyen is köszönöm kollégám, dr. Komlósi Sándor önzetlen segítségét,
mellyel elősegítette a dolgozatban kimondott 2. tétel pontosítását.

(Beérkezett: 1982. máju,s 7-én.) 
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1'O1-tTFOLIO SELECTION

Chap Im· One of' t Jiu papur giv,ir, a brief summary of previous results.
]n Chuptcr Two t h« ease is unalyzcd when short sales are not possible in the economy

and, as u. eo11sc,q11unen, t '10 variables of the parametric quadratic programming formula­
tion of' tlin «conornic problem must not take nc:gat íve values. Tl10 first theorem gives an
existence condit.ion for such an int.orva.l of the parameters where all variables are positive.
The well-known Markowitz-problem sa.tisfies this conatraint. Starting from this interval
the off'iciont. front icr functions may easily be found on the basis of the second theorem.
Therefore, the paper is practically a generalization of Merton's result. The lemma to the
second thcorcm draws ut tcnt.ion Lo a mat.rix-a.lgebraio relationship.

·with tho introduction of credits and deposits L]10 fundarncntal problem is modified
i n Chaptor Tlu-oo in such a way thut. Lhe available credit is limited from above. Using
Lho tdgori I Inn dove loped in Chapter Two t.ho efficient, frontier function of the investor
may be dot errnined in any accopt ablo iní.orvn.l of tim parameter values. Results are illus­
Lrnlud with numorica] examples,

AHAnkl3 ~{OMl31-11-1Aql-1i1 Bl{JlA)].A )],EHH

Ilcpuan rnaua cran.u JJ,aCT l(paTl(H~Í HTOr npenunyumx peaym.rarou.
13Top:-1>1 r-naua i.lllélJlll3MpycT TOT CJIY4Jl1, I(01'/W B Ji(OHOMl'll(C npommrn ŐC3 noxnurnn HC!l03-

MO)l(llhl, ii CJJe/WBilTCJlbHO, ncpcwcuuuc 3a)~alJM napaMCTpW!CCi(Ol'O l{Ba1waTH'!HOro rrporpaa­
MHpüllaI-Jllíl )~al·ll·l0)1 Ji(OHOM11'·1CC1(011 npOŐJJCMl,I He MOl'YT npMHHMiJTb OTpJ.!L\3TCJlb1-lblC 3HalJeJrn5J.
Flepuan reopeaa ,11aeT yCJIOBH5T, npn 1{0T0pb1X cy1l.(CCTByeT 1'31(011 Hf-lTCpBaJJ napaaerpou 3a)~34H,
B l(OTOpOM BCC nepeveuuue nOJJO)l(HTCJlbHhlC lJl1CJ13. kl3BCCTH35T 113 rurreparypu sanasa Map-
1(013111.\3 ynouneruopaer 3THM yCJl0B115lM. Mcxo).(51 M3 3TOro M1-!TCpBaJ1a, OCH013bllla51Cb Ha llTOp011
TCOpCMC, nerrco 061-1apy)l<HBi.1JOTC)I (llYHl(,l\HH, OnMCb1B310ll111C 3(jl(j)CJ(TH!llH,IC l(OMÖHHaL(HH. TTo3-
TOMy CTaTh51 no cyu,ecrny ,1BJ151CTC,l 0606IJ.(CHl1CM pe3yJlbTaTi.1 MepTOHa. BcnOMOraTCJlbH35T Te­
OJ)CMa, llj)Hl·la).(JJC)l(ill.ll,a,l 1(0 BTopor1 TCOJ)CMC, o6pau,aeT 13HMM3HHC Ha 0.1\HY 3allJ1CHMOCTb
élJireŐpbl MaTplll\.

J3 TJ)CTbCl1 rnaBC OCIIOllllMT npüÓJlCMa M0)'\kllilHl\11JJYCTC5l nyTCM BBC).(Cl-111>! l(J)CJJ,HTOBaHH5l 11
).\CrJ0311Ti.1, Tal(l,JM o6pa:!OM, lJTO pa3MCpbl l(J)C/.(HTa rnepxy orpal·ll·llJCHbJ. Bo BTüpor1 rmrne, e 11c­
noJ11,30Bal-lHCM pa3pa60T3HHOf'O paC4CTI-IOr'O cnocoőa (jJyHKl(HIO, onpeJJ,CJ15110UJ.YIO 3(p(j)Cl(THBHble
l<OMŐHHéll(lllf /(Jl,l IHIBCCTHTOpa MO)!{CM 1-1anMcan, BO Bcex YYHTbll3aCM61X JHITC])B3JJax.

Pe3y JlbTaThl HJIJllOCTJJHJ)YIOTC,1 l{()Hl(pCTHblMl·l np11MepaMH.


