FOGALMAK ES MODSZEREK

Fts10s LAszZLO —MESZENA GYORGY —SIMONNE M0osoLygo NOrA

A sokdimenzits skilazas egyes tijabb médszerei I1I.

Bevezetés

Els6 cikkiink (1982. évi 3. szam, 193—212 0.) keretében foglalkoztunk a téma
altalinos bevezetésével, majd a skdlazds problémdjanak beilleszkedésével a
sokviltozés statisztika egészébe. Kzutan a nem metrikus, illetve metrikus magd-
szerek koziil dttekintettiik a MINISSA és a MRSCAL eljardst. — Masodik
cikkiink e gondolatkornek az el6zGekre épiil§ tjabb médszereit mutatja be: az
INDSCAL-t és véltozatait, a PROFIT és a PREFMAP eljdrasokat.

Az ismertetés célja ismét e lehetGségeknek kizelebb hozdsa a_hazai gyakor-
lathoz, az eljarasokkal kapesolatos nyitott kérdések felvetése. Oszintén remél-
jik, hogy igy mind az djabb elméleti eredmények sziiletését, mind pedig az
alkalmazasi tapasztalatok biviilését jelentGsen elGsegithetjiik.

1. Az INDSCAL eljirds és valtozatai (IDIOSCAL, PARAFAC-2 sth.)
(Individual differences scaling; CARROLL —CHANG, 1970)

Megfigyeléseink (az objektumok) a sokviltozés | dllapottér” pontjainak te
kinthetdk. Az euklideszi tavolsigfogalom értelmében egymdshoz kizel esé pontok
a jellemzGk kozott rendre fenndllé kicsiny eltérések kovetkeztében ilyen hely-
zetliek. Megdllapithaté tehdt: a jellemzd valtozék osszességét tekintve ezen
objektumok fokozottan hasonléak egyméshoz.

Félreértések elkeriilése végett rogzitsiink most egy megéllapoddst. Az INDS-
CAL modell inputjit és outputjat a késGbbiekben részletesen ismertetjiik. El41-
jaroban azonban mondjuk ki — a lefrds és megértés konnyitése érdekében —:
az input térben hasonlosdgokrol, az output térben tavolsagokrdl foqunk beszélng.
Ismét hangsalyozzuk e fogalmazéas problémajat, hiszen a tivolsigok is tekint-
hetok hasonlésdgi mértéknek s a hasonlésigok alkalmas tavolsig-definfciGval
tavolsigoknak. Ugyancsak hasznalhaté volna barmelyik értelemben a kiilon-
boziségek kategéridja is. A valdsig modellezésének kiilonbozs eseteiben a
konkrét helyzetnek legjobban megfelels fogalomalkotist részesitjiik elényben.
Egy pillanatra sem feledkezve meg e lehetdségekrdl, tisztan technikai okokbél
alkalmazzuk a jelzett terminol6giat.

Az INDSCAL modell célja is az, hogy az eredetileg rendelkezésre 416 jellem-
z0k (valtozék) sokdimenzids terérdl (dllapottér) attérjen egy elvben tetszileges,
de alacsonyabb dimenziészami térre, — gyakorlatilag rendszerint két dimen-
zios térre | — ebben helyezve el az eredeti input tér ,,pontjait” (az objektumo-
kat) olymédon, hogy a kizdttiik levs tavolsigok az eredeti hasonlésdgokkal
monoton fiiggvénykapesolatban dlljanak. Az INDSCAL djdonsiga, hogy e
megfeleltetést az egyedek altal képviselt mas-mds szemléletnek megfelels ha-
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sonlésagok alapjan is elvégzi. Végiil eredé pont-abrat ad az output térben. Ezt
kiegésziti egy plusz kozléssel, megmondva, hogy az egyedek részérdl az output
tengelyek milyen silyozdsa kovetkezik az input adatokban implicite benne
foglalt informaciékbal.

A mondottak értelmében tehdt:

St ~ F(d, ) (1.1)
ahol: d, ; a j edik és k-edik objektum output tivolsiga az i-edik egyed szemlé-

leteben

F monoton fiiggvény
0, & megfelel6 input hasonlésig (ill. kiilonhozdség).

Koordinatakkal fejezve ki a tavolsagokat:

r
=y 9
A, 1 = 2 Wi, 0 — Y, i

1=1

172

ahol r az ered output tér dimenzidészama.

Ha a (kés6bb ismertetendd) egyedi stlyozast még nem tartalmazé koordini-
takbél indulunk ki, akkor ezek egyenkénti értelemszer(i transzformalisdival
(az egyedekre és tengelyekre vonatkozé silyokkal) ugyancsak elGall 4, ;:

O | e Lis
Yir,i = Vwy, Ty 8!

Ay i [2 wy () — @p)?

172

1.1. Az INDSCAL eljards

Az input haromdimenziés adatmétrix. Egy kétdimenziés tablat ad az objekg
tumok sokvaltozos jellemzése:
\

s ha az egyedek részérdl torténd clter(i megitéléseket is figyelembe vessziik,
létrejon a harmadik dimenzi6. (Elhelyezve egymas {616 a kiilonbozd egyedek
szemléletében adédé adattablikat.)

Tartalmaban azonos, formalisan mas jelleg(i az alabbi input tabla:

valtozdk

obJektumok

| objektumok
[ 12...k...n
1|
g2
I
2 . ik
2|
O .
a1t
n
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Ekkor az objektumok egymadshoz viszonyitott hasonlésigait (6, = dy;)
hasznaljuk fel az indulashoz, természetesen figyelembe véve m egyed mas-mds
szemléletét, itt is megkapjuk a harmadik dimenziét.

Az eljaras két eredménymatrixot ad. Az els§ az objektumok koordinatait
tartalmazza 1—2— 3, esetleg tobb, de az eredeti jellemzGk szaméanal altalaban
kisebb dimenzi6ji térben. (Leggyakrabban két dimenziéban.) A dimenziészam-
csokkentés alapgondolatat az el6zd cikkben részletesen kifejtettiik, de a
tovabbiakban is kovethetd lesz. A masodik eredménymatrix az egyedek altal
adandé eredé silyokat adja meg az eléz6 eredménymdtria tengelyeire! Tehat
a redukalt tér eredd, leszdrmaztatott tengelyeire kalkulalt eredd stlyokat
kapjuk meg, melyek kovetkeznek az egyedek altal az input harom-dimenziés
matrixban rogzitett, a valtozékra vonatkozd eltéré eredeti megitéléshdl !
A médszer lényege, hogy a két eredménymatrix a késGbb definidlandé
értelemben az indulé adatmatrix informdaciétartalmanak legjobb kozelitését
adja a rogzitett alacsonyabb dimenzidszam mellett. (Pl. két dimenziéban !)

Az output tablak jellege tehdt:

dimenzidk | dimenziok
3% e Bl ® [ T 2. 5l ok e

| T I N T —
1 1

e ~4

S 2 S 2

g - g -

3 5.

g B

o J ! Tjt o1 wiy

-~ | - .

2 = ]

(o] Q . ;

n m |

Itt w;, méri az i-edik egyed szemszogébdl az output pont t-edik dimenzidjanak
(tengelyének) fontossagat. Felhivjuk a figyelmet, hogy w; leszdrmaztatott
eredmény, értéke az i-edik egyed szamara is eleve ismeretlen adat, burkoltan van
benne az input haromdimenziés adat-tombjében (az i-edik egyed részérél az
,egyedi hasonlésdgokban” megnyilvanult szemléletben).

Mutassuk be az outputrél elmondottakat egy fiktiv példan. Tegyiik fel, hogy
3 objektumot jellemzett az input adattomb 4 egyed szemléletében, s eredményiil
az alabbi két kétdimenziés abrat kaptuk (arra, hogy az indulé rendszerben
hany valtoz6 szerepelt, e csak az eredményeket szemléltets fiktiv példaban
nem kell tekintettel lenniink).

Az 1. output dbra (az eredé objektum tér) dtértékelése a 4 egyed eredményiil
kapott egyedi stlyozdsinak megfelelGen:

Il dimenzio
'y
’ | Dimenziok

X2 e | S i B R o
[ | I. ; 11
E s ;‘7 B ’ ‘
L o
o E | M :

- |

. +—+ 1 a. S ey | Ty 5

T l.dimenzio 3, ba' i 9
X3 -g “ 3

1. dbra. Eredd objektum tér
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Il dimenzid

t
-»_‘.Wa ,, Dimenziok
L ) B il 5
i W. w, 1 1
8 IO 4. 4
W ‘, lNl, o w,
T - el w, 1 6
|.dimenzié w,y 5 1
2. dbra. Eredd egyedi sulyok tere
Il dimenzio’
ﬂn
X2
—1
X4 . s
S l [ i) } 11.
I | dimenzid : ey
X3 €, 2 ‘ 1
T, 3 ' b
14'3 -4 ’l —2

3. dbra. Az elsé egyed sajdt szemléleténel megfelel ,,privdt” tere

£y Ty Ly
.I‘l
T | 6,40
.r,, | 6,71 7,07

[tt tehdt a silyoknak megfelelGen a helyzet valtozatlan.

Il. dimenzio
A
X2
i
+ X4 . . ‘
] 9 1, 1L
1 I.dimenzid z; 6 2
S S T, -9 10
X3 Tz —12 —4

4. dbra. A mdsodik eqyed |, privdt” tere (az elsé dimenzidt hdromszoros, a mdsodikat kétszeres
sullyal véve tekintetbe )
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A tavolsagok a mdsodik egyed privdt terében: d, ,

| %y | z, | %g
& o .
Ty 17,01 1 = s
x, 18,97 ’ 14,32 &
! |
II.dimenzicd
A
*2e 130
1
- 120
| %
! [
| 0
s
g
1
+ I.dimenzié
i | 1 1L
] P T
+4-10 2y | 2 6
i @y | 3 30
X3 zu‘ 4 12
|

5. dbra. A harmadik egyed ,,privdat” tere

A tavolsagok a harmadik egyed privat terében: d;, 4

| 'y | Ty ’ T3
|
T3 24,52
x 18,97 42,01

|

A tavolsagok a negy Je([bl(‘ nge(l privat terében: dy,,,

{ £ | Zy ‘, Zg
Il "
@ 95,32 |
x, 30,15 8 60 o 2

4 Szigma



214 FUSTOS L.—MESZENA GY.-SIMONNE MOSOLYGO N.

Il.dimenzid
A
X2
e
‘ I X1
‘f‘%#]{'éQ’%Gé??"'%"_*rw‘v11w‘-‘w- > [ . I,
-20 -15 -10 i 10 _ » _—

Xy | dimenzio z, 10 1
®g 16 5
@y ’ —20 —2

6. dbra. A negyedik eqyed ,,privdt” tere

A kovetkezékben az INDSCAL modell két output abrajat, illetve a hozzdjuk
tartozé matrixok szamitisi menetét vessziik vizsgilat ald.

1.2. A kilomboziségek atalakitasa becsiilt tavolsdagokki.
(,,Additiv konstans becslés”. ToRGERSON (1958))

Ha indulé adataink hasonlésagok, (—1)-gyel szorozva ket kiilonhoziségekké

alakithatoék.
Alkalmazzuk a kiovetkezd feltételezést:! legyen

(Z/If,i = 's/'l\',i + ¢;. (12)
A tévolsigokra megkivinjuk a haromszog egyenlGtlenség teljesiilését:
dy =dy + dy. (1.3)

Behelyettesitve (1.2) jobb oldalanak megfelels kifejezéseket (1.3)-ba, dtrendezés
utan kapjuk, hogy a ¢-k legkisebb értéke, mely mellett még teljesiil az egyen-
16tlenség:

Cmin = xjnax '6/I ’Sﬂ.‘ ) 61«1]'

A leirt egyszer(i séma a ,, komparativ tdvolsigok™ szerepét betolté killonbizi-
ségekbdl valédi tavolsag tulajdonsigokkal rendelkezd becsiilt értékeket dllit eld.

1.3. A4 becsilt tavolsagok dtalakitasa becsiilt skaldris szorzatokkd

Legyen az r dimenzids output tér két vektora (pontja):

X; = [2p, %jg, -5 i)y X = [®g, Byoy - s Tper]

.
3 o . P, < |
ekkor a skaldr szorzat: xx, = tz'xj,x,l,,.

1 Metrikus moédszerr6l 1évén szd, eleve feltételeztiik, hogy a hasonlésagok és tavolségok
ko6zott zart alaki monoton fliggvénykapesolat 4ll fenn.
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A skdlazé moédszerek szempontjabdl az origé helyzetére nem kellene tekin-
tettel lenniink, de az aktudlisan felhasznalasra keriil6 szorzat az origé véltozta-
tdsdval szemben nem invaridns. Ezért az origét — a kialakult gyakorlatnak
megfeleléen — a pontok sulypontjaban rogzitjiik.

Ugyancsak TORGERSON 1958-bél szarmazé eredménye szerint: az euklideszi
tavolsdgok az aldbbi képletnek megfelelden atalakithaték a stlypontba helye-
zett orig6tdl indulé vektorok skaldris szorzatava.

1 : 3
by = — s (@F — d% — df + d?) (1.4)

s 1 1 r
ahol: d %7 o B=—3dh, & _;%'%‘d}k, By = 3 (@ — ).

n =1
Ha a tavolsigok he]yetta d ik = O + Cmin becsiilt tavolsigokkal dolgozunk,

a ?) becsiilt skalaris 970r7at0kat kapjuk. Bevezetjiik a kovetkezd jelolést:
(lﬂ{' = (ljk == d.k — (if e d?'

és (1.4) mindkét oldalat matrix alakba irjuk:

’ g i
B = ——D¥*, 1.5
5 (1.5)

Jelolje X — {&;,} matrix a keresett output térbeli pontok becsiilt koordina-
tait, [e pontok kozotti beesiilt tavolsagokat adja meg cfjk 1.

1.4. A kanonikus dekompozicié eljardsa |,,CANDECOMP’ ]

Elevenitsiik fol az (1.1) osszefiiggés utan leirtakat, illetve az 1.3 pont elején
felirt Gsszefiiggéseket. Ugyanazokat a jeloléseket hasznalva felfrhatjuk a b,
skalar szorzatokat kiilon-kiillon minden egyed szemléletében, amit az 2"
indexben rogzitiink:

/Ir e 24 Yiti Yu,i = 2/ Wi 1Ly (1.6)

ahol: y,,; = Jw,, o .
N dimenzids (,,utas”) tombok (tablak) kanonikus dekompoziciés modellje
N = 3 esetén:

ik :;'ait'bjt'ckt‘ (1.7)

(1.6) és (1.7) megfeleltetése alapjan:
Rijk = bj/.»,i
Gy 1= Wi
D == Cip =

J t

4%
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A tovabbi redukeié érdekében vezessiink be tjabb jeloléseket, legyen:

¥ 2
Ris = zi//r
A L i 2
Ist = 0jtCpt-

fgy (1.7.)-nek mar a becslésekre felirt ij alakja:
2l = Z dy (]\1'

vagy matrix alakban: )
Z* = A ¢ (1.8)

Az A matrix elemeit a legkisebb négyzetek mdédszerének segitségével beesiil-
ve, kapjuk:
4 =Z*¢(¢ &) (1.9)

F og laljuk most 6ssze, mi tortént eddig az 1.4. pontban.
Felismertiik (1.6) és (1.7) azonos algebrai alakjat, elvégeztiik a megfelelte-
téseket.
Uj jelolések bevezetésével elGallitottuk a (1.8) format.
— Els6 menetként ezutan a 0" és ,,¢” értékek rogzitésével a legkisebb négyze-
tek modszerével szamolhatjuk a ,,a”’-kat, (1.9) alapjan.
Ezutan rogzitett o és ¢ értékekkel ugyanigy szamoljuk a ,b"-t.
Az iterdaciot a megkivant mértékii konvergenciaig folytatjuk.
Tudni kell, hogy az eljards nem biztositja minden esetben a globalis minimumot,
de a gyakorlati szamitasok tapasztalatai igen jok, , majdnem mindig” a kivant
optimalis eredményhez vezetnek.
A modellek alapjan az eljaris végén mind az output pontabra X koordinatai,
mindpedig a W egyedi silyok rendelkezésre dllnak.
CARR()LL és CHANG (1970) a fenti metrikus eljarast a Kruskal-féle ,,;monoton
regresszié’” felhasznalasival kvizi-nem-metrikus eljarassd alakitotta at. A lépé-
sek ebben a felfogasban a kiovetkezdk:

1. Ismertek az indulé kiilonbozGségek egyedi bontdsban: 9, ..

. Meghatirozzuk a ¢; additiv konstansokat s igy a kiillinbozéségeket tavol-

sagokka alakitjuk: I/, Ve

3. A beesiilt tcuols(wnl\d,t becsiilt skalaris szorzatokka (lelxlt]llk l)], i

4. A b értékekre alkalmazzuk a CANDECOMP eljarast egy lépésig s az ered-
ményeket normalizaljuk; ekkor mar rendelkezésiinkre dallnak e fazisnak
megfelelG output pontabra koordinatik és sulyok is.

5. Meghatarozzuk minden 1, j, k-ra az el6zéek alapjin ad6dé pontok silyo-
zott euklideszi tavolsigait.

6. A monoton regresszié elvét hasznositva értékeljiik az elért eredményeket;

ha sziikséges, most mar az eredményiil kapott tivolsigokkal dolgozva.

. Ezutdn az itericié visszamegy a 3. ponthoz és megismétli a tovibbiakat.

8. Az illeszkedés josagit kiilonbozs kritériumokkal mérhetjiik:

2 Z jk,i /Ir i ) HR

Kruskal-féle: S = J k .
< 33y~ d7

o

-1
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Trtéke az iteraciok sorozataban nem monoton csokkend.

22 B — i)jlr,i)2 e
Carroll és Chang-féle: Strain — 2 Lk  —
| A 2,2/, i
j ok

3

ahol az el6zGeknek megfelelden: b ; = > wyx a;, és b ; az (1.4) formula
I

alapjan allithaté eld, a megfeleld becslések alkalmazasaval.

1.5. Egyértékiiséq az 1N DSCAL modellben

Kimutathat6, hogy a leirt megoldds egyértékii, ha teljesiilnek az alabbi
feltételek:

1. Az ,eredd objektum tér” (Id. 1.1. pontban) dimenziéi fiiggetlenek.

2. Van legalabb két egyed szemléletére kiterjedd adattombiink, (0 = 1,2
legalabb).

3. Nines két dimenzid, melyekre teljesiilne a sulyok ,,parhuzamos minta”
(parallel pattern) tulajdonsiga. [Akkor és csak akkor mutatnak a silyok
. parhuzamos mintat”, ha minden 7 j egyedparra igaz: w; - w; —

Sy - wje. Az Osszefiiggés geometriai jelentése: az eredd egyedi silyok

terének (Id. 1.1. pontban) az s-edik és f-edik dimenzidk altal kivalasztott
kétdimenzids alterében az egyedek stlyai az origdn dtmend egy egyenesen
fekiisznek. |

1.6. Az IDIOSCAL modell. |CArROLL—CHANG (1972)]
(Individual Differences In Orientation Scaling)

Haromdimenzids adatmatrixok elemzésére a legiltalanosabbnak tekinthetd
MDS eljards. Az INDSCAL-tél mint a kategéria alap-modelljétél az IDIOSCAL
is és mas elgondolisok is elsGsorban az alkalmazott tivolsigfogalom meg-
valasztiasaban kiilonboznek. Ha nem tesziink kikotést az output pontabra
dimenzidinak (tengelyeinek) hajlasszogére, a tavolsagokat az altalanositott
euklideszi tavolsagfogalommal allithatjuk eld:

P 12
’I,J,.: = [Z 2 ("'/I — &y )eyy i (X *".:')~]

t=1t'=1 ;

ahol € = {¢,;}, egy rXr tipusi szimmetrikus definit vagy szemidefinit
matrix.
A modellben a skalaris szorzat alakja:
— v . .
h/l.',i =23 a it Ctri L'y
¢t
matrix jeloléssel:

B,=XCX".

C; dekompozicidjara két eljarast ismertetiink.
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1. Carroll — Chang eljardsa
C: =1, 8, 1},
ahol: I; orthogonalis matrix
p; diagonalis matrix.

Geometriailag ez az eredd (output) objektum tér orthogonalis rotacidjat
jelenti, mellyel az i-edik egyed privat terét (koordinatarendszerét) kapjuk meg,
p; sulyozas utan.

2. Tucker és Harshman eljardsa

¢,=D,R, D,

ahol: D; diagondlis matrix
R; szimmetrikus matrix, diagonalis elemei 1-gyel egyenlGek §

Az R; matrix értelmezése szerint a tengelyek kozotti hajlasszogek cosinusait
tartalmazza (korrelaciés matrix). A D, mdtrix diagonilis elemei az egyes
tengelyekre vonatkoz6 koordinitak szérasai. € igy kovariancia matrixnak
tekinthetd. Ha a tengelyek orthogonalisak, R; egységmétrix lesz, ekkor C; — D}
diagonalis métrix. Ha minden egyedre (i-re) ugyanaz a helyzet, akkor az
IDIOSCAL modell specidlis eseteként az INDSCAL modellt kapjuk vissza.

1.7. PARAF AC —2 modell [ Harsnman (1972) ]
(Parallel Factors —2)

A PARAFAC -2 modell az IDIOSCAL modell specialis esete, amikor:
C,=D,R D,

ahol: R minden egyedre azonos. Ertelmezése: a nem merGleges tengelyek kozotti
hajlasszogek cosinusait (a korrelicidkat) tartalmazé matrix,
D; az Gjraskdlizé silyokat tartalmazé matrix viszont egyedenkint
kiilonb6z6 diagonalis matrix.

Tartalmazza az eredd (output) objektum tér pontjainak koordinatait az X
matrix. K tér tengelyeit az egyedek dltaliban eltérden silyozzik, ezt fejezi ki
az alabbi Osszefiiggés:

X wae X Ty
Az X{-gal meghatirozott, az i-edik egyed szemléletének megfelelé pont-
abrat egy linedris transzformaci6val 4t lehet vinni egy orthogonalis koordindta

rendszerbe [ X;], ahol mar kozonséges euklideszi tavolsagokkal mérhetjiik a
pontok altal képviselt objektumok kiilonbozdségét:

X =X 0= X D T,
A transzformdcié 7' matrixdval, normalizdlissal R kifejezhet(:
R=ETT E,

ahol: £ = [diag(T' T")]V2.
Lathat6, hogy ez a modellvaltozat abban tér el — egyszerlisodik — az
IDIOSCAL eljarashoz képest, hogy R fiiggetlen az egyedektdl (az 7 indextdl).
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1.8. Tovdabbt modell kisérletek

A faktor elemzés eljardsinak felhaszndldsdval alakitotta ki Twucker hirom
szemponti skaldzé modelljét. A tengelyek iranyitottsdga itt nem egyértelm,
az objektum tér és az egyedi tér dimenziészdmanak nem kell megegyeznie.

Ha a két tér dimenziéja egyenls, akkor Tucker modellje az INDSCAL modellbe
megy at. Tucker kidolgozta modelljének négydimenzids dltaldnositisat is.

Ha az egyedek nem csak egyféle sajit szemlélettel rendelkeznek, hanem
egyedenkint tobb szemszoghdl nézve kapjuk az informdicidkat, az indulé
adattomb négy vagy tébb () dimenzids lesz. K célra ,,tobbutas” MDS méd-
szereket dolgoztak ki. Ilyen az INDSCAL modell 4 utas, illetve N-utas alakja.
(A rendelkezésiinkre all6 program jelenlegi verzidja N = 7 esetén alkalmazha-
to.)

A modellek altalinositasinak egy mdsik lehetdsége az elég széles korben
hasznalt euklideszi tdvolsdgfogalom megvéltoztatisa és helyettesmese pl.
Minkowszki metrikaval. B6vebben olvashatunk errdl Carroll és Wish miiveiben,
pl. [3]-ban.

Az ismertetett modellekben az eredé objektum tér linearis transzformaéciéi
fordulnak el6. Voltak kisérletek nemlinedris transzforméciék alkalmazasara.
Az egyik iranyzatban minden koordinata tengelyen monoton transzforméciét
hajtunk végre. Egy masik kisérlet szerint az eredd privat tér pontjait az ereds
objektum térbdl tgy szarmaztatjuk, hogy minden egyed ,idedlis pontjatél”
mért tavolsaig monoton novekvd fliggvénye q7ex‘mt végezziik el a transzforma-
cidt. Az ilyen eljardasokat szokds | pszichofizikai” transzformécidéknak is nevez-
ni.

Az utébbi elgondolisnak egy foldrajzi illusztracidjat adja CARROLL—WISH
(1974) egy new-yorki ember példdjan. Emberiink azt gondolja, hogy Los Ange-
les és San Francisco nagyon kozel vannak egymdishoz (mivel téle mindkettd
igen tavoli), ugyanakkor New York és Boston sokkal tavolabb vannak (fel-
tehetden azért, mert mindkét utébbi viros kizelebb van az & ,,elényos pontja-
hoz™’.) .

2. A PROFIT eljaras
(Property Fitting. Linearis modell: MILLER—SHEPARD —CHANG, 1964, Nem
perty g
linearis modell: CARROLL, 1964)

Tételezziik fel, hogy rendelkezésiinkre all az egyes egyedekre,” objektumokra
vonatkozéan r szamu jellemzé (valtozd) értéke. Ennek alapjan a vizsgalt egye-
dek az r-dimenziés ,dllapottér” pontjainak tekinthetdk. Ismertek tovabbd
bizonyos tulajdonsagoknak az egyedekre vonatkoz6 értékei. A PROFIT eljaras
célja, hogy minden tulajdonsighoz meghatérozzon az r-dimenziés térben egy
olyan vektort, amely maximalisan korreldl az adott tulajdonsiggal. A feladat
megolddsa — az illesztés — regressziés problémaként kezelhets, a regresszids
fiiggvény tipusitdl fiiggden beszéliink linedris, ill. nem linedris modellrél.

Megjegyezziik, hogy az egyedek r-dimenziéra vonatkozé koordinatdi nem-
esak a priori mérési eredmények vagy ezek aggregalasibél nyert értékek lehet-
nek, hanem mds sokvaltozés médszerek eredményeként kapott tin. szarmazta-

? A tovébbiakban az egyedek és objektumok fogalmét azonos értelemben hasznéljuk.



220 FUSTOS L.—MESZENA (GY.-SIMONNE MOSOLYGO N.

tott értékek is. Ilyen szarmaztatott tér lehet példaul a faktoranalizis vagy a
MINISSA eljaras kevés dimenziészamii megoldas tere. Az eredmények értel-
mezésénél ezt természetesen figyelembe kell venni.

Linedris modell (tulajdonsig illesztés linearis regressziéval)
A PROFIT eljaras inputja két adatmatrix:

Alapmatrix

X = {;} amidtrix elemei n egyed (objektum) » viltozéra vonatkozd értékeit
tartalmazza (=1 .. 1 m, 3="1"%" F)

Tulajdonsagmatrix

P = {py} n egyed (vagy ezek kategériakba sorolt megfigyelési egysége) m
tulajdonsdgra vonatkozé megfigyelési értékeit tartalmazza (7 — 1
R Y ] (RS ) Y
Jelolje: p” = [p;], (¢ = 1 ... n) valamely tulajdonsignak az n egyedre vonat-
kozo sorvektorat.
Az eljaras az r-dimenzios tér n pontjara a tulajdonsigokhoz legjobban illeszke-
d6 vektort hatdrozza meg.

Jelolések:
t = [t;] a vektor koordinatai az illesztett vektor irdnykoszinuszai® (j =1 .. . r).

k' = [h;] azn pontnak a t vektorra vonatkozo vetiileteibdl alkotott sorvektor
(l — 20 (5 AR )L).

2.1. Az eljards
Meghatdrozzuk az iranykoszinuszok ¢, és a vetiiletek A vektorat, amelyekre
| p — h |* — min,
ahol h = X ¢.
Kz linearis regresszids feladat, az illesztést a legkisebb négyzetek elve értelmé-
ben a kovetkezGképpen kapjuk:
b =( X X)X
Ebhdl
h=Xt=X (X X)X ».

2.2. Nem linedaris modell (tulajdonsdg illesztés nem linedaris regresszidval)

Ebben az esetben az illesztést a nem linedris korrelicio értelmében végezziik.
Carroll két viltozd kozotti nem linearis korreliciéo mérésére egy mérdszamot
definialt:

3 Iréinykoszinusznak egy adott vektor és a koordinatatengelyek dltal bezart szigek
koszinuszait nevezziik.
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ahol p és @ a két valtozo,
wi; = f(|p; — »;| ), [ monoton esdkkend fiiggvény,

1

S2=—
n

3 (& — P

A PROFIT eljarasban a fiiggetlen valtozé a tulajdonsag vektor (p), a fliggd,
becsiilt valtozé pedig az r-dimenziés térben az n pont vetiilete az illesztett vek-
torra (#). Igy a feladat megoldédsa ekvivalens K minimalizalasédval.

Az eljarasban a w;; silyokat a kovetkezéképpen valasztjuk meg:

B e R
(pi W p;)z
ahol
g ] II‘ =
C= 2/ (pz = P_,)“-

n(n — 1) i#j

A konstans megaddisa szamitistechnikai okokbdl szitkséges. Az eljaras lépései:

1. Az X alapmatrixot ortonormalt rendszerré transzformdiljuk: X' X = K
. Az illesztett vektor iranykoszinuszainak meghatirozasahoz kiszdmitjuk a
szimmetrikus X’ 4 X matrixot, ahol

0o

Qyj = — Wy minden ¢ - j-re,
4 = n
Al
Qi = 2, ’ll.'”.
i#j

3. Meghatarozzuk az X’ A X métrixhoz tartozé karakterisztikus egyenlet leg-
kisebb (nem nulla) gyokét, ez lesz K minimalis értéke. A legkisebb sajdt-
értékhez tartozé sajatvektor felel meg az iranykoszinuszok ¢ vektordnak.

4. Az iranykoszinuszok alapjan kiszamithaté az ,,n pont vetiilete”, a / vektor:

hi=X1t.

2.3. Az eljaras outpulja

Eredménytablik:

1. A tulajdonsigok induld értékei és vetiiletei az illesztett vektorra.
2. A maximadlis korrelicié értékei minden tulajdonsig és az illesztett vektor
kozott.
3. Az illesztett vektor irdnykoszinuszai normalt alakban.
Az eredménytablik mellett a program egy pontabrat is megad. Ez a vizsgéalt
egyedek, ill. ezek valamely megfigyelési egységeit illeszti a vizsgilt viltozok
szarmaztatott terébe.
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3. A PREFMAP eljaras és valtozatai

Az eljaras megfigyelési egységek ,,idealis” pontjait keresi egy adott dimenzié-
jt térben, a tér pontjaira vonatkozé preferencia értékek alapjan.

Az adott r-dimenzids térbeli koordindtak — amint azt a PROFIT eljardsnal
is feltételeztiik — nemesak kozvetlen mérési eredmények lehetnek (ilyen eset-
ben azt mondjuk: a megfigyelések mintaterébdl indulunk ki), hanem sokvaltozés
médszerek eredményeként kapott an. szarmaztatott értékek is (példaul faktor-
analizis vagy MINISSA eljarias megoldds tere).

A PREFMAP eljiras négy kiilonbozé modell alapjan illeszti a megfigyelt
valtozékra vonatkozéan adott preferencidval rendelkezd egyedeket az indulé
r-dimenziés térbe. A modellek az egyedeknek a valtozok terére tett feltételezé-
seiben (pl. dimenzid sziam) kiillonboznek.

A kovetkezGkben megadjuk az eljards input rendszerét, majd sorra vessziik
az egyes modelleket.

. A PREFMAP eljaras inputja két adatmdatrix:

Alapmatrixz

X = {x;} a métrix elemei n egyed (objektum) r viltozéra (jellemzére) vonatko-
z6 értékeit tartalmazza (¢ =1 ...n,t=1...7r).

Preferencia mdtrix

S = {s;;} n egyednek vagy kategéridkba sorolt megfigyelési egységeiknek m
jellemzdre (valtozéra) vonatkozé megfigyelési értékei, amelyek vala-
milyen preferencia skalin vannak értelmezve. (4 =1 ...m, j =1

.m). Ha s;; > s, akkor az i-edik egyed a j-edik és a k-adik
jellemzd koziil a j-ediket preferilja.

3. 1. Altalinos tavolsig modell (1.)

A modell feltételezi — ez a feltevés a I1. és 111. modellekre is fennall — hogy
a valtozok terének pontjai (v;,) és az idedlis pont (y,) kozétti tavolsagok négy-
zete, valamint a preferencia értékek kozott linedris osszefiiggés all fenn.

Sy =a;df; + b + €)s (1)

ahol: a;, b; a linedris fiiggvény egyiitthatoi (¢, > 0),
¢;;  hibatag,
d;;  stlyozott tavolsig.

A tavolsag értelmezése:
r
o0 s v K *12
d —tzl wy(xf — yi)?% (2)

ahol: of =T, x;, (r; a j-edik egyed alapviltozékra vonatkozé koording-
téi),
yF =Ty, (y; az i-edik egyed idedlis pontja),
T az ortogondlis transzformacié matrixa (r-ed rendfi).
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A 1. modell altalanos jellege abban van, hogy minden egyed az indul6 r-dimen-
zi6s tér tengelyeit egyedileg kiilonbozéképpen transzformalhatja (a 7'; ortogo-
nalis matrix szerint) és minden egyed kiilonboz6képpen siilyozhatja az egyes
tengelyeket.

A (2) egyenlet matrix alakba irva:

a3 = (af — ) Wilaf — 91), (3)

ahol W; = {w} diagonalis matrix, elemei a w; stlyok.
(3)-t kifejtve:

ay = (@) Wizt — 20g1) Woat + @) Wit @)
(2) alapjan a tavolsig az indulé tér koordinataival kifejezhets:
d = ;T W, Ty, — 24 Ty W, Ty x; + yi Tt Wi T ;e (5)

Vezessiik be a kivetkezo jeloléseket:
R =84 W, T

ebben a felbontasban 7'; az R} sajatvektorait, W, pedig a sajatértékeket tartal-
mazé matrix. A sajatértékek — a silyok — nem negativak, ha R} pozitiv
definit vagy szemidefinit.

cf =y;Ti W;T; y; = konstans (nem fiigg x-t4l).

fgy az (5) egyenlet a kivetkezd egyszer(ibb alakba frhaté:

di; = «j Rf »; — 2y; B} x; + cf. (6)
Helyettesitsiik (6)-t az (1) alapegyenletbe (a hibatagot elhagyjuk):
8y ~ a(x; Bf x; — 2y; Rt z; + cf) + b;. (7)
Tovabb egyszeriisitve a jeloléseket:
R; = a,R¥
b = —20yRf = — 2R,

Ezek alapjan (7) a kovetkezo alaki:
S,]Nx}Rlx} +bl'x/+c,, (8)

az indulé valtozok koordinatiinak (z,) méasodfoki fiiggvénye. Skalararitmeti-
kai jelolésekkel:

| AR i r
sij~22 ru@pxy) + 2 by %y + ¢ 9)

Ez kvadratikus regressziés osszefiiggés az x; fiiggetlen viltozdk és s;; fiiggd
valtozék kozott. A regresszits feladat legegyszeriibben tgy oldhaté meg, ha
visszavezetjiik tobbvéltozés linedris problémara.
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A regresszids egyiitthaték adjak R; és b; elemeinek beeslését. A becslésekbdl

meghatdrozhatok az egyedek ,idedlis” pontjai, éspedig a b = — 2y, R,
osszefiiggéshdl: y; = — —b; R, (ha az R; méitrix inverze létezik, ami mindig
2

fennall, ha R; pozitiv definit). Az egyedek ,idedlis” pontjai tehdt az indulé tér
legjobban preferalt helyei.

3.2. Suilyozott tavolsdg modell (11.)

Kz a modell nem engedi meg az egyedek szaméra a tér tengelyeinek kiilonhi-
z6 transzformdcidjat, de megengedi az eltérd stlyozdst. A 11. modell specidlis
esete az I. modellnek, mivel a transzformaciés matrix minden egyednél azonos:

Ty=B.
Az indul6 egyenlet megfelel (1)-nek, de itt eltérd a tivolsig értelmezése:
Sij = ady + b + ¢ (10)
I
ahol df = 3 vyl@y — yy )%
1

Az 1. modellnél alkalmazott jelolések alapjan, felhaszndlva a T, — B 6ssze-
fliggést, a (10) egyenlet az alibbi alakra hozhaté:

sy~ a; Wia; + b x; + ¢, (11)

ahol W; = {w;,} diagondlis silymétrix; elemei: w;, — a; v,,.
Skalararitmetikai jelolésekkel:

r r
g e v Y g ¢
Sij~ X wyxh + Y by + ¢ (12)
1 i1
A mdsodfoki regressziés feladat megoldasaval a beesiilt paraméterekbdl meg-
he}’teimzlmt(')k az egyedek idedlis pontjai, és pedig a b] — — 2y; W, 6sszefiiggdés-
bol:
; v decy
Yi by Wi
2
1 b
> " il
Yu = TR
2 wy

(W, diagonilis matrix, {gy az inverz egyszeriien szimithato.)

3.3. Nem sulyozolt tavolsdag modell (111.)

Mint méar emlitettiik, a I —IT1—I11. modellek kozott a kiilonbség a tavolsig
(d;)) eltérs értelmezésében van. Az indul6 egyenlet megfelel az 1 11. modellhen
alkalmazottnak:

sij = a;dj; + b; + e, (13)
.
ahol df =2 (@ — Yu)?
; t=1
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Ez a modell lehetOséget ad az egyes (vagy akar az 6sszes) tengelyek negativ
stulyozasara, de a stilyok minden egyedre vonatkozéan azonosak, a tengelyek
transzformaciéja nem megengedett. A preferencia értékeket becslé regressziés
egyenlet:

8ij ~ a; x; {wy x; + by x; + ¢ (14)
vagy mas formaban:
)
r ' 4
% 2 v .
LR e "r"é\./] U X + 121 bip xjt + ¢ (15)

A regressziés feladat megoldasaval meghatarozhaték az idedlis pont koordina-
tai:

G Tl .
2 a; w,

3.4. Vektor modell (1V.)
A vektor modellben az egyedek preferencia értékeit az indulé valtozok lined-
ris fiiggvényével becsiiljiik:
8,»,- 2 bl"ll.j + C,‘, (16)

vagy mas alakban:
r
s A v P
’Sii i 24] bil"// -+ Cj- (17)
£ ==

(16) esak linedris tagokat tartalmaz, specidlis esete az dltalinos modellnek.
Legyen b, — a,y,, ekkor (16) a kivetkezs alaki:

81 72 aYix; + ¢, (18)

ez pedig az el6z6 harom modell megfelel§ egyenleteinek [(8), (11), (14)-nek]
specialis esete, amelyben a kvadratikus tag egytitthatéja nulla. A regresszids
feladat megoldasival a b, regressziés paraméterek alapjan az idealis pont
koordinatai beesiilhetok:

-1/2

Yir = by [2 ();T,IJ
=1

iz a regresszios egyiitthatok egységnyi hoss/usagma normalt alakja, ennek
megfelelen az idedlis pont koordinatai (y,,) az origé koriili egységsugara koron
vannak.

3.5. Nem metrikus PREFMAP modell

Az eddigi modellekben feltételeztiik, hogy a preferencia értékek intervallum
mérési szint(i skdlin vannak megadva. Kerestiik az indulé valtozék és az idealis
pont kizott értelmezett tavolsag és a preferencia értékek kozott a legkisebb
négyzetek elve értelmében legjobban illeszkedd linedris fiiggvényt: s;; = F(dF).
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A gyakorlati alkalmazasokban sokszor el6fordul, hogy a preferencia értékek
csak mint rangszamok értelmezhetGk. Indulé egyenletiink ekkor a kovetkezs
alaku:
§;=d} + e, (19)
ahol  §; = M(s;);
M; monoton nem csikkend figgvény.

A modell iteracios eljarassal oldhaté meg, az altaldnos regresszio, ill. a Kruskal-
féle monoton regresszids eljaras ismételt alkalmazasaval.

Az iteracio lépései:

1. Regresszios Osszefiiggés alapjan beesiiljiik & értékeit az eredeti preferencia
értékekbdl (s;;) kiindulva.

2. A Kruskal-féle monoton legrquos eljarassal beesiiljitk a kiillonboz6 c(ryode]\
M; fiiggvényét, M; alapjin s;; értékekbdl kiindulva becsiilhetok az 3 érté-
kek:

&P = MP(s)),

. Az s;-ket helyettesitjiik az §;} értékekkel, igy §?-re kapunk lmcqleqel\('t'

. Az 4 s,l értékek alapjan becsiilhetd az aj M, ennek ismeretében pedig: s

. Az el6z6 lépések addig folytatédnak, amig a regresszios egyiitthatékban és a

monoton fiiggvényben a valtozas mértéke egy adott korlat alatt marad
(az eljaras konvergens).

St W

3.6. Az illesztés josaganak vizsgdalata

A PREFMAP modellek az egyedek preferencia értékeit linedris (vagy kvad=
ratikus) regresszios fliggvénnyel becsiilik. Ezért a becslés josaganak vizsgalata-
hoz a tébbszoros korreliciés egyiitthatot hasznaljuk. A tobbszoros korrelacio
szignifikancidjat ¥ hanyadossal mexhetjuk

RY(
g Bk ’ (20)
(1 132)/ ( /C)

ahol: R a tobbszoros korrelicios egyiitthato,
n az egyedek szama,
(k—1) és (n— k) a megfeleld szabadsagfokok.

A PREFMAP eljards I - 1V. modelljei kiilonbozs feltételek mellett alkalmaz-
haték, a legaltalinosabb az I. modell, a legegyszer(ibb a IV. modell, kozottiik
pedig az altalinositds szerinti hierarchikus kapesolat van. Az dltalinosabb
modellben a tobbszorés korrelacié értéke dltalaban magasabb. Kérdés, hogy az
illeszkedés javuldsa szignifikdnsnak tekinthetG-e. Ennek eldontése az F hanya-
dos alapjén lehetséges:

_ (B — Ry — )

(1 — R2)/(n — ky)

(21)

ab



SOKDIMENZIOS SKALAZAS 227

ahol: a, b a két 6sszehasonlitott modell (a az dltalanosabb)
R,, R, a két tobbszoros korrelacids egyiitthatd
kg, ky a becsiilt egyiitthatok szama
(kg — ky) és (n — k;) a szabadsagfokok.

3.7. A PREFMAP modell outputja
Eredménytablak:

1. A preferencia értékek becslései.

2. Az eredeti valtozdk és az ,,idedlis” pontok tavolsiganak négyzete.

3. A transzformdcié mdtrixa, ill. a stilymatrix (modellektdl fiiggden).

4. Az idedlis pontnak az eredeti (és j, ha volt transzformaci6) tengelyekre
vonatkozé koordinatai.

5. Az illeszkedés josdganak mériszamai: tobbszoros korrelacié, F-hdnyados
(egyedekre modellenként, és egyedekre modellparonként).

Abrak

Minden modellhez vartozik egy pontabra. Ez a pontdbra az egyedek vala-
mely megfigyelési egységeit illeszti a vizsgdlt valtozék szarmaztatott terébe,
mint idealis pontokat a tér legjobban preferilt helyén.

4. Példa a PROFIT eljarasra

A PROFIT modell bemutatéséra szintén az értékteret vilasztottuk. Ez a tér
— mint ahogyan a PREFMAP eljardsndl is utaltunk rd — a MINISSA eljards
eredménye. A tér bizonyos sajatossdgait korabban mér felemlitettiik. Most egy
miasik jellegzetességre hivjuk fel a figyelmet — az értéktér kettéhasaddsira.
Az értéktérben az értékek két egymisra rimeld, egymassal szembefordulé fél-
hold ivén helyezkednek el. Az egyik oldalon a hagyomanyosabb (hagyoményos
kozosségi, érzelmi és 6rom) értékek, a masik oldalon a modernebb (individudlis,
autonémia, kozélet, intellektudlis és felelGsség) értékek helyezkednek el, igy a
két értékmezs tartalmit tekintve is szembendll egymadssal. A PROFIT eljérassal
az iskoldban, tanuldssal toltott évek szdma szerint hét tarsadalmi réteget
illesztettiink. A 7. abrabdl kiolvashatjuk az iskolai rétegek kozotti eltéréseket.
Erdekes megfigyelni a rétegek kiilsnbozéségeiben az ugrasokat, ahol komolyabb
értékrendi valtds sejthetd. A tanuldsi id6 novekedésével a rétegek egyre jobban
illeszkednek a modernizacids tengelyhez, mig a kevés tanuldssal a konformitds,
beilleszkedés kontra éromértékek, harmoénia tengelyhez keriilnek kozel.

5. Példa a PREFMAP eljarasra

A PREFMAP modellt ugyanazon példan mutatjuk be, mint elézéekben a
PROFIT modellt. Az emberi értékek axiolégiai terének (MINISSA meg-
oldés) eldszor a két f6 dimenzidjat véve szemiigyre dsszefoglaléan azt édllapit-
hatjuk meg, hogy az elsd dimenziéra az ,.emberi autonémia, felelgsség, racio-
nalitds, kozélet” és a , kellemesség, jolét, érzelmek, hagyomanyos kiskozosség,
beilleszkedés” pélusok a jellemz3k. A masodik dimenzié két pélusa az ,,eszmék,
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8. dbra. Tdrsadalmi rétegek idedlis preferencia tengelyei a magyar értéktérben
PREFMAP cljdrds: kétdimenzios megoldds, (monoton illesztés).
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konformitas, beilleszkedés” és az ,,6romértékek, onérték tudat, harménia’
értékei. K polusok altal kifeszitett térbe illesztettiik a PREFMAP eljaras 1V.
modellje segitségével a nem, lakohely, életkor, iskolai végzettség kiilonbozd
kategoridi szerint képzett tarsadalmi rétegek idedlis pontjait. A 8. dbra szem-
léletesen mutatja az igy kialakitott tdrsadalmi rétegek eltérd illeszkedését az
értéktérben. Az dbra szociolégiai értelmezésétil ehelyiitt eltekintve (lisd:
Haxkiss Eremiir, MANCHIN ROBERT, FiisT10S LASZLO, SZAKOLCZAY ARPAD:
Folytonossig és szakadds. A magyar tirsadalom értékrendjének leirdsa egy
orszagos értékszocioldgiai vizsgalat alapjin, Budapest, 1981, MTA Szociolégiai
Intézet Ertékszociolégiai Miihely, konyv kézirat) arra hivjuk fel a figyelmet,
hogy az urbaniziltabb lakéhelyi, fiatalabb, legalablh érettségizett magasabhb
jovedelmii férfiak idedlis értékrendje keriil kézelebb az emberi autonémia és
intellektualitas modernebh értékeihez. [8. abra. ]

( Bedrkezett: 1982. februdr 5-én. )
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