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A dinamikus input-output modell
vezérelhetőségéről*

I. Bevezetés

Ebben a rövid dolgozatban egy elvi kérdést tisztázunk a dinamikus input
output modellel kapcsolatban, nevezetesen a modell vezérelhetőségének kérdé
sét . Eredményünk érdekessége mindenekelőtt abban áll, hogy helyreigazít egy
téves állítást, amely egy jónevű szerző alapműnek számító monográfiájában
szerepel. Bár megfontolásaink csupa jólismert fogalomra épülnek, a teljesség
kedvéért kiindulópontként felírjuk a dinamikus Leontief'-modellt, és kimondjuk
a vezérelhetőség definícióját; ezek birtokában már megfogalmazható dolgoza
tunk mondanivalója, miszerint a dinamikus input-output modell - bizonyos
korlátozó föltételek hiá.nyában - mindig vezérelhető.

Dolgozatunkban az időt diszkrét változónak fogjuk tekinteni; megjegyezzük
azonban, hogy követkcztetéseink nagy része, s így mindenekelótf a teljes
vczérclhetőséggel kapcsolatos megállapításunk, minden nehézség nélkül át
vihető arra az esetre, amikor az idő folytonos változó. Feltételezésünk - tehát
cli,,zkrét idő - mellett a dinamikus input-output modellt a következőképpen
lehet felírni ([4], 145-151. oldal):

X1 = A:r1 i B(.1'1 I l - X1) i C1, 

t = [ g 1, ... , xb)x i l. 
Itt a jclölésok értelmezése a következű.
x1 az ágazatok bruttó kibocsátásának vektora a t időpontban; ha a nép

gazdaságnak n termelő ágarnta van, akkor x 1 n-dimenziós;
c1 a végr:;ő felhasználás n-dimenziós vektora, at időpontban, a beruházási célú

kibocsátás nélkü I) .l 
)D 3m A·t; ki ( é8 f ióóó A/ ki ( a közvetlen ráfordítások, illetve a beruházások faj1ago

sainak n X n-es mátrixa; a modell szempontjából ezeket időben állandóknak
tekintjük.
Tekintsük mármost a következő dinamikus rendszert:

( l )

(2)
t = 0, 1, 2, ... ,

ahol t minden szóba jövő értéke mellett z 1 és u ; valamely n i; illetve ni-dimenziós
euklideszi tér eleme, / pedig a teljes (m i n i Ij-dimenziós euklideszi téren

'' A L11nulmány korábbi változata előadásként hangzott el a X. Magyar Operáció
kut a { ú;;i Konforencián, Debrecenben, 1980. szeptemberében.

1 A továbbiakban a ,,végső felhasználás" kifejezést mindig ebben az értelemben fogjuk
használni.
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értelmezett és folytonos függvény. A (2) rendszer szempontjából a z1 és u1
vektorokat állapotváltozónak, illetve vezérlő (v. szabályozó) változónak nevezzük.

Definíció t9j5g 70-78. oldal). A (2) rendszert teljesen vezérelhetőnek mondjuk,
ha bármely z0 kezdeti állapothoz és bármely z végállapothoz megadható olyan T
természetes szám, valamint a vezérlő változók olyan u0, ui, ... , u7_ 1 sorozata,
amelyre (2) alapján Zr = z. 

Az (1) dinamikus input-output modellt, illetve ennek folytonos analogonját
többen vizsgálták ([2], [3], (5], (6] stb.) szabályozáselméleti keretek között,
amikoris a modell a szabályozni kívánt rendszer állapotegyenletének a szerepét
játszotta; értelemszerűen az ágazati bruttó kibocsátások x1 vektora reprezen
tálta az állapotváltozót, a végső felhasználás c1 vektora pedig a szabályozó
változót.2 Az effajta vizsgálatokban természetesen vetődik fel a vezérelhetőség
kérdése; a helyzetet látszólag az teszi bonyolulttá, hogy a definícióban szereplő
t] S dinamikus rendszerre] szemben az (I) dinamikus input-output modell nem
explicit, hanem implicit elsőrendű clifferenciaegyenlet-rendszer. Masanao Aoki
amerikai professzor úgy találta tjj5g 87. oldal), hogy amennyiben (1)-ből az
x1 i 1 - x1 növekményt nem lehet explicit módon kifejezni, más szóval: amikor
a B beruházási mátrix szinguláris, akkor a dinamikus input-output modell nem
vezérelhető. Mint arra már dolgozatunk elején is utaltunk, ez a megállapítás
nem helytálló; a következőkben ezt fogjuk kimutatni.

2. A dinamikus input-output modell vezérlése

Az előzőekben felvetett problémával kapcsolatban első eredményünk a kö
vetkező.

I. Tétel. Ha a dinamikus input-output modellben sem az x1 bruttó kibocsátás,
sem a c1 végső felhasználás időbeli alakulásával kapcsolatban nincs semmi meg
szorítás, akkor a modell teljesen vezérelhető (természetesen továbbra is az x1 
vektort tekintjük állapot-, a c1 vektort pedig szabályozó változónak).

Bizonqitás. Adott x0 kezdeti- és x végállapot mellett válasszuk meg a 'I.' _ 1 
természetes szám értékét tetszőlegesen, és ezután válasszuk az

sorozat elemeit a végpontoktól eltekintve tetszőlegesen. Ekkor a szabályozó
változók

c1 = x1 - Ax1 - B(x1.1.1 - x,),

t = 0, I, ... , T - I

összefüggéssel definiált sorozata a rendszert az adott kezdőpontból az adott
végpontba viszi át, és ezzel állításunkat (valamint M. Aoki idézett megállapí
tásának téves voltát) bizonyítottuk.

Eredményünk egyrészt majdnem triviális, másrészt tartalmi szempontból -
az x1 trajektória valamint a szabályozó változó nagyfokú tetszőlegessége miatt

(I)

] Dolgozatunk keretein túlmutatna annak taglalása, hogy ez a felfogás helytálló-e vagy
sem.
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- nem sokatmondó. Ebben a vonatkozásban azonban eredményünk jelentős
mértékben javítható, éspedig a következőképpen.

Vezessük be először a következő fogalmakat, illetve jelöléseket.

(a) Legyen ° t ~ p S olyan adott n-dimenziós vektor, amelynél a c1 végső fel
használás a vezérlés folyamán soha sem vehet fel kisebb értéket (tehát
t = 0, 1, 2, . . esetén c1 ~ úS. 

(b) Legyen S azoknak a pozitív komponensű n-dimenziós x vektoroknak a
halmaza, amelyekre x >Ax+ e. 

Tetszőleges Ű� S vektort rnegengedett termelésnek fogunk nevezni; ez azt
fejezi ki, hogy a termelés önfogyasztásának és a végső felhasználás minimumá
nak biztosítása mellett van még lehetőség többletfogyasztásra, az export volu
menének növelésére vagy felhalmozásra.

] a Tétel. Tegyük fel, hogy mind az x0 kezdeti állapot, mind az x végállapot
megengedett (x0, x � S). Akkor van olyan T természetes szám, és van olyan
c0 ~ úg c1 E] úg aaa g Cr-i 2 e vezérlés, amely az (I) modellt x0-ból x-ba átviszi,
és emellett az :1;1 trajektória bármely t-re megengedett.

Bizonqüás. 1·0, x � S miatt választhatjuk T értékét úgy, hogy

t2S Xo -Axo - ; B(x-xo):2:c és :t-Ax- ~ B(x-xo)>c

teljesüljön. Rögzítsük T értékét, és legyen t = I, 2 .... , T mellett

t - x1 = x0 i m tŰ m x0 ). '1.'
Ekkor egyrészt x'J' = x és

X1 W l m X1 = ~ (x - r dS 
T

minden t' m 1)-nél nem nagyobb t-re, másrészt, mivel bármely x1 a kezdő- és a
végállapot konvex kombinációja, (3)-ból következik az

t) S 

egyenlőtlenség teljesülése is t minden szóba jövő értékére. Ily módon x1 minden
t-re rn.egengedett, és a t) S egyenlőség bal oldalával értelmezett c1 vezérlés ki
elégíti a c1 :;::: e követelményt. Állításunkat ezzel igazoltuk.

Korollárium. A 2. tétel alapján egyszeríí (bár számításigényes) eljárás adódik
az alábbi diszkrét időoptimum-feladat megoldására:

(őa.) xI = AxI i B(xI+1 - x1) i c1, 

(öb ) X1 E s, t = I, 2, ... ' t*,

tkEí°S 

t kEí°j S 

x0 és x adott, x0, x � S, és x1, = x,
c1 E].• E°g t = I, 2, t* - I,

t* =min!

]*
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Nyilvánvaló, hogy a 2. tétel bizonyításában szereplő 11 at* érték felső korlátja.
t* értékét I-nek választva, el kell dönteni, hogy van-e az (5a)-(5cl) feltétel
rendszernek megengedett megoldása. Ha igon, akkor az optimumfeladat meg
oldását a következő alakban kapjuk:

t* = 1, x1 = x, c0 = x0 -- A.r0 - B(x1 - x0); 
ha nem, akkor t* értékét növelni koli J-g_yel, és újból meg kell vizsgálni, hogy
van-e (5a)-(5d)-nek megengedett megoldása. Vagy optimális megoldást ka
punk t* = 2 mellett, vagy újból növelnünk kell t* értékét; ily módon a tekin
tett optimumfeladatot legfeljebb T számú LP fol adat megoldására lehet vissza
vezetni.

(Beérkezett: 1981. múrciiis 3-án.J
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