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A dinamikus input-output modell
vezérelhet§ségéril™®

1. Bevezetés

Ebben a rovid dolgozatban egy elvi kérdést tisztazunk a dinamikus input-
output modellel kapesolatban, nevezetesen a modell vezérelhetGségének kérdé-
sét. Kredményiink érdekessége mindenekelGtt abban all, hogy helyreigazit egy
téves dllitast, amely egy jénevii szerzé alapmiinek szamité monografidjaban
szerepel. Bar megfontoldsaink csupa jélismert fogalomra épiilnek, a teljesség
kedvéért kiindul6pontként felirjuk a dinamikus Leontief-modellt, és kimondjuk
a vezérelhetdség definicigjat; ezek birtokaban mar megfogalmazhaté dolgoza-
tunk mondanivaldja, miszerint a dinamikus input-output modell — bizonyos
korlatozé feltételek hiinyiban — mindig vezérelhetd.

Dolgozatunkban az idGt diszkrét valtozénak fogjuk tekinteni; megjegyezziik
azonban, hogy kovetkeztetéseink nagy része, s fgy mindenekel6tt a teljes
vezérelhetGségoel kapesolatos megallapitidsunk, minden nehézség nélkiil at-
vihetd arra az esetre, amikor az idé folytonos viltozo. Feltételezésiink — tehat
diszkrét idg — mellett a dinamikus input-output modellt a kovetkezdképpen
lehet felirni ([4], 145 151. oldal):

(1) x, = Az, + Bz, ., — %) + ¢,
= L g 2L

Itt a jelolések értelimezése a kovetkezo.

x, az agazatok brutté kibocesitdsinak vektora a ¢ idépontban; ha a nép-

gazdasignak n termeld dgazata van, akkor x;, n-dimenzids;

¢, avégsl felhaszndlis n-dimenziés vektora a ¢ idépontban, a beruhdzési céli

kiboesdtas nélkiil);!

A = (a;;) és B — (b;) a kozvetlen réforditdsok, illetve a beruhdzisok fajlago-
sainak 7 ¥ n-es mdtrixa; a modell szempontjabdl ezeket id6ben allanddknak
tekintjiik.

Tekintsitk marmost a kivetkez6 dinamikus rendszert:

(2) 21— 2 = (6 2, %),
E= 0 2 o
ahol t minden széba jovo értéke mellett z, és u, valamely n-, illetve m-dimenzids

euklideszi tér eleme, [ pedig a teljes (m + n 4 1)-dimenziés euklideszi téren

# A tanulmany korabbi valtozata el6addsként hangzott el a X. Magyar Operacio-
kutatasi Konferencian, Debrecenben, 1980. szeptemberében. ’

LA tovithbiakban a ,,végs6 felhasznalds” kifejezést mindig ebben az értelemben fogjuk
hasznalni.
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értelmezett és folytonos fiiggvény. A (2) rendszer szempontjabdl a z, és wu,
vektorokat dllapotvdltozonak, illetve vezérlo (v. szabalyozd) valtozénak nevezziik.

Definicié ([1], 70— 178. oldal). A (2) rendszert teljesen vezérelhetonek mondjuk,
ha barmely z, kezdeti dallapothoz és barmely z végdllapothoz megadhaté olyan 7'
természetes szam, valamint a vezérls valtozék olyan u,, u,, ..., u,_, sorozata,
amelyre (2) alapjan z; = z.

Az (1) dinamikus input-output modellt, illetve ennek folytonos analogonjat
tobben vizsgaltak ([2], [3], [5], [6]sth.) szabdlyozaselméleti keretek kozott,
amikoris a modell a szabdlyozni kivant rendszer allapotegyenletének a szerepét
jatszotta; értelemszeriien az agazati brutté kibocsitisok x, vektora reprezen-
talta az allapotvialtozét, a végss felhaszndlds ¢, vektora pedig a szabalyozd
valtozét.2 Az effajta vizsgalatokban természetesen vetddik fel a wvezérelhetoség
kérdése; a helyzetet latszélag az teszi bonyolulttd, hogy a definiciéban szerepld
(2) dinamikus rendszerrel szemben az (1) dinamikus input-output modell nem
explicit, hanem implicit elsérend(i differenciaegyenlet-rendszer. Masanao Aokt
amerikai professzor ugy taldlta ([1], 87. oldal), hogy amennyiben (1)-bol az
x4, — x; ndovekményt nem lehet explicit médon kifejezni, mas széval: amikor
a B beruhdzdsi matrix szinguldris, akkor a dinamikus input-output modell nem
vezérelhets. Mint arra mar dolgozatunk elején is utaltunk, ez a megallapitas
nem helytall6; a kivetkezGkben ezt fogjuk kimutatni.

2. A dinamikus input-output modell vezérlése

Az el6zbekben felvetett probléméaval kapesolatban elsé eredményiink a ko-
vetkezd.

1. T'étel. Ha a dinamikus input-output modellben sem az x, brutté kibocsatis,
sem a ¢, végso felhasznalas idGbeli alakulasaval kapesolatban nines semmi meg-
szoritas, akkor a modell teljesen vezérelhetd (természetesen tovabbra is az x,
vektort tekintjiik dllapot-, a ¢, vektort pedig szabalyozé valtozénak).

Bizonyitas. Adott x, kezdeti- és z végallapot mellett valasszuk meg a 7' = 1

természetes szam értékét tetszdlegesen, és ezutan valasszuk az
Aoy Lyl g caganvit Lol
sorozat elemeit a végpontoktdl eltekintve tetszélegesen. Ekkor a szabdlyozd
valtozdk
(1) ¢ = % — Azy — B(x,,.1 — %),
=101 =1

osszefiiggéssel definialt sorozata a rendszert az adott kezdGpontbdl az adott
végpontba viszi at, és ezzel allitisunkat (valamint M. Aoki idézett megéllapi-
tasdnak téves voltat) bizonyitottuk.

Eredményiink egyrészt majdnem trividlis, mésrészt tartalmi szempontbhél —
az z, trajektéria valamint a szabalyozé valtoz6 nagyfokiu tetszilegessége miatt

2 Dolgozatunk keretein tilmutatna annak taglalisa, hogy ez a felfogés helytéillé-e vagy
sem.
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— nem sokatmondé. Ebben a vonatkozasban azonban eredményiink jelent6s
mértékben javithato, éspedig a kovetkezSképpen.
Vezessiik be elszor a kovetkez6 fogalmakat, illetve jelcléseket.

(a) Legyen ¢(=0) olyan adott n-dimenziés vektor, amelynél a ¢, végss fel-
hasznalas a vezérlés folyaman soha sem vehet fel kisebb értéket (tehat
t=20,1,2, ... esetén ¢, = ¢c);

(b) Legyen S azoknak a pozitiv komponensti n-dimenziés x vektoroknak a
halmaza, amelyekre @ - Aa + c.

Tetszoleges a€ S vektort megengedett termelésnek fogunk nevezni; ez azt
fejezi ki, hogy a termelés 6nfogyasztasanak és a végso felhasznalas minimuma-
nak biztositasa mellett van még lehetdség tobbletfogyasztasra, az export volu-
menének novelésére vagy felhalmozdsra.

2. Télel. Tegyiik fel, hogy mind az x, kezdeti allapot, mind az x végallapot
megengedett (x,, x € .5). Akkor van olyan 7' természetes szam, és van olyan
Co 2 €, €1 2 €y -+ oy Oy =c V?Zél']és, amely az (1) modellt a,-bdl Z-ba atviszi,
és emellett az x, trajektéria barmely f-re megengedett.

Bizonyilas. x,, € S miatt valaszthatjuk 7" értékét ugy, hogy

1 ; _ 1 _ _
. At i A o i MRS NS A e ke L e S
(3) x, — Ax, 7 BX —z,)>c és T — Ax = B@ — xy) =0
teljesiiljon. Rogzitsiik 7' értékét, és legyen t = 1, 2, ..., T mellett
b

Xy = & + ‘{[”‘ ( )'0)-

Ekkor egyrészt a; — ¥ és
| S
Uiyl — & = T @ — )

minden (T — 1)-nél nem nagyobb t-re, masrészt, mivel barmely , a kezd6- és a
végallapot konvex kombinacidja, (3)-b6l kivetkezik az

1 . _
(4) z — Azy — Bz, — %) = %, — Ax; — o B —axy)>¢
egyenlGtlenség teljesiilése is £ minden sz6ba jov( értékére. Ily mddon 2, minden
t-re megengedett, és a (4) egyenlGség bal oldalaval értelmezett ¢, vezérlés ki-
elégiti a ¢, = ¢ kovetelményt. Allftdsunkat ezzel igazoltuk.
Korollarium. A 2. tétel alapjan egyszerii (bar szamitasigényes) eljaras adédik
az alabbi diszkrét idGoptimum-feladat megoldasara:

(5a) % = Az, + Blx, ., — ) + ¢,
(5b) 2, €8, t=1,2 ... t*
(5¢) x, és T adott, z,, T€ S, és 2 =7,
(5d) > t=1,2 ..., t*—1,

¥ —minl
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Nyilvdnvald, hogy a 2. tétel bizonyitasaban szerepld 7' a t* érték felso korlatja.
£ értékét 1-nek valasztva, el kell donteni, hogy van-e az (5a) —(5d) feltétel-
rendszernek megengedett megoldasa. Ha igen, akkor az optimumfeladat meg-
oldasat a kovetlkezd alakban kapjuk:

¥ = 1 o =T, ey =05 — Awy — By =23

ha nem, akkor * értékét novelni kell 1-gyel, és ajbol meg kell vizsgalni, hogy
van-e (5a)—(5d)-nek megengedett megoldisa. Vagy optimdlis megoldast ka-
punk t* = 2 mellett, vagy jbol novelniink kell £* értélkét; ily médon a tekin-
tett optimumfeladatot legfeljebb 7" szam LP feladat megoldasara lehet vissza-
vezetni.

( Beérkezett: 1981. mdarcius 3-dn. )
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ON THE CONTROLLABILITY OF DYNAMIC INPUT-OUTPUT MODIEL

I dynamice input-output model is conceived as a state equation of some control problem
and sectoral gross outputs are considered as state variables, furthermore sectoral final
consumption less investment are regarded as control variables, then the model is completely
controllable, independently of whether the investiment coefficient matrix is regular or
sincular, This result disproves a false statement by M. Aoki. In a control problem based on
the dynamic input-output model values of hboth the state and the control variables may be
selected in such a way that interpretable economic results are obtained.

OB VIMPABJISIEMOCTHU JIMHAMUYHOM MOJIEJIM BAJIAHCA MEMOTPACJIEBLIX
CBY3ENA

Ecim uuamiiy 10 Mojie/ib OajlaHea MEOTPacIeBsIX CBS3EH paccMaTpuBacM Kaik ypaBieHie
COCTOSAHMS  KAKOI-JIM00  KOHTPOILHOH 3a/1a4u, MEePEMEHIILIMIL COCTOSIHIE BO3LMIM B I0BHE
BULITYCKH PA3HLIX 0TpAC/IeH, a OTHOCSIIECS K ONPEIe/IEHHLIM OTPACIAM BEJUTUHHLI KOH2UHOTO
HCIIOI630BAHIGT, YMEHBIICHHLIC BEJIMYHHOI MHBECTHILHH, NPUMEM 34 fIEpeMeHHbIE peryipoBa-
HLIS TO MOOeAb NOAHOCITBIO YNPAgAsieMd, He3aBUCHMO OT TOTO, uTH MATPUILA KOIPPUIHEHTOB
HHBECTHILMI PECYJISIDHA MU CHHUYJISIPHA. DTOT PE3yJIbTaT ONpOoBEPraetT 0gHo OUIO0UH0e yT-
sepraenie M. Ao, B peryipoBanist 3ajaue, KoTopyio MOXKHO CKOHCTPYHPOBATH HA 0CHOBE
JUTHAMUHHOI Mozes i DaslaHea M2yKOTPACIIeBLIX CBSI3CH, BEJMUMHLI KAK NEPEM2HHLIX COCTOSTHUS,
TAK ! HEPEMEHHbLIX PETrYJIMPOBAHUS MOYMCHO BHIOPATH TAKUM 00PA3OM, UTOOLE PUITTI I OKOHOM! =
YECKIT 0O0CHOBAHHOMY De3yJIbTaTy,



