ZALAT ERNG

A marxi értékrendszer
(zart) sajatérték-formakban

1. Bevezetés

A marxi értéknagysig fogalmi meghatarozottsaganak és 1étezési feltételeinek
tisztazdsdhoz jelentGs mértékben hozzajarultak azok az elemzések, amelyek
az értékeket egy input-output modell keretei kozott értelmezték. Kutatok
hosszi sordra kellene itt hivatkozni, ha teljességre torekednénk, éppen ezért
elégedjiink meg két jelentGs és atfogd igény(i munkéra valé utaldssal: Brody
[1] és Morishima [3].

Az értékek létezésének matematikai elemzése szinte kizardlagosan a nyflt
input-output modellen alapult. Tudomdsom szerint egyediil Brédy Andris
kisérelte meg az értékek létezését egy zirt modell keretében, matematikai
S(ijLt(’l‘t(‘kfellL(l&t forméjaban bizonyitani. Mint meg iogjuk mutatni, megolda-
sanak érvényessége korlatozott, v aldjaban csak az egyszerii Gjratermelés eseté-
ben vezet helytalls eredményre. Tovabba: a pozitiv értékek létezésének bizo-
nyitasat kozgazdasigi szemponthél a kelleténél erésebben szorité feltevésekre
alapozta, igy tobbek kozott az ismert irreducibilitdsi feltételekre.

Egy korabbi tanulményomban [6], Reich [4] lényegében azonos eredményre
vezet( elemzésétdl fiiggetleniil, megmutattam, hogy heterogén munkaerd és
egyintet(i értéktobbletrita feltételezése esetén az értékek és az értéktobblet-
mt.m mdr csak egy zart (szimultin) egyenletrendszer forméajaban értelmezhetd.
Mindkét t&mulnhmy Morishima [3] elemzésébdl indult ki, s egyik sem tért ki
az értékek létezési feltételeinek vizsgalatara.

A jelen dolgozat ez utobbi kérdés “elemzésére irdanyul. Az el6zmények rovid
osszefoglaldsa utdn Brédy (1] zart értékmodelljét kiilon részben elemzem.
Ezt kivetGen az értékmeghatirozias nemlinedris sajatérték-alakjinak két alter-
nativ megfogalmazisit vezetem be és hasonlitom Ossze. A két forma a Brédy,
illetve Morishima dltal eltérden felépitett teljes kort raforditdsi matrixokon
alapul. Megmutatom, hogy a kérdéses két matrixnak az elemzés szempontjabdl
lényeges matematikai jellemzGi megegyeznek. S végiil a sajatérték-feladatok
egyértelm(, pozitiv megolddsinak létezését a [7] dolgozatomban bevezetett
minimdlisan elégséges feltételek (tiszta arutermelés és a teljes automatizalas
lehetetlensége) mellett bizonyitom. Ezek a feltételek nem implikaljik az egyiitt-
haté métrixok irreducibilitisat. A bizonyitis egy irreducibilis alapgazdasag
felismerésén nyugszik, amelyet a fog: Umilag Sraffa [5] bazistermckeivel rokon
alapjavak hatiroznak meg. Erdemes mar itt is utalni Sraffa bizistermékei és
az itt haszndlt alapjavak kozotti lényeges tartalmi kiilonbségre. Nevezetesen,
Sraffa kizdrja a bazistermékek koziil a munkaerdt és a csak annak fogyaszta-
saba bekeriils termékeket. Nalam az alapjavak kozott és még inkdbb azok
definidlasiban a fenti termékek kulesfontossdgi szerepet jatszanak.

| Szigma
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2. Az el6zmények rovid osszefoglalasa

A marxi értékrendszer alapmodellje Dmaitriev, Lange, Brody, Morishima és
masok munkdssdga folytan ma mér kiozismertnek szamit. Nevezetesen ezen
alapmodell a kovetkezs feltevéseken nyugszik. Ismertek egyrészt a kiillonbozs
(n-téle) kozonséges aruk termeléséhez ugyanezen arukbol tarsadalmilag sziik-
séges raforditiasok: A4 = (a;), ahol ¢;; a j-edik dru egységére juté riforditas
az t-edik arubdl, 7,5 = 1, ..., n. Ismertek masrészt az absztrakt munka oréi-
ban mért eleven munkaraforditasi igények: m — (m;), ahol m ; a j-edik dru ter-
melésének fajlagos munkaigénye.

A fenti adatok ismeretében az értékek meghatirozisa példaul az alibbi for-
maban irhat6 fel:

p* = p*A4 4+ m¥*, (1)

ahol p = (p,) az értékek vektora. Az egyenlet kizgazdasigi tartalma: az érték
egyenls a holt- és élGmunkaraforditisok osszegével.

Ha a munkaerd minden szempontbdl homogén, igy djratermelésének rafor-
ditasiigénye szerint is, és egy orai munka tijratermeléséhez a kiilonbozé kiozon-
séges arukbol f = (f,) vektorban jelzett mennyiségekre van sziikség,' akkor
a munkaerd értékét (p,) a kovetkezi képlet szolgaltatja:

Po = P*f. (2)

Ha az értékek egyértelmiien meghatarozottak, akkor az (1) egyenletrendszert
p*-ra megoldva adddik, hogy

p* = m*( — A)-L (3)

Ez utébbit (2)-be behelyettesitve egy kozgazdasagilag jol értelmezhets for-
mdat nyeriink:

Po = m*(E — A)~f. (4)

Ebbdl vilagosan kiolvashat6, hogy az egy d6rai munkaers értéke nem més,
mint az Gjratermeléséhez sziikséges munka (marxi értelemben). Igy egy ora
munkavégzés soran 1 — p, tobbletmunka keletkezik. (Itt hallgatélagosan éltiink
a p, = 1 feltevéssel. Ennek elégséges feltételeire még visszatériink.2) Jeloljiik
rrel az értéktobblet ratijit, amelyet tehat tobbek kozott az alabbi médon is
meghatirozhatunk:

Wl o *
pl—0_1—p* (5)

Po p*f

Brody [1] az egyszer(i drutermelds esetét elemezve felismerte, hogy az értékek
egy teljes korli” raforditdsi mdtrix sajitvektorat képezik. Abbél indult ki,
hogy az egyszer(i Gjratermelés feltételei kizott a teljes végss kibocesatds sziik-

'Itt egyel6re, mint szokdsos, eltekintiink a munkaeré Gjratermeléséhez sziikséges
esetleges kozvetlen munkaers raforditasoktél. Kés6bb erre a kérdésre még visszatériink.

* Erdemes utalni arra, hogy az 4 és m paraméterektdl eltéréen, amelyeket elsésorban
az Ujratermelés technikai relaci6i hatdroznak meg, az f vektor elemei jorészt a termelési
viszonyok fliggvényei. Igy tobbek kozott erGteljesen fiiggenek a munkanap hosszatol,
azaz a kizsikményolds abszolit fokatdl. Ez a targyalasi lehetség elesik, ha a sziikséges
fogyasztast nem egy érédra, hanem egy fére vetitve szerepeltetjiik.
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séges fogyasztasnak tekinthets. Legyen x — (x;) a termelés vektora, x, = m*x
az Osszes ledolgozott érak szama. A fentiek értelmében az egyszert arutermelés
modelljében fenn kell dllnia az alibbi mérlegosszefiiggéseknek:

By = an*e (6)
2 = Az + a,f. (7)

Osszevonva a két egyenletet azt kapjuk, hogy

B

ahol az egyutthaté matrix a feljes kori raforditasok Brody-féle (kibgvitett)
valtozata; a tovabbiakban B-vel jeloljiik.

A kapott (8) meghatarozas egy kozismert sajatérték-egyenlet. Ha Brodyhoz
hasonldan feltessziik, hogy B irreducibilis, tovabba, hogy =z, és « elemei (tény-
szer(ien) pozitivak (legalabbis elvben nem negativak), akkor B dominéans sajat-
értéke nyilvin 1-gyel egyenld.

A fenti feltételek mellett matematikailag is igazolhatd, hogy egyszerii Gjra-
termelés esetén értéktobblet nines, vagyis » = 0, azaz p, — 1. Igy az érték-
rendszer meghatarozisa felirhaté a fenti sajatérték-feladat dudlisaként:

1 — (1. p* 0 m*
[1, p*] = [1, p*] {5 | (9)

3. A Brody-féle sajatérték-meghatarozas korlatozott érvényessége

Az el6z6 pontban megismételt, Iényegében helytallé levezetést Brody hely-
teleniil altalinositotta a tékés drutermelés esetére. (Pontosabban: a zart for-
makat csak a tékés viszonyok kozott megvaldsulé egyszerd Gjratermelés esetére
terjesztette ki.)

Nézzitk meg kozelebbrdl Brody zart formdajat. Legyen F, a (produktiv)
munkaerd szitkséges fogyasztasa, F, az egyéh végss fogyasztis (improduktiv
fogyasztas, felhalmozis). Legyen a munkdsok egy (produktiv)® munkadrdra juté
fogyasztasa f, — F,[(m*z) és Brodyt [1, 56. o.] kivetve f, = F,/(m*x) az egy
produktiv munkadrdara juto egyéh végss fogyasztis. Jeloljiik tovabba mg és m,
vektorokként az egyes dgazatokban a szitkséges és a tobbletmunka fajlagos meny-
nyiségeit (mg -+ m, — m). (Erdemes mér itt felfigyelni arra, hogy ezt a fel-
osztast Brody adottnak veszi, noha a felosztast nyilvan esak az értékek ismereté-

3Valéjaban Brodynal esak a produktiv szfériaban foglalkoztatott munkaerd jelenik
meg explicit formaban. Megoldasa gy értelmezhets, hogy a produktivan foglalkoztatott
munkaerd Gjratermelésének fogyasztas-igényében benne szerepel az improduktivan fog-
lalkoztatott munkaerd fogyasztasa is, marmint azoké, akiknek szolgaltatésai a produkti-
van foglalkoztatott munkaers ujratermeléséhez sziikségesek. Alternativ megoldasként
kindlkozik ezen munkaers explicit figyelembevétele a produktiv munkaer6 tjratermelé-
sének munkaerd igényeként.

1*
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ben lehet elvégezni.) Brody gy vélte, hogy az értékek vektora az alabbi ,,kibévi-
tett” fajlagos mdtriz egy sajatvektorinak részvektora:

00 my
00 mk
f( fm

Errdl a métrixrol Brody feltételezte, hogy 1 a domindns sajatértéke, s azt
allitotta, hogy a hozza tartozo bal oldali szmj[xtvektorok kozott van olyan, amely-
nek utolsé » komponense éppen a kozonséges aruk értékével azonos.

Ez azonban altaliban lehetetlen. Trjuk fel ugyanis dezaggregilva a sajatérték-
egyenletet:

P = p*fe

p s *

Pm = P*[m

p* = p*A + p,m¢ + pm;.

Vizsgiljuk meg kozelebbrél a kapott feltételek tartalmat. p, az egy produktiv
munkaérara jut() egyéb végss felhasznilis | értéke” (hogy val6ban az érték
vektora-e, azt még nem tudjul\) Ha p valéban az értékek vektora, akkor Pm
a munkaerd értéke. Mivel fi és [, ﬂtruktumja, ¢s volumene dltaliban eltérs,
ezért p, és p,, is dltaliban kilonhoz nagysag. A harmadik egyenlethdl viszont
az deriil ki, hogy p akkor és csak akkor lehet az értékek vektora, ha p,m* |-
+ pym¥ = m*. Kz utobbi egyenlGség azonban csak véletlenszerien teljesiilhet.
(Nyilvan fennall akkor, mint Brody sajitos szampéldajiban, ha f, — f,, és
Pm=p;=1.)

Az értékmeghatirozas Brody-féle zart sémija tehdt csak nagyon specidlis
feltételek mellett helytalls. Megdllapitasunkat még egy oldalrdl alitdmasz-

tando, nézziik meg a fenti sajatérték-forma dudlisdat, amely fényt derit a rejtett
hiba lényegére. A J()M) oldali sajatvektorra az alibbi osszefiiggéseket nyerjiik:

p J— *
By =mex
e
%, = mix
x = Az + flnms I /,.’I',.

Az egyes valtozok és feltételek jelentése kézenfekvs. o egy termelési vektor,
Z; ezen tormolcahu felhasznalt munkahol a sziikséges munka, x; pedig a tobblet-
munka. Az Gsszes kifejtett munl\  tehat x, + z,. A in;,lu,llm/,t.n,tntt munkaers
quatermelos( hez nyilvan f, (o, - @) fogyasztisra van sziikség. Mivel azonban
a végss kiboesitasbhél a munk: LH()k csak /,,,a’s mennyiségi f()“‘deZ asi cikket
k Lpna,l\, ezért u;mtermclchuk esak sziikitve lenne lehetséges.
A fentiekbdl is lathato, hogy a kibGvitett rdforditdsi matrix Brody-féle
»dezaggregiciéja” nem vezet helyes erulmcnyr(‘ gy esethen lesz értelmes
a dezaggregicio: akkor, ha a munkaers sorahoz hasonléan a végsé fogyasztist
a s/ul\.\mres munkdt és a tobbletmunkdt nyjté munkaerd fogyasztisaként
bontjuk meg (f, = f,,). Ekkor viszont a méatrixban nem szerepel tobblettermélk,
a domindns sajatértéke akkor és csak akkor lesz 1, ha a gazdasighan nincs
tobblettermelésre lehetGség. Vagyis csak az egyszer(i tjratermelés esetében.
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4. Az értékrendszer két altalanos zart formaja és tartalmi azonossaguk
matematikai hattere

A tovabbiakban a kozonséges druk és a munkaerd értékét egyiitt teljes érték-
rendszernek fogjuk nevezni,* és p* = (p,, p*) vektorral jeloljiik. Megmutatjuk,
hogy a teljes értékrendszer (és igy az értéktobbletrata) meghatarozasa vissza-
vezethetd sajatérték-feladatra, de dltalaban csak parametrikus (nemlinedris)
sajatérték-feladatra.

Induljunk ki az értéktobblet-ratat meghatirozé (5) egyenlethGl. Ezt dtren-
dezve kapjuk, hogy

Po+ 1o =1,

ahol p, tehat a sziikséges munka arinya, rp, pedig a tobbletmunkaé. Ennek
megfelelGen az érték (1) képletében a felhasznalt munkat sziikséges (megfize-
tett) és tobbletmunkdra (meg nem fizetett munkéra) oszthatjuk fel. fgy azt
kapjuk, hogy:

p* = p*A + pym* + rpym*. (11)

Vegyiik észre, hogy a fenti dtalakitds, azaz egy uj valtozo (r) bevezetése az
értékeket meghatirozd egyenletrendszert egy mindségében megvaltoztatja.
Nevezetesen, az addig inhomogén rendszert homogénnd teszi. Ha egyszer (p,, p)
megoldas, akkor barmely (kp,, kp) szintén megoldas (természetesen: & > 0).
Eme miivi aton elGidézett homogenitiast Brody sajatérték-modellje kapesan
egyesek tévesen az értékszintek meghatirozatlansagaként értelmezik. Val6ja-
ban azonban nem errdl van sz6. Ha az értéket kovetkezetesen tovabbra is az
absztrakt munka 6rdaiban mdérjiik, mint ezt az indulé (1) egyenlet jelzi, akkor
az értékek szintje kiotott. Kz azonban a fenti matematikai dtalakitis folytan
nem mutatkozik. K hidnyossigot korrigilandé a homogén formakat ki kell
egésziteniink az r valtozot definiald (5) feltétellel. Vagyis jelen esetben az érté-
keknek a (2) és (3) egyenletekkel egyenértékii teljes meghatarozasat a (2), (5)
és (11) egyenletek adjik.

A tovibbiakban két, tartalmilag egyenértéki eljaras kozott vialaszthatunk.
Vegyiik elGszior Marx, illetve Morishima kedvelt fogdsiat,® s a munkaerd értékét
helyettesitsiik a munkaerd fogyasztdisanak értékével, azaz tegyiink p, helyébe
p*f-et. Ekkor az ¢rtékekre az alibbi format nyerjiik:

p* = p*A + p*fm* + rp*fm*.

Vezessiik be az fm* diadikus szorzat jelolésére az F' = (f;;) matrixot. f;; az
i-edik dru azon mennyiségét mutatja, amely az egységnyi j-edik dru elGallita-
sihoz felhasznalt munkaerd Gjratermeléséhez sziikséges. Az M = A 4 F
matrix tehat ismét csak a teljes kord raforditasok matrixa, B-vel azonos tar-
talmu, de formdjaban attdl eltérs: dsszevont és nem kibévitett. Tartalmi azo-
nossaguk matematikai vonatkozasaira majd késébb visszatériink. A fenti

1A teljes értékrendszer implicite magaban foglalja az értéktobblet ratajat is, hiszen,
mint lattuk, » = (1 — pg)/p,, ezért akar bele is érthetjiik a teljes értékrendszer fogalmaba.
5 Megjegyezziik, hogy Morishima az értékeket nem elemezte sajitérték formajaban, de
elészeretettel hasznilta elemzéseiben az sszevont raforditdsi matrixra épité formékat.
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jeloléseket felhasznalva az értékmeghatirozdst a kivetkezGképpen irhatjuk fel:
1 — p*f
p*f

Kz utobbi forma elss egyenlete pedig nem mds, mint egy specidlis (nemlined-
ris) sajatérték-forma. Azt mutatja meg, hogy ha az értékek és az értéktobhlet
ratija léteznek, akkor az (M | rF) mitrix sajatértékei kozott van 1-gyel
egyenls, s az értékek vektora egy ehhez tartozo bal oldali sajatvektor.

Ha a miasik utat kovetjiik, akkor valamelyest Brody Andrdaséhoz hasonld
formakhoz jutunk. Vegyiik most ismét az értékre bevezetett (1) képletet alapul
és a munkaers értékét meghatirozo (4) format. A ketts dsszevondasabol a kovet-
kezé képletet nyerjiik:

p* = p¥(M - rF), 7= . (12)

0 m*

00

0 m¥*]

/A

A mar korabban bevezetett jelolések, valamint a p* — (p,, p*) és a

0O m*
I}m .
0 0

jelolés alkalmazisival az értékek meghatirozasit a fenti képlet alapjin az
aldbbi alakban irhatjuk fel:

(o, p¥) (por™) [ Fr(py p*) ‘

C B = PMB LB, r =P (13)

Po

Ez ismét az el6z0hoz hasonld sajatérték-forma. A kiilonbség mindossze annyi,
hogy itt explicite megjelenik a munkaers értéke is, tovabhi az ésszevont rafor-
ditasi matrix (M) helyett a kibévitett riforditisi matrix (B) jatszik kules-
szerepet. Tartalmilag azonban a két forma teljesen egyendértékii.

Megmutatjuk, hogy nemesak az igaz, hogy a két matrix dominans sajatértéke
csak egyidejiileg lehet 1, 1-nél kisebb, vagy nagyobb, hanem az is, hogy az egyik
irreducibilitisa feltételezi a masikét, s a kibGvitett forma Leontief-inverze
magdban foglalja az osszevont forma L-inverzét.

1. TETEL: Legyenek adottak az A, m és f szemipozitiv raforditasi matrix,
illetve vektorok. A beldliik képzett teljeskori raforditasok kibévitett (B) és
Osszevont (M) matrixinak domindns sajatértéke csak egyidejiileg lehet 1.
Tovibbd, a két matrix (ir)reducibilitdsa feltételezi egymdst. Végiil: a B matrix
Leontief-inverzének utolsé nx n-es blokkja az M matrix L-inverze.

Bizonyitds: A Perron—Frobenius-féle sajatérték-tételekbGl  (Iasd  példéul
Nikaido [3]) ismert, hogy az x < Az egyenlGtlenségnek® csak akkor létezhet
szemipozitiv (x > 0) megolddsa, ha A domindns sajatértéke 1-nél nagyobh.
Tovabbé, az x > Ax egyenlGtlenségnek akkor és csak akkor van szemipozitiv
megolddsa, ha A dominans sajatértéke 1-nél kisebh. Ezek ismeretéhen elegendd

* A vektor-egyenlStlenségek jelslésénél a >, > és = jeleket hasznaljuk a minden ele-

mében nagyobb, legalibb egy elemében hatarozottan nagyobb és egyikben sem kisebb,
és az egyetlen elemében sem kisebb relacidkra.
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tehat azt belatni, hogy a fenti feltételek fennallisa az egyik métrix esetében
implikdlja azt, hogy teljesiilnek a mésikra vonatkozdan is.

Tegyiik fel, hogy van olyan &z > 0 vektor, amely kielégiti az &5 < Big
egyenlGtlenséget. Részletesen kibontva kapjuk, hogy

Zop < m*xp
g < Axg + fropg < (4 + fm*)axg = Mxp.

Azaz, a masodik egyenlGtlenséghbe az elsébdl z -t behelyettesitve, méaris be-
lithatd, hogy xp kieldégiti M vonatkozasiban a kivint egyenlStlenséget. Szemi-
pozitivitisa nyilvanvald, hiszen ha nulla lenne, akkor x5 is, és igy x5 is az
lenne, feltevésiinkkel ellentétben.
Forditva: legyen xy, > 0, amely eleget tesz az x,; < Mz, egyenlStlenségnek.

Kénnyen belathato, hogy az

. "m*xM]

Ty =

Tm

vektor kielégiti az &,, < Bx,, egyenlitlenséget.
A misodik egyenlitlenségek kolesonos teljesiilését a fentivel csaknem azonos
maédon lathatjuk be. Mindossze annyi a kiilonbség, hogy a masodik lépésben

e km*x
M
Zm
vektort kell vilasztanunk, ahol £ 1-nél nagyobh, de ahhoz kellGen kozel vilasz-
tott skalar. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

A két métrix nevezetes strukturilis sajatossaginak azonossigat a kovetkezo-
képpen igazolhatjuk. ElGszor is, vegyiik figyelembe, hogy alkalmasan meg-
vilasztott pozitiv skaldrokkal beszorozva a métrixokat, dominans sajatérté-
kiiket 1 ald szorithatjuk, ami természetesen nem befolydsolja (ir)reducibilis
jellegiiket. Tgy a bizonyitdst elegendd 1-nél kisebh domindns sajatértékek ese-
tére elviégezni. Mdarmost, ha egy nemnegativ. 4 métrix dominans sajatértéke
1-nél kisebh, akkor Leontief-inverze, (#/ — A)=1! akkor és csak akkor pozitiv,
ha a métrix irreducibilis. Az (£ — B) mdtrix inverzét, generdlé elemnek elséként
a bal felsG sarkdban szerepld 1 elemet vélasztva, az alabbi alakban szdmit-
hatjuk ki.

ElsdS lépés:

[ E—A—fm* f 8E—M
Innen mar egyszer(ien adédik az inverz:
1+ m*(E— M)-'f m*(H — M)-!
(B — M)-'f (B — M)-1

A B matrix Leontief-inverzének fenti alakjabol vilagosan latszik, hogy annak
a kozonséges arukra vonatkozo blokkja valdban az M méatrix Leontief-inverzét
tartalmazza.”

1 —m* 1 —m* ]

(B — B)-1 =

? Forditott sorrendben vélasztva a generdld elemeket, egészen eltérs formékhoz jutunk,
amelyekbdl a fenti azonossag fenndallasa korantsem szembet{ing. Ennek az titnak a targya-
lasit itt mell6zziik, de ajanljuk azon olvasék sziméra, akik kozelebbr6l meg kivannak
ismerkedni a kérdéses matrixok sajatos osszefiiggéseivel.
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Meg kell még mutatnunk, hogy a két matrix Leontief-inverzének pozitivitisa
kolesonosen feltételezi egymast. B-b6l indulva az allitas nem szorul kiilonosebb
bizonyitasra. Ha viszont (£ — M )—1 > 0, akkor m ¢és f feltételezett szemipozi-
tivitasa biztositja, hogy az elsé sor és 037101) is esak pozitiv elemeket tartalmaz.

Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

Egy rovid megjegyzés erejéig érdemes kizgazdasigi oldalrél is megviligitani
a Leontief-inverzek osszefiiggését. A Leontief-inverzek egyik szokdasos értel-
mezésébdl kiindulva az (£ — B)“‘ mitrix adott oszlopit gy értelmezhetjiik,
mint a vonatkozo6 aru egy egységnyi végss (jelen esethben a munkaerd fogyasz-
tasa is kozbenso fogyasztisnak szamit !) kibocsdtdsihoz sziikséges teljes ter-
melés vektorat. Az egyes drukbdl annyit kell elGallitani, amennyi a sziikebb
értelemben vett termelés és a felhasznilt munkaerd fogyasztisi igényén tul
még egy egységnyi tobbletet is (‘ro(lmmy(", az adott arubol. Az M matrix ele-
mei, a kozonséges drukra vonatkozoan, éppen ezeket az egyiittes "kizvetlen'®
raforditasi igényeket tartalmazzik dsszevontan. A két inverz kozonséges drukra
vonatkoz6 elemeinek azonossaga tehat kozgazdasagi okfejtés .n,ld,pjan is belat-
haté. Az elsé sor és oszlop pedig a teljes raforditisi igények szimitasabol ismert
formakat tartalmazza, amelyek tartalmat felesleges lenne itt ismertetni.

A tételnek a sajatértékekre vonatkozd megdllapitisa az értéktobbletrata
pozitivitisaban kule qqyoropotti)lt be. Kzt érdemes kiilon tételben megviligitani,
kivételesen az irreducibilitas feltételére alapozva. Lényegéhen Brody [1] vonat-
koz6 eredményeit reprodukdiljak mds megkozelitésben.

2. TETEL: Adottak az A, f, m szemipozitiv raforditasi egyiitthaté mitrix
és vektorok. A beldlitk képzett teljes kord raforditasi matrixok irreducibilisek.
Pozitiv értékek és értéktobbletrata egyiittes létezésének szitkséges és elégsdges
feltétele, hogy a teljes kort raforditdisi matrixok domindns sajitértéke 1-nél
kisebb legyen.

Bizonyitds: A bizonyitast az 1. tétel alapjan elegendd csak egyik forma ese-
tére megadni. Vilasszuk az dsszevont format, s mutassuk meg elGszir a sziik-
ségességet. Tegyiik fel, hogy p vektor és r skalir pozitiv. Mivel M nem negativ,
irreducibilis és az F mdtrix szemipozitiv, ezért M |- rF is irreducibilis. A Per.
ron— Frobenius-tételek folytan egy nemnegativ irreducibilis matrixnak csak
a dominans sajitértékéhez tartozhat pozitiv sajitvektor, ezért tehat az M+ r F
métrixnak 1 sziikkségképpen dominans sajatértéke. Ugyanezen tételekhol ismert
az is, hogy a dominans sajatérték a matrix barmely elemének szigortan mono-
ton novekvd, folytonos fiiggvénye. Ebbal adodik, hogy M domindns sajitérté-
kének sziikségképpen 1-nél kisebhnek kell lenni.

Az elégségességet hasonléan lathatjuk be. Ha ugyanis M domindns \(Ll‘Lt;
értéke 1-nél kisebh, akkor a |('l/( tt tu!(b;(lnns.wnl\ Inlv an az M - rl matrix
dommam sajatértéke r-nek szigortan novekvd, l()I\mes fiiggvénye, ha

> —1. [Ugyanis az 4 + (1 -+ »)F matrixrél van sz6, amelynek stllll\tllhlld
M ¢ével azonos r fenti értékei mellett]. » — 0 értéknél ezen sajitérték 1-nél
kisebb, tehat valamely pozitiv r mellett wul\‘-(-trl\(ppcn felveszi az 1 értéket.

8 Nem keverendé ossze az AKM irodalomban meghonosodott kozvetlen raforditési
igénnyel, noha a tartalmi rokonsig szembet{ind.
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Ezen r érték nem mads, mint az értéktobbletrata. Az M -~ rF matrixnak az 1
(domindns) sajatértékéhez tartozé, ardnyaiban egyértelmiien meghatédrozott
bal oldali sajatvektora pedig, szintjét az (5) egyenletnek megfelelGen normdlvén,
az értékek vektorat szolgaltatja.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

A tétel bizonyitasabol az irreducibilitds feltétele szinte elengedhetetlennek
mutatkozik. Altaldban, mint ismert, a Perron— Frobenius-tételek esak irredu-
cibilis matrixokra vonatkozoan garantiljik a kihasznalt elényos tulajdonsigo-
kat (szigord monotonitds, pozitivitds, egyértelmiiség). Nem véletlen tehat,
hogy Brédy is mindig él ezen feltevéssel, mind az érték, mind a termelési ar
modelljében. Feltevését igen frappansan, de megint csak az egyszer(i tjra-
termelés esetében tokéletesen helytalléan a kovetkezd mogottes feltevésekkel
indokolja. Minden dru tjratermelése emberi munkdat kivan, s kozvetve vagy
kozvetleniil emberi fogyasztisra keriil. Ez azonban nem mindig helytdlld
érvelés. A teljes korii raforditisok ugyanis csak a munkaerd ujratermeléséhez
sziiksdéges fogyasztast olelik fel, ezért az irreducibilitishoz az is kell, hogy min-
den dru a munkaerd ujratermeléséhez sziikséges, s nem dltaliban vett emberi
fogyasztas targya legyen. Tékés tjratermelés esetén ez a feltétel aligha teljesiil,
gondoljunk esak a luxustermdékekre, hadikiadasokra.

A kovetkezSkben éppen azt fogom megmutatni, hogy a fentiek ellenére még-
sem indokolatlan esetenként, az egyszeriiség kedvéért a teljes kori matrixok
irreducibilitasat feltételezni. Kz az indok a luxus- vagy pusztdin hadi eéla ter-
mékek egy mélyebb indokban gyokeredzi elhanyagolhatésagaban rejlik, éspe-
dig az drutermels gazdasig egy fundamentdlis alrendszerének sajatossagaiban.

5. Az értékrendszer egyértelmiiségének és pozitivitisinak bizonyitiasa
a reducibilis esethen

g

y kordabbi dolgozatomban [ 7] az értékek Iétezését, pozitivitdsat, egyértel-
miiségét és fogalmi-logikal megalapozottsigdt pusztin a marxi szabadpiaci
drutermelés modelljének immanens feltevéseire (az emberi munka nélkiiloz-
hetetlensége és atlagban nem veszteséges arutermelés) alapozva bizonyitottam
be a nyilt alapmodell keretei kozott. Nyilvan azt virjuk, hogy ugyanazok a fel-
tevések elegendGek lesznek a zirt, nemlinedris sajitértékfeladatra is. Ha pedig
ez igy van, akkor meg kell talalnunk azokat a formdilis (matematikai) és tar-
talmi (kozgazdasagi) okokat, amelyek a vizsgilt sajatérték-formakbol adédo
sajatvektorokat egyértelmiivé és pozitivva teszik.

izeket az okokat roviden a kivetkezikben foglalhatjuk dssze. Egy gazdasig-
ban ,,normdlis” feltételek kozott mindig van egy olyan darucsoport (alapjavak),
amelyek elGillitdsihoz csak ugyanezen drukra van sziikség, viszont minden drw
termeléséhez kozvetve vagy kozvetleniil sziikség van ezen alapjavakra. Ezen alap-
javak kozott szerepel a munkaers is. A vizsgalt gazdasighol a nem alapjavak
és -tevékenységek elhagyasival nyert alapgazdasig kibévitett raforditdsi mat-
rixa viszont irreducibilis lesz. Kiovetkezésképpen az alapjavak értéke pozitiv,
s igy minden dru értéke pozitiv lesz. Azt is meg fogjuk mutatni, hogy az érték-
tobblet ratdja csak ezen alapgazdasig raforditdsi viszonyaitél fiigg.

Melyek lesznek ezek az aruk ? Nos, megmutatjuk, hogy ezek a munkaers és
a munkaerd djratermeléséhez kozvetlenil vagy kézvetve szitkséges druk, amelyeket
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a tovabbiakban alapjavaknak?, az adltaluk definialt szlikebb gazdasigot pedig
alapgazdasdgnak fogjuk nevezni. A kovetkezo tétel fényt derit az alapguzdasig
kulesfontossagt szerepére.

3. TETEL: Ha egy gazdasigban minden aru elGallitisa (kozvetleniil vagy
.e : ’ S =4 ’ hr ’ =2
kozvetve) igényel munkaraforditast, akkor
. oS ) ok /0 oy By R 5 » o g s1s
i) alapgazdasiginak raforditasi métrixa irreducibilis;
ii) a teljes gazdasiagban csak akkor létezhetnek az értékek, ha annak alap-
gazdasigiban is léteznek;
iii) a tfrlj’c_s gazdasig értéktobbletratija megegyezik alapgazdasiginak érték-
tobbletratiajaval;
iv) minden dru termeléséhez sziikség van, kizvetleniil vagy kozvetve, minden
alapjoszagra.

~— —

Bizonyitds: A bizonyitist a kibivitett forma esetére kozoljiik. Az alapgaz-
dasdg raforditasi matrixa: By, azaz a kibGvitett raforditasi matrixnak az alap-
javak dltal meghatirozott almétrixa. Ha az alapgazdasig a teljes gazdasig
valodi részhalmaza (nem maga a teljes gazdasig),'® akkor (szitkség esetén
a javak sorrendjét megviltoztatva) a kibGvitett raforditdsi méatrix az alabbi
alakban dekomponélhat6:

0 m} m}
Igll 1112

B=|f, 4y Ay |= 0 A, ’

| 0 0 A4,

ElGszor igazoljuk, hogy A4,, valoban esak 0 lehet. Tudjuk, hogy a nem alapjavak
kozott csak kozonséges druk szerepelhetnek. Ha marmost a vizsgalt almdtrix-
ban lenne pozitiv elem, ez azt jelentené, hogy a sor szerinti nem alapjoszigra
valamely alapjoszig termeléséhez sziikség lenne. De akkor kozvetve sziikség
lenne ezen Arura a munkaerd tjratermeléséhez is, tehit maga is alapjoszig
lenne. (Megjegyezziik még, de ennek igazolisat az olvaséra bizzuk, hogy B,
nem lehet 0, mert kiilonben a nem alapjavak termeléséhez nem lenne sziikség
munkadra).
i) Az alapgazdasig raforditasi métrixinak irreducibilitisa konnyen igazol-
hato. Egyrészt képzési szabdlyabol kivetkezik, hogy az alapgazdasighan
a munkaers Gjratermeléséhez minden drura sziikség van. Masrészt feltettiik,
hogy minden édru igényel munkaraforditist. Ezek viszont éppen Brody idé-
zett feltételei, amelyek sziikségesek és elégségesek By, irreducibilitasahoz.
A formai bizonyitast a kovetkezd megfigyelésre alapozhatjuk. Ha egy
nem negativ matrix irreducibilis, ez egy és ugyanazt jelenti, hogy Leontief-
inverze pozitiv (lisd példaul Nikaido [3]). Mivel az irreducibilitds csupdn

» Az alapjavak itt bevezetends fogalma szoros rokonséagban all Sraffa [5] bazistermé-
keivel. Sraffa a bazistermékeket a kozonséges javak korére sziikiti, s azokat a termékeket
nevezi bézistermékeknek, amelyekre minden termék el6allitasa soran kozvetleniil vagy
kizvetve sziikség van (pl. villamosenergia). A mi esetiinkben az alapjavak kozott szerepel
a munkaer6 is.

10 Vagyis a teljes gazdasig értéktobbletrataja fiiggetlen a nem alapjavak termelési fel-
tételeit6l. Bz ismét egy olyan megillapitis, amely szoros kapesolatban van Sraffa hivat-
kozott elemzéseivel. (Ndla a profitriata adédik fiiggetlennek a nem béazistermékek terme-
1ési feltételeit6l.)
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a nulla és nem nulla elemek struktirdjatol fiigg, ezért az altaldnossdg meg-
sértése nélkiil feltehetjiik, hogy B;; dominans sajitértéke 1-nél kisebb.
(Ellenkez6 esethen a vizsgalt matrixnak alkalmasan megvélasztott skaldrral
valé beszorzise révén erre az esetre vezethetjiik vissza a bizonyitast.)
A By, mitrix Leontief-inverzét az alabbi alakban frhatjuk fel:

(B — By))~1= & smi(f — Ay) L ]
T g = ) i ‘ i ) ’
S(E—A)~ Yy, (BE—Ayy) '+ s(B— Ay)fymHE — A4,,)-1

ahol
1

8§ = —— _—

1 —mi(E—Ay)-f,

A feltevések miatt mind (£ — A )=, mind m¥(E — A,,)~! hatarozottan
pozitiv vektor. FKzekbél viszont mar valéban kénnyen beldthaté, hogy
(£ — Byy) ~'is hatdrozottan pozitiv. Vegyiik figyelembe, hogy 1/s volt a ma-
sodik lépéshen vélasztott generalé elem, ezért s = 0 nem lehetett. Viszont
egy produktiv mdtrix L-inverze nemnegativ, vagyis végiil is az s skalar
szitkségképpen pozitiv.

ii) Az alapgazdasigban az értékeket definidld dsszefiiggés:
* * | *
pi = pidn + mj
¢s ez részét képezi a teljes gazdasdg értékegyenletének is, mivel 4,, = 0.
Igy a teljes gazdasigban csak akkor lehet az érték értelmezett, ha az alap-
gazdasighan is az.!!
iii) Tudjuk, hogy a munkaerd ajratermeléséhez sziikséges fogyasztasban csak

alapjavak szerepelnek. Ezért a munkaers értéke, p, az alapgazdasigban
¢és a teljes gazdasiaghan megegyezik. Mint littuk, a munkaerd értéke egy-
értelmiien meghatirozza az értéktobblet ratajat [r = (1 — p,)/p,], tehéat
az alap- ésateljes gazdasig értéktobbletritaja is sziikségképpen megegyezik.
Mivel minden dru elGillitisahoz sziikség van kozvetve vagy kozvetleniil
munkardforditdsra, a munkaerd tjratermeléséhez pedig hasonlé médon
minden alapjoszagra, ezért valéban minden dru termeléséhez kovetleniil
vagy kozvetve sziikség van minden alapjészagra.

A fentebbi tulajdonsig beldtdsa utdn most mar kiozvetleniil ratériink a pozitiv
értékek létezését biztositd elégséges feltételek elemzésére, s megmutatjuk,
hogyan vonjik ezen feltételek maguk utén azt, hogy a sajatérték-formak meg-
oldisai a reducibilitis ellenére is rendelkeznek a kivédnatos unicitési és poziti-
vitasi tulajdonsigokkal.

v

~

4. TETEL: Legyenek adottak egy gazdasig fajlagos raforditasi egyiitthatéi
az A, m* és [ szemipozitiv matrix, illetve vektorok dltal. Tegyiik fel, hogy az
adott fajlagos raforditdsi viszonyok mellett nem képzelhets el a gazdasig teljes
automatizalisa (azaz nincs olyan ¢ > 0, amely esetén ¢ =~ Ag és m*q = 0).
Teljesiiljon tovabbéd az aldbbi két, (i) és (ii) feltétel koziil valamelyik.

! Nyilvénval6, hogy ha minden &ru igényel munkaraforditést, akkor a pozitiv értékek
létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy mind A4,,, mind A,, produktiv métrix
legyen. Ennek igazolisat az olvaséra hagyjuk.
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(i) A tényleges (pozitiv) termelés (x > 0) pétlist meghaladd szinten folyik, azaz
keletkezik kiilsG felhasznalasra atadhato termék (x > Ax) és nem folyik
oncéli termelés a gazdasagban.'”

(ii) A gazdasig tényleges (pozitiv) arai(pk > 0%) és bérratija (w, — 0) mellett
egyetlen dru termelése sem volt veszteséges (tiszta drutermelés).

A fenti gazdasiagban minden dru értéke pozitiv. A kozonséges druk és a munkaerd
értéke, valamint az értéktiobblet ratija egyértelmiien meghatirozott az alabbi
feltételekkel:

1
)'(1” _{_ rb’) = 1‘ 1)* - }J:.v.(‘,w |_ r[,v), 7):l=f = 1_7. = Do
i r
ahol (1) a domindns sajiatértéket jeloli. A kibévitett formdban felirva a teljes
értékrendszert egyértelmiien meghatirozo feltételeket azt kapjuk, hogy:

A(B+rBy) = 1, p* = p*(B + rB,), po=- 1l_.
r

Bizonyitds: Az (i) vagy (ii) és a nem teljes automatizalhatosag feltételeibdl
(lasd [7], 2. és 4. tételeket) kovetkezik, hogy az A matrix domindns sajatértéke
1-nél kisebb. Ebbdl, valamint a teljes automatizilis lehetetlenségéhil viszont
az kovetkezik (lasd [7], 3. tétel), hogy minden aru termeléséhez sziikség van,
kozvetleniil vagy kozvetve munkariforditisra. Fentebb a 3. tételben igazoltuk,
hogy ekkor az alapgazdasig teljes kori raforditasi matrixa irreducibilis. Vegyiik
példaul az osszevont formabol adédd matrixot, pontosabban annak az alap-
gazdasigra vonatkozo részét, M ,-et. Mivel My — 0, ezért az alapjavak érté-
kére vonatkozo6 sajatérték-egyenletek az alabbi formdt oltik:

pt = pY(Myy + rFy) = pilAy + (14 1) Fy] (14)
Mivel M, irreducibilis, ezért (M, | r#,,) is az lesz, valahanyszor r > —1.

Ezért ebben az intervallumban a matrix domindns sajitértéke szigortian mono-
ton ng r-rel. Mivel A4 domindns sajatértéke 1-nél kisebb, ezért A ,-¢ is 1-nél
kisebb. Ebhil kisvetkezik, hogy r-et (—1)-hez kellGen kozel valasztva (M, -
-+ rF,,) domindns sajitértéke is kisebh lesz 1-nél. Ugyanis van olyan ¢, > 0,
hogy 71 > Aygqy, ezért (11 r) megvilaszthaté  pozitivnak l'lg.\',/ hogy
¢, > [Ay -+ (1 -+ r)F g, is fenndlljon, ami elegendd allitisunk igazolisihoz.
Van tehat olyan » - —1 érték, amely mellett a vizsgalt matrix dominans sajat-
’ 7’ L4 3 Sl }ﬁ ’
értéke 1 lesz, és ivy van olyan, aranyaiban egyértelmiien meghatirozott p, > 0,
oJ v Ly’ B, il el = e 1
amely a (14) egyenletet a nevezett r érték mellett kielégiti. Vilasszuk meg p,
szintjét tgey, hogy p*f, — 1/(1 | r) legyven. Ezt nyilvan megtehetjiik, mert
] O« , o 1B d © o B5J W= e =] N
1/(1 +r) =~ 0,és f, > 0. Mivel pedig F,, és A,, szitkségképpen 0, és

pi = piAy -+ (1 -+ r)pifimf = pt Ay, + mi,

ezért p¥ nem mis, mint a kizonséges alapjavak értéke; pif, a munkaers értéke;
r pedig az értéktobblet ratija.

12 Az 6ncéla termelés fogalmat és a Leontief-matrixszal dsszefiiggé tulajdonsigait lasd
[7] dolgozatomban. Réviden: éncélt termelésrél akkor beszéliink, ha egy @ termelési vek-
tornak és egy A raforditasi méatrixnak van olyan particidja, amelyben @, = A, és
B0

1
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A sajatérték-egyenletek nem alapjavakra vonatkozé része viszont a kovet-
kezG formaban irhaté fel:

Py = Py My, + p3 Ay, + rpYFyy = pY Ay + pF Ay, + my.
Mivel A produktiv, ezért 4,, is az, igy van szemipozitiv L-inverze, tehat p¥-ot
a fenti osszefiiggéshil egyértelmiien meghatérozhatjuk az aldbbi szdmitds
révén:
P = pY(Myy + rF ) (B — Ayy) =t = (pfAyy + my)(E — Ay,) ~

Nyilvanval6, hogy p3, a nem-alapjavak értéke szitkségképpen pozitiv lesz,
mivel minden 4aruhoz sziikség van munkariforditisra. Ezzel a bizonyitdst
befejeztiik.

A 4. tétel feltételei csak az értékek pozitivitdsit és egyértelmiiségét bizosit-
jak. Az r skaldrrél csak annyit tudunk, hogy (—1)-nél nagyobb. A pozitiv
értéktobblet-riata létezésére vonatkozo elégséges feltételeket és allitast kiilon
tételben fogalmazzuk meg.

5. TETEL: Teljesiiljenck a 4. tétel feltételei, azzal a médositassal, hogy az
(i) ¢és (ii) feltételek helyett az alabbi két feltétel szerepel:
a) van tobblettermék és nincs oncéla termelés (x > 0, 2 > Ax | Fr = Mx)
b) legalabh egy dru elGillitiasa nyereséges, de egyiké sem veszteséges az dtla-
gos raforditasi feltételek mellett, azaz

PE>PEA 4 wam*, (pE > 0%, w, > 0),

tovibbd a munkabér legalabb akkora, mint a munkaeré Gjratermeléséhez sziik-
séges fogyasztis értéke (drosszege), azaz

Wq = Paf-

Egy ilyen gazdasigban a 4. tételben megfogalmazott allitasok igazak marad-
nak, tovabbd az értéktobbletrata (r) pozitiv.!?

Bizonyitdas : Mivel « ) illetve b) tartalmazza (i)-t, illetve (ii)-t, ezért a 4. tétel
allitasal valoban igazak maradnak.

Az értéktobbletrata pozitivitisihoz viszont elegendd azt igazolni, hogy M
dominans sajatértéke 1-nél kisebb. Kzt viszont az a) feltétel és a Leontief-
mdtrixokra [7]-ben igazolt produktivitasi tétel biztositja. A b) feltétel esetén
viszont w, helyébe pkf-t helyettesitve az elsi egyenlGtlenséghdl azt kapjuk,
hogy pa > paM, amely a teljes automatizilis lehetetlenségével egyiitt ismét
egy [7]-ben igazolt produktivitasi feltétel. Ezért a b) feltételekbdl is kovetkezik,
hogy M dominéns sajatértéke 1-nél kisebb. A bizonyitdst ezzel befejeztiik.

A sajitérték és az értéktobbletrita, valamint a gazdasig (teljes korf) ter-
melési ¢és raforditasi feltételei kozott fenndllo osszefiiggéseket feltirva meg-

1 Ha az a) és b) feltételekben szerepl6 egyenlbtlenségek helyett mindenhol egyenléség
szerepelne, akkor az egyszer(i ujratermelés modelljének feltételeivel lenne dolgunk. Brédy,
mint arra utaltunk, ezt az esetet elemezte az irreducibilitas feltétele mellett. Ebben az
esetben, az értéktobblet rataja (r) természetesen 0 lesz, ennek egzakt bizonyitésat azon-
ban az olvaséra bizzuk. A dolog érdekessége az, hogy ezen esetben a b ) feltételben szereplé
érvényes drrendszer (a bért is beleértve) egyszersmind értékérrendszer is, vagyis az érté-
kekt6l esupéin egy skalaris szorz6 erejéig térhet el.
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mutattuk, hogy az értékrendszer és a raforditasi egyiitthatok osszefiiggdéseinek
teljes koril és egyidejii vizsgalatdhoz a matematikai sajatérték-formak adekvat
eszkozt szolgaltatnak. Utaltunk arra is, hogy heterogén munkaerd esetén
a sajatérték-formak jelentGsége még az itt mutatkozondl is nagyobb, mivel
heterogén munka és egyontetii (altalanos) értéktobbletrita érvényesiilése ese-
tén az drtékrendszert nem is lehet masképpen meghatiarozni, csak szimultian

jelleggel, sajatérték-formakkal. Itt, az alapmodell keretei koziott — mint tu-
dott — a sajiatérték-formak még valbéjaban ndélkiilozhetdk.

Végezetiil, a dolgozat tételei egyszersmind ramutatnak arra is, hogy az irre-
ducibilitas feltételezése egyes elemzésekben nemesak kényelmi szempontokkal
indokolhat6. Tartalmilag is teljesen jogosult, mivel Ggy tekinthetd, hogy a vizs-
galatban csupan a természeténél fogva irreducibilis alapgazdasdgra Ssszponto-
sitjuk figyelmiinket. Ennek ugyanis olyan kulesszerepe van példaul az érték-
rendszer meghatarozasiban, hogy az alapgazdasig értékrendszere és a nem
alapgazdasig technikai paraméterei a nem-alapjavak értékeit egyszerfien dik-
taljak.

( Beérkezett: 1983. daprilis 21-én. )
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MARXTAN LABOR VALUES IN (CLOSED) EIGENVALUE MODELS
' The existence and positivity of the Marxian labor values has traditionally been discussed
and proven in the framework of an open Leontiof system. The only notable exception is
Brédy, who addressed these questions in an eigenvalue formulation. His analysis, however,
turns out to be correet only for the special case of simple commodity production and also
relies on unnecessarily restrictive assumptions (e.g., irreducibility of the augmented input-
output matrix). Reich and Zalai have independently shown, without existence proofs,
that the case of heterogenous labor under the assumption of a uniform rate of exploitation
leads to a special (parametric) cigenvalue problem.

In this paper two alternative cigenvalue forms of the labor values are developed and
confronted with that of Brédy. The two differ in the treatment of labor only and, conse-
quently, in the way the global commodity input-output coefficient matrices are defined.
First, the basic identity of some crucial mathematical properties of the two matrices are
proven. Second, the existence, uniqueness and positivity of solutions is discussed under
very general assumptions (perfect competition and impossibility of full automation).
These assumptions do not imply irreducible structures for the coefficient matrices in the
eigenvalue forms. Nevertheless, uniqueness and strict positivity of the eigenvectors
(labor values) is guaranteed by the existence of a special, irreducible sub-economy (basic
economy) defined by the commodities directly or indirectly needed in the reproduction
of labor power.
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CHUCTEMA TPYJIOBOM CTOMMOCTH MAPKCA B ®OPME (3AMKHYTOM)
COBCTBEHHOM CTOMMOCTHU

TpyaoBast CTOMMOCTL Mapkca TPaJMIHOHHA aHATH3HPOBAJIACh B PAMKAX OTKPBITOH MOJEIH
@aTparel-BbinyCiy. A. Bpoju Obl1 eIMHCTBEHHLIM, KTO NONBITANICS JI0KA3aTh CyUeCTBOBAHHE
CTOHMOCTH B 3aMKHYTOH Mojes. OJIHAKO 9TOT aHaAu3 JeHCTBYeT JIHIb JUIS Cyuasi IpocToro
BOCIPOM3BOJICTBA, KPOME TOT0 JI0OKa3aTeJIbCTBA OCHOBAHLI HA 00J1Ce CHJILHBIX, YeM Heo0X0uMo,
npenocbuiKax (Hanpumep, Ha uppeaynnOuiabHocTH). Peiix n 3ajsaH HE3aBHCHMO JIpyr OT
Jpyra H 0e3 9K3HCTeHUHOHAJIBLHOrO JIOKA3aTeJIbCTBA MOKA3aJ(H, Y4TO0 B CJyuae HeoJHOPOIHOMH
paloueii Cuibl M 0JHAKOBOI HOPMBI MPHOABOYHOH CTOHMOCTH €CTeCTBeHHOI (opmoii aHaHM3a
CHCTEMBbI CTOMMOCTH SIBJISIETCST HEJIMHEPHas (mapamMeTpHyeckast) 3ajaua coOCTBEHHOIT CTOMMOCTH.

B crarbe CHCTeMa CTOMMOCTH CBOJMTCS K JIBYM QJILTEPHATHBHBIM 3ajadyaM COOCTBEHHON
CTOMMOCTH, CYLIECTBEHHO OTJIHYAIONHMCS OT COOTBETCTBYloniel moxeau Bpoaun. Jse (opmbr
OTIMYAIOTCS JTHIIL B OJAX0J1e K padoueii Cuiie, uTo JIAeT Pa3JIHyHbIe 110JIHBIe MATPHILLL 3aTPAT.
[ToKasbIBAETCs1, YTO C TOUKH 3PEHHST AHAJIH3A MATEMATHUCCKHCE XAPAKTEPHCTHKH 9THX MATpPHIL
oHaKoBbl.  CylnecTBoBaHHe pelreHusi 3a4au CoOCTBEHHOIT CTOMMOCTH JIOKA3bIBACTCST TMPH
BeCbMa 001HMX MOCLUIKAX (YHCTO TOBAPHOE MPOU3BOJICTBO H HEBO3MOMCHOCTD NMOJIHOM aBTOMAaTH-
gauuu). MppeaynOnabHOCTb MATPHUYHBIX KO3(DPHIHEHTOB He HMILTHIHPYeTcst. JIoKaszaTeabLCTBO
CTPOroif MOSUTHBHOCTH M OIHO3HAYHOCTH CTOMMOCTEH, T.e. COOCTBEHHbIX BEKTOPOB, OCHOBAHO
HA NPH3HAHUHM HPPEAYIHOHIBHOIT YaCTHOI 9KOHOMHKH (0CHOBHOH 9KOHOMHKH), KOTOpast onpe-
JICJSICTCST HEIMOCPEJICTBEHHO W KOCBEHHO He0OXOMMBIMH JUIsi BOCITPOM3BOJCTBA paboueii cuiinl
TOBAPAMH.



