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A marxi értélmagyság fogalmi meghatározottságának és létezési feltételeinek
tisztázásához jelentős mértékben hozzájárultak azok az elemzések, amelyek
az értékeket egy input-output modell keretei között értelmezték. Kutatók
hosszú sorára kellene itt hivatkozni, ha teljességre törekednénk, éppen ezért
elégedjünk meg két jelentős és átfogó igényű munkára való utalással: A9ó I y 
[ l ] és : >9XC8X3 J [3].

Az értékek létezésének matematikai elemzése szinte kizárólagosan a nyílt 
input-output modellen alapult. Tudomásom szerint egyedül Bródy András
kísérelte meg az értékek létezését egy zárt modell keretében, matematikai
sajátértékfeladat formájában bizonyítani. Mint meg fogjuk mutatni, megoldá
sának érvényessége korlátozott, valójában csak az egyszerű újratermelés eseté
ben vezet helytálló eredményre. Továbbá: a pozitív értékek létezésének bizo
nyítását közgazdasági szempontból a kelleténél erősebben szorító feltevésekre
alapozta, így többek között az ismert irreducíbilitási feltételekre.

Egy korábbi tanulmányomban [6], áTX/ 8 [4] lényegében azonos eredményre
vezető elemzésétől függetlenül, megmutattam, hogy heterogón munkaerő és
egyöntetű értéktöbblctráta feltételezése esetén az értékek és az értéktöbblet
ráta már csak egy zárt. (szimultán) egyenletrendszer formájában értelmezhető.
Mindkét tanulmány : >9XC8RXq' J [3] elemzéséből indult ki, s egyik sem tért ki
az értékek létezési föltételeinek vizsgálatára.
A jelen dolgozat ez utóbbi kérdés elemzésére irányul. Az előzmények rövid

összefoglalása után A9ó I y [ l ] zárt értékrnodelljét külön részben elemzem.
Ezt követően az értékmeghatározás nemlineáris sajátérték-alakjának két alter
natív megfogalmazását vezetem be és hasonlítom össze. A két forrna a Bródy,
illetve Morishima által eltérően felépített teljes körű ráfordítási mátrixokon
alapul. Megmutatom, hogy a kérdéses két mátrixnak az elemzés szempontjából
lényeges matematikai jellemzői megegyeznek. S végül a sajátérték-feladatok
egyértelmű, pozitív megoldásának létezését a [7] dolgozatomban bevezetett
minimálisan elégséges feltételek (tiszta árutermelés és a teljes automatizálás
lehetetlensége) mellett bizonyítom. Ezek a feltételek nem implikálják az együtt
ható mátrixok irreducibilitását. A bizonyítás egy irreducibilis alapgazdaság
felismerésén nyugszik, amelyet a fogalmilag í 9JÉÉJ [5] bázisterrnékeivel rokon
JqJU]Jv J2 határoznak meg. Erdemes már itt is utalni Sraffa bázistermékei és
az itt használt alapjavak közötti lényeges tartalmi különbségre. Nevezetesen,
Sraffa kizárja a básistermékek közül a munkaerőt és a csak annak fogyasztá
sába bekerülő termékeket. Nálam az alapjavak között és még inkább azok
definiálásában a fenti termékek kulcsfontosságú szerepet játszanak.

ö J íÜPF N 



2 ZALAI ER:-fŐ

2. Az előzmények rövid összefoglalása

A marxi értékrendszer alapmodellje Dmitriev, Lange, Brórly, Morishiana ós
mások munkássága folytán ma már közismertnek számít. Nevezetesen ezen
alapmodell a következő feltevéseken nyugszik Ismertek egyrészt a különböző
(n-féle) közönséges áruk termeléséhez ugyanezen árukból társadalmilag szük
séges ráfordítások: A = (au), ahol au a j-edik áru egységére jutó ráfordítás
az i-edik áruból, i, j = I, ... , n. Ts mertek másréazt az ahsztrakt munka órái
ban mért eleven munkaráfordítási igények: m. = (m), ahol rnJ a j-edik áru ter
melésének fajlagos munkaigénye.

A fenti adatok ismeretében az értékek meghatározása például az alál>bi for
mában írható fel:

p* = p*A -1- m*, (21 

ahol p = (pi) az értékek vektora. Az egyenlet közgazdasági tartalma: az érték
egyenlő a holt- és élőmunkaráfordítások összegével.

Ha a munkaerő minden szempontból homogén, így újratermelésének ráfor
dítási igénye szerint is, és egy órai munka újratermeléséhez a különböző közön
séges árukból f = (/;) vektorban jelzett mennyiségekre van szükség, 6 akkor
a munkaerő értékét (p0) a következő képlet szolgáltatja:

Po= p*f (2)

Ha az értékek egyértelműen meghatározottak, akkor az (1) egyenletrendszert
p*-ra megoldva adódik, hogy

p* = m*(JíJ - A)-1'. (3)

Ez utóbbit (2)-be behelyettesítve egy közgazdaságilag jól értelmezhető for
mát nyerünk:

Po= m*(E - A)-1[. (=1 

Ebből világosan kiolvasható, hogy az egy órai munkaerő értéke nem más,
mint az újratermeléséhez szükséges munka (marxi értelemben). Így egy óra
munkavégzés során 1 - Po tobbletmsmlca keletkezik. (Itt hallgatólagosan éltünk
a Po :S: 1 feltevéssel. Ennek elégséges feltételeire még visszatérünk."] Jelöljük
r-rel az értéktöbblet rátáját, amelyet tehát többek között az alábbi módon is
meghatározhatunk:

_ l - Po_ l - U)/ r __:_____::___--~--
Po p*f 

Bródy [l] az egyszerű árutermelés esetét elemezve felismerte, hogy az értékek
egy ,,teljes körű" ráfordítási mátrix sajátvektorát képezik. Abból indult ki,
hogy az egyszerű újratermelés feltételei között a teljes végső kibocsátás szük-

([ 1 

1 Itt egyelőre, mint szokásos, eltekintünk a munkaerő újratermeléséhez szükséges
esetleges közvetlen munkaerő ráfordításoktól. Később erre a kérdésre még visszatérünk.

3 Erdemes utalni arra, hogy az A és m paraméterektől eltérően, amelyeket elsősorban
az újratermelés technikai relációi határoznak meg, az / vektor elemei jórészt a termelési
viszonyo_k függvényei. Igy többek között erőteljesen függenek a munkanap hosszától,
azaz a kizsákmányolás abszolút fokától. Ez a tárgyalási lehetőség elesik, ha a szükséges
fogyasztást nem egy órára, hanem egy főre vetítve szerepeltetjük.
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séges fogyasztásnak tekinthető. Legyen x = (xj) a termelés vektora, x0 = m*x
az összes ledolgozott órák száma. A fentiek értelmében az egyszerű árutermelés
modelljében fenn kell állnia az alábbi mérlegösszefüggéseknek:

x0 = ·1n*x

x =Ax+ x0f. 
Összevonva a két egyenletet azt kapjuk, hogy

(6)

(7)

(+1 

ahol az együttható mátrix a teljes körű ráfordítások Bródy-féle (kibővített)
változata; a továbbiakban B-vel jelöljük.

A kapott (8) meghatározás egy közismert sajátérték-egyenlet. Ha Bródyhoz
hasonlóan feltesszük, hogy B irreducibilis, továbbá, hogy x0 és x elemei (tény
szerűen) pozitívak (legalábbis elvben nem negatívak), akkor B domináns saját
értéke nyíl ván I-gyel egyenlő.

A fenti feltételek mellett matematikailag is igazolható, hogy ~yszerű újra
termelés esetén értéktöbblet nincs, vagyis r , 0, azaz p0 , I. Igy az érték
rendszer meghatározása felírható a fenti sajátérték-feladat duálisaként:

úV F )ö [l,p*] = [I,p*] f A . (I 1 

3. A Bródy-féle sajátérték-meghatározás korlátozott érvényessége

.Az előző pontban megismételt, lényegében helytálló levezetést Bródy hely
telenül általánosította a tőkés árutermelés esetére. (Pontosabban: a zárt for
mákat .sak a tőlcés viszonyok között megvalósuló egyszerií újratermelés esetére
terjesztette ki.)

Nézzük meg közelebbről Bródy zárt formáját. Legyen F,,, a (produktív)
munkaerő szükséges fogyasztása, P1 az egyéb végső fogyasztás (improduktív
fogyasztás, felhalmozás). Legyen a munkások egy (produktív)8 rnunlca,órára jutó
fogyasztása t; = /22111/(m*x) és Bródyt [l, 56. o.] követve /1 = Ptf(m*x) az egy
produktív munkaórára jutó egyéb végső fogyasztás. Jelöljük továbbá rn8 és ni,
vektorok ként az egyes ágazatok ban a szükséges és a többletmunka fajlagos meny
nyiségoit (ms+ m1 = m). (Érdemes már itt felfigyelni arra, hogy ezt a fel
osztást Bródy adottnak veszi, noha a felosztást nyilván csalc az értékelc ismerete-

8 Valójában Bródynál csak a produktív szférában foglalkoztatott munkaerő jelenik
meg explicit formában. Megoldása úgy értelmezhető, hogy a produkt.ívan foglalkoztatott
munkaerő újratermelésének fogyasztás-igényében benne szerepel az improduktívan fog
lalkoztatott munkaerő fogyasztása is, mármint azoké, akiknek szolgáltatásai a produktí
van foglalkoztatott munkaerő újratermeléséhez szükségesek. Alternatív megoldásként
kínálkozik ezen munkaerő explicit figyelembevétele a produktív munkaerő újratermelé
sének mrmlcaerő igényeként.

I*
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ben lehet elvégezni.) Bródy úgy vélte, hogy az értékek vektora az alábbi ,,kibőví
tett" fajlagos mátrix egy sajátvektorának részvektora:

[: : :;J.
ft t; A 

Erről a mátrixról Bródy feltételezte, hogy 1 a domináns sajátértéke, s azt
állította, hogy a hozzá tartozó hal oldali sajátvektorok között van olyan, amely
nek utolsón komponense éppen a közönséges áruk értékével azonos.

Ez azonban általában lehetetlen. Írjuk fel ugyani8 dezaggrogálva a sajátérték-
egyenletet:

Pt = p*f,,

Pm= p*fm,

p* = p* A L P11,m: sp p,m7,

Vizsgáljuk meg közelebbről a kapott feltételek tartalmát. p1 az egy produktív
munkaórára jutó egyéb végső felhasználás ,,6rtóke" (hogy valóban az érték
vektora-e, azt még nem tudjuk). Hap valóban az értékek vektora, akkor Pm
a munkaerő értéke. Mivel f, és/,,, struktúrája és volumene általában eltérő,
ezért p1 és Pm is általában különböző nagyság. A harmadik egyenletből viszont
az derül ki, hogy p akkor és csak akkor lehet az értékek vektora, Ila p111m; +
L Ptm7 = m*. Ez utóbbi egyenlőség azonban csak véletlenszerűen teljesülhet.
(Nyilván fennáll akkor, mint Bródy sajátos számpóldájában, ha /, = /m és
Pm= Pt= 2*1 

Az értékmeghatározás Bródy-föle zárt sémája tehát csak nagyon speciális
feltételek mellett helytálló. lVJegállapításunl<at még egy oldalról alátámasz
tandó, nézzük meg a fenti sajátérték-forma ditálisút, amely fényt derít a rejtett
hiba lényegére. A jobb oldali sajátvektorra az alábbi összefüggéseket nyerjük:

x = Ax 2pp t,», sp f,x,.

Az egyes változók és feltételek jelentése kézenfekvő. x egy termelési vektor,
x, ezen termeléshez felhasznált munkából a szükséges munka, X5 pedig a többlet
munka. Az összes kifejtett munka tehát x1 L x5. A foglalkoztatott munkaerő
újratermeléséhez nyilván f ,,,(:i:1 + x5) fogyasztásra van szükség, Mivel azonban
a végső kibocsátásból a munkások csak i,», mennyiségű fogyasztási cikket
kapnak, ezért újratermelésük csak szűkítve lenne Iehctsóges.

A fentiekből is látható, hogy a kibővített ráfordítási mátrix Bródy-föle
,,dezaggregációja" nem vezet helyes eredményre. Egy esetben lesz értelmes
a clezaggregáció: akkor, ha a munkaerő sorához hasonlóan a végső fogyasztást
a szükséges munkát és a többletmunkát nyújtó munkaerő fogyasztásaként
bontjuk meg (/2 = f ml- Ekkor viszont a mátrixban nem szerepel többlettermék,
a domináns sajátértéke akkor és csak akkor lesz 1, ha a gazdaságban nincs
többletterrnelésre lehetőség. Vagyis csak az egyszer(i újratermelés esetében.
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4. Az értékrendszer két általános zárt formája és tartalmi azonosságuk
matematikai háttere

A továbbiakban a közönséges áruk. és a munkaerő értékét együtt teljes érték
rendszernek fogjuk nevezni,4 és p* = (p0, p*) vektorral jelöljük. Megmutatjuk,
hogy a teljes értékrendszer (és így az értéktöbbletráta) meghatározása vissza
vezethető sajátérték-feladatra, de általában csak parametrikus (nemlineáris)
sajátérték-feladatra.

Induljunk ki az értéktöbblet-rátát meghatározó ([ 1 egyenletből. Ezt átren
dezve kapjuk, hogy

Po+ rpo = 1, 

ahol p5 tehát a szükséges munka aránya, rp0 pedig a többlet.munkáé. Ennek
megfelelően az érték (1) képletében a felhasznált munkát szükséges (ll}egfize
tett) és többletmunkára (meg nem fizetett munkára) oszthatjuk fel. Igy azt
kapjuk, hogy:

p* = JJ*A pLp p5m* + rp0m*. (11) 

Vegyük észre, hogy a fenti átalakítás, azaz egy új változó (r) bevezetése az
értékeket meghatározó egyenletrendszert egy minőségében megváltoztatja.
Nevezetesen, az addig inhomogén rendszert homogénné teszi. Ha egyszer (p54 p)
megoldás, óCCVT bármely (kp0, kp) szintén megoldás (természetesen: k > f 1* 
Eme művi úton előidézett homogenitást Bródy sajátérték-modellje kapcsán
egyesek tévesen az értékszintek moghatározatlanságaként érteJmezik. Valójá
ban azonban 11cm erről van szó. Ha az értéket következetesen továbbra is az
absztrakt munka óráiban mérjűk , mint ezt az induló (1) egyenlet jelzi, akkor
az értékek szintje kötött. Ez azonban a fenti matematikai átalakítás folytán
nem mutatkozik. E hiányosságot korrigálandó a homogén formákat ki kell
egészf tcnünk az r változót definiáló (5) feltétellel. Vagyis jelen esetben az érté
C~CNVC ó (31 <-s (81 egyenletekkel egyenértékű teljes meghatározását a (314 ([ 1 
0nJ (11) egyenletek adják.

A továbhiak ha,n két; tartidmilag egycnértékü eljárás között választhatunk.
Vogyi.ik először Marx, illetve Ylorishima kedvelt fogását,[ s a munkaerő értékét
hclyottosítaük a munkaerő fog)9asztásának értékével, azaz tegyünk p0 helyébe
p*/-et. 1£kkor a,z frt{kckrc az a.lábbi formát nyerjük:

U) = p*.A -+ Un2n/F ) + rp*frn*.

Vezessük lie az /1n* diadikus szorzat jelölésére az Ii'= (!,) mútrixot. t., az
i-cdik áru azon mennyiségét mutatja, amely az egységnyi j-edik áru előállítá
sához H!Hőó{ í Ná *Hb munkaerő újratermeléséhez szükséges. Az J~[ =A+ Ji' 
mátrix tehát ismét e-Bak a teljes körű ráfordítások mátrixa, B-vel azonos tar
talmú, de formájában attól eltérő: összevont és nem kibővített. Tartalmi azo
nosságuk matematikai vonatkozásaira majd később visszatérünk. A fenti

4 A teljes ért.ékrcndszor implicite magában foglalja az értéktöbblet rátáját is, hiszen,
mint láttuk, r = ( l - p0)/p0, ezért akár bele is érthetjük a teljes értékrendszer fogalmába.

[ Megjegyezzük, hogy Morishima az értékeket nem elemezte sajátérték formájában, de
előszeretettel használta elemzéseiben az összevont ráfordítási mátrixra építő formákat.
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jelöléseket felhasznál va az értékrneghatározást a következőképpen írhatjuk fel:

p*f 
Ez utóbbi forma első egyenlete pedig 110m más, mint egy speciális (nemlineá

ris) sajátérték-forma. Azt mutatja meg, hogy ha az értékek és az értéktöbblet
rátája léteznek, akkor az (JVI -I r fi') mátrix sajátértékei között van 1-gycl
egyenlő, s az értékek vektora egy ehhez tartozó hal oldali sajátvektor.

Ha a másik utat követjük, akkor valamelyest Bródy Andrásóhoz hasonló
formákhoz jutunk. Vegyük most ismét az értékre bevezetett (1) képletet alapul
és a munkaerő értékét meghatározó (4) formát. A kcttfí összevonásából a követ
kező képletet nyerj Lik:

JJ''' = p*(JJI -1- rP), 1- p*f 
r= (12)

[o 'Yn*] ro m*](JJo, p*) = (Po'P*) + r(po, p*) ·
f A o o

A már korábban bevezetett jelölésck , valamint a ii*

[
o m*jJjm =
0 0 

jelölés alkalmazásával az értékek meghaté.rozását a fenti képlet; alapján az
alábbi alakban írhatjuk fel:

l -Tio
r= . 

Pu
Ez ismét az előzőhöz hasonló sajátérték-forrna. A kLilönl1ség mindössze annyi,

hogy itt explicite megjelenik a munkaerő értéke is, to vá.hhá az. osszeoont ráfor
dítási mátrix (M) helyett a kibővített nifordltás: 111átrix ( B) játszik kulcs
szerepet. Tartalmilag azonban a két forrna teljesen egyenértékű.

Megmutatjuk, hogy nernr-sak az igaz, hogy a k<;t mátrix domináns sajá.tórtóko
csak egyidejűleg lehet 1, I-ndl kisobh, vagy nagyohl», hanem az is, hogy az egyik
irreducihilitása feltételezi a másikét., s a kibővített forma Lconticf-in verze
magában foglalja az. összevont forrna L-inverzét.

p* = p*(8 r !J111), (13)

1. TÉ11JiL.· Legyenek adottak a:,; A, rn é,; / szemipoaibív ráfordítási má.trix ,
illetve vektorok. A belőlük képzett teljeskörű ráforditások kihővitot.t (JJ) és
összevont (M) mátrixának domináns sajátértéke csak egyidejűleg lehet l.
Továbbá, a két mátrix (irjreducibilitása feltételezi egymást. Végül: a B mátrix
Leontief-inverzének utolsó nxn-es blokkja az M mátrix /,-inverze.

Bizonyítás: A Perton=Frobenius-féie sajútérték-tételekhől (láHd például
Nikaido [3]) ismert, hogy az x:::: Ax egyenlőtlenségnek" csak akkor létezhet
szemipozitív (x > 0) megoldása, ha A domináns sajátértéke l-nél nagyobb.
Továbbá, az x > Ax egyenlőtlenségnek akkor és csak akkor van azeruipoz.itIv
megoldása, ha A domináns sajátértéke l-nél kisebb. Ezek ismeretében elegendő

6 A vektor-ogyenlőtlensógek jelölésénél a>, 2 és;;;;;: jeleket hasznúljuk u, minden ele
mében nagyobb, legalább egy elemében ha.tározot.tan nugyobb és egyikben sem kisebb,
és az egyetlen elemében sem kisebb relációkra.
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tehát azt belátni, hogy a fenti feltételek fennállása az egyik mátrix esetében
implikálja azt, hogy teljesülnek a másikra vonatkozóan is.

Tegyük fel, hogy van olyan xB ::?_ 0 vektor, amely kielégíti az xB :S: BxB 
egyenlőtlenséget. Részletesen kibontva kapjuk, hogy

x0B;;:;; 1n*x8 
x8 S AxB + fxoB s;: (A + fm*)x8 = 111x8.

Azaz, a második egyenlőtlenségbe az elsőből x08-t behelyettesítve, máris be
látható, hogy x8 kielégíti 111 vonatkozásában a kívánt egyenlőtlenséget. Szemi
pozitivitása nyilvánvaló, hiszen ha nulla lenne, akkor x08 is, és így x8 is az
lenne, feltevésünkkel ellentétben.

Fordítva: legyen xM z 0, amely eleget tesz az xM < MxM egyenlőtlenségnek.
Könnyen belátható, hogy az

• _ rrn*XM] XM- 
XM 

vektor kielégíti az xM::;. BxM egyenlótlenséget.
A második egyenlőtlenségek kölcsönös teljesülését a fentivel csaknem azonos
módon láthatjuk he. Mindössze annyi a különbség, hogy a második lépésben

XM = [lcm~~XM]
vektort kell választanunk, ahol k l-nél nagyobb, de ahhoz kellően közel válasz
tott skalár. Ezzel a bizonyítást befejeztük.

A köt mátrix nevezetes strukturális sajátosságának azonosságát a következő
képpen igazolhatjuk. Először is, vegyük figyelembe, hogy alkalmasan meg
választott. pozitív skalárokkal beszorozva a mátrixokat, domináns sajátérté
küket l alá szoríthatjuk, ami természetesen nem befolyásolja (ir)reducibilis
jellegüket. Így a bizonyítást elegendő l-nél kisebb domináns sajátértékek ese
tére elvégezni. Mármost, ha egy nemnegatív A mátrix domináns sajátértéke
l-nél kisebl», akkor Leontief-in verze, (E - A)-1 akkor és csak akkor pozitív,
ha a mátrix irreducibilis. Az (It - B) mátrix inverzét, generáló elemnek elsőként
a hal felső sarkában szereplő 1 elemet választva, az alábbi alakban számít
hatjuk ki.
Első lépés:

G E-~m*fm*]-G E 111,:1-
In nen már egyszerűen adódik az inverz:

. rl + m*(E - M)-1
/(E- B)-1 =

(E - M)-1/

111,*(E - M)-1
].

(E-M)-1

AB mátrix Leontief-inverzének fenti alakjából világosan látszik, hogy annak
a közönséges árukra vonatkozó blokkja valóban az M mátrix Leontief-inverzét
tartalmazza." ·

7 Fordított sorrendben választva a generáló elemeket, egészen eltérő formákhoz jutunk,
amelyekből a fenti azonosság fennállása korántsem szembetűnő. Ennek az útnak a tárgya
lását itt mellőzzük, de ajánljuk azon olvasók számára, akik közelebbről meg kívánnak
ismerkedni a kérdéses mátrixok sajátos összefüggéseivel.
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Meg kell még mutatnunk, hogy a két mátrix Leontief-inverzének pozitivitása
kölcsönösen feltételezi egymást. B-ből indulva az állítás nem szorul különösebb
bizonyításra. Ha viszont (E - M)-1 > 0, akkor m és f feltételezett szemipozi
tivitása biztosítja, hogy az első sor és oszlop is csak pozitív elemeket tartalmaz.

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
Egy rövid megjegyzés erejéig érdemes közgazdasági oldalról is megvilágítani

a Leontief-inverzek összefüggését. A Leontief-inverzek egyik szokásos értel
mezéséből kiindulva az (E - JJ)-1 mátrix adott oszlopát úgy értelmezhetjük,
mint a vonatkozó áru egy egységnyi végső (jelen esetben a munkaerő fogyasz
tása is közbenső fogyasztásnak számít!) kibocsátásához szükséges teljes ter
melés vektorát. Az egyes árukból annyit kell előállítani, amennyi a szűkebb
értelemben vett termelés és a felhasznált munkaerő fogyasztási igényén túl 
még egy egységnyi többletet is eredményez a:r, adott áruból. Az ~M mátrix ele
mei, a közönséges árukra vonatkozóan, éppen ezeket az együttes 'küzvetlen'8
ráfordítási igényeket tartalmazzák összevontan. A két inverz közönséges árukra
vonatkozó elemeinek azonossága tehát közg1,1,zdasági okfejtés alapján is belát
ható. Az első sor és oszlop pedig a teljes ráfordítási igényel, szűmításából ierncrt
formákat tartalmazza, amelyek tartalmát felesleges lenne itt ismertetni.

A tételnek a sajátértékekro vonatkozó meg{dlapítáHa a;,; értéktöbblotráta
pozitivitásában kulcsszerepet tölt be. li;;,;t irdernos k Lili.in tétel hen rnogvilágíta,ni,
kivételesen az irreducibilitás feltételére alapozva Lényegében Bródy[!] vonat
kozó eredményeit reprodukálják más mcgközelltésben.

2. TÉTEL: Adottak az A, f, m szemipozit.ív ráfordítáHi ogyütthtttó mátrix
és vektorok. A belőlük képzett teljes körű ráfordítási mátrixok irrcducitiilisok.
Pozitív értékek és értéktöbblotráta együttes lótozésénck HziilrnégeH ér; ch:g,ciégeH
feltétele, hogy a teljes körű ráforditási mátrixok dominúrn, HajúLórtéke l-nél
kisebb legyen.

Bizonqüás : A bizonyítást az l. tétol alapján elegendő csak egyik lormu cKe
tére megadni. Válasszuk £LZ összevont Iormá.t, 1-J 11111taHHuk meg elószür a Hzük
ségességet. Tegyük fel, hogy p vektor éH r skalár pozitív. Mivel .M 11cm negatív,
irreducibilis és az .J,' mátrix szcmipoz.itlv, ezért M i r/1' iH irrcdue-iliili«. A Per
ron-Frobenius-tételek folytán egy nomnegatí v i rred uci I 1i liH má.trixnak c-,mk
a domináns sajútért.ókóhoz tartozhat pozitív KajátvekLor, p;,;(,rt Leilát az M I r /I'
mátrixnak 1 szükségképpen donunún« sajútérttike. Ugyanezen t0telekl1ől ismert
az is, hogy a domináns sajátérték a máu-ix bármoly elomőnok szigorCian mono
ton növekvő, folytonos függvénye. J~IJIJ{_í] adódik, hogy .ill domináns sajútt'·rtó
kének szükségképpen l-nél kisehbnok kell lenni.

Az elégségességet hasonlóan láthatjuk be. Hu ugyaniH M domináns H,Lját
értéke l-nél kisebb, akkor a jelzett tula,jdonH.'.Lgnk folyt{u1 a:r, .M \- r /11 má.tr-ix
domináns .·ajátértóke r-nek Hzigor11a11 növekvő, folytonos l°i.iggvénye, ha
r > -1. [Ugyanis az A + (I + r) fi' mátrixról van szó, amelynek strukt.úrája
M-ével azonos r fenti értékei mellett]. r = O értéknél ezen sajitérték l-nél
kisebb, tehát vahtmely pozitív r mellett szükségképpen !"elveszi az 1 értéket.

8 Nem keverendő össze az ÁK1vl irodalomban meghonosodott közvetlen ráfordítási
igénnyel, noha a tartalmi rokonság szembetűnő.
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Ezen r érték nem más, mint az értéktöbbletráta. Az 111 + rP mátrixnak az 1
(domináns) sajátértékéhez tartozó, arányaiban egyértelműen meghatározott
bal oldali sajátvektora pedig, szintjét az ( 5) egyenletnek megfelelően normálván,
az értékek vektorát szolgáltatja.

Ezzel a bizonyítást befejeztük.
A tétel bizonyításából az irreducibilitás feltétele szinte elengedhetetlennek

mutatkozik. Álta.lában, mint ismert, a Perron-e-Frobenius-tételek csak irredu
cibilis mátrixokra vonatkozóan garantálják a kihasznált előnyös tulajdonságo
kat (szigorú monotonitás, pozitivitás, egyértelműség). Nem véletlen tehát,
hogy Bródy is mindig él ezen feltevéssel, mind az érték, mind a termelési ár
modelljében, Feltevését igen frappánsan, de megint csak az egyszerű újra
termelés esetében tökéletesen helytállóan a következő mögöttes feltevésekkel
indokolja. Minden áru újratermelése emberi munkát kíván, s közvetve vagy
közvetlenül emberi fogyasztásra kerül. Ez azonban nem mindig helytálló
érvelés. A teljes körű ráfordítások ugyanis csak a munkaerő újratermeléséhez
szükséges fogyasztást ölelik fel, ezért az irreducihilitáshoz az is kell, hogy min
den áru a munkaerő újratermeléséhez szükséges, s nem általában vett emberi
fogyasztás tárgya legyen. Tőkés újratermelés esetén ez a feltétel aligha teljesül,
gondoljunk csak a Iuxuatermékekre, hadikiadásokra.

A következőkben éppen azt fogom megmutatni, hogy a fentiek ellenére még
sem indokolatlan esetenként, az egyszerűség keel véért a teljes körű mátrixok
irreducihilitását feltételezni. Ez az indok a luxus- vagy pusztán hadi célú ter
mékek egy mélyebb indokban gyökeredző elhanyagolhatóságában rejlik, éspe
dig az árutermelő gazda ·ág egy fundamentális alrendszerének sajátosságaiban.

5. Az értékrendszer egyértelműségének és pozitivitásának bizonyítása
a reducibilis esetben

l~gy korábbi dolgozatom ban l 7 J az értékek létezését, pozitivitását, egyértel
mííségét éR fogalmi-logikai rnegalapozottságát pusztán a marxi szabadpiaci
árutermclós modelljének immanens foltevéseire (az emberi munka nélkülöz
hetetlensége és átlaghan nem veszteséges árutermelés) alapozva bizonyítottam
IJe ,t nyilt alapmodell keretei között. Nyilván azt várjuk, hogy ugyanazok a fol
tev 'sok olcgondöok lesznek a zárt, nemlineáris sajátértékfeladn.tra is. Ha pedig
ez így van, akkor rncg kell találnunk azokat a formális (matematikai) ós tar
talmi (közgazdasági) okokat, amelyek a vizsgált sajátérték-formákból adódó
sajátvel<torokat egyértelművé és pozitívvá teszik.

Ezeket az okokat röviden 11 következőkhen foglalhatjuk össze. Egy gazdaság
Lan ,,normális" feltételek között mindig van egy olyan árucsoport (alapjavak),
amelyek clöállításához csak ugyanezen árukra van szükség, viszont minden áru
termeléséhez közvetve vagy közvetlenül szükség van ezen alapjavakra. Ezen alap
javak között szerepel a munkaerő is. A vizsgált gazdaságból a nem alapjavak
és -tevékenységek elhagyásával nyert alapgazdaság kibővített ráfordítási mát
rixa viszont irreducibilis lesz. Következésképpen az alapjavak értéke pozitív,
s így minden áru értéke pozitív lesz. Azt is meg fogjuk mutatni, hogy az érték
többlet rátája csak ezen alapgazdaság ráfordítási viszonyaitól függ.

Melyek lesznek ezek az áruk? Nos, megmutatjuk, hogy ezek a munkaerő és
a munkaerő újra.termeléséhez közvetlenül vagy közvetve szükséges áruk, amelyeket
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a továbbiakban alapjavaknak9, az általuk definiált szűkebb gazdaságot pedig
alapgazdaságnak fogjuk nevezni. A következő tétel fényt derít az alapgazrlaság
kulcsfontosságú szerepére.

3. TÉTEL.· Ha egy gazdaságban minden áru előállítása (közvetlenül vagy
közvetve) igényel munkaráfordítást., akkor

i) alapgazdaságának ráfordítási mátrixa irreducibilis;
ii) a teljes gazdaságban csak akkor létezhetnek az értékek, ha annak alap

gazdaságában is léteznek;
iii) a teljes gazdaság értéktübbletrátája megegyezik alapgazdaságának érték

több letrátáj ával:
iv) minden áru termeléséhez szükség van, közvetlenül vagy közvetve, minden

alapjószágra.

Bizonyítás: A hizonyítást a kibővített forma esetére közöljük. Az alapgaz
daság ráfordítási mátrixa: Bu, azaz a kibővített ráfordítási mátrixnak az alap
javak által meghatározott a.lmátrixa. Ha az alapgazdaság a teljes gazdaság
valódi részhalmaza (nem maga a teljes gazdaság),10 akkor (szükség esetén
a javak sorrendjét megváltoztatva) a kibővített ráfordítási mátrix az aláhhi
alakban dekomponálha.tó:

B=,;l :~l :~2j=[:ll !::l 
I_ o o Á22

Először igazoljuk, hogy A21 valóban csak O lehet. Tudjuk, hogy a nem alapjavak
között csak közönséges áruk szerepelhetnek. Ha mármost a vizsgált almátrix
ban lenne pozitív elem, ez azt jelentené, hogy a sor szerinti nem alapjószágra
valamely alapjószág termeléséhez szükség lenne De akkor közvetve szi..iksóg
lenne ezen árura a, munkaerő újratermeléséhez is, tehát maga is alapjószág
lenne. (Megjegyezzük még, de ennek igazolását az olvasóra bízzuk, hogy B12
nem lehet 0, mert különben a nem alapjavak termeléséhez nem lenne súiksóg
munkára).
i) Az alapgazdaság ráfordítási mátrixának irreducibilitáaa könnyen igazol

ható. Egyrészt képzési szabályából következik, hogy az alapgazdaságban
a munkaerő újratermeléséhez minden árura szükség van. Másrészt feltettük,
hogy minden áru igényel munkaráfordítást. Ezek viszont éppen Bródy idé
zett feltételei, amelyek szükségesek és elégségesek B11 irreducibilitásáhcz.
A formai bizonyítást a következő megfigyelésre alapozhatjuk. Ha egy
nem negatív mátrix irreducibilis, ez egy és ugyanazt jelenti, hogy Leontief
inverze pozitív (lásd például Nikaido [3]). Mivel az irreducibilitás csupán

9 Az alapjavak itt bevezetendő fogalma szoros rokonságban áll 8raffn f 5] bázis termé
keivel. Sraffa a bázisterrnékeket a közönséges javak körére szűkíti, s azokat a termékeket
nevezi bázistermékeknek, amelyekre minden termék előállítása során közvetlenül vagy
közvetve szükség van (pl. villamosenergia). A mi esetünkben az alapjavak között szerepel
a munkaerő is.

10 Vagyis a teljes gazdaság értéktöbbletrátája független a nem alapjavak termelési fel
tételeitől. Ez ismét egy olyan megállapítás, amely szoros kapcsolatban van Sraffa hivat
kozott elemzéseivel. (Nála a profitráta adódik függetlennek a nem bázistermékek terme
lési feltételeit61.)
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a nulla és nem nulla elemek struktúrájától függ, ezért az általánosság meg
sértése nélkül feltehetjük, hogy B11 domináns sajátértéke l-nél kisebb.
(Ellenkező esethen a vizsgált mátrixnak alkalmasan megválasztott skalárral
való beszorzása révén erre az esetre vezethetjük vissza a bizonyítást.)
A B11 mátrix Leontief-inverzét az alábbi alakban írhatjuk fel:

[
s srnf (E - A11) -1 ](E-B )-1-

11 - s(E-A11)-
1f1 (.E-A11)-L-f-s(/!i'-A11)-

1f111if(E-A11)-
1'

ahol

s=--------~1
1 - lnj_(liJ-A11)-

1f 1
A feltevések miatt mind (E - Au)-1/1, mind m{(E - A11)-

1 határozottan
pozit.ív vektor. Ezekből viszont már valóban könnyen belátható, hogy
(E - B11)-

1 is határozottan pozitív. Vegyük figyelembe, hogy 1/s volt a má
sodik lépésben választott generáló elem, ezért s = 0 nem lehetett. Viszont
egy produktív mátrix L-inverze nemnegatív, vagyis végül is az s skalár
szükségképpen pozitív.

ii) Ar. alapgazdaságban az értékeket definiáló összefüggés:

és ez részét képezi a teljes gazdaság értélrngyenletének is, mivel A21 = 0.
Így a teljes gazdaságban csak akkor lehet az érték értelmezett, ha az alap
gazdaságban ÍR az,11

iii) Tudjuk, hogy a munkaerő újratermeléséhez szükséges fogyasztásban csak
a.lapjavak szerepelnek. Ezért a munkaerő értéke, p0 az alapgazdaságban
és a teljes gazdaságban megegyezik. Mint láttuk, a munkaerő értéke egy
értelin űen meghatározza az értéktöbblet rátáját [r = (1 - p0)/p0], tehát
az a I a J >- és a tel .i es gazdaság értéktö bbletrátája is szükségképpen megegyezik.

iv) Mivel minden áru előállításához szükség van közvetve vagy közvetlenül
munkaráfordltásra, a munkaerő újratermeléséhez pedig hasonló módon
minden a.lapjószágra, ezért valóban minden áru termeléséhez követlenül
vagy közvetve szükség van minden alapjószágra.

A fentebbi tulajdonság belátása után most már közvetlenül rátérünk a pozitív
értékek létezését biztosító elégséges feltételek elemzésére, s megmutatjuk,
hogyan vonják ezen feltételek maguk után azt, hogy a sajátérték-formák meg
oldásai a reducibilitás ellenére is rendelkeznek a kívánatos unicitási és poziti
vi tási tulajdonságokkal.

4. TÉT JCL · Legyenek adottak egy gazdaság fajlagos ráfordítási együtthatói
az A, rn* és f szernipozibív mátrix, illetve vektorok által. Tegyük fel, hogy az
adott fajlagos ráfordítási viszonyok mellett nem képzelhető el a gazdaság teljes
automatizálása (azaz nincs olyan q 2: 0, amely esetén q >- Aq és m*q = 0).
Teljesüljön továbbá az alábbi két, (i) és (ii) feltétel közül valamelyik.

u Nyilvánvaló, hogy ha minden áru igényel munkaráfordítást, akkor a pozitív értékek
létezésének szükséges és elégséges feltétele, hogy mind A 11, mind A22 produktív mátrix
legyen. Ennek igazolását az olvasóra hagyjuk.
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(i) A tényleges (pozitív) termelés (x > 0) pótlást meghaladó szinten folyik, azaz
keletkezik külső felhasználásra átadható termék (x ~ Ax) és nem folyik
öncélú termelés a gazdaságban.12

(ii) A gazdaság tényleges (pozitív) árai (pt> 0*) és bérrátája (w0 > 0) mellett
egyetlen áru termelése sem volt veszteséges (tiszta árutermelés).

A fenti gazdaságban minden ám értéke pozitív. A közönséges áruk és a munkaerő
értéke, valamint az értéktöbblet rátája egyértelműen meghatározott az alábbi
feltételekkel:

J(M + rF) = 1, p* = p*(M + rP), p*f = -
1
- = Po,

· 1 + r

ahol (}.) a domináns sajátértéket jelöli. A kibóvített formában lolírva a teljes
értékrendszert egyértelműen meghatározó feltételeket azt kapjuk, hogy:

1
Jc(B + rBm) = 1, p* = p*(B + rlJ,11), Po=-_--.

L -!- r
Bizonyítás: Az (i) vagy (ii) és a nem teljes automatizálhatóság feltételeiből

(lásd [7], 2. és 4. tételeket) következik, hogy az A mátrix domináns sajátórtéke
l-nél kisebb. Ebből, valamint a teljes automatizálás lehetctlenaégéből viszont
az következik (Jásd [7], 3. tétel), hogy minden áru tormeléséhoz sziikség van,
közvetlenül vagy közvetve munkaráford.ításra. Fentebb a 3. tételben igazoltuk,
hogy ekkor az alapgazdaság teljes körű ráfordítási mátrixa irrcducibi lix. Vegyük
például az összevont formából adódó mátrixot, pontosa.bhan annak a;,; alap
gazdaságra vonatkozó részét, JJ![,t-et . .Mivel J)i[21 = 0, ezért a7. a.lapjavak <;rté
kére vonatkozó sajátérték-egyenletek az U,lú.lilii formát, öltik:

(14)

Mivel klu irreducibilis, ezért (jJ!/1 L + rJ1\,) is az lesz, valahá.nyszor r -1.
Ezért ebben az intervallumban a mátrix domináns sajátórtéke szigort'mn 1110110-
ton nő r-rel. Mivel A domiuáns sajútértéko l-nél kisebb, ezért A 11-(· iH l-nél
kisebb. Ebliől következik, hogy r- ,t; (-1)-hez kellően közel vú.lasz tva (M 11 +
+ rli'll) domináns sajátértóko is kisebb lesz l-nél. Ugyanis v1111 olynn q1 > 0,
hogy q1 > A1,qt, ezért (1 I r) megválasztható poz it.ívnak i'1g,v, hogy
qt> [Au+ (I+ r)/i'1,Jq1 is fennálljon, ami elegendő állítú,sunk igazolCtsú.hoz.
Van tehát olyan r > - l érték, amoly me!Jott a vizsgált mátrix <l0111 in/ins f-<fl.ját
értéke l lesz, és így van olyan, arányaiban egyértel műen moghat[irozott p, > 0,
amely a (14) egyenletet a, nevezett r érték mellett kielégíti. Válasszuk 111eg Pt
szintjét úgy, hogy PUL = 1/(l + r) legyen. Ezt nyilván rnegteheLji,ik, inert
1/(1 + r) > 0, és /1 ~ 0. i\tivel pedig 71\2 és Ai, szüks<-gképpon 0, és

Pr= p;All + (1 + r)PU1-m.t = pfA1L + m;,
ezért pf nem. más, mint a közönséges alapjavak értéke; p1f1 a munkaerő értéke;
r pedig az értéktöbblet rátája.

12 Az öncélú termelés fogu.lmút és 11 Lcoru.ief-mávrixsvul összefüggő tulajdonsúgait lásd
[7] dolgozatomban. Röviden: öncélú termolésről akkor beszélünk, ha egy x termelési vek
tornak és egy A ráfordítási mátrixnak van olyun part.ieiója, amelyben x1 ;S; A.nX1 és
X1 > Ü.
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A sajátérték-egyenletek nem alapjavakra vonatkozó része viszont a követ
kező formában írható fel:

p; = PiM12 + P!A22 + rpiF12 = pfA12 + p;A22 + m;_
Mivel A produktív, ezért A22 is az, így van szemipozitív L-inverze, tehát p;-ot
a fenti összefüggésből egyértelműen meghatározhatjuk az alábbi számítás
révén:

P! = Pi(M12 + rF12)(E - A22)-1 = (pfA12 + m;)(E - A22)-
1•

Nyilvánvaló, hogy p;, a nem-alapjavak értéke szükségképpen pozitív lesz,
mivel minden áruhoz szükség van munkaráfordításra. Ezzel a bizonyítást
befejeztük.

A 4. tétel feltételei csak az értékek pozitivitását és egyértelműségét bizosít
ják. Az r skalárról csak annyit tudunk, hogy (-1)-nél nagyobb. A pozitív
értéktöbblet-ráta létezésére vonatkozó elégséges feltételeket és állítást külön
tételben fogalmazzuk meg.

5. 'l.'É'J.'.l!)L: Teljesüljenek a 4. tétel feltételei, azzal a módosítással, hogy az
(i) és (ii) feltételek helyett az alábbi két feltétel szerepel:

a) van többlettermék és nincs öncélú termelés (x > 0, x ~Ax+ Ex = Mx)
b) I galább egy áru előállítása nyereséges, de egyiké sem veszteséges az átla

gos ráfordítási feltételek mellett, azaz

p~ ~ p~A + w0m*, (p~ > 0*, W0 > 0),

továbbá a munkabér legalább akkora, mint a munkaerő újratermeléséhez szük
séges fogyasztás értéke (árösszege), azaz

Wa :2; p~f.

Egy ilyen gazdaságban a 4. tételben megfogalmazott állítások igazak marad
nak, továbbá az értőktöbbletráta (r) pozitív.t"

Bizonyítás: Mivel a) illetve b) tartalmazza (i)-t, illetve (ii)-t, ezért a 4. tétel
állítása! valóban igazak maradnak.

Az értéktöbbletráta pozitivitásához viszont elegendő azt igazolni, hogy M
domináns sajátértéke l-nél kisebb, Ezt viszont az a) feltétel és a Leontief
mátrixokra [7]-ben igazolt produktivitási tétel biztosítja. Ab) feltétel esetén
viszont w0 helyébe p~f-t helyettesítve az első egyenlőtlenségből azt kapjuk,
hogy p~ ~ p~M, amely a teljes automatizálás lehetetlenségével együtt ismét
egy [7 J-ben igazolt produktivitási feltétel. Ezért ab) feltételekből is következik,
hogy Jf domináns sajátértéke l-nél kisebb. A bizonyítást ezzel befejeztük.

A sajátérték és az órtéktöbbletráta, valamint a gazdaság (teljes körű) ter
melósi és ráfordítási feltételei között fennálló összefüggéseket feltárva meg-

13 Ll a az a,) és b)_felLételekben szereplő egyenlőL!enségek helyett mindenhol egyenlőség
szerepelne, akkor az egyszerű újratermelés modelljének feltételeivel lenne dolgunk. Bródy,
mint arra utaltunk, ezt az esetet elemezte az irreducibilitás feltétele mellett. Ebben az
esetben, az értékt;öbblet rátája (r) természeLesen O lesz, ennek egzakt bizonyítását azon
ban az olvasóra bízzuk. A dolog érdekessége az, hogy ezen esetben ab) feltételben szereplő
érvényes árrendszer (a bért is b leértve) egyszersmind értékárrendszer is, vagyis az érté
kektől csupán egy skaláris szorzó erejéig térhet el.
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mutattuk, hogy az értékrendszer és a ráfordítási együtthatók összefüggéseinek
teljes körű és egyidejű vizsgálatához a matematikai sajátérték-formák adekvát
eszközt szolgáltatnak. Utaltunk arra is, hogy heterogén munkaerő esetén
a sajátérték-formák jelentősége még az itt mutatkozónál is nagyohh, mivel
heterogén munka és egyöntetű (általános) értéktöbhletráta érvényesülése ese
tén az értékrendszert nem is lehet másképpen meghatározni, csak szimultán
jelleggel, sajátérték-formákkal. Itt, az alapmodell keretei között - mint tu
dott - a sajátérték-formák még valójában nélkülözhetők.

Végezetül, a dolgozat tételei egyszersmind rámutatnak arra is, hogy az irre
ducibilitás feltételezése egyes elemzésekben nemcsak kényelmi szempontokkal
indokolható Tartalmilag is teljesen jogosult, mivel ügy tekinthető, hogy a vizs
gálatban csupán a természeténél fogva irreducibilis alapgazrlaságra összponto
sítjuk figyelmünket. Ennok ugyanis olyan kulcsszerepe van például az érték
rendszer meghatározásában, hogy az alapgazdaság értók rondszore ÓR a nem
alapgazdaság technikai paraméterei a nem-alapjavak értékeit egyszerűen dik
tálják.

(Beérkezett: 1983. április 21-én.)
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MARXIAN LABOR VALUJ•;,• rN (CLOSJW) EJGF:NVALUD; MODl.<:LS

The existence and positivity of tho Marxiun labor values has t.rudit.ionafly been discussed
and proven in the framework of 1.1,n open Loontiof system. Tho only notable exception is
Bródy, who addressed those quest.ions in an oigcnvuluo formnlution. His analysis, however,
turns out to be correct only for tho special. case of aimplo comrnodiLy production and also
relies on unnecessarily rostiiotive assumptions ( o.g., ii-r-od ucib if ty of t.ho angmcntod input
output matrix). Reich and Zulai have independont.ly shown, without, existence proofs,
that the case of heterogcnous lubor under tho assumption of a uniform rate of exploit.at.ion
leads to a special (paramet,-ic) oigon val no probl m.

In this paper two altcrnat.ivo cigonvaluo forms of the labor values arc developed ti,ncl
confronted with that of Bródy. Tho two differ- in the t.rentrncnt of labor only and, conse
quently, in the way the global comrnocliLy input-output coofficionl, matrices are defined.
First, the basic identity of some crucial mathematical properties of tho two matrices aro
proven. Second, the existence, uniqueness and positivity of solutions is discussed under
very general assumptions (perfect competition and impossibility of full automation).
These assumptions do not imply irreducible structures for tho coefficient matriees in the
eigenvalue forms. Nevertheless, uniqueness and strict positivity of the eigenvectors
(labor values) is guaranteed by the existence of a special, irreducible sub-economy (basic
economy) defined by the commodities directly or indirectly needed in the reproduction
of labor power.
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Cl1CTEMA TPYrtosoa CTOklMOCTl1 MAPf{CA B <l>OPME (3AMl{HYTO11)
CO6CTBEHHOvl CTO11MOCTl1

TpyAOBa5I CTOHMOCTb MapKCa TP3AHU:110HHa aHaJlH311p0BaJlaCb B paaxax OTl(j)blTOH MOAeJJH
~3aTpaTbl-BblITYCK>). A. 6pOAH 6b1Jl CAMHCTBel-!ULIM, !(TO noru.rrancn AOKa3aTb cyurecraoaatrne
CTOHMOCTH 13 3ilMl(HYT0H MOJJ,em1. ÜAHilJ(O 3T0T a1-1aJ1113 ,!J,CHCTIJ)'CT JlHLUb ,1_(]151 CJJycia51 np0CTOrO
socnp0113B0/-ICTfü1, l{j)OMC Toro ,!J,OJ{a3aTCJJbCTBa ocaoaauu Ha 60JlCC CHJlbHblX, YCM Heo6xO)l;HMO,
npcnnocurucax (uanpaaep, fül Hj)j)CAYU:H6HJlbHOCTH). Petix H 3aJJaH l-!C33BHCHMO npyr OT
npyra JI 6e3 3J(311CTCHL(H0l-!aJlbHOrO AOl(a3aTCJlbCTBa ITOKa3aJíH, lJTO B cny-rae HCOAHOpOAHOH
pa60,1cií CHJlbl 11 0):(MHal(OBOtr IIOJ)Mbl np116aBQllHOÍ-Í CT0HMOCTII CCTeCTBCHHOH cpopMOH aHaJJH3a
C!!CTCMbl CTOHMOCTH 51BJl51CTC51 nenuuepnan (napaMCTpWICCl(351) aana-ra co6CTBCHl-!011 CTOHMOCTH.

8 CTaTbC C!1CTCMa CTOHMOCTH CBO)JJ-ITC51 K l(BYM aJJbTCj)H3THBHblM 33A3YilM co6CTBCHHOH
CTOHMOCTl1, C)'lJ.1CCTBCHHO ornuuarouuwcn OT COOTBCTCTBy10111eií MOAeJrn 6pO/J-H. ,ase !pOJ)Mbl
ornn-raxrrcrt JlHLUb B IT0AX0AC J< paőoscü CJUIC, 'ITO naer pa3J!M4Hble II0JIHb!C MélTj)Hl-lbl aarpar.
noKa3blDilCTC51, 'ITO C T011J(fl 3pC!-IH51 élHaJJH3a MaTeMaTWICC!(IIC xaparcrepucraxu 3THX MilTj)HU:
OAMH31{013bl. Cy11(CCTB0Barme pCUICHH51 33Ai.l4 coőcraeauoü CTOHMOCTH ):(01(a3bIBilCTC5]' npn
UCCbMa 06u-11-1x nocsuncax (<111CTO TOBap1-1oe npOH3130ACTB0 H HCB03MO)l(H0CTb f'IOJJHOH aBTOM3TH
aaunu). l1ppCAyu:1,16HJlbHOCTb M3Tj)H'll-lb1X 1(03clJQlHl,\HCHTOB HC 11MnJlHL\l•tpyeTC5]. ,ao1<a3aTCJlbCTBO
crporoü 110311TIIBI-IOCTH 11 OJ]Jl031-féll[HQCTH CT0HM0CTCi-í, r.e. co6CTBCHHbfX BCl(TOJ)OB, 0CH0BaHO
11a 11p11311am11-1 11ppC/WU:H6J1JlbllOií 4aCTH011 31(0!-I0Mllf{II (OCI-IOIJIIOH 31(01-fOMHJ(H), 1(0TOJ)él5l onpe
,!J,CJl5]CTC51 nenocpencruenno 11 l{OCBCHHO 1-1eo6XO):(HMblMH Afül oocnpOH3BOACTBa pa60liCÍÍ cunu
T01JapaM11.


