BrODY ANDRAS

Készalas Logaritmiaban*

1. Exponencialis folyamatok

A matematikai gazdasigtan novekedési modelljei azon a felismerésen ala-
pulnak, hogy a termeléshez nemesak anyagra, gépre és munkara, hanem iddre
is sziikség van.

Ez az id8sziikséglet nemesak ardnyosan szerepelhet a raforditdsok kozt,
azaz nemesak Ugy, bogy w-szeres termékmennyiség kibocsatdshoz a-szerte
tobb idére van szitkség, mint ahogy ezt kozelitSleg feltessziik az anyag- vagy
munkaraforditasok esetében. Altalaban - tehét az el6bbi esetet is magédban
foglalva amikor a raforditasokat kibocsitdsokka alakitjuk 4t, vagyis az
inputokat outputokkd , transzformaljuk” a kivetkezdket feltételezhet;iik.

1. feltevés: Ha valamilyen input-termékhalmazon egy . idétartamot igényld
transzformaciot végziink, majd az igy kapott 6j termékhalmazt egy ujabb s
idétartami transzformacionak vetjitk ald, akkor a létrehozott végeredmény-
nek azonosnak kell lennie azzal az eredménnyel, amelyet a kiindulé termék-
halmazbél egy (1 + s) idStartamot igényl$ transzforméaciéval kaphatunk.

Matematikailag: ha a transzformaciét a 7' nagybetiivel, végzésének tarta-
mat a mellette zardjelben feltiintetett (s), illetve (f) szimbélummal jeloljiik,
akkor

(1.1.) Tt + s) = T(s)T(t).

Kz az egyenlet jol ismert fiiggvényegyenlet (elsGként Cauchy vizsgaltal) és
az exponencidlis fiiggvényt, tehat dltaldban az exponencidlis folyamatokat
hatérozza meg, ha feltessziik, hogy a 7' transzformécié differencialhaté. Kz
ugyan nem sziikséges feltétel, de a vizsgilt tulajdonsig legegyszer(ibb bemu-
tatasira vezet. Az (1.1) egyenletet ¢, illetve s szerint differencialva, s a két
eredményt egyenlévé téve

(1.2.) T(s)T"(t) = T"(s)T(t).

* Koszonettel tartozom Ziermann Margitnak, Matics Agnesnek és Virdg Ildikénak,
akik az els6 fogalmazis egyes nehezen érthet6 részeire, igyetlen jel6lésmédjara, hibdira
sth. felhivtik a figyelmet és médositasokat javasoltak.

' Lésd pl. Aczél (1961). Az egyenlet matrixos alakjat Polya (1928) mutatta be.

2Vo. Rényi (1966) levezetésével a radioaktiv bomlés jelenségét illetéen (ez exponen-
cidlisan csokkend folyamat). Rényi esak a 7T'(2) fiiggvény ¢ = 0 pontban valé differencifl-
hatésagit, Polya pedig pusztdn a folytonossigit tételezte fel.
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T(¢), illetdleg T'(s) nem lehet zérus vagy szinguldris, hiszen az (1.1.) egyenlet-
bél kovetkezik, hogy 1 = T'(0) = T'(t)T(—t). Ezért oszthatunk vele, s igy

(1.3.) T ()T -1(t) = T-1s)T"(s).

Mivel s és t értéke tetszGleges, a derivalt és a reciprok szorzata minden ¢-re
azonos, azaz konstans. Legyen ez a konstans K, akkor

(1.4.) T°(t) = KT(t), amib8l T(t) = exp (Kt).

2. feltevés: Ugy is megfogalmazhatjuk az (1.4.) egyenletet és megolddsit,
hogy a valtozds kizarélag az elért szinvonaltdl fiigg és azzal ardnyos.

Az 1. és 2. feltevés esetiinkben ekvivalensnek bizonyul: azonos folyamatot
hatdroz meg.

A gazdasagi folyamatok exponencidlis jellegét igy két igen egyszer(i és logi-
kus — egymassal ekvivalens — feltevéshdl vezettiik le. Hogy e feltevések bar-
melyike, pontosabban: az e feltevésnek megfelel sajitossig maguknak a ter-
melési folyamatoknak a jellemzi tulajdonsiga, vagy pedig csak a termelési
folyamatokrél alkotott gondolati képiink kiveteli meg ez olyan kérdés,
amelyet ma még nem lehet j6l megvilaszolni.?

A kévetkezGkben feltessziik, hogy Logaritmia orszdgiaban a gazdasigi folya-
matok exponencidlisak, és ha a statisztikai mérések némi eltérést mutatnak is,
akkor ez kizarélag a mérés elégtelenségének, a mérési hibanak a kovetkezmé-
nye.*

2. Az exponencialis folyamatok kolesonviszonya
Logaritmidban a gazdasigi idGsorok kozti kapesolat mindig hatvanyfiigg-

vény alakjaban irhaté.
Legyen ugyanis két exponencialis folyamatunk, ahol

(2.1.) Z1(t) = ¢, - exp (k,?)
6s
(2.2.) Zo(t) = ¢, - exp (kyt).

Akkor vilagos, hogy
(2.3.) Ty 0 0,

ahol b = k/k, és a = ¢,¢,", amird] behelyettesitéssel konnyen meggy6z5d-
hetiink.

¥ Valészinti, hogy a feltevések bizonyos egyszer(isitéseket jelentenek, s a végleges forma
bonyolultabb lesz.

YA valbéstgos vilag mindenesetre nagyon hasonlit Logaritmifhoz, mert azt tapasztal-
juk, hogy a legtobb gazdasagstatisztikai idésor alakulfsit az illesztett exponencifilis
trend 90—95 szazalékban ,,megmagyarzza’, és az egyéb hatiasok — legyenek ezek akér
determinisztikus jelleg(iek, mint példaul a ciklusok, vagy a technikai véltozas, akar szto-
chasztikus eredetiick — mint a mérési hibak — legfeljebb 5— 10 szAzalékos nagysfigrend-
ben jatszanak kézre.
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Tudjuk, hogy a hatvanyfiiggvényt logaritmikus beosztist koordindtarend-
szerbe rajzolva egyenest kapunk, mivel a

(2.4.) log x; = loga + b - log x,

egyenlet linedris 6sszefiiggést allapit meg log «, és log x, kézt. Azt is bizonyitani
fogjuk, hogy a mértékegység megfelels megvalasztaséval log a értékét zérus-
sal (a értékét tehat az egységgel) tehetjiik egyenlévé. Két, az idéhen exponen-
cidlisan alakulé valtozé logaritmusa kozt igy egyszerti ardanyossdg all fenn, s
ezt az ardnyossdgot a hatvanyfiiggvény b kitevdje, a novekedési 14atak hanya-
dosa szabja meg.

3. Janossy NG mutatoi

Jdnossy (1963) a gazdaségi névekedést vizsgalva igen sok naturalis gaz-
dasigi mutaté (természetes egységekben mért termelési és fogyasztdsi mu-
tatd), azaz NG mutaté” értékét rajzolta fel ilyen logaritmikus papirra, a
nemzeti jovedelem fliggvényében, és dltalaban egyenesekkel jol kozelithetd
osszefiiggéseket talalt.

Egy ilyen jellegzetes egyenest mutat be az 1. dbra, amely az egy f6re juté
villamosenergiafogyasztist és az egy fére juté nemzeti jovedelem alakulasat
irja le.

Az egyenes irdnytangensét szabatosan a regressziGszamitas segitségével alla-
pithatjuk meg. A viszonylag szoros illeszkedés miatt azonban akkor sem k-
vethetiink el nagy hibat, ha csupdn a két szélsé adatparbél szamolunk. Pél-
daul:

Burma 9,1 kW6/f6 54 /16
Kanada 5040  kWo/f6 1345 $/f6

5bd-szeres energiafogyasztishoz tehat 25-sz6ros nemzeti jovedelem tartozik, s
igy b = log 554/log 25 ~~ 1,96. Azt mondhatjuk, hogy a villamosenergia fo-
gyasztisa kozel kétszer olyan gyorsan névekedett a vizsgalt idében, mint a
fejenkénti nemzeti jévedelem termelése.

Felhaszndlva az aa’ = (a' x) azonossigot a (2.3.) Osszefiiggést , ardnyos-
sigga” alakitjuk a mértékegység megfelel§ megvilasztasival. Ha a nemzeti
jovedelmet kercken 18 $-0s | egységekben” fejezziik ki, akkor Burménak 3
negység”, Kanadinak pedig 71 ,egység” nemzeti jévedelme volt, és ezek
négyzete 9 illetve 5041 — adja meg az egy fére juté villamosenergiafo-
gyasztist. A villamosencrgiafogyasztas és a nemzeti jovedelem logaritmusai
fgy konstans aranyban dllnak egyméssal a regresszids egyenes mentén; az
egyenes dtmegy az (1,1) ponton.

4. Pareto-eloszlasok

Logaritmidban a tirsadalmi ranglétra egy bizonyos magassagin vagy ennél
magasabban v szdmi személy all. Ha feltessziik, hogy a poziciékhé! valé ki-
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esés valoszinlisége ardnyos a mar elért poziciéval, akkor — az elsé pontban
levezetett okfejtés mintajara
(4.1.) ¥ = ¢, * exp (—k;8).

Itt % és ¢ az eloszlast meghatirozé paraméterek.’
Az egyes poziciokban elért jovedelem, & legyen ismét exponencialis fiiggvé-
nye az s poziciénak, s igy

(4.2.) & = ¢y - exp (K53);

5 Pareto feltette, hogy ezek alapja a képességek egyenlétlen eloszlasa. De elégséges azt
feltenni, hogy a munkamegosztas adott technikai szintje bizonyos hierarchift hatéroz
meg, amelyben egy-egy vezeté adott szimu beosztott munkéijat képes dttekinteni, s fgy
kialakul a térsadalmi poziciok adott ,,meredekségii’ gulija.
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A mésodik ponthan bemutatott 6sszefiiggés alapjan tudjuk, hogy a jovedelem-
eloszlast akkor

(4.3.) vy=akt~?

alakba irhatjuk, ahol b — k/k,. 1tt tehat v azok szama, akiknek jovedelme
&-vel egyenl$ vagy azt meghaladja.

Ez az tgynevezett Pareto-féle jovedelemeloszlds.

Bar Theiss (1935) mar ismertette Magyarorszagon a Pareto-eloszlast, és
Malinvaud (1974) is utal rd, talan nem hidbavalé a nalunk Rényi altal beve-
zetett targyaldsmdodnak megfeleléen definidlni és néhdny sajatossigara felhivni
a figyelmet.

Egy & valészin(iségi valtozot Pareto eloszlastinak neveziink, ha siiriség-
fliggvénye

f(&) ‘{ 0,  ha §7al" = &y
£) .=
abE— (10 ha &> ‘Emin'

Az eloszlas varhato értéke ennek megfelelGen, ha b > 1

(4.4.) &= B(E) — J abtvdi =L po|” B gup-s D g
1 b al/b b 1 b — 1

alp
Ebbdl kivetkezik, hogy &b — 1) = bk, igy az eloszlas paraméterei az
alabbi érdekes és egyszer( Osszefiiggéseknek tesznek eleget:

(4.5.) b=E[(E — Emn)y &= Eyy.

b < 1 esetén a varhaté érték nem véges szam. Hasonléan gyézédhetiink meg
réla, hogy b -~ 2 esetén az eloszlds szérdsa nem véges, mert a valdszintiségi
valtozo négyzetének varhaté érteke nem létezik. Ezért beszél Malinvaud ,,sz6-
rasmentes’” eloszlasrol.

A Parcto eloszlasfiiggvény (a 4.3. egyenlettel ellentétes val6szinliség) annak
valdszintiségét adja meg, hogy a jovedelem egy adott & szinttel egyenld vagy
annal kisebh:

0, ha & < gl

Py =PHE B =
1 — ak~b egyébként.
Még megjegyzendd, hogy a Pareto eloszlasnak van egy tulajdonsaga, amely
kiilonosen alkalmassa tesz a jovedelemeloszlasok tanulmanyozasara: stabilus
eloszlds, ami azt jelenti, hogy az ilyen eloszlasbdl szdrmazé valésziniiségi val-
tozok Osszege is ugyanabba az eloszlascsaladba tartozik. Ez a sajatossaga az
ismertebb eloszlasok koziil csak a normalis eloszlassal kozos.®
Logaritmidban széleskorti a Pareto-eloszlasok érvénye: a személyi jovedel-
meken kiviil a csaladi jovedelmek, az iizemek, vagyonok, a faluk és varosok
nagysédga, stb., stb. is ezt az eloszlast koveti, mert mint a 2. pont megmutatta:
az exponencidlis folyamatok ,egymas szaméara” mindig Pareto-eloszlasinak
tlinnek.

¢ Lasd Rényi (1966) V. 8 §.
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Kiegészitésiil azt is meg kell allapitani, hogy ha Logaritmidban a profitok
és a bérek azonos frekvenciaval ingadoznak (az ingadozas is lehet exponencia-
lis folyamat, csakhogy a kiteve tisztan képzetes szam), akkor az ezeket Gssze-
kapesol6 ,,Pareto-eloszlas” ax ! alakd, amit kdznyelven tigy fogalmazhatunk
meg, hogy a profitok és a bérek egymassal forditottan ardnyosak. Ennek az
,,eloszlasnak’ azonban ninesen sem varhaté értéke, sem szérasa.

5. A Cobb—Douglas fiiggvények
Rendkiviil jellegzetesen alakulnak Logaritmiiban a termelési fiiggvények
is. Ha ugyanis az
(6.1.) T =aK° L1-#

alaki osszefiiggés, ahol 7' a termelés, K a téke és L a munka mennyisége,
hiarom exponencialis folyamatot kapesol tssze, akkor

ST
(5.2.) K = 1 €%

L2= s 0™,
Behelyettesitve (5.1.)-be kapjuk, hogy

i Jat B[, ght]l—
(5.3.) iy @ =gl ¥ Y [pg PP,
A kitevoket vizsgalva vilagos, hogy
A= B + A4(1 — B),

amibdl, ha 4, 54 A,
=~
Ao Ay

Szavakban kifejezve tehat a tGke exponense (,,hozama’) a kovetkezéképpen
fiigg a munka termelékenységének és a munkanak tdkével valé folszereltségé-
nek novekedésétol:

(5.4.) B

hozam — termelékenység nivekedése/felszereltség novekedése.

Tehat ha példaul a termelés évi 29%,-kal és a létszam évi 19 -kal ns, akkor
a munkatermelékenység értelemszertien évi 1%-kal n6.? Ha ugyanakkor a
téke évi 6% -kal né, akkor a munka tOkével valé felszereltsége 5°-kal no-
vekszik évente. [gy a t6ke ,hozama’ 0,01/0,05 = 0,2 lesz, s a létszim |, ho-
zama’' 1 0,2=0,8.

Vilagos, hogy ilyen , nivekedési oll6k™ esak az iparositisi korszak sajatos-
sagaibdl adédnak és csak azokbdl adédhatnak. Ha a munkaerdforrisok kia-
padnak — tehdt ha a munkaslétszam nem vagy csak igen csekély mértékben
né, akkor a téke , hozama’ a termelés és a tokeallomany novekedésének hd-
nyadosaként adédik. Mivel az intenziv szakaszban a tGkeigényesség csokken-

7 Mivel fI‘/L = /ll/[laf,‘o‘l_;‘:\)’ .
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het — tehdt a tékeallomany lassabban néhet, mint a termelés, igy a téke
kitevéje szitkségképpen nagyobbd valik 1-nél, a munka ,hozama’ teljesen
eltlinik vagy negativva vélik, s az eredeti Cobb-Douglas fiiggvény felmondja
a szolgilatot. Ezért kellett a mésodik vildghdbort uténi szdmitdsokban, a
fejlett orszédgokra vonatkozéan 1ijbél és wijbél helyesbiteni a termelési fugg-
vények alakjat, eldszor a ,,technikai fejlédés” egyiitthatéjat bevezetve,? majd
a CES és egyéb fiiggvények osztilydban keresve az Gsszefiiggéseket jobban
leiré egyenleteket.

6. A statisztikai illesztésrol

Barmennyire is meglepé a kivetkezs allitdas — mert ellentmond egész eddig
kialakult 6konometriai gyakorlatunknak — az eddig levezetett Gsszefiiggések-
bdl kivilaglik, hogy a fent ismertetett esetekben, tehat a Pareto-eloszlasok, a
Jinossy-féle NG mutatok és a Cobb — Douglas fiiggvények esetében Logarit-
miaban nem bizhatjuk magunkat az egyébként jél bevalt regressziészdmitas
technikéjara, illetSleg az csak egyvaltozés alakjaban, tehat egy-egy hatvany-
fiiggvény kiteviGjének (esetleg egyiitthatjanak) becslésére alkalmas. A tobb-
viltozés alak — a viltozék kozt fenndllé sajatos osszefiiggés kivetkeztében —
sziikségszertien hibds kovetkeztetésekre vezet.

A Cobb -~ Douglas fiiggvények becslésével kapesolathan ez a probléma mér
gyakorlatilag felmeriilt, amikor a tapasztalatok alapjan, litva a statisztikai
beeslés bizonytalansdgat, ezt a valtoz6k tgynevezett multikollinearitasival
indokoltdk. A multikollinearitdas azonban csak bizonytalannd teszi a becslést,
de nem teszi lehetetlenné. A szamitasok soran felmeriild matrix inverzigjat
azért teszi bizonytalanna, mert ez a métrix a multikollinearitias kovetkeztében
mrosszul kondiciondlt”, legnagyobb és legkisebb sajatértékének ardnya til

nagy.
Val6jaban ennél rosszabb a helyzet: a métrix inverziéja nemesak bizony-
talan, hanem - az elméletileg tiszta, , pontosan mért” esetben — lehetetlen

is, mivel e matrix sziikségképpen szinguldris, s6t mar masodrend( minorainak
determindnsa is zérus, tehit egyetlen diddbél all és rangja 1-gyel egyenld.

Tegyiik fel ugyanis, hogy az (5.1.) egyenlethen szereplénél altalanosabb
T - aKPL" Cobb—Douglas fiiggvényt akarjuk szamitani, azaz a g ésy ki-
tevl értékét becsiilni, mégpedig a T termelésre, K tékedllomanyra és L 16t-
szamra vonatkozé statisztikai adatsor, illetGleg ezek logaritmusa alapjén.
Azaz a

(6.1.) In?”=gInK +ynL

logaritmikusan linedris kétviltozos regressziészamitast kivinjuk elvégezni. (Az
a egyiitthaté értékét itt figyelmen kiviil hagyhatjuk, mert a 3. pontban leve-
zettiik, hogy értékét egységnyivé, logaritmusiat tehat zérussé lehet tenni a
mértékegységek megfelels megvilasztasaval, s most feltessziik, hogy adatain-
kat eleve ilyen mértékegységekben mértiik.) Vilagos, hogy az ilyen illesztés
nemcsak a Cobb —Douglas fiiggvény meghatérozasat szolgalhatna, hanem ezt
alkalmazndnk, ha tébb (jelen esetben két) NG mutaténak a nemzeti névede-

8 Azaz a T = ¢"'KPL'~? alakban a technikai fejlédést jellemz6 yp egyiitthaté alkalmas
arra, hogy f értékét ,,leszoritsa”, mivel 2, = 0 esetén f = A,/h, — w Aq.
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lemre gyakorolt egyiittes hatdsit kivanndnk megbecsiilni, ha tehat példéul
éppen a t6két és a munkat tekintenénk a megfelels NG mutatéknak (de vé-
laszthatndnk az elektromos energiat és az acéltermelést is).

Logaritmidban azonban, ha a statisztikai adatok pontosak, akkor mind
In K, mind pedig In L adatsora In7T' adatsordnak egy-egy tobbszirése lesz —
ennek kovetkeztében tehdt In K adatsora is valamilyen tobbszérose lesz In L
adatsordnak, s igy a beldlitk képzett matrix szinguliris és Penrose értelmében
sem invertalhaté, mivel rangja 1.

Ha a gyakorlatban mégis elvégezhetd az invertdlas, tudniillik ha a mérési
hibdk kévetkeztében In K és In L adatsora linedrisan fiiggetlenné valik, ak-
kor az eredmény igen bizonytalan (mert a matrix tovabbra is igen kizel van
egy szinguldris métrixhoz, s igy legkisebb sajitértéke igen kicsiny), s ami még
kellemetlenebb: a kapott megoldds nemesak bizonytalan, hanem feljes egé-
szében a mérési hibak fiiggvénye.

Az igy kapott, gydkeriikben hibas becslések ezen utan nem hasznalhaték
sem arra, hogy a ,,valédi” értékek valamilyen kozelitésének tartsuk Sket, sem
pedig arra, hogy esetleges torz voltuk miatt, negativitdsukkal vagy értelmez-
hetetleniil nagy értékiikkel érvelve a fenti modellekben leirt elméletet cafol-
juk veliik.

Ahogy e kérdéskort jelenleg litom, csupan a minden véltozéra kiilon-kiilon
elvégzett statisztikai becslés a jarhaté t, a mérési hibak utélagos kiegyenli-
tésével, ahogy erre pl. Janossy miive 159. oldalin tesz javaslatot a geometriai
atlagolis modszerét alkalmazva. Lehetséges tehat olyan eset, amikor a tébb-
valtozos regresszié médszere nemesak rosszabb eredményre vezet, mint a tobb-
szorosen elvégzett regresszié, hanem egyenesen értelmetlen és értelmezhetet-
len eredményeket ad.

( Beérkezett: 1984. mdrcius 7-én.)
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ROAMING IN LOGARITHMIA

The exponential nature of economic processes can be deduced from simple assumptions.
If the processes are strictly (and not only approximately) exponential, the relationship
between them can always be written in the form of a power function. Special forms of
this relationship are the NG indicators of Janossy, the Pareto distributions and the Cobb—
Douglas functions. Tn the case of strictly exponential processes the methods of linear
regression cannot be employed because they yield misleading results.
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MYTEIIECTBHUE B JIOTAPUTMHIO

Briarogapst CBOEMy 9KCIOHEHIMAIBHOMY XapaxkTepy 3KOHOMHYECKHE SIBJICHHSI MOTYT ObITh
ONMMCaHBI € MOMOULBIO MPOCTLIX NMPEANOJI0KEHHH. EC/IH SABICHNS UMEIOT CTPOTHH (a HE TOJIbKO
NPUOIIHKEHHO0) 9K CIOHEHIHAJIBHLI XapaKTep, TO CBSI3b MEX1y HMMH BCEIJId MOYKHO ONKCaTh
B Buje cTeneHHoil ¢yuxiyn. CrienuanbHbie Buabl 910l cBsidu NG-nokadarenun SHoummn, pac-
npegesienust INapero n gynrkin Kooo-darmnaca.

B ciyyae cTporo 9iCroHeHIHabHLIX sIBJIEHHH METoAbl PerpecCHOHHOr0 pacyera Hempu-
MEHHUMBI HJIK JAI0T HEBEepPHLI pesysbrar.
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