KoML6sT SANDOR

Matematikai programozasi feladatok optimalitasi
kritériumairél

I. Bevezetés

A matematikai programozas viszonylag fiatal 4ga a gyakorlati (és ezen beliil
a gazdasigi) problémik megoldéasa soran sikerrel és hatékonyan alkalmazhato
matematikai elméleteknek. Alapfeladatat a kovetkezd feltételes szélsGérték-
feladat forméjaban szoktdk megfogalmazni:

(1) f(x) — max
FAB) S0 et s v o T

ahol « € R™ (R" az n-dimenzids euklideszi teret jeloli), az f(z) célfiiggvény és a

g:(z) feltételi fiiggvények tetszéleges szamértéki fiiggvények. Az (1) feladat leg-

egyszer(ibb kozgazdasigi interpretacidja a kovetkezs: az f(x) hozamfiiggvény

maximumat keressiik az er6forrasok korlatozottsagat kifejez6 g,(x) fiiggvények

dltal meghatirozott

L= (€ B gley <0, $=1;...,.m}

lehetséges programok halmazéan. (lsd. pl. [3, 9. old.])
Az (1) feladat megoldésa abban 4ll, hogy meghatérozzuk az Gsszes olyan
x, € L lehetséges programot, amelyekre teljesiil a kovetkezd feltétel:

(2) f(xg) > f(x), ha x € L.

A (2) feltételnek eleget tevs x, lehetséges programot az (1) feladat optimdlis
megolddsinak, optimumpontjinak nevezziik.

Ha a (2) feltétel az z, lehetséges program valamely @ kiornyezetében teljesiil
csupdn, vagyis:

3) flxg) > f(x), ha € L NG,

akkor az z, programot az (1) feladat lokdlisan optimdlis megolddsdnak, lokdlis
optimumpontjinak nevezziik.

Ha a (2), ill. (3) feltételekben o -~ x, esetén az egyenlGtlenségek szigoru for-
maban teljesiilnek, akkor az x, lehetséges programot az (1) feladat szigori opti-
mumpontjinak nevezziik.

Az (1) feladattal kapesolatban a legfontosabb elméleti és gyakorlati kérdés
az optimdlis, ill. lokalisan optimélis programok meghatérozasa, elGallitésa.
Az e célhoz vezetd uton az elsé jelentGsebb 1épés az optimalitds szitkséges feltéte-
leinek kidolgozésa.

Differencialhat6 cél és feltételi fiiggvények esetén jolismertek az (1) feladatra
vonatkozé Kuhn-Tucker-Lagrange feltételek (a tovabbiakban, roviden, KTL-
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feltételek), amelyek meglehetdsen tag feltételek mellett az (1) feladat lokalisan
optimdlis z, megoldasira adnak sziikséges feltételeket [1, 3, 8, 12]:

Léteznek olyan ¢,. . . . , ¢, nem-negativ valés szamok (iin. Lagrange-multi-
plikatorok), hogy
m
(4) Vi) = 3 4vgix,)
=
és
(5) Ligilg) =000 == 150 55, 0

A yf(x) szimbolum az f(x) fiiggvény gradiens-vektorat jeloli, melyet kényel-
mi okokbdl sorvektornak tekintiink. Az R" tér elemeit viszont — szokés sze-
rint — oszlopvektornak tekintjiik.

A (4)— (5) KTL-feltételeknek eleget tevs lehetséges programot a széban forgo
feladat K7TL-staciondrius pontjanak nevezziik [12, Chapter 8., Definition 5].
Annak eldontése, hogy egy KTL-staciondrius pont optimalis vagy lokalisan
optimélis megoldasa-e a tekintett feladatnak, tovabbi vizsgalodasokat igényel.
Ismeretes, hogy bizonyos program-osztilyokra (pl. linearis, konvex, pszeudo-
konvex feladatokra) a KTL-feltételek az optimalitasnak egyuttal elegendd fel-
tételei is [12, Chapter 8]. Ismeretesek tovabba olyan eredmények, amelyeknél
a KTL-feltételeket még tovabbi feltételekkel egészitik ki oly mdédon, hogy a ki-
egészitett feltételrendszer az adott program-osztilyra nézve mar elegendd le-
gyen az optimalitishoz vagy a lokilis optimalitishoz. Kétszer differenciilhato
cél-, illetve feltételi fiiggvények esetén tébb ilyen in. masodrend(i optimalitdsi
feltétel ismeretes [1, 2, 4, 10, 14].

Jelen dolgozat célja megadni olyan aj feltételeket (elsG-, illetve masodrendfie-
ket), amelyek a KTL-feltételekkel egyiitt az (1) feladat esetében a lokalis opti-
malitas elegendd feltételéiil szolgalnak.

Ii. Egy elsdrendii optimalitasi feltétel

Kuhn és Tucker immar klasszikussa valt cikkiitkben [9] bebizonyitottik, hogy
amennyiben az (1) feladat céifiiggvénye konkdv és a lehetséges programok L
halmaza konvex, Ggy a KT L-feltételek az optimalitisnak nem csak sziikséges,
hanem elégséges feltételei is. Kzt az eredményt O. L. Mangasarian altalinosi-
totta, megmutatvan a K'TL-feltételek elegendGségét pszeudokonkav eélfiiggvé-
nyfi (1) feladat esetében is [11]. Vizsgal6ddsaink alapjiul Mangasarian tételének
egy altalanositisa szolgal. Ennek megfogalmazisihoz sziikségiink lesz a kovet-
kez6 két definiciéra.

1. definicio. Legyen x, € L. Az L halmazt x-ban lokdlisan csillagszeriinek nevez-
ziik, ha zynak van olyan (¢ gbmbkérnyezete, hogy minden a € L 0 (7 vektorra
(6) [z, 4] = {tz + (1 — t);c(,|t €(o0,1]} C L.

2. definicio. A differencialhato f(z) fliggvényt az x, pontban lokdlisan pszeudo-
konkdvnak. illetve lokdlisan szigorian pszeudokonkdvnak nevezziik, ha van az
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x¢-nak olyan (f gombkornyezete, hogy a kovetkezd két feltétel koziil a felsorolas
sorrendjének megfeleld feltétel teljesiil:

(7) ha « € ¢ és f(x) > f(x,), akkor yf(z,)(x — x,) > 0,
és f(x) > f(x,) esetén yf(x,)(x — o) > 0;
(8) ha 2 €G, z 5= x4 68 f(x) > f(z,); akkor yf(z,)(x — x,) > 0.

1. tétel. Tekintsiik az (1) feladatot. Teljesiiljenek az x, € L pontban a kovetkezd
feltételek:

(a) o KTL-stacionarius pontja az (1) feladatnak, tovabba a lehetséges prog-

ramok L halmaza lokdlisan csillagszer xz,-ban,

(b) az f(x) célfiiggvény lokalisan pszeudokonkav (lokalisan szigorian pszeu-

dokonkav) z,-ban.
Ekkor az a, lehetséges program lokdlis optimumpontja (szigora lokalis opti-
mumpontja) az (1) feladatnak.

Bizonyitds. Legyen G egy olyan gombkornyezete x,-nak, amelyre teljesiil a
(6) feltétel. A lokalis pszeudokonkavitas esetét vizsgdlva, az altaldnossig meg-
szorftdasa nélkiil feltehetjiik, hogy a (7) feltétel teljesiil a G kornyezeten. Okos-
kodjunk indirekt médon: tegyiik fel, hogy van olyan x, € L NG, hogy f(z,) >
= f(x,). Ebbdl, a (7) feltétel folytan, a

(9) VI@o)(xy — 29) > 0

egyenlGtlenség addédik. Tekintettel arra, hogy az L halmaz lokalisan csillag-
szerli @y-ban, ezért (6) szerint [z, x,] € L N . Most megmutatjuk, hogy

(10) Livgi(o) (2, — ) <O

teljesiil minden ¢ = 1,. .., m indexre. Mivel x,ra teljesiil az (5) K7 L-feltétel,
ezért elegend( a (10) teljesiilését csak az in. z-ban aktiv feltételekre igazolni.
Legyen tehat ¢ egy olyan index, amelyre g,(x,) — 0 teljesiil. Mivel a
V(2 (x, — x,) > 0 feltételbol az kovetkezik, hogy az [, x,] szakasznak van
olyan z belsd pontja, amelyre g;(z) > 0, ami viszont ellentmondasban van a
tétel azon feltevésével miszerint (@, z,] C L, ezért sziikségképpen a
V(@) (x, — @) << 0 egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie. Mivel t; > 0, ezért (10)
érvényessége bizonyitast nyert.
(10)-b6l a (4) KTL-feltétel figyelembevételével

Vi@ Xy — %) = Ft;Vgi(xo)(x; — o) < O
i=1

kivetkezik, amely viszont ellentmond (9)-nek. Ez az ellentmondds bizonyitja,
hogy f(x) <= f(x,) teljesiil minden x € L N ¢ lehetséges programra.

Az nyilvianvald, hogy ha a ¢ gombkornyezeten a (7) feltétel helyett a néla
erdsebb (8) feltétel teljesiil, akkor egyetlen x € L N @, x -~ x, vektorra sem lehet
f(@) = f(x,). Q. B. D.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az f(x) célfiiggvény folytonosan differen-
cidlhaté az x, KT L-stacionarius pont valamely kornyezetében és yf(x,) + 0.
Ezen feltételezések mellett megadunk egy, az 1. tétel (b) feltételével ekvivalens
feltételt. Ezen 1ij feltétel kimondésdhoz és az ekvivalencia bizonyitasahoz sziik-
ségiink van néhiny fogalom és jelolés bevezetésére, valamint két segédtételre.

4 Szigma
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Legyen d € R" olyan normalt vektor, amelyre yf(x,)d ~ 0. Legyen & —

= {by, ..., b,,} C R"ortonormdlt vektoroknak egy olyan rendszere, amely
d-vel kiegészitve R"-ben bazist alkot. Jelolje B azt az nx (n—1)-es matrixot,
melynek oszlopvektorai rendre a b,, ..., b, , vektorok. Legyen x € R" tetszdle-

ges. Az uw — BTz € R"—' vektor és a v = dTx € R skalar egyértelmiien meghata-
rozzak x-et, ezért az x vektor és az (u, v) rendezett par kozott nem tesziink
kiilonbséget. (T a transzponilis jele.)

Tekintsiik az f(u, v) = f(z,) egyenletet, ahol x, = (u,, v,). Az implicit-fiigg-
vény tétel szerint igazak a kovetkezs allitasok:

(IFT): létezik xynak olyan ¢ kornyezete, u,-nak olyan N kirnyezete és egyet-
len olyan N-en definidlt differencialhato %, (u) fliggvény, hogy
(u, v) €G és f(u, v) = f(z,) akkor és csak akkor teljesiil, ha w € N és
hy < (u) = v; tovibbd minden u € N-re érvényes a kivetkezd Osszefiig-
ués:

(1) Vhax (W) = — V(% b, () B

VI, by (W) d
Vezessiitk be a kiovetkezl fiiggvényt:
1{d.x.(u) = _(Vf(x())’l)hd,x,,(u)» u E N.
A tovibbi vizsgalodasokban ez a korrigdlt implicit-figgvény alapveti szerepet

jatszik. A (11) osszefiiggés felhasznalisaval egyszeriien igazolhato a kovetkezd
allitas.

1. segédtétel. Minden u € N-re
Vi@ — o) = V”d,xo(u)(u wo) + Hyy (uy) H, . (u),
ahol x = (u, hy ().

W A kovetkezi segédtétel az 1. tétel (b) feltételével ekvivalens.

2. segedtétel. Legyen f(x) folytonosan differencialhato a, valamely kornyezeté-
ben. Legyen yf(z,)d = 0 és x, = (u,, vy). Ahhoz, hogy f(x) x,-ban lokalisan
pszeudokonkév (lokalisan szigoruan pszeudokonkav) legyen, sziikséges és ele-
gendd, hogy a H, . (u) korrigdlt implicit-fiiggvény w,-ban lokdlisan konkéav
(lokalisan szigoruan konkav) legyen.

Bizonyitds. Szitkségesség: Legyen f(x) lokalisan pszeudokonkav az a, pont-
ban. z,-nak van olyan ¢ és u,nak olyan N kornyezete, melyekre teljesiil az
(IFT) allitds. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy G'-n teljesiil
a (7) feltétel. Mivel minden u € N esetén x = (u, h, ,(u)) €G és f(x) = f(x,), ezért
az 1. segédtétel és a (7) Osszefiiggés alapjan minden u€N-re igaz a kiovetkezo
egyenlGtlenség:

(12) Ild x.,(u) v< l[d,x.(uo) iz V}Id,x,(uo)(u s u(,),

amely differencialhaté fiiggvényekre éppen a lokalis konkavitas definicidja.
Elegendiség: Az altalanossig megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden
u € N-re teljesiil a (12) egyenlGtlenség. Megmutatjuk, hogy ekkor a (7) osszefiig-
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gés teljesiil a ¢ kornyezeten. Rapesiak Tamds egy eredménye alapjan azonban
ehelyett elegendd az

z €@, f(x) = f(zo) = Vf(z)x — 24) > 0

implikacié helyességét igazolni [13, 2.6. Lemma]. Indirekt mdédon okoskodva
tegyiik fel, hogy van olyan x; €, amelyre f(x,) > f(x,) és mégis vf(x,)(x, —

x,) < 0. E két utébbi egyenlStlenséghdl kovetkezik, hogy az f(x) fiiggvény
az [x,, x,] szakasz mentén kezdetben csokken, z, kizelében a fiiggvényértékek
az f(x,) értéknél kisebbek lesznek, az x, végpontban azonban az f(x,) fiiggvény-
érték mar ismét nem-kisebb, mint f(z,). Lévén az f(x) folytonos az [z, z,] sza-
kasz mentén, ezért az elmondottak alapjan nyilvanvald, hogy van olyan z, = z,
pontja az [x,, x,] szakasznak, amelyre f(x,) = f(x,) teljesiil. Mivel az x, — z,
vektor csak egy pozitiv szorzoban tér el az x, — x, vektortdl, ezért x,-re még
a vf(x)(xy, — ) < 0 feltétel is teljesiil. Legyen x, = (u,, v,). Nyilvanvalé,
hogy u, € N és vy, — hy, (u,). Tekintettel az 1. segédtételre, azt kapjuk, hogy

\—”d,x,(”u)("z — %) + ”d,x.,(uu) = Ild,Xo(uZ) < 0.

Kz viszont ellentmond kiindulasi feltevésiinknek.

A lokalis szigori pszeudokonkavitasra vonatkozé allitds teljesen hasonléan
bizonyithato. Q. E. D.

Az imént bizonyitott segédtételt az 1. tétellel kombinalva nyerjiik a kovet-
kezG optimalitasi tételt.

2. tétel. Tekintsiik az (1) feladatot. Teljesiiljenek az x, € . ponthan a kiovetkezd
feltételek:
(a) @, KTL-stacionarius pontja az (1) feladatnak, tovabba a lehetséges prog-
ramok L halmaza lokalisan csillagszer(i x,-ban;
(¢) Vf(xy)d = 0 és a H,  (u) korrigdlt implicit-fiiggvény lokalisan konkav
(lokalisan szigortan konkav) az u, — B"x, pontban.

Ekkor az x, lehetséges program lokdlis optimumpontja (szigora lokélis opti-
mumpontja) az (1) feladatnak.

A kovetkezi részben kétszer differencialhato f(x) célfiiggvényt feltételezve,
a 2. tétel (c) feltétel¢hdl kiindulva, az optimalitasnak egy méasodrendii jellem-
zését nyerjiik.

III. Egy masodrendii optimalitasi feltétel és annak variansai

Legven az (1) feladat f(z) célfiiggvénye kétszer folytonosan differencidlhaté
a feladat x, KT'L-stacionarius pontjinak valamely kornyezetében. Tegyiik fel,
hogy yf(x,)d =~ 0. Ismert tény, hogy ekkor a hg v (w) implicit-fiiggvény, és
ezaltal a H,; , (u) korrigalt implicit-fiiggvény is kétszer folytonosan differencial-
haté az w, — BTx,€ R"-1 pont valamely kornyezetében. Jél ismert tovabbé
az is, hogy amennyiben a H,, (u) figgvény V*H,, (u) Hesse-matrixa nega-
tiv definit az v = u, pontban, akkor a H,, (u) figgvény lokélisan szigorian
l‘ionkév az u = u, pontban. Ezt osszevetve a 2. tétellel a kiovetkezs eredményre
Jutunk.

4%
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3. tétel. Tekintsiik az (1) feladatot. Legyen f(x) kétszer folytonosan differencial-
haté az x, € L pont valamely kiornyezetében.

Teljesiiljenek tovabba a kovetkezs feltételek:

(a) ¢y KTL-staciondrius pontja az (1) feladatnak és a lehetséges programok

L halmaza lokalisan csillagszer(i z,-ban;

(d) a V2H, , (u,) Hesse-matrix negativ deflmt.
Ekkor az z, lehetscges program szigora lokélis optimumpontja az (1) feladat-
nak.

Fenti tétel alkalmazhatosaga felveti a V2H,  (u,) Hesse-matrix kiszamit-
hatosaganak kérdését, valamint azt, hogy a h,,x( ) implicit-figgvény altal
meghataromtt VZH ;. (n,) Hesse-mitrix milyen kapesolathan van magival
az f(x) fiiggvénnyel ? Krrél a kapesolatrol szol a kivetkezs segédtétel, melynek
igazsigdrol az  f(u, hy . (u)) = const. egyenlethil kétszeri differencidlissal
lehet meggyGzbdni.

3. segédtétel. Legyen f(x) kétszer differencidlhatd az x, pont valamely kornyeze-
tében és yf(x,)d +4 0. Kkkor érvényes a kivetkezs osszefiiggés:

(13) ViH (1) = BT(@1(%) — @y(2g, d) + Q(,, a) B,

ahol

Qi(xo) = V(=

Qz(xo: d)=——— : (V/ '0) ’/7Vf xo) + V(x, ’/Vf 0)
Vf( o) d

) V(/'I‘VQ/(?“,') r/ f(x
(Vf(xy)d)?

A (13) dsszefiiggés jobb oldalira vezessiik be a Qg(f; x,, d) jelolést, és ezt az
n — l-ed rendii szimmetrikus métrixot nevezziik az f(x fumrw ‘ny x, pontbeli,
a {d, B} bazishoz asszocialt kvdzi Hesse-mdtrizinak [5,

Valamely {d, ®} bazist ,-ban megengedettnek nev omml\, ha a 4 vektorra
teljesiil a yf(x,) r/ ~ 0 feltétel. x,-ban megengedett bizis akkor és csak akkor
létezik, ha yf(x,) < 0. I feltétel teljesiilése esetén viszont végtelen sok x,-ban
megengedett l)d,/H van. A kovetkezo segédtétel kiilonhoz mogen«redett hézi-
sokhoz asszocidlt kvizi Hesse-matrixok kapesolatarol szol.

s, d) (J)T vf(@,).

4. segédtétel. [6, 3.9. Lemma] Legyen f(x) kétszer differencialhaté az x, pont
valamely kornyezetében és yf(x,) - 0. Legyenek {d,, &} és {d,, &B,} x,-ban
megengedett bazisok. Ekkor a Qg (f; @, d,) és a Qs (f; x,, d,) kvazi Hesse-
matrixok hasonléak.

Ebbél a segédtételbdl kozvetleniil kivetkezik, hogy az f(x) fiiggvény a, pont-
beli xwlamennyl Qalf; xy, d) kvazi Hesse-mitrixa vagy GUVldeJlll(’“ negativ
definit, vagy egyik sem az.

Ha a 3. tételben a V2H,  (u,) Hesse-matrixot a Qa(f; ,, /) kvazi Hesse-
métrixszal helyettesitjiik, akkor Rapesik Tamds eredményével lényegéhen
megegyezi kovetkezd tételhez jutunk.
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4. tétel. [14, 4.1. Tétel] Tekintsiik az (1) feladatot. Legyen f(x) kétszer folytono-
san differencialhat6 az z,€ L pont valamely kiornyezetében. Teljesiiljenek to-
vabba a kovetkezd feltételek:
(a) @y KTL-stacionarius pontja az (1) feladatnak és a lehetséges programok
L halmaza lokalisan csillagszeri z,-ban,
(e) a Qa(f; x,, d) kvazi Hesse-matrix negativ definit valamely z,-ban meg-
engedett {d, B} bézisra.
Ekkor az x, lehetséges program szigord lokalis optimumpontja az (1) feladat-
nak.

A kivetkezd segédtételbdl kideriil, hogy a meglehetésen bonyolult képzési
szabalyu kvazi Hesse-matrixok kozott vannak egyszeriibb szerkezetiiek is.

5. segédtétel. Ha a {d, b} z,-ban megengedett hazis olyan, hogy
bIv*f(xg)d = 0
teljesiil minden b; € B-re, akkor

T 2
Qalls w0 d) = B [vife) + VIO Gr )T ot B.
(Vf(xo)d)

Bizonyitas. Az allitds nyilvanvalb a kvéazi Hesse-matrix definicidja, a (13)
formula alapjan. A segédtétel feltétele ugyanis nem mdas, mint a BT y?f(x,)d = 0
osszefiiggés, amibil kozvetleniil adodik a BTQy(x,, d) B — 0 egyenldség, illetve
a bizonyitando6 allitas.

Ha a d vektor torténetesen sajatvektora a y*f(x,) Hesse-mitrixnak, akkor
az 5. segédtétel feltételei nyilvinvalé modon teljesiilnek. Ez az oka annak,
hogy a tovabbiakban olyan megengedett bézisokat vizsgalunk, melyek elemei
a v¥f(x,) Hesse-matrix sajatvektorai.

Legyenek w,, . .. u, € R" a y*f(x,) Hesse-matrix ortonormalt sajatvektorai,
Iy, ook, € R pedig a megfeleld sajatértékek. Legyen U az az ortogondlis mét-
rix, melynek oszlopvektorai u,, . . . ,u,. Mivel yf(x,) ~ 0, ezért van olyan i in-
dex, hogy vf(zo)u; = 0. Legyen 8, = {uy, ..., %y, Upy, - - - , %, }. A tovabbi-
akban a Qg,(f; x,, %;) kvizi Hesse-matrixot fogjuk vizsgalni.

Legyen K; az az nx(n — 1)-es matrix, melynek oszlopvektorai rendre az

€1 oy €y Cigq, - - - 6y € BT egységvektorok. Az 5. segédtételk 6l kozvetleni
adédik a kovetkezs tsszefliggés:
| h - .
(14) Qalf; o up) = Iz,-' UT |vf(x,) + — = Vf(xo)lVf(Tu) UE,.
(V/(xo)w;)?

Ennek az osszefiiggésnek a segitségével a Qg,(f; 2, w;) kvazi Hesse-mAatrix
negativ definitségének érdekes jellemzését adhatjuk, amely egyuttal az optima-
litas egy Gj masodrend(i elégséges feltételét is szolgdltatja.

5. tétel. Tekintsiik az (1) feladatot. Legyen f(x) kétszer folytonosan differencidl-
hato az 2, € L pont valamely kornyezetében és yf(x,) = 0. Legyenek u,, . . .,
u, € R" a y2f(x,) Hesse-matrix ortonormdlt sajatvektorai, ky, ..., h, € R pedig
a megfeleld sajatértékek. Teljesiiljenek tovabba a kovetkezs feltételek:
(a) x, KTL-stacionarius pontja az (1) feladatnak és a lehetséges programok
L halmaza lokélisan csillagszer z-ban,
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(f) a v*f(x,) Hesse-matrix vagy negativ definit, vagy egyetlen egyszeres
nem-negativ sajatértéke van (legyen ez %) és teljesiil a yf(x,)u, = 0
osszefu(rges. amely a h, > 0 esethen még lxle;jwyul a kovetkezs egyenlit-
lenséggel:

(15) > (Vo))

= h;

Ekkor az x, lehetséges program szigori lokalis optimumpontja az (1) feladat-

nak.

Bizonyitas. Ha a y*f(z,) Hesse-matrix negativ definit, akkor a (14) Ossze-
tugtr(*\ szerint a Qg,(f; x,, u;) kvazi Hesse- m(Ltn‘( ugyancsak negativ definit.
(Itt 7 egy olyan indexet jelol, amelyre yf(x,)u;, < 0.)

Most tuwul\ fel, hogy a Vf r,) matrixnak Iz, az egyetlen egyszeres nem-
negativ sajatértéke és V/' o), 7 0. Ez utébbi feltétel biztositja a Qg (f; x,, ;)
kvazi Hesse-matrix letc/(*s(‘t Most megmutatjuk, hogy a feladat feltételei mel-
lett ez a matrix negs mv definit. Legyen z € 1"~ tetszGleges és legyen K}z
= (7, - . -, zx)T € R A (14) dsszefiiggéshil kivetkezik, h()g\’

16 2T Qa,(f; o, )2 hz? + . 5o)
(16) dedfi w0, w)z = Shizd + (w L [zwf w) j

ik J#k

Ha h;, — 0, akkor (16)-bol kozvetleniil kiadodik, hogy a Qu,(f; x,, u,) matrix
negativ definit. Ha %, > 0, akkor a

,._, < (Vf(zg)w))

f}‘ h

(2/:

j#k

[2 (V/(xu) "j) Zj

J#=k J
egvenlotlenség (melynek érvényessége a Cauchy-Schwarz- Bunyakovszkij {¢le
egvenlotlensvu segitségével belathatd) és a (16) formula figyelembevételével
a kovetkezd egyenlitlenséghez jutunk:

27 Qplf; a0y, )2 < >y ~3] (1 I Lk N (V/(0) “/)ZJ _
% 0 k /;,\ 1%y (V/( A ”l. ‘:-'k /,/,

Itt a jobb oldali szorzat elsé tényezdje z -~ 0 esetén nyilvan negativ, a masodik
tényezo viszont (15) miatt pozitiv, kiovetkezésképpen a bal oldal értéke negativ,
ami azt jelenti, hogy a Qg,(f; x,, ;) matrix negativ definit. Kimutattuk tehat,
hogy bizonyitandé tételiink (f) feltétele maga utin vonja a 4. tétel (e) feltételét,
melynek alapjan nyilvinvalé az 5. tétel helyessége. Q. E. D.

Megemlitjiik, hogy az (e) és (f) feltételek valéjaban ekvivalensek [7].

Mig az imént bizonyitutt tétel masodrend (i optimalitisi feltételében — a nem-
konkav esethen — a V() matrix minden sajatvektorinak és sajatértékének
ismeretére sziikség van, addlg a kovetkezd tétel masodrendi feltételében — a
nem-konkav esetben — csak egy sajatérték és a hozzitartozo6 sajitvektor isme-
retére van szitkség.
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6. tétel. Az 5. tétel allitisa érvényben marad, ha az (f) feltételt a kiovetkezd fel-
tétellel helyettesitjiik:
(g) a v*f(x,) Hesse-mitrix vagy negativ definit, vagy egyetlen egyszeres
nem-negativ sajatértéke van (legyen ez h;) és teljesiil a yf(xy)u, == 0
osszefiiggés, amely a /iy, > 0 esethen kiegésziil még a kovetkezével: az

r = (Vf(x0) "' Vf(xe)"
vektorra yf(z,)r > 0 teljesiil.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a (g) feltétel teljesiilése maga utin vonja az
(f) feltétel teljesiilését. Ehhez csupan a h;, ~> 0 esetet kell vizsgalnunk. Legyen
U a y*f(x,) matrix sajatvektoraibél a mar leirt médon képezett matrix és
p € R" az a vektor, amelyre r — Up. Ekkor az r vektorra vonatkozé feltétel
miatt fennall az

UTv¥(xo)Up = UT yf(xy)"
osszefiiggés. Ennek az egyenletnek a koordinatéas alakja a kovetkezd:
(17) hip; = vf(xo)w;, j=1,...,n

Tekintettel arra, hogy
n
Vi) r = vf(xe)Up = 2 (V/(x(,)u/-)p,,
j=1

ezért ebhdl, a (17) és a yf(x,)r > 0 feltételekhdl kozvetleniil kiadodik az (f) fel-
tételben szerepld

é" (Vf@g)u))* >0
Jj=1 }l‘j

egyenlGtlenség. Q. K. D.
Megemlitjiik, hogy a (g) és (f) feltételek valojaban ekvivalensek [7].

( Bedrkezett: 1984. szeptember 15-én.)
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ON OPTIMALITY CRITERIA OF MATHEMATICAL PROGRAMMING PROBLEMS

The paper deals with sufficient optimality conditions of inequality constrained non.
linear programming problems. Assuming differentiability of the objective and the con-
straint. functions first and second order conditions, respectively, are elaborated which,
together with the well-known Kuhn-Tucker conditions, are sufficient for local optimality
and strict local optimality, respectively. Investigations of the paper are closely connected
with function properties of local pseudo-coneavity and local strict pseudo-concavity,
respectively. The local variant of a well-known theorem of Mangasarian serves as a starting
point (Theorem 1). From this results the first order characterization of local optimality
in terms of the implicit function (Theorem 2). In the following, assuming continuous bidif-
ferentiability of the objective function second order conditions are submitted which ensure
the fulfilment of the first order optimality conditions (Theorems 3—6). Second order op-
timality criteria are fundamentally based on the notion of the quasi-Hessian matrix
(Theorem 4) and its various properties. Theorem 5 gives such a sufficient optimality con-
dition that may be described by means of the eigenvalues and eigenvectors of the Hessian
as well as of the gradient-vector of the objective function. This theorem is a generalization
of the classical optimality theorem where the definiteness of the Hessian matrix is required.

O KPUTEPHSAX OTNITUMAJIBHOCTH B 3AJJAUAX MATEMATHUYECKOI'O
[MPOI'PAMMHWPOBAHMSI

B crarbe paccmarpuBaloTCs BONPOCHI JIOCTATOUHOCTH YCJAOBHIT ONTHMAJILHOCTI 3aj1a4 HeJl-
HEIHOro nporpammHpoBaHist ¢ HeJMHeHHbIMI orpannyenusimit. [peanonaras guddepenppye-
MOCTb LEJIEBOH (YHKIMH H OFpaHHueHU, B CTATHLE PaspadOTaHbl YCIOBHSI NEPBOrO 1 BTOPOro
HOPsYIKa, KOTopbie coBMecTHO ¢ yeuoBusmn Kyna-Takkepa ity car yeaoBHsimi JIOCTaTouHOCTH
JIOKAJIBHOH 11 CTPOTO JIOKAJIBHOH OMTHMAJILHOCTH. MICCIIe0BAHNST TECHO CBSI3AHBI CO CBOMCTBAMM
JIOKQJIbHOM TICEBAOBOTHYTOCTH M CTPOTO JIOKAJILHOMH nCceBgoBorHyTocTn (pynkimii. Mexonoii
TOUKOH SIBJISICTCST JIOKAJILHBI BAPHAHT 0JIHOH M3 H3BECTHLIX Teopem Manracapsina (1. Teopema).
Mexost U3 HeE M MCTIOJIb3Y st TEOpeMy 0 HesIBHOMH (DY HKILHH, TTOJIYUAEM AHAM3 NEPBOTo MOpsyiKa
JIOKQJIBHOH ONTHUMAJILHOCTH € HOMOULLIO HESIBHBIX (yHIcIMi (2. Teopema).

B jlajibHeHmem, npeanosiarast JBKALE HENpepouiBuyo uddepeninpyemocts nesesoii gyni-
1M, 3a/IQ10TCST TAKKHE YCIIOBHSI BTOPOTO MOPSIKA, KOTOPLIE 00€CHednBaIOT BLITOJIHCHIE YC10BUil
ONITUMAJIBHOCTH NIEPBOro nopsyika (3. 6. reopema). Yea0BHs OITHMAJILHOCTH BTOPOTO HOPSILKA
OMUPAIOTCst B OCHOBHOM Ha MOHSITHST KBasu-matpuiibl Xecce (4. Teopema) M Ha e¢ pasyimunble
CBOHCTBA. 5. Teopema JaéT TaKoe yCca0BHE J0CTATOMHOCTH, KOTOPOE MOMKET ObITh OMHCAHO C 10~
MOLbLIO COOCTBEHHBIX 3HAYEHHIT 1 COOCTBEHHBLIX BEKTOPOB MaTpuibl Xecce 1eneBoil (pyHKium.
Jra Teopema siBisiercst 0000UEHHEM TOH KJIACCHUYECKOH TEOpeMbl ONTHMAJILHOCTH, B KOTOPOH
TpeOyeTCst onpeeséHHOCTh MaTpuilbl Xecce,



