MEDVEGYEV PETER

A féligvégtelen linearis programozas
¢és a matematikai kizgazdasigtan

A matematikai kozgazdasagtannal valé elsé felilletes ismerkedés soran is
nyilvanvalovéa valik, hogy a tételek tilnyomo tobbsége valamely lineéris tér
konvex részhalmazainak tulajdonsigain alapszik. Matematikai-technikai oldal-
rol megkozelitve a matematikai-kozgazdasigi irodalom jelentés hinyada: a
konvex analizis egy speciilis alkalmazasi teriilete. Némi talzdssal azt is mond-
hatnank, hogy miként a klasszikus mechanika a masodrendii kozonséges diffe-
rencidlegyenletek elméletének fizikai alkalmazisa, ugyanigy a matematikai
kozgazdasiagtan a konvex analizis kozgazdasigi alkalmazasa. A konvex analizis
és a matematikai kozgazdasigtan mélyrehato osszefondédasa elsGsorban a koz-
gazdasigtant alapjaiban dthato egyensilyi gondolkodds eredménye. Az egyen-
silyelmélet az egyensuly és a hatékonysag fogalmaira és ezen fogalmak viszo-
nyara, kapesolatara épiil. Az egyensuly-hatékonysag parosnak a konvex anali-
zis oldalardl a fixpont tulajdonsig, illetve a szeparacids tételre épiild dualitési
tételek felelnek meg. Valamely kozgazdasagi modell egyensilyi megoldasanak
létezését targyalé dolgozat megirdsakor egyszer(i szabilyt kell kovetni: hasz-
nald a Kakutani-fixponttételt! A szeparicios tétel szertedgazo alkalmazésait
vizsgalva a kép Osszetettebb. A szepariciés tétel kiillonbozs alakjai mellett
nagyszamu, eltérs szemlélet(i dualitési tétellel talalkozhatunk. Tovabb kuszalja
a képet, hogy az irodalom a poliedrikus esetet, amikor a modellekben szerepld
halmazok linedris egyenltlenségekkel vannak megadva, az 4ltalianos esettdl
fiiggetleniil és eltéréen targyalja, és igy kimondva kimondatlanul szembedllitja
Gket egyméssal. A jelen dolgozat célja, hogy néhény alkalmazison keresztiil
bemutassa, miként hasznalhaté az an. féligvégtelen linearis programozdisi fel-
adat matematikai-kozgazdasagi tételek bizonyitisdira. A végtelen sok feltételt
tartalmazo linedris programozasi feladat hasznélatat egyszertisége mellett elsd-
sorban didaktikai okok indokoljak. A matematikai kozgazdasagtan vilagaba
bebocsitast keresé hallgaté utja az egyetemi képzés sordn a lineéaris algebra,
linedris programozas targyakon keresztiil vezet. Mivel a linedris programozas és
az LP dualitdsi tétel tradiciondlisan kézponti eleme a képzésnek, célszer(i a ha-
ladottabb tételeket olyan eszkézre alapozni, amely szemléletében kozvetlen
dltaldnositisa a mar alaposan megismert és besulykolt technikanak.

A dolgozat elsé részében roviden bemutatjuk a féligvégtelen (szemi-végtelen)
linedris programozasi feladatot és a dualitési tétel bizonyitdsat. A dolgozat ko-
vetkezs részében hirom alkalmazist fogunk targyalni: a Gale-modell egziszten-
cia tételét, a M. Morishima altal a marxi kozgazdasagtan alaptételének nevezett
tétel dltalanositdasit, és végiil az an. nem helyettesitési tételt.

A Gale-modell egyensilyi megoldésinak létezését a megfelel véges Neu-
mann-modell esetére ,, m{ikods” bizonyitasok mintdjara probaljuk majd kimu-
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tatni. A bizonyitasbél egyértelmiien lathato, hogy a féligviégtelen LP feladat
dudlisiban szerepls lezaras jel igen fontos esetekben nem hagyhato el, és éppen
e lezdrds elhagyhatésiaga mogott meghizodo regularitasi feltételek megléte,
illetve hidnya kiilonbozteti meg a véges poliedrikus feladatokat a végtelen,
nem poliedrikus esettdl.

A marxi kozgazdasagtan Morishima-féle alaptételére adott dltalinositas, is-
mereteim szerint, eltér az irodalomban talilhatoktol. Morishima eredeti tételét
Neumann-modellek esetére fogalmazta meg. A tételt J. E. RoeMER dltalanosi-
totta [18], [19] konvex termelési halmazokkal megadott gazdasigokra. Modell-
jében a pozitiv profit létezésének feltételeit vizsgdlja, szemben az eredeti Mo-
rishima-féle dllasponttal, amely a pozitiv profitrita létezésére koncentral.
A végtelen linedris programozasi feladat masodik alkalmazdsaként targyalt
tétel megprobalja dthidalni a két megkozelités kizti szakadékot. Be fogjuk 14t-
ni, hogy ha a sziikséges munkat Morishimahoz és Roemerhez hasonléan a mun-
kaerG Gjratermeléséhez minimalisan sziikséges munkdaval definidljuk, a pozitiv
profitrata létezésének sziikséges és elegendd feltétele: a munkaerd kizsdkmd-
nyolhatdsaga.

Az utoljara targyalt nemhelyettesitési tétel bizonyitasat hasonléan a mésik
két tételhez a féligvégtelen linedris programozis dualitési tételére alapoztuk.
Az irodalomban taldlhaté bizonyitdsok vagy a szepardcids tételre, vagy més,
véleményem szerint, a féligvégtelen linedris programozisi feladat dualitdsi té-
telnél nehezebb dllitdasokra épiilnek.

1. A féligvégtelen linearis programozasi feladat

1.1. A feladat megfogalmazdsa

MielGtt ratérnénk a kozgazdasigi alkalmazisok bemutatisira roviden fog-
laljuk Ossze a féligvégtelen LP feladatokkal kapesolatos legfontosabb tudnivalo
kat [5], [6], [3].!

A féligvégtelen linedris programozasi feladatot a kivetkezsképpen definidl-
juk: Legyen I' egy tetszGleges indexhalmaz, a, (y € I') R"-beli vektorok ¢és
By (y € I) valés szdmok egy osszessége. Tekintsiik a kivetkez feltételes szélsG-
érték feladatot:

cx — 8su
(P) e

ax < B, (y€T),

ahol ¢ az an. célfiiggvényvektor. Hangsilyozni kell, hogy a véges LP feladatok-
kal szemben a fenti feladatban a szupremum é4ltaldban nem éretik el és igy nem
irhat6 a szupremum helyébe maximum. A féligvégtelen linearis programozés el-
nevezést az indokolja, hogy mig a I" halmaz szdmossiga esetleg végtelen, addig
a valtozok szdma véges. Ha az a, vektorok az E" elemei, akkor az x vektor is
n elemfi, és igy a feladat csak ,,félig” végtelen. A dudl feladatot a kivetkezds-
képpen fogalmazhatjuk meg:

4 — min

(D) (c, 0) € con {(a,, B,) | y € I'}.

! Ebben a pontban nagyban tdmaszkodom Dancs Istvdn jegyzeteire. A tételek bizonyf-
téhsa téle szérmazik,
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Erdemes megfigyelni, hogy a (P) feladattal szemben a (D) feladatban a széls6-

érték fel is vevddik, vagyis nem infimumot, hanem minimumot kell keresni.

A (D) feladatnak latszélag semmi koze sincs a véges LP megszokott duél pér-

jdhoz. Tételezziik fel azonban egy pillanatra, hogy a C = con {(a,,B,)|y € I'}

kap zart, masképpen hogy a dual feladatban a lezdrds jel elhagyhat6. Ekkor
S

a kap burok definiciéja alapjan a (c, d) elGallithato 2> (ay, By)u; alakban,

J=1

$ s
vagyis ¢ = ' ayu;és 6 = N f,u;, és a (D) feladat az alabbi a kozonséges line-
j=1 j=1
aris programozisra mar emlékeztets alakba frhaté:

> Byuj — min
J

2 yu; = c.
J

A (P), illetve a (D) feladatot megoldhaténak mondjuk, ha a megfelel feladat-
nak létezik véges optimuma. A (P) illetve a (D) feladatot lehetségesnek mond-
juk, ha a megfelels feladatnak létezik lehetséges megoldésa. (Az z vektor lehet-
séges megoldésa a (P)-nek, ha a,x < B, minden y € I" esetén. A dual feladat
lehetséges, ha létezik olyan véges & sz4m, amelyre a (c, &) eleme a con {(a,, 8,)|
|y €I'} kipnak.)

Dualitdss tétel

(¢) Ha mindkét feladat lehetséges, akkor mindkett§ megoldhaté és az érté-
kiik megegyezik.
(iz) Ha az egyik feladat megoldhato, akkor a mésik lehetséges.

A kovetkezs pontban a teljesség kedvéért részletesen bemutatjuk a tétel
bizonyitdsat. Amennyiben az olvasét csak a kozgazdasagi alkalmazésok érdek-
lik, az al&bbi pontot &4tugorhatja.

1.2. A dualitdsi tétel bizonyftdsa

A dualitési tétel bizonyitésa a legegyszer{ibben a végtelen egyenlStlenségi
rendszerekre vonatkoz6 tgynevezett megoldhatésigi és kovetkezmény tételek
segitségével végezhets el, amelyeket bizonyitdsukkal egyiitt a dualitési tétel
bizonyitésit megeldzden ismertetiink.

1. lemma: Ha az S += @ tetszGleges halmaz, K s« § egy kompakt konvex
halmaz az R" térben, akkor az

(1) Sz <0, Kz>0

egyenlGtlenség rendszernek pontosan akkor létezik megolddsa, ha a K halmaz
€s az con (S) zart kGp metszete iires.

1*
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Bizonyfttds: Az (1) rendszer megoldhatésagédhoz a K N con (S) = # relacié tel-
jesiilése nyilvéan sziikséges, hiszen az Sz <~ 0 egyenlGtlenség miatt con (S)z << 0.
A feltétel azonban elégséges is, mert fennallasa esetén a szepardcids tétel alapjan
van olyan z € R" és f§ € R, hogy con (S)x < és Kax > f. Mivel 0 € con (S) azért

f = 0, és mivel Acon (S) C con (S) minden pozitiv A-ra, ezért con (S)x < %,
hacsak 1 > 0, amibdl con (S)z < 0 és Kz > 0. Tehat x megoldéasa az (1) rend-
szernek.
Kovetkezmény (megoldhatésagi tétel): Legyenek a, € B, B, €R (y€l'). Az
ax<p, (yel)

egyenlGtlenség rendszer pontosan akkor megoldhaté, ha a con {(a,, )|y € I'}
kip nem tartalmazza a (0, —1) vektort.

Bizonyitds: Az a,x = f, (y € I') rendszer pontosan akkor megoldhato, ha meg-
oldhaté az (a,, B,)(2, Zny1) = 0, —Zpyq = (0, —1)(x, 2,44) > 0 egyenlStlensdg,
aminek az el6z6 lemma alapjin sziikséges ¢s elegend’ feltétele a
(0, —1)¢con{(a,,p,)|y €'} relacié teljesiilése.

2. lemma: Ha az S tetszSleges nem-iires halmaz, az s, pedig egy pont az R"
térben, tovabbé az
(2) St 0, &2 >0
rendszer megoldhaté, akkor a
(3) br < 0

egyenlitlenség pontosan akkor kivetkezménye a (2)-nek, ha

b €con (S) — U ps,.
n20

Bizonyitds: A (2)-nek pontosan akkor kovetkezménye a (3), ha nincs meg-
oldisa az Sz < 0, s 0, bz > 0 rendszernek. Definidljuk a K = {z|x —
= Ab + (1 — A)8y; 0 < A < 1} szakaszt. Azonnal lathat6, hogy az ut6bbi ha-
rom egyenlGtlenség Sz <~ 0, Kz > 0 alakba frhaté. Mivel a K szakasz kompakt
konvex halmaz, felhasznélhatjuk az el6z6 lemmat, amely alapjin az Sz <~ 0
Kz > 0 rendszer pontosan akkor nem megoldhat6, ha a K con (S) metszet
nem iires, mésképpen ha létezik 0 <Z 1 <7 1, amelyre b + (1 — A)s, € con (S).

A b vektort kifejezve, a keresett b € con (S) — ——

8, C con (S) — U us, tar-
#z0

talmazdshoz jutunk. (A 1 egyiitthaté nem lehet nulla, mivel ellenkezs esetben
8, € con(S), ami az el6zG lemma alapjan ellentmond a kiindulé feltételeknek.

2. kovetkezmény (kovetkezmény tétel): Ha az a, € R", f, € B (y € I') esetén az

(4) ax<p, (eI
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egyenlStlenség rendszernek van megoldasa, akkor a
br < B

egyenlGtlenség pontosan akkor kovetkezménye a (4)-nek, ha van olyan § szam,
amelyre

(5) b< B és (b,)€con {(a,. p,)|y€T}.

Bizonyitds: Az a,x < f, (y € I') rendszernek pontosan akkor kévetkezménye
az bx < B egyenlGtlenség, ha az

(ay; ﬂy) (x’ xn+1) 1; 0’ ‘“xn+1 = (0) —1) (93, xn+1) > 0
egyenlGtlenségrendszernek kovetkezménye a
(b: ﬂ) (x’ xn-}-l) Se 0

egyenlétlenség. Alkalmazva a masodik lemmét az S = {(a,, B,)|y€I'} és
8, = (0, —1) véalasztassal, a

(b, p) € con {(a,, B,)|y €I'} + “Léou (0, 1)

tartalmazashoz jutunk, amibél alkalmas p > 0 szam esetén a keresett
(b, 8) = (b, — p) €con {(a,, B,)|y €'} tartalmazés kovetkezik. Most mér
minden készen all a dualitasi tétel bizonyitdsiahoz.

(i) Tegyiik fel, hogy mindkét feladatnak van lehetséges megoldésa. Definicid
szerint a (D) feladat megoldhatésiaga alapjin létezik 6 szdm, amelyre
(c, 8) € con {(a,, B,)|y € I'}. Bz viszont, mivel a primal feladat is lehetséges, a ko-
vetkezmény tétel szerint azt jelenti, hogy valamely cx << ", 6 < 6" egyenl6t-
lenség kivetkezménye az a,x <~ f.(yc ") végtelen egyenlStlenségi rendszernek.
Mésképpen valahdnyszor x kielégiti az a,x <~ f,(y € I') rendszert mindannyi-
szor cx < ', vagyis a (P) feladat célfiiggvénye korlatos, és igy 1étezik szupre-
muma, amit §,-val jelsliink. Meg kell mutatni, hogy a (D) feladat minimuma
éppen é,. Mivel a szupremum definicidja alapjan a cx <~ §, egyenlGtlenség ko-
vetkezménye, viszont minden ¢ > 0 szadm esetén a cx <~ §, — & mar nem ko-
vetkezménye a primal feltételi egyenlGtlenségi rendszernek, ezért ismételten
a kovetkezmény-tétel alapjin a legkisebb & szam, amelyre (c, 8) € con {(a,, B,)]
ly € I'}, éppen o,

(ii) Tegyiik fel, hogy a primal feladatnak létezik optiméalis megolddsa &,.
Ez a bizonyitas elsé részéhez hasonléan azt jelenti, hogy a cx <~ §, egyenl6tlen-
ség kivetkezménye az a,x < B, (y € I') rendszernek, ami a kovetkezmény-tétel
alapjan éppen a dual feladat lehetségességét jelenti.

Tegyiik most fel, hogy a dudl feladat megoldhaté, de a primél feladat nem
lehetséges. A megoldhatésigi tétel alapjan (0, —1) € con {(a,, B,)|y € I'}.
Ebbsl a kap tulajdonsidgot felhasznilva minden pozitiv 1 esetén (c, 6 —
— A) €con {(a,, p,)|y €'}, ami ellentmond a (D) feladat megoldhatésaganak.

Megjegyzés: A tétel bizonyitisa a megel6z6 két lemma elemi és egyszer( ko-
vetkezménye. A lemmdk bizonyitésihol viszont lithaté, hogy valéjaban mind-
ketts a szepardcios tétel direkt folyoménya. Masképpen: a végtelen LP duali-
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tasi tétel tulajdonképpen a szeparicios tétel egy alkalmas — és esetenként igen
,, kézrejovs” — alakja. Egy matematikai allitds értékét elsGsorban hasznalha-
tosaga hatérozza meg. Megitélésem szerint a fenti dualitasi tétel szdmos esetben
hasznalhatébb megfogalmazisa a ,,dualitdsi—hatékonysagi” elvnek, mint az
eredeti ,,Gsforrds”, az elvilasztasi tételek. A kovetkezd harom pontban a duali-
tési tétel néhany lehetséges alkalmazisat mutatjuk be.

2. A gazdasagi novekedés Neumann—Gale-modellje

Jelolje K < R?* a lehetséges input-output parok halmazat. A K halmazrél
a kovetkezi szokésos feltételeket tessziik:

Feltevések

F1. K zart konvex kup.
F2. Ha az « input vektor nulla, akkor az y output vektor is nulla.
F3. Minden jészag termelhetd, vagyis létezik (z, y) € K, amelyre y — 0.

Ha A és B egy Neumann-modell input és output métrixai, akkor K =
= {(x, y)|x = Au,y = Bu,u > 0}. Ebben az esethen a K poliedrikus kip,
és igy zart. Az F2 és F3 feltételek a Neumann-modellek irodalméban rend-
szeresen haszndlt Kemény —Morgenstern —Thompson feltételekkel egyeznek
meg.

A Neumann—Gale-modell egyenleteit & Neumann-modell egyenleteinek ana-

sz

(NN) o> 0; p,x*,y* >0
(P) ax* < y*

(PKF) apr* = py*

(D) ppx - py (V(x,y) € K)
(DKF) ppx* = py*

(PD) py* > 0.

Az altalanosabb Neumann —Gale-, és az eredeti Neumann-modell kozti legfon
tosabb kiilonbség, hogy az altalanos esethen az (NN) — (PD) rendszer nem fel-
tétleniil oldhatdé meg. A feltételek kizott a | fekete bariny” a (P)—(PKF)
primél és a (D) (DKF) dual oldalakat Osszekapesold (PD) egyenlGtlenség.
Az irodalomban talalhato ellenpéldiak koziil a legismertebb az 1972-ben HijLs
MANN ¢s SteINMETz altal publikdlt. Tovabbi ellenpélda talalhaté példéul
MagARrROV és RuBiNov konyvében.

Prébaljuk meg a véges esethen ,,miikods” J. Lés-tol szarmazé bizonyitast
az dltalanos esetre ,,rahazni”’. A Neumann-modell bizonyitasa sorian kovetett
médon, az F1-—-F3 feltételek segitségével, egyszer(ien belathat6, hogy az
a, = max {a|ax << y, x > 0, (z,y) € K} maximalis novekedési iitem létezik,
véges és pozitiv. Az oz < y egyenlStlenséget kielégits (z, y) parok kozott 1éte-
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zik olyan (7, ), amely esetén az output vektornak a legtobb pozitiv kompo-
nense van. (A K kiip és ezért ha az .2, < y, és a.x, < y, egyenlStlenségek tel-
jesiilnek, akkor fenndll az «.(x; + x,) < y; + y, mérlegegyenlbtlenség is.)
Tekintsiik a

p=0
(%) ply —xx) <0 (Y(z,y) € K)
Py — sup
féligvégtelen LP feladatot. A duél feladat (v, é) € C, ahol

C=confly —e=0)|(y)cK}U {(—e, 0)]i=1,...0}] =
={(z,0)|z2=y —xx —u, u >0, (z,y) €K} = Zx{0}.

A p = 0 a primal feladat lehetséges megolddsa. Amennyiben a duél feladat
is lehetséges, akkor a minimuma nyilvan nulla, tehat a dualitési tétel alapjan
a py szuprémuma is nulla és igy a (P D) feltétel nem teljesiilhet. Ha a duél feladat
nem lehetséges, a primél feladat célfiiggvénye nem korlatos, és igy pozitiv értéket
is felvesz, tehat az (NN)—(PD) rendszer megoldhato.

Milyen feltételek mellett nincs lehetséges megoldasa a duél feladatnak, vagyis
milyen feltételek mellett nincs az y vektor a Z halmazban?

Feltevés: A 7 = {z|y — ot — u, (x,y) € K, u > 0} kiip zdrt.?

Ekkor a dual feladat nem lehetséges. Ha ugyanis a szemipozitiv y vektor
eleme a 7 — Z halmaznak, akkor y — y — ax — u, amib6l egyrészt y >
mdsrészt az y definicidja alapjan valahdnyszor y; pozitiv, az egyenlGtlenség szi-
gori. (Az y szemipozitivitisa miatt az (z, y) — (0, 0) eset, lehetetlen.) Ez azon
ban ellentmond az «, feltételezett maximalitasanak. Ha azonban a Z nem zart,
akkor az y € Z eset az imént targyalthoz hasonléan kizéarhat6, de semmilyen
garancia sines arra, hogy az y nem hatarpontja a Z halmaznak, és csak tovabbi
feltételek segitségével biztosithatd, hogy a dudl feladat ne legyen megoldhato,
és igy az eredeti Gale-modell megoldhatd legyen [20].

Megjegyzés: Ha eltekintiink a (P D) feltételtdl az egyensiily létezését egyszerti-
en belathatjuk. Tekintsiik a (¥ ) szemivégtelen linearis programozasi feladatot,
de y-nak ne a maximalis pozitiv komponenssel rendelkezd kibocséajtéasi vektort
vilasszuk, hanem y legyen egy tetszileges, de hatérozottan pozitiv vektor.
A duél feladat pontosan akkor lehetséges, hay € Z. Mivel az y pozitiv, a Z is tar-
talmaz szigortan pozitiv elemet, — ami ellentmond az o, maximalitdsdnak.
Tehat a dual feladat nem megoldhaté, ésigy a (% ) optimélis megolddsa végtelen.
Kovetkezésképpen a (- )-nak létezik szemipozitiv lehetséges megoldésa, amely
az «, definfci6ja alapjan az o = f = «, valasztds mellett megoldésa a (P)—
— (DK F) egyenlGtlenségnek.

* A Neumann-modell esetén Z a D = {(B — a,4) u|u > 0} poliedrikus kip és az ugyan-
csak poliedrikus R” kupok osszege, és {gy zart halmaz.
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3. A marxi kozgazdasagtan Morishima-féle alaptétele

A Neumann-tipusti modellek egzisztenciatételei altalaban csak a pozitiv
novekedési tényezs és a pozitiv kamattényezs létezését garantéljak, de meg-
engedik, hogy e két tényezs valamelyike esetleg egynél kisebb legyen. Egysze-
riibben fogalmazva az egzisztenciatételek csak az ardnyos novekedést biztosito
megoldasok létezésével foglalkoznak, de nem vizsgéaljak, hogy az egyensilyban
az Gjratermelés bévitett-e vagy sem. A M. Morishima 4ltal belatott és altala a
,»marxi kozgazdasagtan alaptételének” nevezett tétel szerint alkalmasan vé-
lasztott Neumann-modellekben a gazdasig novekedési iiteme pontosan akkor

zwyobb egynél, ha az egységnyi munkaerd Gijratermeléséhez minimdlisan sziik-
séges munka kevesebb, mint az dltala kifejtett munka mennyisége, és ez utébbi
viszont sziitkséges és elegendd feltétele a profitrata pozitivitdsanak. [15], [16]
Tudomésom szerint Morishima eredménye az egyetlen olyan tétel, amely Neu-
mann-modell esetén a bévitett jratermelés létezésének kérdését érdemben tar-
gyalja. Morishima eredményeihez kapcsolédva J. E. Roemer [18], [19] vizs-
galta a marxi kozgazdasigtan alaptételét konvex termelési haimazokkal ren-
delkezd <ra7das(wnl\m Megjmuta,ttn hogy az éltala definidlt, és az Arrow—
Debreu-modell szemléletéher kozelalls, gazdasdgban a pozitiv profit ]otezesenel\
sziikséges és elegendd feltétele a munkaerd klzsakmanyo]hatosag& Vegyiik és
re, hmvy bér Morishima és Roemer or(\dmvnye igen hasonld, de mégis eltérd prnh
Iémat feszeget. Amig Morishima pozitiv profztmt(tt tud garantilni, addig Roemer
esak pozitiv profit 1étezésérdl heszél. Nyilvan ha a profitrata pozitiv a profitts-
meg is pozitiv lesz, de abbol, hogy a profit pozitiv még nem kivetkezik, hogy
a pmfltmt v is pozitiv lesz. Roemer dolgozatanak részletes hemutatasa tilsago-
san nagy kitérit jelentene, és igy eltekintiink téle. Az érdeklGds olvasé fordul-
jon az irodalomjegyzékben felsorolt m{ivekhez. Annyit azonban érdemes meg-
jegyezni, hogy a pm,ltw profitrita és a pozitiv profit 1étezése kozti kiilonbség
gyokere a két szerzG eltérs egyensily fogalméban van. Véleményem szerint
Marx eredeti gondolatmenetéhez a Morishima-féle megkozelités all kozelebb.
Marx szerint a gazdasig egyensilydinak egyik feltétele, hogy minden szektorban
azonos legyen a profitrita. Véleménye szerint, ha az egységnyi toke hozadéka
a kiillonbozd szektorokban eltérd, ez a kiegyenlitGdés irdnyéba haté tékemoz-
gast implikal, igy a pozitiv profitrita 1étezdse a gazdasig miikodGképességének
feltétele.

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy a Morishima altal belitott tétel egy-
gzer{ien atvihets konvex termeldsi lmlmwok esetére is. A bizonyitéds magja
ismét a féligvégtelen linedris programozisi feladat dualitdsi tétele. A figyelmes
olvasé konnyen észreveheti, hogy az érvelés szamos ponton az eredeti, Morishi-
ma-féle, indokldas altal kijelslt ton halad, bizonyitva, hogy megfelels technikai
felkésziiltség esetén, a véges LP feladatok segitségével belatott allitdasok lénye-
gesen szélesebb modellkirben is hatékonyan miikédnek.

3.1. Alapfogalmak és a tétel kimonddsa

Az el6z6 fejezetben tirgyalt GGale-modellhez hasonléan tegyiik fel, hogy a
gazdasighan n jészigot tormelnek, amelyeket egytttal inputként is felhaszndl-
nak. Tovébbé a gazdasig miikodése soran egyetlen kiils§ eréforrdst hasznal fel
a munkat. Ha a nemneg(mv z jeloli a kozonséges jészdgokbél alkotott input
vektort, y pedig az output vektort, és ha az x1— y transzformécié munkaigénye
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9, akkor a termelési folyamatot az (, y, 6) € 2! hdrmassal reprezentaljuk.
A gazdasag altal megvaldsithaté termelési eljardsok osszességét jelolje P.
A P termelési halmazrdl a kovetkezd feltételeket tessziik:

Feltevések
F1. A P C R{"" halmaz konvex és tartalmazza az origét. (nem névekvd hoza-
dék, és a tétlenség lehetségessége)
['2. Tetsz6leges z € R vektorhoz létezik olyan (z, y, 8) € P termelési eljiras,
amelyre y > x + z. (produktivitds)
F3. Létezik olyan (&, 7, §) € P, amelyben a munkaréfordités pozitiv. (Létezik
nem automatizalt termelési eljaras.)

Ahhoz, hogy beldssuk az egyensiilyi nivekedési iitem és a garantalt profitrata
pozitivitisdnak ekvivalenciajat sziikségiink lesz az F3 feltételt implikals aldbbi
szigorubh megkotésre:

F4. Barmely (z, y, 6) €P és g > 0 szam esetén, ha (1 + g)xr < y, és y szemi-
s y '/ ’ 2d A a2 ’ Ex Y e J ’
pozitiv, akkor a  munkaraforditas pozitiv. (Munka nélkiil nines novekedés.)

Morishima és Roemer definiciojit kisvetve egy b vektor &ltal reprezentalt jo-
szagegyiittes ¢rtékét az Gjratermeléséhez minimalisan sziikséges munkaval ha-
tarozzuk meg, tehat

(1) Lv.(b) 2 inf {8|y >z + b, (x, y, 8) € P}.

Legyen ¢ az egységnyi munkaerd tjratermeléséhez sziikséges fogyasztoi ko-
sar. Mivel 0 egységnyi munkaerd jratermeléséhez de j0széag sziikséges, ezért a
munkaer értékének definiciéja alapjan a 0 munkaers értéke 1.v.(dc) —

=inf {8y -« + dc, (x, y, ) € P}. (A munkaers értéke az tijratermeléséhez
szitkséges javak értékével azonos.)

Definicio: Azt mondjuk, hogy az (x,y,8) € P ponthan a munkaerd kizsakmé-
nyolhaté, ha 6 => 1.v.(dc), vagyis ha a kifejtett munka nagyobb, mint a munka-
erd értéke.

Megjegyzések:

(i) Ha a P halmaz nem kip, eléfordulhat, hogy hizonyos 8 réaforditas mellett
a munkaerd kizsakmanyolhat6, de mas 6 munkaraforditdsok mellett nem.

(i) Az altalunk tett (F1) —(F4) feltételek teljesiilése mellett nem garantal-
hatd, hogy az (1) egyenletben szerepld infimum el is éretik, vagyis, hogy a mun-
kaerd értéke, mint a legkisebb munkariforditas definialhato. (RoemeR dolgo
zatdban [18, 2.1. Proposition] azonban az olvasé egy megfelel enyhe, &mbar
az dltalunk tett feltételeknél erdsebb feltétellel talilkozhat, amely mar garan-
télja, hogy az (1)-ben az infinum helyébe minimumot irjunk.)

Térjiink rd a garantilt profitrata definicidjira. A p termelési ar vektort, és
a ¥ garantdlt profitratit az alabbi szélsGérték feladat segitségével adjuk meg:
(2)  a"=min{z|3Ip >0, hogy V(x,y,d) € P esetén (1 + z)p(x + dc) = py}.

Az F2 produktivitasi feltétel szerint 1étezik olyan (z, y, 8) € P termelési eljaras,
amelyben az y output vektor pozitiv. Kovetkezésképpen (2)-ben minden
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lehetséges megoldas nagyobb, mint —1. Egyszer(i kompaktségi megfontoldsok-
kal belathat6, hogy ha a (2)-nek van lehetséges megolddsa, gy egyittal van
optimélis megoldasa is. Ha (2)-nek nincs lehetséges megoldasa, akkor definici6
szerint ¥ legyen plusz végtelen. A n" kozgazdasagi tartalma vildgos. A 7% az
osszes szambajohets profitratak koziil a legkisebb, és igy a #* pozitivitdsa imp-
likalja (garantalja) a gazdasédgban uralkod6 tényleges profitrata pozitivitasat.
Altaldban a valdségos profitratarél nem tudunk semmit, csak annyit, hogy na-
gyobb mint a garantalt.

Végezetiil térjiink ra a gazdasag novekedési képességét jellemz6 g, maximalis
novekedési iitem meghatarozasara.

(3) g. & sup {g|3(x, y, 8) € P, amelyre y > (1 + g)(x + b¢c), x + ¢ > 0}.

Ismételten hangsilyozni kell, hogy a (3) feladatban sem a g, végessége, sem
az, hogy ténylegesen eléretik nem garantalhaté, — még akkor sem, ha a P hal-
maz zart. (A P-r6l nem tettiik fel, hogy zart halmaz!) Ha a P zdrt konvex kip,
amely teljesiti az F4 feltételt, tovabba ha a ¢ szemipozitiv, akkor, miként az
egyszerfien belathato, a P — {(z,y)|z = x + d¢, (2, y,d) € P} kip is zart halmaz,
tovabbéd ha a z kibévitett input vektor nulla, akkor az y output is nulla lesz.
Ebben az esethen a P kielégiti a Gale-tétel feltételeit ¢s ez alapjan a maximalis
q. létezik, és egytttal véges is [8], [17].

Az imént definialt fogalmak segitségével a marxi kizgazdasagtan alaptételét
az alabbi modon altalanositjuk:

TETEL: Az F1 - F3 feltételek teljesiilésekor a kovetkezd két allitas ekviva-
lens:

(i) A ¥ garantalt profitrata pozitiv (esetleg plusz viégtelen).

(i1) Létezik olyan (z, y, 6) € P termelési eljaras, amelyben o munkaerdt ki

zsakmanyoljak, vagyis amely esetén & - 1.v.(dc).

Ha az F3 mellett az F4 teljesiilését is megkoveteljiik, akkor az alabbi (iii)
ekvivalens lesz a fenti (i), (ii) allitdsokkal.

(iii) A g. maximalis novekeddési iiteme pozitiv (esetleg plusz végtelen).

3.2. A tétel bizonyitdasa

A tétel bizonyitasa soran tobbszor hivatkozni fogunk az alabbi féligvégtelen

LP feladatra:

p = ()
(4) py<pr+ 8, (Y9, 0)¢€P)
pe > sup.

A (4) dudlisa a kovetkezd:
(c, 8) €C
(5) d — min,
ahol
C=con({(y — =z 08|y 0)cP}U {(—e,0)|i=1,2,...n})
=con{(z,8)|z=y —2—u,(z,y,8)€P,u >0} =
=con {(2,8)|y == + 2, (2,9, 8) € P}.
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A marxi kiozgazdasagtan alaptétele a kivetkezs lemma egyszerii kovetkezmé-
nye. A lemma a (4)—(5) LP feladat tulajdonsigait irja le.

Lemma: Az F1—F3 feltételek teljesiilése esetén a (4)—(5) féligvégtelen LP
feladatnak létezik optimdlis megoldasa, és az optimdlis megoldas a (4)-ben fel-
vétetik. Ha a (4) —(5) kozos optimalis megoldésa kisebb mint egy, akkor létezik
olyan (z*, y*, 6*) € P, amelyre 6* > l.v.(6%c).

A lemma bizonyitdsa: Mivel az F2 miatt az (5)-nek létezik lehetséges megoldé-
sa, és a p — 0 kielégiti a (4) feltételi rendszerét, ezért a dualitési tétel alapjan a
(4)—(5) par megoldhats. Megmutatjuk, hogy a (4)-ben az optiméalis célfiigg-
vényérték eléretik. Ennek beldtasahoz elegendd bebizonyitani, hogy a primal
feltételi halmaz X = {p 0| py = px + 6, (2,9, 8) € P} kompakt, mivel akkor
a folytonos cx célfiiggvény felveszi a maximumat rajta. Mivel az X nyilvan
zart, elegendd belatni, hogy az X korlatos. Mivel azonban az F2 alapjan léte-
zik olyan (x,y, ) € P, amelyre az y — z kiilonbség pozitiv, ezért a nemnegativ
vektorokhol 4ll6 X halmaz sziikségszeriien korlatos kell hogy legyen.

Tegyiik fel most, hogy az optimalis célfiiggvényérték &, kisebb mint egy.
El8szér megmutatjuk, hogy a {(c, x)| x € R} egyenes belemetsz a (' kiip helse-
jébe. Ha ez nem lenne igy, a (¢, R) és C' konvex halmazokat el lehetne szeparalni
egy hipersikkal, vagyis létezne egy olyan (q, r) € R**! vektor, amelyre

(%) qc + 1 > qly — x — u) + 18,

valahdnyszor uw > 0, x € R ¢és (2, y, 8) € P. Mivel « tetszdleges, ezért a 7 sziikség-
szerfien nulla, és igy a (¥ ) az alabbi médon egyszer(isodik :

ge aly @ — u),

valahanyszor (x,y,8) € P és w - 0. Ez azonban lehetetlen, hiszen az {z|z

Yy —x u, (x,y, 0 €P,u -0} halmaz az F2 miatt tartalmazza (és igy meg
egyezik vele) az R7 — R7 — R" terot.

Az imént kapott ellentmondas alapjan Iétezik tehat olyan o, szam, amelyre
(c,zy) € int (). Mivel a ' konvex halmaz, minden 0 = A < 1 szam esetén a
(¢, 8,) = Ale, ag) + (1 — 2) (e, d,) is a ' belsejébe esik. Mivel a §, a kiinduld
feltételek szerint kisehh mint egy, ezért alkalmas 2 szdmra a 8, is egynél kisebb
lesz. Mivel

int (C) S U p{(z,0)|z=a—y—u, (2,9, € P,u >0},
=0

ezért [étezik olyan (&, 77, 8) € P termeldsi eljaras és p 0 sz4m, amelyekre
(6) py = pE + ¢ é8 ud = §, j

Legyen (&, #, 8) € P az I3 feltételben szerepld termelési folyamat. Tegyiik fel
elészor, hogy ud < 1. Az F1 feltételbsl kovetkezik, hogy az (x,y, 6) & (1 -
— ud)0 + pd(#, i, 8) is eleme a (P)-nek, és a (6) alapjén y — x + be, és & < 4.
Tehdt az (&, 77, ) ponthan a munkaerd kizsakmanyolhato. Végezetiil induljunk
ki abbél az esethél, amikor ud nagyobb mint egy. Ekkor nyilvan a 6* 2 1/u
kisebb mint 4. Ismételten felhasznalva az F1 feltételt, 1éteznek olyan a*, y* € R
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vektorok, amelyekre (x*, y*, 6*) ¢ P. A~ 0* definicidja alapjan § > & + d*¢, és
0% > 0. Kz utébbibdl azonban a 6* > 6 > Lv.(6%c) egyenlGtlenséghez jutunk.
Tehat az (z*, y*, *) pontban a munkaerd kizsdkmanyolhatd, és ez éppen az,
amit be akartunk latni.

Itt az id6, hogy ratérjiink a tétel bizonyitdséara.

A tétel bizonyitdsa: A tétel bizonyitdsa négy egyszerii észrevételbsl tevidik
sssze: (i) = (i), (i) = (i), (iii) = (ii) és (i) = (iii).

(i) = (i)

Tegyiik fel, hogy #* << 0. Definici6 szerint létezik olyan szemipozitiv p vek-
tor, amelyre

(7) p(@ + d6c) = py,

valahdnyszor (x,y,0) € P. A (7)-ben a pc szorzat pozitiv, ellenkezs esethen (7)
a px > py alakavé egyszer(isodik, ami azonban lehetetlen, hiszen az T2 alapjan
létezik olyan (x,y,0) € P, amelyre y > 2. Be fogjuk bizonyitani, hogy minden
(x,y,0) € P termelési eljaras esetén o < l.v.(dc).

Legyen (x, y,0) € P az (1) egy lehetséges megoldéasa (b — dc). Az y > + de
egyenl6tlenséghdl py - px + dpe. Osszevetve ezt a (7)-tel a (pc)d = (pe)d rela-
ci6hoz jutunk, amib6l — kihasznalva, hogy a pc pozitiv — a kivant & - 0
egyenlGtlenség adédik.

(i) = (ii)

Tegyiik fel, hogy a @ pozitiv, és tekintsiik a (4) LP feladatot. A lemma alap-
jan elegendd belatni, hogy a p,c — 8, optimilis megoldés kisebh egynél. Indul-
junk ki az ellenkezd esethdl, és tegyiik fel, hogy a 6, — p,c nagyohb vagy egyen-
|6 mint egy. A p vektor nyilvin nem lehet nulla, és igy szemipozitiv. A (4) alap-
jan

PoY < Po® + 0 < po + (Po0)0 = pylx + d¢),
valahanyszor (x, y, ) € P. Ebbdl azonban kovetkezik, hogy a
7 — min {x| (1 + @)p(@ + dc) = py, ¥ (z, 4, 8) € P, p > 0}

érték nem lehet pozitiv. Kz azonban ellentmond a kiindul6 feltételeknek.

(iii) = (ii)

Tegyiik fel, hogy a g, pozitiv. Ekkor léteznek olyan pozitiv g és (x,vy,0) € P
elemek, amelyekre

z 4 6c>0
(8) y = (1 + g)= + bc).

A lemma alapjan elegendd belatni, hogy a (4)-es optimdlis megolddsa p,c —
= 0, kisebb mint egy. A (8) és a (4) egybevetésébdl px + 6 > poy > (1 +
+9) (pox + 6(p0c)) = (1 + g) (poxr + 68,), amibsl egyszerii dtrendezéssel a
0<glpe®) < 6(1 — (1 + g)éo) egyenlGtlenséget kapjuk. Mivel az x + dc input
vektor szemipozitiv, és a g pozitiv, az F'4 alapjan a § munkaraforditds is pozitiv
kell hogy legyen. Kovetkezésképpen az (1 — (1 + g)8,) kifejezés nemnegativ,
ami csak ugy lehetséges, ha a §, optimdlis célfiiggvényérték nem nagyobh, mint
1/(1 + g), tehat kisebb mint egy.
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(i) = (iii)

Elegendé belatni, hogy a #* nem nagyobb, mint a g.. Ha a g, végtelen,
akkor nines mit bizonyitani. Ha a g, véges, akkor az el6zG rész végén talalhatéd
megjegyzéshez hasonléan belathatd, hogy létezik szemipozitiv p vektor, amely-
re py < (1 + ¢.) (x + 6c) valahanyszor (z, y, 8) € P, és igy mivel z*¥ a minimalis
kamatlab =% < g..

Az ismétlések elkeriilése végett a bizonyitas pontos kidolgozasat az olvaséra
bizzuk.

4. A nem helyettesitési tétel

A nem helyettesitési tételt (nonsubstitution theorem) eredeti forméajaban
— hagyoményos differencidlhaté termelési fiiggvényekre — SamUuELSON [11]
mondta ki. A tételt késGbb tobben altalanositottik tetszdleges konvex halma-
zok esetére: ARROW [ 1], MIRRLEES [14 |, KoOoPMANS [12], GEORGESCU — ROEGEN
[10]. A tétel klasszikusnak mondhaté, tobb kinyvben szereplé bizonyitasa a
szeparacios tételen alapszik és eléggé hosszadalmas (pl. NIKAIDO [17, 187 —194.
old.], CorNwALL [2, 133 -137]). Az altaldnos esetre vonatkozé masik — az
alabb bemutatasra keriil bizonyitashoz kozelall6 — bizonyitast talalt Diewert
1975-ben. Diewert bizonyitésa (CorNwALL [2]) a Fenchel-féle dualitéasi tételre
¢piil. Diewert gondolatmenete egyszer(i és konnyen attekinthets, de megitélé-
sem szerint a bizonyitds alapjaul szolgdlé tétel miatt az eredeti bizonyitashoz
hasonléan nehezen emészthets. Mas oldalrél az dltalinosndl egyszeriibb Neu-
mann — Leontief-modellek esetén a bizonyitéas a linedris programozas dualitdsi
tételével roviden elintézhet (Asmanov [22]). Az alabbi bizonyitas 1ényege,
hogy a véges esetben kivetett eljardst , rahtzzuk’ a végtelen esetre is, és az LP
dualitasi tétel helyett a szemi-végtelen LP-re vonatkozé megfelelé dualitési
tételt hasznaljuk.

A nem helyettesithetdségi tételben szerepls gazdasighan n kozonséges josza-
got termelnek egyetlen eréforras segitségével. Az erGforrist az egyszeriség ked-
véért nevezziik munkéanak. A gazdasag legfontosabb tulajdonsiga, hogy egyet-
len rendelkezésre all6 eljaras sem termel ikerterméket. Az ikertermelés kizarasa
mellett azonban megengedjiik, hogy az egyes joszigok alternativ mddon is els-
allithatok legyenek. A j-dik joszagot elGallité termelési folyamatok osszességét
jelolje 7', Mivel nincs ikertermelés a 7'; halmazok szima egyenls a jészdgok
szaimdval. A termelési eljarisokat allapot (stock) szemlélethen abrizoljuk.
A szokisoknak megfelelGen a t € T'; vektort (z, ¥, 0) alakban irjuk fel, ahol z > 0
a kozonséges joszagokbol 4ll6 input vektor, y > 0 az output vektor és 6 > 0

a munkaraforditds mértékét fejezi ki. A teljes gazdasiag termelési lehetségeit

n
al = 3T, halmaz irja le, és a nemnegativ netté termelési lehet6ségek hal-

j=1
mazat a

T, ={@zd|z=y—2 y=>u2 (y 0 cT)

egyenlGséggel definidljuk. Jelslje 7% a T, hatékony pontjainak Osszességét.
(Definici() szerint (z, 8) € T4, ha valahdnyszor (u, u) €7, és (w, —u) = (2, —90),
akkor (z, 8) = (u, p).

A nem helyettesitési tétel bizonyitdséhoz az alibbi feltételekre lesz sziiksé-
gink:
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Feltevések

F1. Nines ikertermelés: ha (x, y,0) €7 egy termelési folyamat, akkor az y out-
put vektor i-dik komponense y; nulla ha 45§

F2. A munka sziikséges a termeléshez, ha (z, y, ) €T}, és a 6 munkaraforditds
nulla, akkor y is nulla.

F3. 7, < R} konvex zart kip, és a T'; konvex kip.

4. A T technologiai halmaz produktiv, vagyis létezik (x,y,0) €T, amelyre
y > x.

Megjegyzés: Az 3 feltétel tul erGsnek tiinik. Bebizonyithaté (pl. NIKAIDO
[17]), hogyha a 7'; halmazok mindegyike konvex zért kip, akkor az F2 mér
implikalja a 7', halmaz zartsdgat. Mivel ennek bizonyitdsdhoz hosszadalmas,
rutinszer(i és a Jelen dolgozat targyédhoz nem kapcsolodéd megfontolésok sziik-
ségesek, ezért az egyszeriiség kedvéért eltekintiink téle.

TETEL (nem helyettesitési tétel): Az F1—-F4 feltételek teljesiilése esetén
léteznek olyan (x;, ), )eT;j=1,2,...,m) eljarasok, amelyekre

n
T% '=1{2, 0) > 01 (z)0)= Dy — ), d)uy, u; = Ol =
j=1
=con {(y; — = 8)|7 =1,2,...,n} N B,

Bizonyitds: A bizonyités alapjiul az az igen egyszer(i észrevétel szolgél, amely
szerint a T, halmazban — az ikertermék hidnya, és a munka sziikségessége
miatt — a hatékony és a munkardforditdst minimalizal6 megoldésok egybe-
esnek. Pontosahban fogalmazva legyen (z,,8,) €7T,. A (24, 6,) pér akkor és
csakis akkor hatékony eleme a 7', nett6 termelési lmlma,znak ha

(1) 8, = min {3|(z, 8) €T z = 2o} = min {8 (2o, 8) €T, — R X {0}}.

Valéban, ha (z,, 8,) hatékony, az (1) nyilvan teljesiil. Induljunk ki most az
ellenkezs 4llitdsbol, és legyen (z, 8) €1', olyan vektor, amelyre (z, —0) >
— (29, —98p)- A minimalitési tulajdonsdg miatt 6 — d,. Tegyiik fel, hogy vala-
melyy mdexre z; > z,;. Nyilvan (z, 8) = (&' + z;, & + d,), ahol z; =y, — z,
és (), y;, 6,) €T és (2,8) = 2 (¥ — @i 01)-

Az F1 feltétel alapjén a j- dlket kivéve az y Y minden komponense nulla. Mivel
az y; nem nulla, az K2 alap]é.n ad; pozmv Elegendoen kicsi, de még pozitiv A
esetén 2" =2 + (1 —A)(y; —z) =2 + (1 — c o B R P B s
= (2", 8 + (1 — 2)8) ETJr, ami ellentmond az (1) egyenl({ségnek Kovetkezés-
képpen 2 == 2o, teh4t (24, 0o) valéban a 7', hatékony eleme.

Tekintsiik a

p=0
(2) Pz 8, (V(z9)€T,)
Pzy - BUP

féligvégtelen linedris programozdsi feladatot. Beldtjuk, hogy (1) éppen a (2)
dudlisa. A (2) duédlisa
6 —» min

(¢, 0) €C,
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ahol ¢ = con ({(z,8)| (z,0) €Ty} U {(—e;, 0)|i =1,2,...n}) =T, — R% X {0}.
Az ut6bbi allitas bl/onyltasahoz elegendd megmutatnl hogy a lezérés jel
felesleges, vagyis, hogy a 7', — R? X {0} kap zért. Tegyiik fel, hogy

(vy, O) €T, — RT X {0}, lim (Vny 0,) = (Voo 0).

Definicié szerint v, = z, — u,, ahol (z,, 6,) €T és az u, nemnegativ. Megmu-
tatjuk, hogy a z, sorozat korldtos. Ha nem, akkor a {z,} egy alkalmas {z,,}

részsorozatdra ||z,|| —~» co. Mivel a T, kip, ezért —— (z,, 6,) €T',. Mivel a
2

_Eme gorozat korlétos, igy 1étezik torlodasi pontja: (z*, 6*). Mivel ||z,,|| ~ ~

l z:IIA- ]

ezért a 6* nyilvan nulla. Az H—Z'Eﬂ =1, 25, = 0 alapjén a z* szemipozitiv.
Zny

AT, F3szerint zart, igy tartalmazza a (z* 0) vektort, ami azonban az F2 alap-

jan lehetetlen Tehat a {z,} korlatos, és ezért létezik konvergens részsorozata.
Az egyszeruscg kedvéért tegyiik fel, hogy mar az eredeti sorozat is konvergens.
Mivel a v, = 2, — u, sorozat is konvergens ezert az u, sorozat is konvergal.
Ismételten felhaszndlva a 7', zértsdgit a (v, 6,) = hm (v, 05) = hm (2 0,) —

— lim (u,, 0) €Ty — R" X {0} tartalmazéshoz ]utunk ami éppen aT+ R X
X {0} kap zér tsa,gé.t jelenti.

A nem helyettesitési tétel bizonyitasa az (1)—(2) dudlis par aldbbi hidrom
egyszerl tulajdonsdgan mulik:

(i) A (2) primdl feladat feltételi halmaza nemiires kompakt halmaz, hiszen a
P = 0 lehetséges megoldésa (2)-nek, és az F4 feltétel alapjan létezik olyan
(x,y,0) €T, amelyre az (y — z,0) €T, pozitiv, és igy a feltételi halmaz korl&itos
(A zértsig nyilvanvalo, hiszen zért félterek metszete.) Legyen z, — y — 2 _-
tetszGleges. A (2) primél feltételi halmaz kompaktsdga miatt az (1) —(2) pérnak
létezik optimdlis megoldésa.

(ii) Legyen elGszor (2, 6,) a dudl feladat optimdlis megoldédsa. Definicio

szerint léteznek (z;, y,0)€T; (j =1,2,...,n) vektorok, amelyekre 2n‘
j=1
(yj—z) =% =2 68 8= 2"‘ d;. A z, pozitivitésa, és az ikertermelés hidnyét

kimondé F1 feltétel alapjé.n egyetlen y; vektor sem nulla, tehét ha y;;
jeloli az y; vektor j-dik komponensét, alkor yj; > 0. Jelol]ew az y;;szémokbol

alkotott n dimenziés vektort. Definidljuk az 4 — —l—xj

0 <Z—=w— Aw, kovetkezésképpen az A métrix proc{uktlv ésigyaz (B — A)-?*
inverz métrix l6tezik és nemnegativ [1], [17].
(iii) Jelolje p a (2) optimélis megoldésat. Ekkor

métrixot. Nyilvan

() 2 0= 8= Pro = P2 = 217(!// — z).

j=1 j=1

Mivel a z pozitiv és a 7', kip, ezért alkalmas A-ra a 42 + Yy, — x; nemnegativ és
ezért (X2 + y; — z;, Mo + 9)) €T',. A (P) definici6ja a.la,p]én ME+ Py, —x) <
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= A8y + 8;. A () egyenlStlenséggel tsszevetve a rendkiviil fontos Bly; — z)) =
= 0; komplementaritdsi feltételhez jutunk.

Ennyi elokésziilet utdn a tétel bizonyitédsa mér egyszerii. Tegyiik fel elGszor,
hogy a (2%, 6°) aT', hatékony eleme. Mivel az (¥ — A)~!létezik és nemnegativ,
ezért a v — (K — A)~12° is nemnegativ. Nyilvdn

g 4 V; S
= (E—Av= 3 )L =3y — =z
j=1 Yy =1

Meg kell mutatni, hogy egytttal a §¢ — 2"‘ d;u; is teljesiil. Mivel a (2, 6°) haté-
j=1

I n
PO} = Xy w)uy — 3 Suy. Ebbol a 6 — 3 8u; egyenldség
=1 j=1 1

4 Jj=

kony, ezért 6 = min {8|(z, 8) €T, "j 2} = max {pz*|pz < 6, (2, 8) €T},

nyilvanvalé.
~ n
Megforditva tegyiik fel, hogy a nemnegativ (2, 6) par felirhatd > -
1

J=
— 2, 0))u; alakban. Tekintsiik az aldbbi becsléseket, amelyekbGl a bizonyités
elején tett megjegyzés alapjdn a (z, 6) hatékonységa mér kovetkezik.

min {8|z > %, (2, 6) €T',} = max {pz|pz < 9, (2, ) €
n A
ET+) P = 0} ; /~é = ﬁ (3// Vi xj)u} :2 6juj =q
s

( Beérkezett: 1984. dec. 22-én.)
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SEMI-INFINITE LINEAR PROGRAMMING AND MATHEMATICAL ECONOMICS

The paper discusses some applications of the semi-infinite linear programming. It pre-

sents the growth model of Gale, a generalization of the so-called Fundamental Marxian
Theorem of Morishima and Samuelson’s non-substitution theorem.

IMOJIYBECKOHEYHOE JIMHEMHOE TNMPOI'PAMMUWPOBAHUE
N MATEMATHUYECKASI S9KOHOMHKA

B craTbe paccMaTpMBalOTCs HEKOTOpbIE CJIy4aH MPHUMEHEHHs IM0Jy0eCKOHEYHOro JIMHEeIHOro

nporpammipoBanus. IMokasbiBaercss Mogenb pocra I'eitna, o6o0meHue T. H. OCHOBHOH Mapk-
CHCTKOH TeopeMbl MOpHIIMMBI M TeopeMa He3aMeHsieMOCTH CaMydJIbCOHaA.
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