VORrROS JOZSEF

Degeneracié és szingularitis a pénzbefektetéses
analizisben

Bevezetés

A pénzbefektetés analizis beruhdzéja b nagysagu tGkéjét n helyre fektetheti
be. A tervperiédus elején az i-edik helyre invesztélt Osszeg nagysdgét jelolje
x, 1= 1,...,n, mely a perédus végén &x; nagysigia hozamot biztosit, és &;-k
egy ismert tipusu egyiittes valOsziniség-eloszlasfiiggvénnyel rendelkeznek.
A beruhédzé Ggy vélasztja meg az x; értékeket, hogy azok maximalizaljak w(§’'x)
hasznossdgfiiggvényét (a vonds transzponéltat jelol és & = [&,, ... &,],
x = [x,,...2,]). Feltessziik, hogy u € U, ahol U a nem csikkend, folytonosan
differencidlhaté konkév hasznosségfiiggvények osztdlya; mésként megfogal-
mazva ez azt jelenti, hogy beruhdzénk kockézatérzékeny.

Beruhdzonk probléméjat az aldbbi médon fogalmazhatjuk meg:

B¢ {u(g'x)} — max (1a)
Lixi—b (1b)
x€K, (1e)

ahol K, varhaté értéket jelol a § valdszin(iségi vektorra vonatkozéan, K pedig
az x; véltozokra egy tovabbi feltételeket megfogalmazé konvex halmaz.
(Az 1 vektor az un. Osszegzb vektor, azaz 17 = [1,...,1].)

A §’x véarhato értékét jelolje O varmnuédé,t pedlg /- ToBIN [4]-ban meg-
mutatta, hogy a fenti kitételeknek eleget tevd ha'-xznoqqé,gl fuggvények kizom -
bosségi gorbéi a (€, Z) sikban monoton névekviek és konkévak; emellett, ha
a &;-k egyiittes eloszldsa normélis, akkor az (1) feladatot az aldbbi médon lehet
megoldani:

meg kell &llapitani a valdszin(iségeloszlas paramétereit,

— el kell allitani a hatékony (adott C-hez a legkisebb Z-t ad6) befektetési
kombindciék halmazat,

— a beruhdzé kozombosségi gorbéjének megfelelGen ki kell vélasztani a
maximalizdl6 kombindciot.

(Lésd az 1. dbrat, ahol X a kozombiosségi gorbesereget, Y pedig a hatékony
kombinéacidk (C, Z) értékeit jeloli.)

A hatékony kombinéciok halmazat Merton az alébbi feladat explicit megol-
désdval dllitotta eld:

I'x'=0
a’x=0 (2)
x'Vx — min,
ahol K(§) = a;; és v;; = cov (&, &), tovadbbd a’ = [a,,...a,] és V = [vy].
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1. dbra. A dontés

A viltozokra vonatkozé nemnegativitési feltételt (2)-hoz csatolva [5] tanul-
mény szintén explicit megolddst kozol. Az eljards kiilonosen hatékony azon
esetekben, amikor létezik (2)-ben C-nek olyan (C'y; 0'}) nyilt intervalluma, mely-
ben az optiméalis megold4s valamennyi komponense pozitiv. A tanulmény bizo-
nyitja, hogy a C'; pontban zérévé vélé véltozé a ¢ < (' intervallumban végig
zéré marad, kovetkezésképpen ebben az intervallumban a rendszerbél elhagy-
haté. Ha a €'y pontban tobb véltozé vélik zérussd, a tanulmény més eljarésok-
hoz hasonléan perturbdciot javasol. A kivetkezs fejezet azt bizonyitja, hogy ha
ebben a €, pontban tobb véltozd véalik zérussd, ezek mindegyike a C < C,
intervallumban zéré.

A pénzbefektetés-elmélethen dllandésult feltevés, hogy a kovariancia-varian-
cia matrix nem szinguldris. Kz fontos kitétel volt mind a [2] mind az [5] tanul-
ményban. A cikk utols6 fejezete ezen kitételt oldja fel és explicit megolddsat
adja a (2) feladatnak, amikor a kovariancia-variancia métrix szinguldris (pozi-
tiv szemidefinit).

1. A degenericio kezelése

Legyen tehit adott az aldbbi n valtozés (n > 2), C-ben paraméteres kvadra-
tikus programozési feladat:

X_>o0 (3a)
1'% == b (3b)
a'x = (3c)
. % Z2(0) = max[ ; x’Vx] " (3d)

Legyen m olyan index, melyre 1 < m <= n, tovabhé legyen M — i1 g
=tz m}; N ={ilm+ 1= i< n}é E olyan métrix, mely E = 1l ahol
0 egy mx (n — m)-es zéré métrix, az I pedig egy (n — m) X (n — m)-es egység-

méatrix.

1. tétel: A (3) feladatban a kovariancia-variancia métrix legyen pozitiv defi-
nit, a ¢y, << ¢ < Cy intervallumban pedig az optimélis megoldds valamennyi
komponense pozitiv értékii. A C'; pontban legyen x;, = 0, i € N; x; > 0, i € M,
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valamint az a vektor els m komponense kozitt legyenek kiilonbozdek. Ekkor a
C = O, intervallumban a (3) feladat megolddsat az

x>0
1'x2s B (4)

iy 72 (C) = max { . x’Vx]
2 2

feladat megoldésa adja.

A tétel megfogalmazdséhoz néhdny megjegyzést fliziink: a feltételek szerint
a (3) feladat optimalis megolddsa azzal az elényss tulajdonsdggal rendelkezik,
hogy a (Cy; ) intervallumban valamennyi komponense pozitiv. Ebben az in-
tervallumban a (3) feladat tehat ekvivalens a (2) feladattal, kovetkezésképpen
Lagrange-problémaként is felfoghaté. Ezen Lagrange-megoldas utolsé (n — m)
komponense zérév4 vélik a C', pontban, igy a (3) feladat és a (4) feladat ebben
a pontban ekvivalens. A (4) feladat m valtozés problémaként is kezelhetd, mely
szintén rendelkezik azon tulajdonsdggal, hogy létezik olyan O, példdul a C,,
amelyben az optimalis megoldés valamennyi komponense pozitiv. Igy, ha téte-
liinket bizonyitjuk, a (3) feladat megolddsat — a kimondott feltételek mellett —
olyan elGjelkitetlen feladatok megolddsanak sorozataként allitjuk els, melyek
mérete minden iterdcios lépéshen csokken.

Bizonyitds: A 3. feladathoz a

D(x, u) — - -~1—x’Vx + (b — 1'x) + uy(C — a’x)
9 1

Lagrange-fiiggvény tartozik, a K7 feltételeket pedig az aldbbi rendszer fogja
Ossze:

b = —Vx — 1u, — au, < 0; (5a)
ox
I'x ='h (5b)
8'x=0C (5¢)
x’ ki 4l 0 (5d)
ox
x>0. (5e)
Ezutén tekintsiik a
1’ =0
a’x=0C (6)
Ex =0

higl Z*((C) = max [ oty x’Vx]
2 2
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feladatot. Az 1. tételben kimondott feltételek mellett a valtozok folytonossdga
miatt a C';-nak biztosan létezik olyan kornyezete, melyben a (6) feladat ekviva-
lens a (4) feladattal. Most megmutatjuk, hogy a C-nak létezik olyan bal oldali
kornyezete, melyben a (6) feladat optimélis megolddsa kielégiti a (3) feladat (5)
alatti KT feltételeit.

A (6) feladathoz tartozé Lagrange-fiiggvény az alabbi:

D(z, u) = —~—;—-X'VX + wy (b — 1'x) + up(C — a’x) — x"Eu,,

ahol az u, vektor (n — m) Lagrange szorzot tartalmaz.
A (6) feladathoz csatolando elsrend feltételeket az alabbi egyenlGségek fogjék

0ssze:

~-Vx — 1y, — au, — Eug =0 (7a)
I'x =b (7b)
#x = (7¢)
Hx=0 (7d)
(7a)-bol V pozitiv definit volta miatt
x = —V-1u, — V-lau, — V-1Eu,. (8)

Legyen V-1 —=M, f = I'M1; d — a’Ml; e — a’Ma, és az M métrixot particio-
naljuk az alabbi mddon:

M ‘M, M,
NI m |: s (3 ATH 11 12 .
M, M,, My,
ahol az M,, métrix m X m-es, és M particiondlasinak megfelelGen a’” — [a]; a,],

ahol a, m elemii vektor.
(8)-bol:
b=1Vx= —fu;, — du, l’[ :[[m]u;,
22 (9)

M.,
C=a'x= —du e, — a’ | = 2 |u,
1 2 M2 3

2

és mivel az x vektor utolsé (n — m) komponense zéro, szintén (8) felhaszndlésé-
val:
0 = —M,lu, — M,au, — M,,u,,

melybdl V pozitiv definit volta miatt
u; = —MzpM,1u, — Mz M,au,. (10)
u, értékét (9)-ben felhasznalva

b= —uy(f — f) — uy(d — d) (11)

C = —uy(d — d) — uye — &),
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ahol
= 1'[ M12]IVI;211V121; ¢ = a,[ M12-]M2—21M2a;
22 M22_
Lo 1[M12] M;'M,a.
My,

Felhasznélva az
f—f=f d—d=d; e—&t=2
egyszer{isits jelolést (11) az aldbbi form4dban irhaté fel:
b= —u,f— ugd (12)
0 — “'uld e uzé-

Az ¢, f, d meghatérozésénél szerepet jatszo méatrixoknél a kijelolt miiveletet el-
végezve kapjuk, hogy

[ Mm] MM, — [ M, Mz M, M12] ;
22 M21 M2Z
melynek felhasznéléséval:

f= 1’[M11 13 NLmMElezl g]l = LGk,

¢ = a'Ga, és d = a’G1.
Tekintsiik ezek utén a
P(A) = (a — AL)G(a — Al) = fA2 — 2dA + &
mésodfoki fiiggvényt, melynek diszkrimindnsa
dz — ¢f.

Az M, — M,Mz'M,, = Vit blokk pozitiv definit volta miatt a ¢(4) ezért csak
akkor zér6, ha a, — A1; feltételiink szerint azonban az a vektor elsé m kompo-
nense kozott kiilonbozbek is vannak, melybdl kovetkezik, hogy éf — d% > 0.
Az éf — d? egyattal determindnsa is a (12) egyenletrendszernek, melybdl kovet-
kezGen (12)-nek aza, -« 21 kikités mellett egyértelm( megoldésa van u,, u,re:

v — _ B —dC

e s v
e —d? (13)

_Je—-d

Uy == .
; éf — az

(10)-ben felhasznélva ezen eredményt

@f — d%uy = (fMz'Mua — dMzIM,1)C + EMz'M,1 — dM5;'M,a)b,

4 Srigma 85/8
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tehat u; valamennyi komponense C-nek linedris fiiggvénye. A ' = ', helyen
u; = 0, mivel az (5a) feltételek egyenléség formajéban teljesiilnek, és C,, jobb
oldali kérnyezetében u; valamennyi komponense pozitiv, hiszen ha azok kozott
akar egy is negativ lenne, azt eredményezné, hogy C, jobb oldali kirnyezetében
(3)-nak létezik olyan optimdlis megolddsa, melyben egy valtoz6 értéke zéro,
mig a tobbi pozitiv. Ez azonban ellentmond annak, hogy (3)-nak ezen kiornye-
zethen minden valtozoja pozitiv. Kovetkezésképpen: C bal oldali kérnyezeté-
ben u; valamennyi komponense negativ, ami annyit jelent, hogy i € N-re z;-k
zéréra éllitdsa a KT feltételeket kielégiti; tovabbd C-nak létezik olyan bal
oldali kérnyezete, melyben x; > 0 Vi € M-re, szintén a véltozok folytonossédga
miatt. A véaltozok ezen stdtusa — hogy ;> 0Vi€ Mreésa; = 0Vi€ N-te —
mindaddig kielégiti a KT' feltételeket, mig az M indexhalmaz Gjabb elemeihez
tartoz6 valtozok zérévd nem vélnak. Ezen C_,-ben u, valamennyi komponense
ugyanugy negativ mint C_, jobb oldali kbrnyezetében, tehat a (3) feladat meg-
olddsit a ¢ < C, intervallumban a (4) feladat megadja, melybél az utolsé
n — m véltozot elhagyva, a visszamarado feladat szintén azzal a tulajdonsiggal
bir, hogy létezik C-nek olyan intervalluma, melyben minden véltozé pozitiv.
Eredeti feladatunkat igy visszavezettiik egy méretében redukdlt feladatra.
Beruhézénknak legyenek az alfbbi tulajdonséggal biré befektetési helyei:

=1y a" =[1:1;2:8] és

0,1
0,2
V=
0,2
0,5
Mint ismeretes,
x = —V-1u, — V-lau,,
ahol (12)-héz hasonl6éan
eb — dC
U = — — ~
ef — d?
Uy = — /C — (‘l‘b )
: ef — d?
valamint
P 2
70 _ fC* — 2dbC + b

ef — d?
Az alébbi értékekre van tehét sziikségiink:

10 10 10
5 5
Vit=M — FMI = ; Ma = ;
5 5 10
2 2 6
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Ezek felhaszndldsdval:

I

(—90C + 220)/205
(—45C + 110)/205
(
(

I

I

65C — 45)/205
70C — 80)/205

T
Zp
Z3
Z4
A kifejezések alapjén az x > o egyenlGtlenségrendszert C-re megoldva kapjuk:

C < 220/90 = 2,44
C < 110/45 = 2,44
C > 45/65 = 0,69
C > 80/70 = 1,14,
tehdt ) = 1,14; C, = 2,44 és fgy a C, < €' < | intervallumban valamennyi

véltoz6 pozitiv, a C)-ben pedig az x, és x, valtozok vélnak zérévé. A € > C,
intervallumban ezeket elhagyva, a redukalt feladat inputjai:

8’ = [2; 3]; v :[0’205],

és mivel csak két valtozénk van, ezek a 2 < O < 3 intervallumban biztosan
pozitiv értékiek.

Egyébként: f = 7; d = 16; e = 38 és ef — d? = 10.
AC = 1,14 pontban x, = 0, ezért C < 1,14-ben a negyedik alternativét torslve
feladatunk inputjai:

a"={[1;1;2]; b=1; és

0,1
V=[ 0,2 }
0,2
10 10 10
Mz[ 5 ]; Ml:[s}; Ma=[5],
5 5 10

és f = 20; d = 25; e = 35 valamint ef — d? = 75.
z; = (—50C + 100)/75
@y = (—25C + 50)/75
2= ( 75C — 15)/15,

Ezekbdl

melyhdl
cL2
0?2
e

4‘
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z22i

oy

2. dbra

Szdmitdsainkat az aldbbi téblézat foglalja ossze:

Valtozok értékei

Intervallum R SR L S T T T T A AR R A (1 MR A
X3 , Xy I Xy l x4
B v X 2/3 1/3 0 0
1<C< 1,14 (—2044)3 (—C}2)3 Cc—1 0
1,14 < C < 2,44 (—18CH44)/41 | (—9C | 22)/41 | (13C—9)/41 (14C—16)/41
244 C< 3 0 0 ~ 43 c—2
C=3 0 0 0 L

Az egyes intervallumokhoz tartozo parabola ivek egyenlete, illetve az egyes
pontokhoz tartozé értékek az alébbiak:

1/15
(4C% — 10C + )15
(2202 — 62C + 53)/205
(7C2 — 320 + 38)/10

0,5

Ezen leképezéseket a 2. abra foglalja Gssze.

A téblazatnak megfelelGen az (1,14; 2,44) intervallumban mind a négy vél-
tozé pozitiv, a C' = 2,44 pontban az elsé két véltozo zéréva vilik és egy olyan
parabola iv simul az el6z6hoz, melyet két véltozé — az x, és x, — feszit ki.
Kiemelend6 még, hogy a Z% fiiggvény folytonosan differencidlhaté, ugyanis
a parabolaivek nem metszik egymdst. (A 2. 4brén a Z2 fiiggvényt a folytonos
vonal jeloli.)

2. Az altalanos szingularitis

A szinguldris eset o kockédzat nélkiili letét kontosében mér régota jelen van
a pénzbefektetés-elméletben. Legyen ugyanis n kockdzatos befektetési helye
egy beruhdzonak oly médon, hogy a hozzétartozé kovariancia-variancia métrix
nem-szingulédris (pozitiv definit). Ha most a befektetési helyek szdmdt a koc-
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kézat nélkiili letéttel vagy hitelfelvétellel bévitjiik, az eset ugy is felfoghato,
hogy a V kovariancia-variancia métrixot zéré oszlop és sorvektorral bvitjiik,
ezzel métrixunk szinguldris — és igy pozitiv szemidefinit lesz. A Tomix,
SHARPE, LINTNER ([4], [3], [1]) vonal nyomén ismeretes, hogy ebben az esetben
a Z(0) tiiggvény linearis, MERTON [2]-ben pedig megadta ennek egyenletét els-
jelkotetlen esetre. [5] alapjan ismert Z,(C) forméja el§jelkotott esetre. Mivel
az 4ltalanos (tobbszoros) szingularitds osszefiiggései elGjelkitetlen esetre sem
ismertek, a Z*(C) fiiggvény meghatarozasat ezzel az esettel kezdjiik.
Legyen adott az aldbbi n valtozés feladat:

1%=—b
a'x=0 (13)
1 I
——2%0) = max[—— —X Vx] ’
2 2
ahol a V = [v;;] métrix nXn-es és rangja m. Ennek megfelelden particionélva
8 métrixot:
V i [Vll Vl2] ,
Va Vo

ahol V; mXm-es nem-szingulédris blokk, és ennek megfelelen a’ = [a;; a,].
Legyen
o' =1 — 1'V;'V,,
P’ =a; —ajV;'Vy,
f=0V3l; e=a;Vila; d=a Vil
2. tétel: A (13) feladatban

0, ha a és B fiiggetlenek, vagy ha a; = q;
Vi,j€M és da = B oly mddon, hogy a, = Al;

i NLIJ)Z——, ha da =8 ésa = 0;

22— 2dA + e

ZXC) =1 8f, ha o« = 0 és B = 0;

fC? — 2dbC + eb?
ef — d?

, ha o« =B = 0 és nem 4ll fenn,

hogy a; = a; V1, j € M-re.

Bizonyitds: A (13) feladat és (3) feladat Lagrange-fiiggvénye megegyezik,
és a hozzétartozo elsérendii feltételek az aldbbiak:

Vixy + Vioxo = —lu;, — au, (14a)
Vauxy + VooXp = —1u; — agu, (14b)
1'x=1b (14c)

a’x =@. (14d)
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(14a)-bdl
x; = —Vi'lu, — Vilau, — V5iV,,x,, (15)

melyet (14b)-ben helyettesitve, és felhaszndlva a szingularitds miatti

Voo — Vo, Vii'Viy = 0
osszefiiggést, adodik, hogy

au, + Bu, = 0. (16a)

(15) felhasznaldsaval
Ux = —fu, —du, + a’x, = b (16b)
a’x = —du; — eu, + B'x, = C, (16¢)

a (l4a—b) egyenletrendszert pedig szorozva az x’ vektorral:
Z*(C) = x'Vx = —bu, — Cu,. (17)

Ha az a, @ vektorrendszer fiiggetlen, (16a)-nak csak az u;, — u, = 0 a megoldé-
sa, melybdl (17)-re

Z¥C) = 0,
(14b—c)-re pedig
o'x, = b (18a)
Bfxy =0 (18h)

adddik. Tgy (15) és (18) felhasznélésdval ¢ fiiggvényeként x értéke is megélla-
pithato.
Ha most Za = 8 és a = 0, (16a) felhasznéldsdval

Uy = — Ay, (19)
és (16b)-ben mindkét oldalt A-val szorozva majd (16¢)-bél kivonva adédik, hogy
—Uy(fA2 — 2dA + €) = C — 2b. (20)
u, egyiitthatéjat mésként is megfogalmazhatjuk:
fA* — 2dA + e = (a; — Al)'V;(a, — A1).

Tehat: ha az a, vektor komponensei azonosak és emellett A értéke megegyezik
ezen komponensekkel (azaz a, = A1) V;;! pozitiv definit volta miatt Uy egyiitt-
hatéja ekkor zérd, egyébként pozitiv. Ha fA2 — 2dA + e = 0, akkor (' csak a
b értéket veheti fel, azaz f(C) csak egy ponthél 411. (17)-ben elvégezve a C' — b
helyettesitést, és tekintettel a (19) alatti osszefiiggésre: Z(Ab) = 0.

Ha 22 — 2dA + e -« 0, (20)-bél:

g b 4 o (21a)
fA2— 2d + e
s (19) felhasznéldsival
Uy = },ﬁ“gi_ (21b)
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u, és u, értékeit (17)-ben helyettesitve célhoz érkeztiink:

(C — 2b)

20) = —-—.
) A2 — 2dA + e

(22)

Erdemes megjegyezni, hogy a pénzbefektetéselmélet jol ismert , kockézat
nélkiili letét” teljes aga (22) specidlis eseteként tekinthetd, amikor is A értéke
a kamatlab nagysadgat reprezentélja.

A valtozok értékeinek meghatdrozésdra (15) és (16¢) haszndlandé fel.

Tovabb vizsgdlva a lehetséges eseteket, legyen most & = 0 és 8 -= 0. (16a)-
bél ekkor u, = 0 kovetkezik, melyet (16b)-ben felhaszndlva:

ul == —b/f.
Ekkor (17) a C tengellyel pdrhuzamos egyenes;
Z30) = bf.

Ha o = 0 mellett most még a @ vektor is zéré, (16)-nak u,- és u,re egyértelmfi
megolddsa akkor lesz, ha az a;-k kozott lesznek kiilonboz8k (i € M).
Ebben az esetben (16)-bél, (12) megolddsédhoz hasonléan:

eb — dC
Ui —
ef — d?
o s TIRY
ef — d?
azaz
2 __ 2
2(0) — fC? — 2db + eb '

ef — d?

Ismét érdekes a nemnegativitdsi kikotéssel keletkezd probléma. Hasonléan
az elGjelkotetlen esethez, sok kimenet lehetséges, de célszer( itt is az elGjel-
kotetlen esethdl kiindulni, mégpedig oly médon, hogy megvizsgéljuk, van-e C-
nek olyan intervalluma, melyben valamennyi véltozé nem-negativ. Ha létezik
ilyen intervallum, megéllapitjuk ennek maximélis kiterjedését, melyet jeloljon
ismét € és ). Az elsG tétel gondolatmenetéhez hasonléan ismét bizonyit-
haté, hogy a hatdrpontokban zéréva valé valtozok a késGbbi vizsgalathol ki-
zérhatok.

Ha C-nek nem létezik az emlitett tulajdonsdggal rendelkezd intervalluma,
a feladat ismét megoldhat, ha képezziik az eredeti n véltozds feladathdl els-
allitott (n — 1) valtozos feladatokat, feltéve, hogy ezen feladatnak létezik
olyan C-beni intervalluma, melyben mind az (n — 1) valtoz6 pozitiv és a val-
tozéknak ezen statusa (tudniillik, hogy az n-edik zéré, mig a tébbi pozitiv)
kielégiti a KT feltételeket. Az eljards inkdbb a feladat szerkezetének feltarasara
alkalmas, nagyobb méretii problémék megoldésédra bizonyéra célszer(ibb vala-
milyen numerikus technika alkalmazésa. noha ezek nem adnak explicit meg-
oldést.



160 VOROS JOZSEF

Az elmondottak illusztracidjat szolgdlja az alabbi feladat, melynek inputjai:

1 0 04 'Q 4,
0o 1 0 0,4 3
Vi= a = b= 1
04 0 016 0 2
0 04 O 0,16 1

Ezekbdl

10
Vi = J
a=[ 1]

o’ = [0,6; 0,6]; B’ = [0,4; —0,2],

tehét fiiggetlenek. Olyan x, és », értékeket keresiink, melyek egyrészt kielégitik
az
ofxy ="1]

B'x, =C
paraméteres egyenletrendszert (ahol most x; = [x,; 2,]), mésrészt biztositjék,
hogy z, és z, is nem negativ. (15) alapjan tehét az
X; + V5'Vix, =0
0%y =]
play=0

kanonikus forma nemnegativ megoldésait keressiik, ahol C' paraméter. A nume-
rikus forma az aldbbi:

@ z, 0 konst.
2y 0,4 0 0 0
2, 0 0,4 0 0
he 10,6 0,6 0 1
vy 0,4 —0,2 1 0

Ebbél kiindulva a bézistranszforméciés 1épések:

z, (o] konst. o konst.
2, —0,4 0 0,67 2y 0,67 | —0,221~C 5 0,33
2y 0,4 0 0 2, 0,67 | —0,451~C > 0,67
2y e 4 0 1,67 2y 1,67 | 0851~CZ 0,33
v? | ~0,8) 1 — 0,67 x, ~1,87 | L121~Cx 0,67

A szémitdsokbdl kideriil tehdt, hogy C'-nek nincs olyan intervalluma, melyben
valamennyi véltozé pozitiv lenne, ezért C-nek olyan intervallumai létezhetnek
ezek utdn, melyek legfeljebb hdrom pozitiv véltozéval rendelkeznek.
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Tekintsiik most az eredeti feladathél képzett azt a feladatot, mely nem tar-
talmazza az utolsé befektetési lehetdGséget. Az inputok ekkor:

1 0 04 4
V.=1L0. I -0 a—=|3
0,4 0 0,16 2

Ismét

10
Vis.—= .
1 [0 1]

igy a = 0,6; B = 0,4; azaz a két vektor Osszefiiggd és A = 0,667, valamint
f=2;d=1T; e= 25 és igy
A2 — 2dA + e = 16,556.

Az értékeket (21a) és (21b)-ben felhaszndlva, a (15) és (16c) dltal meghatérozott
kanonikus forma numerikus alakja:

! z, ’ (o] ' konst.
2, 0,4 0,201 | _o,154
2, 0 0,141 0,094
v* [0,4] —0,228 0,819

Az egyetlen iterdci6t elvégezve tablank forméja:

(o] ‘ konst,

—0,953 -~ C = 2,22
—0,094 — C = 0,666
2,047 — C < 3,68

0 141
—0,5671

|
| 3

A 2,22 < C < 3,58 intervallumban az elsé hdrom véltozé pozitiv és x, = 0,
ami egyébként a KT feltételeket kielégiti. Ebben az intervallumban a véltozok

értékei tehdat:
2, = 0,43C — 0,953

Ty = 0,141C — 0,094
z, = —0,571 + 2,047
z, = 0.

Ha most az eredeti feladatbdl az elsd alternativat hagyjuk el, az 1,457 < C' <
< 1,887 intervallumban az utolsé hdrom véaltozé pozitiv, a pontos értékek

pedig:

z, =0

z, = 0,372C — 0,54
23 = 0,317C + 0,125
z, = —0,75C + 1,415.
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z+ Iy

Y

3. dbra

A C = 2,22 pontbhan az x, valtozd valik zérussé, tehat a ¢' - 2,22 intervallum-
ban létezik olyan megoldas, melyben z, és z, pozitiv, mig &, — z, = 0. A C =
= 1,89 ponthan az x, valtoz6 valik zérussd, tehat a ¢! - 1,89 intervallumban
létezik olyan megoldas, melyben z, és x, pozitiv és o, — x, — 0. Mivel a, — 4
és a, =1, ezért az eredeti feladatra a 1,89 -~ €' <~ 2,22 intervallumban
Xy = x, — 0 63 x,, 2y pozitiv. A szdmitdsokat a 3. dbra fogja Ossze, ahol az
lii,...ix jelolés azt reprezentéalja, hogy a jelzett intervallumban az x; ., . xa

valtozék pozitivak.

( Beérkezett: 1984. julius 13-dn.)
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DEGENERATION AND SINGULARITY IN THE DERIVATION OF PORTFOLIO
EFFICIENT FRONTIER

In an earlier paper the author discussed the explicit derivation of portfolio efficient
frontiers and showed some properties of the mean-variance function. This comprised two
important constraints: one of them was that the covariance-variance matrix is non-sin-
gular and the other that if short sales are allowed, only one of the variables becomes zero.
The present paper removes these two constraints and gives a procedure for producing
portfolio efficient frontiers and also shows that in this generalized case the shape of the
mean-variance function does not change either, that is, it remains continuously differenti-
able and convex even if short sales are not allowed.
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JETEHEPATHUBHOCTb W CUHTVJISIPHOCTb (OCOBEHHOCTD)
B AHAJIM3E TNOMEUEHHWS KAIMWUTAIJIA

ABTOp B oiHOil 113 CBOMX DpeabiylIMX craTeil paccmaTpuBas npodemy O9KCMIMIIHTHOTO
npejcTaBieHsT KOMOMHaIMI OQ(HEeK THBHONO MOMEIEHHs KanmuTaia W MoKasajl HeKOTophle 0Co-
OCHHOCTH (DYHKLIHM, OMpeesistioliel B3auMOCBsI3b NPUObLIL-PUCK. B Heit uMenn mecTo iBa Bajk-
HBIX OUpaHHYCHHS: MEepBOe — TO, YTO MATPUIlA KOBAPUAHIIMsI-BAPUAHTIIMSI HE SBJSETCS CHUH-
rynsgpHoii (oco0eHHoit), BTopoe —— To, YT0 B cjlydyae CBOOOJHOI0 3HaKa BCerja JiMib OJjHa mepe-
MeHHasl CTAHOBUTCS HYJIEBOH. B HacTosiulei ctaThe paspelualTes 9TH JBa NMPEeXXHUX YCI0BUS
M JIaeTCsl METOJ[ ToJIydeHust dderTHBHLIX KOMOMHAIMH, a Tak)Ke MOKa3bIBaeTcst, YTO B ITOM
00001IeHHOM CJlyYae TakoKe He uameHsiercst popma GyHKIUH MPUOBLIL-PUCK, TO €CTh MO-TPEX-
HEMY COXpaHsIeTCsi HenmpepLIBHO auddeoeHnpyemast BLIyKJIOCTb U B cliyyae cBOOOJHOr0 3HAaKa.



