
VÖRÖS JÓZSEF 

Degeneráció és szingularitás a pénzbefektetéses 
analízisben 

Bevezetés 

A pénzbefektetés analízis beruházója b nagyságú tőkéjét n helyre fektetheti
be. A tervperiódus elején az i-edik helyre invesztált összeg nagyságát jelölje
X;, i = 1, ... , n, mely a peródus végén ~;x1 nagyságú hozamot biztosít, és ~,-k
egy ismert típusú együttes valószínűség-eloszlásfüggvénnyel rendelkeznek.
A beruházó úgy választja meg az x; értékeket, hogy azok maximalizálják u(;'x) 
hasznosságfüggvényét (a vonás transzponáltat jelöl és s' = [ ;i, ... ;nJ,
x = [xi, ... x,,]). Feltesszük, hogy u EU, ahol U a nem csökkenő, folytonosan
differenciálható konkáv hasznosságfüggvények osztálya; másként megfogal
mazva ez azt jelenti, hogy beruházőnk kockázatérzékeny.

Beruházónk problémáját az alábbi módon fogalmazhatjuk meg:

Edu(;'x)} -+ max
l'x = b 
xEK,

(la)
(lb)
(le)

ahol JiJ! várható értéket jelöl a s valósaínűségi vektorra vonatkozóan, K pedig
az x,. változókra egy további feltételeket megfogalmazó konvex halmaz.
(Az l vektor az ún. összegző vektor, azaz I' = [l, ... , l].) 
A ;'x várható értékét jelölje 0, varianciáját pedig Z2. Tonrn [4]-ban meg

mutatta, hogy a fenti kitételeknek eleget tevő hasznossági függvények közöm
bösségi görbéi a (0, Z) síkban monoton növekvőek és konkávak; emellett, ha
a frk együttes eloszlása normális, akkor az (1) feladatot az alábbi módon lehet
megoldani:
- meg kell állapítani a valószínűségeloszlás paramétereit,
- elő keJL állítani a hatékony (adott C-hez a legkisebb Z-t adó) befektetési

kombinációk halmazát,
- a beruházó közömbösségi görbéjének megfelelően ki kell választani a

maximalizáló kombinációt.
(Lásd az 1. ábrát, ahol X a közömbösségi görbesereget, Y pedig a hatékony
kombinációk (0, Z) értékeit jelöli.)

A hatékony kombinációk halmazát Merton az alábbi feladat explicit megol
dásával állította elő:

l'x = b 
a'x = e 

x'Vx-+ min,

ahol E(;1) = a1; és vij = cov (;1, ;j), továbbá a' = [a1, •.. an] és V = [v,1]. 

(2)
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1. ábra. A elöntés

A változókra vonatkozó nemnegativitási feltételt (2)-höz csatolva [5] tanul
mány szintén explicit megoldást közöl. Az eljárás különösen hatékony azon
esetekben, amikor létezik (2)-ben C-nek olyan (00; 01) nyílt intervalluma, mely
ben az optimális megoldás valamennyi komponense pozitív. A tanulmány bizo
nyítja, hogy a 00 pontban zéróvá váló változó a Cs;; 00 intervallumban végig
zéró marad, következésképpen ebben az intervallumban a rendszerből elhagy
ható. Ha a 00 pontban több változó válik zérussá, a tanulmány más eljárások
hoz hasonlóan perturbációt javasol. A következő fejezet azt bizonyítja, hogy ha
ebben a 00 pontban több változó válik zérussá, ezek mindegyike a Cs;; 00intervallumban zéró.

A pénzbefektetés-elméletben állandósult feltevés, hogy a kovariancia-varian
cia mátrix nem szinguláris. Ez fontos kitétel volt mind a [2] mind az [5] tanul
mányban. A cikk utolsó fejezete ezen kitételt oldja fol és explicit megoldását
adja a (2) feladatnak, amikor a kovariancia-variancia mátrix szinguláris (pozi
tív szemidefinit).

1. A degeneráció kezelése 

Legyen tehát adott az alábbi n változós (n > 2), C-ben paraméteres kvadra
tikus programozási feladat:

x~o 
l'x = b 
a'x = 0 

- : Zt(C) == max {- : x'Vx}. 

Legyen m olyan index, melyre I < m < n, továbbá legyen M = jil 1 $; 
:s;; i :s;; m}; N = { i Im + l S: i ,:S: n} és E olyan mátrix, mely E = [ ~ , ahol

0 egy m X (n - m)-es zéró mátrix, az I pedig egy (n - m) X (n - m)-es egység
mátrix.

(3a) 

(3b) 
(3c) 

(3d) 

1. tétel: A (3) feladatban a kovariancia-variancia mátrix legyen pozitív defi
nit, a 00 < C < C1 intervallumban pedig az optimális megoldás valamennyi
komponense pozitív értékű. A 00 pontban legyen X; = 0, i EN; x1 > 0, i EM,
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valamint az a vektor első m komponense között legyenek különbözőek. Ekkor a
0 < 00 intervallumban a (3) feladat megoldását az

x>0 
l'x = b (4)
a'x = 0 
E'x = 0 

- : Z~_(0) = max {- : x'Vx} 

feladat megoldása adja.

A tétel megfogalmazásához néhány megjegyzést fűzünk: a feltételek szerint
a (3) feladat optimális megoldása azzal az előnyös tulajdonsággal rendelkezik,
hogy a (00; 01) intervallumban valamennyi komponense pozitív. Ebben az in
tervallumban a (3) feladat tehát ekvivalens a (2) feladattal, következésképpen
Lagrange-problémaként is felfogható. Ezen Lagrange-megoldás utolsó (n - m)
komponense zéróvá válik a 00 pontban, így a (3) feladat és a (4) feladat ebben
a pontban ekvivalens. A (4) feladat m változós problémaként is kezelhető, mely
szintén rendelkezik azon tulajdonsággal, hogy létezik olyan 0, például a O 

0
, 

amelyben az optimális megoldás valamennyi komponense pozitív. Így, ha téte
lünket bizonyítjuk, a (3) feladat megoldását - a kimondott feltételek mellett -
olyan előjelkötetlen feladatok megoldásának sorozataként állítjuk elő, melyek
mérete minden iterációs lépésben csökken.
Bizonyitás: A 3. feladathoz a

I
W(x, u) = - - x'Vx + u1(b - l'x) + 11,.(0 - a'x) 

2 • 

Lagrange-függvény tartozik, a KT feltételeket pedig az alábbi rendszer fogja
össze:

Ezután tekintsük a

aw a; = -Vx - Iu1 - au2 ;S;" 0; 

l'x = b 
a'x=0 

x' aw = 0 
ax 
x>0. 

l'x = b 
a'x =0
E'x =0 

- ~ Z2(C) ss max{- ~ x'Vx} 

(5a) 

(5b)
(5c)

(5d)

(5e) 

(6)



152 VÖRÖS JÓZSEF 

feladatot. Az I. tételben kimondott feltételek mellett a változók folytonossága
miatt a C 0-nak biztosan létezik olyan környezete, melyben a (6) feladat ekviva
lens a (4) feladattal. Most megmutatjuk, hogy a 00-nak létezik olyan bal oldali
környezete, melyben a (6) feladat optimális megoldása kielégíti a (3) feladat (5) 
alatti KT feltételeit.
A (6) feladathoz tartozó Lagrange-függvény az alábbi:

I
<J>(x, u) = - - x'Vx + u1(b - l'x) + u2(0 - a'x) - x'Eu3, 

2 

ahol az u3 vektor (n - m) Lagrange szorzót tartalmaz.
A (6) feladathoz csatolandó elsőrendű feltételeket az alábbi egyenlőségek fogják
össze:

-Vx - I u1 - au2 - Eu3 = 0 
l'x = b 
a'x = e 
E'x = 0. 

(7a)-ból V pozitív definit volta miatt

X = -V-1lu1 - v-1au2 - v-1Eu3. 

(7a)
(7b)
(7c) 
(7d)

(8) 

Legyen v-1 = M, f = l'Ml; d = a'Ml; e= a'Ma, és az M mátrixot particio
náljuk az alábbi módon:

ahol az M11 mátrix mXrn-es, és M part.ícioné.lásának megfelelően a' = [a;; a;J.
ahol a1 m elemű vektor.
(8)-ból:

b 1, f l l'[M12] = X = - U1 - l U~ - U3 
M22 (9)

és mivel az x vektor utolsó (n - m) komponense zéró, szintén (8) felhasználásá
val:

melyből V pozitív definit volta miatt

u3 értékét (9)-ben felhasználva

b = -ul(f - f) - U2(d - a) 
e= -ui(d - a) - Uz(e - é), 

(IO)

(11) 
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ahol

Felhasználva az

I - i = J; d - a = a; e - e = e 
egyszerűsítő jelölést (11) az alábbi formában írható fel:

b = -uJ - U2a 

C = -uir}, - uze. 
Az e, t: a meghatározásánál szerepet játszó mátrixoknál a kijelölt műveletet el
végezve kapjuk, hogy

(12) 

melynek felhasználásával:

J = l' [ M11 - M~2M;/M21 !] l = l'Gl, 
e = a'Ga, és a= a'Gl.

Tekintsük ezek után a

ip(A) = (a - Al)'G(a - J.l) = /J.2 - 2clA + e 
másodfokú függvényt, melynek diszkriminánsa

J2 - ef 

Az Mn - M12M2:i1M21 = V1i1 blokk pozitív definit volta miatt a ip(A) ezért csak
akkor zéró, ha a1 = Al; feltételünk szerint azonban az a vektor első m kompo
nense között különbözőek is vannak, melyből következik, hogy eJ - J2 > o.
Az ef - a2 egyúttal determinánsa is a ( 12) egyenletrendszernek, melyből követ
kezően (12)-nek az a1 cc,6 Al kikötés mellett egyértelmű megoldása van Ui, ui-re:

eb-JC u =---- 1 ef - J2
JC-ab u,,= - rl . - eJ - d2 

(10)-ben felhasználva ezen eredményt

(e/ - J2)u3 = (/M2;1M2a - JM2iM2l)C + (eM2iM21 - áM21/M2a)b, 

(13) 

4 Stigma 86/S
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tehát u3 valamennyi komponense G-nek lineáris függvénye. A O = 00 helyen
u3 = 0, mivel az (5a) feltételek egyenlőség formájában teljesülnek, és 00 jobb
oldali környezetében u3 valamennyi komponense pozitív, hiszen ha azok között
akár egy is negatív lenne, azt eredményezné, hogy O O jobb oldali környezetében
(3)-nak létezik olyan optimális megoldása, melyben egy változó értéke zéró,
míg a többi pozitív. Ez azonban ellentmond annak, hogy (3)-nak ezen környe
zetben minden változója pozitív. Következésképpen: 00 bal oldali környezeté
ben u3 valamennyi komponense negatív, ami annyit jelent, hogy i E N-ré X;-k
zéróra állítása a KT feltételeket kielégíti; továbbá O O - nak létezik olyan bal
oldali környezete, melyben X; > 0 Vi E M-re, szintén a változók folytonossága
miatt. A változók ezen státusa - hogy X; > 0 \;/ i E M-re és X; = 0 \;/ i E N-re - 
mindaddig kielégíti a KT feltételeket, míg az JJf indexhalmaz újabb elemeihez
tartozó változók zéróvá nem válnak. Ezen O_1-ben u3 valamennyi komponense
ugyanúgy negatív mint 0_1 jobb oldali környezetében, tehát a (3) feladat meg
oldását a OS:: 00 intervallumban a (4) feladat megadja, melyből az utolsó
n - m változót elhagyva, a visszamaradó feladat szintén azzal a tulajdonsággal
bír, hogy létezik O-nek olyan intervalluma, melyben minden változó pozitív.
Eredeti feladatunkat így visszavezettük egy méretében redukált feladatra.

Beruházónknak legyenek az alábbi tulajdonsággal bíró befektetési helyei:

b = I; a'= [I; I; 2; 3], és

V =[o'\,2 ]
0,2

0,5
Mint ismeretes,

ahol (12)-höz hasonlóan
eb-dO 

valamint

ef - d2 
/0 -db 

U2 = - 'ef - d2 

V(O) = /02
- 2db0 + eb2 

ef - d2 

Az alábbi értékekre van tehát szükségünk:

f = 22; d = 31; e= 53; ef - d2 = 205.
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Ezek felhasználásával:

X1 = (-900 + 220)/205
X2 = (-45C + 110)/205
X3 = ( 650 - 45)/205
X4 = ( 700 - 80)/20,5

A kifejezések alapján az x > o egyenlőtlenségrendszert C-re megoldva kapjuk:

e < 220/90 = 2,44
e ,s; 110/45 = 2,44
e> 45/65 = o,69
e :2: 80/10 = 1,14,

tehát 00 = 1,14; 01 = 2,44 és így a 00 < C < C1 intervallumban valamennyi
változó pozitív, a C1-ben pedig az x1 és x2 változók válnak zéróvá. A C > C1
intervallumban ezeket elhagyva, a redukált feladat inputjai:

a'= [2; 3]; V = [0,2 ] ,
0,5

és mivel csak két változónk van, ezek a 2 < C < 3 intervallumban biztosan
pozitív értékűek.

Egyébként: f = 7; d = 16; e= 38 és ef - d2 = 10.
AC = 1,14 pontban x4 = 0, ezért C;;;; 1,14-ben a negyedik alternatívát törölve
feladatunk inputjai:

a'= [I; I; 2]; b = I; és

[

0,1 ]
V = 0,2 .

0,2
Ezekből

M=[10 5 J Ml=rn, M•=rn, 
és f = 20; d = 25; e= 35 valamint ef - d2 = 75.

X1 = (-500 + 100)/75
X2 = (-250 + 50)/75
X3 = ( 750 - 75)/75,

melyből

4*
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z2 
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1,0 1,14 2,44 3,0 e

2. ábra 

Számításainkat az alábbi táblázat foglalja össze:

Váit&,ók értékei
Intervallum

r, x, r, x,

C = l 2/3 1/3 0 0
l < C < 1,14 (-2C+4)/3 (-C+2)/3 C-l 0
1,14::::; e< 2,44 ( -1sc+ 44)/41 (-9C+22)/41 (130-9)/41 (14C-16)/41
2,44 s; e< 3 0 0 -C+3 C-2
C=3 0 0 0 1

Az egyes intervallumokhoz tartozó parabola ívek egyenlete, illetve az egyes
pontokhoz tartozó értékek az alábbiak:

1/15
(402 - 100 + 7)/15

(2202 - 620 + 53)/205
(702 - 320 + 38)/10

0,5

Ezen leképezéseket a 2. ábra foglalja össze.
A táblázatnak megfelelően az (1,14; 2,44) intervallumban mind a négy vál

tozó pozitív, a O = 2,44 pontban az első két változó zéróvá válik és egy olyan
parabola ív simul az előzőhöz, melyet két változó - az x3 és x4 - feszít ki.
Kiemelendő még, hogy a Z~ függvény folytonosan differenciálható, ugyanis
a parabolaívek nem metszik egymást. (A 2. ábrán a Z~ függvényt a folytonos
vonal jelöli.)

2. Az általános szingularitás 

A szinguláris eset a kockázat nélküli letét köntösében már régóta jelen van
a pénzbefektetéa-elméletben. Legyen ugyanis n kockázatos befektetési helye
egy beruházónak oly módon, hogy a hozzátartozó kovariancia-variancia mátrix
nem-szinguláris (pozitív definit). Ha most a befektotéai helyek számát a koc-
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kázat nélküli letéttel vagy hitelfelvétellel bővítjük, az eset úgy is felfogható,
hogy a V kovariancia-variancia mátrixot zéró oszlop és sorvektorral bővítjük,
ezzel mátrixunk szinguláris - és így pozitív szemidefinit lesz. A TOBIN,
SHARPE, LINTNER ([4], [3], [l]) vonal nyomán ismeretes, hogy ebben az esetben
a Z(O) függvény lineáris, MERTON [2]-ben pedig megadta ennek egyenletét elő
jelkötetlen esetre. [5] alapján ismert Z+(O) formája előjelkötött esetre. Mivel
az általános (többszörös) szingularitás összefüggései előjelkötetlen esetre sem
ismertek, a Z2(0) függvény meghatározását ezzel az esettel kezdjük.

Legyen adott az alábbi n változós feladat:

l'x = b 
a'x = 0 (13) 

- ~ Z2(0) == max{- ~ x'Vx}, 

ahol a V = [v11] mátrix n X n-es és rangja m. Ennek megfelelően particionálva
a mátrixot:

V =[Vu V12],
V21. V22 

ahol V 11 m Xm-es nem -szinguláris blokk, és ennek megfelelően a' = [a~; aa
Legyen

a' = I' - l'V1í1V12
W = a; - a~V1i1V12,

f = l'Vü11; e= a~Vii1a1; d = a~Vü1l.

2. tétel: A (13) feladatban

0, ha a és [3 függetlenek, vagy ha a1 = aj 
Vi, j EM és J.a. = [3 oly módon, hogy a1 = ).I; 

(0 - J.b)2 
------, ha J.a = [3 és a# O; 
fJ.2 - 2dl + e 

Z2(0) = b2lf, ha a = 0 és [3 # 0; 

102 - 2db0 + eb2 h r.t O , áll fenn,-----, a a= t"' = es nem 11 

ef - d2 

hogy a1 = aj Ifi, j E M-re.

Bizonyitás: A (13) feladat és (3) feladat Lagrange-függvénye megegyezik,
és a hozzátartozó elsőrendű feltételek az alábbiak:

V11x1 + V12X2 = -lu1 - a1u2
V21x1 + V22x2 = -lu1 - a2u2

l'x = b 
a'x = 0. 

(14a)
(14b)
(14c) 

(14d)
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(14a)-ból

melyet (14b)-ben helyettesítve, és felhasználva a szingularitás miatti

V22 - V21Vii1V12 = 0 
összefüggést, adódik, hogy

( I 5) felhasználásával

l'x = -/u1 - du2 + a'x2 = b 
a'x = -dul - eu2 + (3'x2 = e, 

a ( I 4a- b) egyenletrendszert pedig szorozva az x' vektorral:

Z2(C) = x'Vx = -bu1 - Cu2. 

(15)

(16a)

(16b)
(16c)

(17) 

Ha az a, (3 vektorrendszer független, (16a)-nak csak az u1 = u2 = 0 a megoldá
sa, melyből (I 7)-re

Z2(C) = o, 
(14b-c)-re pedig

(18a)
(18b)

adódik. Így (15) és (18) felhasználásával C függvényeként x értéke is megálla
pítható.

Ha most Aa = (3 és a # 0, (16a) felhasználásával

(19) 

és (16b}-ben mindkét oldalt A-val szorozva majd (16c)-ből kivonva adódik, hogy

-uz(f A2 - 2dA + e) = C - Ab. 

u2 együtthatóját másként is megfogalmazhatjuk:

/A2 
- 2dA + e= (a1 - Al)'Vii1(a1 - Al). 

Tehát: ha az a1 vektor komponensei azonosak és emellett A értéke megegyezik
ezen komponensekkel (azaz a1 = Al) V1j1 pozitív definit volta miatt u2 együtt
hatója ekkor zéró, egyébként pozitív. Ha /)..2 - 2dA + e = O, akkor C csak a
)..b értéket veheti fel, azaz /(0) csak egy pontból áll. (17)-ben elvégezve aC = Ab 
helyettesítést, és tekintettel a ( 19) alatti összefüggésre: Z(Ab) = O.

Ha /)..2 - 2dA + e# O, (20)-ból:

(20)

és (19) felhasználásával

C - Ab 
U2= ------, 

/A2 - 2d + e 

C- Ab 
U1= A----- 

/).2 - 2d + e 

(21a)

(21b)
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u1 és u2 értékeit (17)-ben helyettesítve célhoz érkeztünk:

Z2(C) = (C - ).b)2 
f).2 - 2d). + e (22) 

Érdemes megjegyezni, hogy a pénzbefektetéselmélet jól ismert ,,kockázat
nélküli letét" teljes ága (22) speciális eseteként tekinthető, amikor is). értéke
a kamatláb nagyságát reprezentálja.

A változók értékeinek meghatározására (15) és (16c) használandó fel.
Tovább vizsgálva a lehetséges eseteket, legyen most a = 0 és (3 # 0. (16a)

ból ekkor u2 = 0 következik, melyet (16b)-ben felhasználva:

U1 = -b/f. 
Ekkor (17) a C tengellyel párhuzamos egyenes;

Z2(C) = b2/f. 
Ha a. = 0 mellett most még a (3 vektor is zéró, (16)-nak u1- és u2-re egyértelmű
megoldása akkor lesz, ha az ark között lesznek különbözők (i EM).
Ebben az esetben (16)-ból, (12) megoldásához hasonlóan:

eb - dC 
U1- ----- 
- ef - dz 

fC- db 
Uz= -----, 

ef - d2 

azaz 

Z2(C) = fC2 
- 2db + eb2 
ef - dz 

Ismét érdekes a nemnegativitási kikötéssel keletkező probléma. Hasonlóan
az előjelkötetlen esethez, sok kimenet lehetséges, de célszerű itt is az előjel
kötetlen esetből kiindulni, mégpedig oly módon, hogy megvizsgáljuk, van-e C 
nek olyan intervalluma, melyben valamennyi változó nem-negatív. Ha létezik
ilyen intervallum, megállapítjuk ennek maximális kiterjedését, melyet jelöljön
ismét C0 és 01. Az első tétel gondolatmenetéhez hasonlóan ismét bizonyít
ható, hogy a határpontokban zéróvá váló változók a későbbi vizsgálatból ki
zárhatók.

Ha C-nek nem létezik az említett tulajdonsággal rendelkező intervalluma,
a feladat ismét megoldható, ha képezzük az eredeti n változós feladatból elő
állított (n - I) változós feladatokat, feltéve, hogy ezen feladatnak létezik
olyan C-beni intervalluma, melyben mind az (n - I) változó pozitív és a vál
tozóknak ezen státusa (tudniillik, hogy az n-edik zéró, míg a többi pozitív)
kielégíti a KT feltételeket. Az eljárás inkább a feladat szerkezetének feltárására
alkalmas, nagyobb méretű problémák megoldására bizonyára célszerűbb vala
milyen numerikus technika alkalmazása .. noha ezek nem adnak explicit meg
oldást.
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Az elmondottak illusztrációját szolgálja az alábbi feladat, melynek inputjai:

[

1 0 0,4 0 l [4]O 1 O 0,4 3
V = a'= 

0,4 0 0,16 0 2
0 0,4 0 0,16 1 

Vu=[~~],

a' = [0,6; 0,6]; í3' = [0,4; -0,2],

tehát függetlenek. Olyan x3 és x4 értékeket keresünk, melyek egyrészt kielégítik

b = I.

Ezekből

az
a'x2 = 1, 

13'x2=0 
paraméteres egyenletrendszert (ahol most x; = [x3; x4]), másrészt biztosítják,
hogy x1 és x2 is nem negatív. (15) alapján tehát az

X1 + VülV12X2 = 0 
a'x2 = I
(3'x2 = 0 

kanonikus forma nemnegatív megoldásait keressük, ahol O paraméter. A nume
rikus forma az alábbi:

x, -", 0 konst, 

zl 0,4 0 0 0
Z2 0 0,4 0 0
v• I o,o I 0,6 0 1I
v• 0,4 -0,2 l 02 

Ebből kiindulva a bázistranszformációs lépések:

"'• 0 kollllt. 0 ko111t. 

Z1 -0,4 0 -0,ü7 X1 -0,67 -0,221- e:::::; -0,33
X2 0,4 0 0 X2 0,67 - o,45 1- e :2:; 0,67
X3 l 0 J ,67 Xa 1,67 o,551- e :2:; 0,33
v• 1-o,6J l -0,67 x, -1,67 1,12 1 .... e:::::; 0,672 

A számításokból kiderül tehát, hogy 0-nek nincs olyan intervalluma, melyben
valamennyi változó pozitív lenne, ezért 0-nek olyan intervallumai létezhetnek
ezek után, melyek legfeljebb három pozitív változóval rendelkeznek.
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Tekintsük most az eredeti feladatból képzett azt a feladatot, mely nem tar
talmazza az utolsó befektetési lehetőséget. Az inputok ekkor:

[ 

1 0 0,4]
V = o 1 o 

0,4 0 0,16 
Ismét

V11 =[~ ~],
így a = 0,6; f3 = 0,4; azaz a két vektor összefüggő és ,l. = 0,667, valamint
f = 2; d = 7; e = 25 és így

f.l.2 - 2d.l. + e= 16,556.

Az értékeket (21a) és (2lb)-ben felhasználva, a (15) és (16c) által meghatározott
kanonikus forma numerikus alakja:

-"• e konst.

X1 0,4 0,201 -0,134
Xz 0 0,141 -0,094
v* IMI -0,228 0,819

Az egyetlen iterációt elvégezve táblánk formája:

a konst.

0,43
0,141

-0,571

- o,953 - e 2. 2,22
- 0,094 - e 2. o,666

2,047 - e :s; 3,5s

A 2,22 < 0 < 3,58 intervallumban az első három változó pozitív és x4 = 0,
ami egyébként a KT feltételeket kielégíti. Ebben az intervallumban a változók
értékei tehát:

X1 = 0,430 - 0,953
X2 = 0,1410 - 0,094
X3 = --0,571 + 2,047
x, = 0.

Ha most az eredeti feladatból az első alternatívát hagyjuk el, az 1,457 < 0 <
< 1,887 intervallumban az utolsó három változó pozitív, a pontos értékek
pedig:

X1 = 0 
X2 = 0,3720 - 0,54
X3 = 0,3170 + 0,125
x, = -0,750 + 1,415. 
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~ 

. ...___.:
1234 i:--·-· 

i 

1.46 1,69 2,22 3,56 4

,1. ábrci 

AC= 2,22 pontban az x1 változó válik zérussá, tehát a, C ;:s;; 2,22 intervallum
ban létezik olyan megoldás, melyben x2 és x3 pozitív, míg x1 = x~ = 0. AC= 
= 1,8!) pontban az x4 változó válik zérussá, tehát a C ;> 1,89 intervallumban
létezik olyan megoldás, melyben x2 és x3 pozitív ÓR xt = x4 = 0. Mivel a1 = 4
és a4 = 1, ezért az eredeti feladatra a 1,89 ;:---: C :;-: 2,22 intervallumban
x1 = x4 = 0 és x2, x3 pozitív. A számításokat a 3. ábra fogja össze, ahol az
l11o1,, .•. Jt jelölés azt reprezentálja, hogy a jelzett intervallumban az x,,,xi,, ... ,x,k 
változók pozitívak.

( Beérkezett: 1984. július 13-án.) 
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DEGENERATION AND SINGULARITY IN THE DERIVATION OF PORTFOLIO
EFFICIENT FRONTIER

In an earlier paper tho author discussed the explicit cf rivution of portfolio efficient
frontiers and showed some properties of the mean-variance function. This compriaed two
important constraints: one of thorn was that; the covariunce-vnrianco matrix is non-sin
gular and the other that if short; sales are allowed, only one of the variables becomes zero.
The present paper removes these two oonstrainta and gives a procedure for producing
portfolio efficient frontiers and also shows that in this generalized case the shape of the
mean-variance function does not change either, that is, it remains continuously differenti
able and convex even if short sales are not allowed.
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,QEfEHEPATv!BHOCTb 11 Cv!HfYJl5IPHOCTb (OCOEEHHOCTb)
B AHAJ1113E nOMElll;EHl15I I{Anv!TAJlA

Asrop [l 0,[(HOl1 113 CBOHX npenunyumx crareü paccaa'rpxaan npoönewy 3}{CITJIHLl11THOro 
npencraBJJCHM51 1{0MÓl1H3L.(HH 3(jJ(jJeKTl11JHOro TTOMCLl..(CHH51 K30HTaJJa 11 nOK333Jí HCKOTOpblC oco 
ÓCHHOCTH <jJyHKL.(Jm, onpenenmoutcü B33HMOCB513b npH6blJJb-pHCK. 8 HCH 11MCJJl1 MCCTO naa 83)!{ 
HbíX orpaHHtJCl-11-151; nepnoe - TO, tJTO M3TpHua l(OBap11aHL.(l15!·Bap11aHTL.(1151 HC 51BJl51CTC51 CHH 
ryJJHpHOH (OCOÓCHHOH), aropoe - TO, tJTO B cnysae CB060l(HOro 3HaJ(3 scerna JIHlllb Oj.\H3 nepe 
MCHH351 CTi1HOBl1TC51 HYJJCBOH. 8 H3CT051UlCH CT3Tbe pa3pClll3IOTC51 3TH naa npC>!(HHX ycJJOBl151 
11 ,i:aeTC51 MCTOL, noJJytJCHl151 3cpcpe1(Tl1BHblX l{OM611H3L.(11H, a T3K)!{C n01(33blB3CTC51, tJTO B 3TOM 
::>60ÖIJ.\CHHOM cnysae T31{)!{C HC 113MCH51CTC51 cjJopMa qJYHl{L.(1111 np116bJJJb-pHCK, TO CCTb no-npexc 
HCMY coxpaH51CTC51 nenpepusno n11cjJ(jJeoeHL.(HpyeMa51 BbinYKJJOCTb 11 B crryxae CB060l(HOro 3H3Ka. 


