FOGALMAK ES MODSZEREK

SIMONOVITS ANDRAS

Gazdasagi rendszerek kaotikus dinamikéja

1. Bevezetés

Jél ismert a fizika torténetéhdl a laplace-i determinizmus elve: Ha ismerjiik
egy dinamikus rendszer mozgdstorvényét és dllapotdt egy adott idépontban,
akkor kiszamithatjuk a rendszer allapotat barmely késébbi idépontban. Valé-
ban, ez a megkozelités hatalmas eredményeket hozott a fizikdban és maés ter-
mészettudoméanyokban, s joggal véltotta ki a tarsadalomtuddsok irigységét.

A legutdbbi évtizedek fejlédése azonban alapvetéen modositotta a laplace-i
vildgképet. Kideriilt, hogy még a latszélag olyan szabédlyosan mozg6 Naprend-
szerr$! sem lehet egyszeriien eldonteni, hogy a kiovetkez6 harom alternativa
koziil melyiket koveti, ha a vizsgélatokat kiterjesztjiik az ,,id6k végezetéig’:
1. megérzi jelenlegi szerkezetét; 2. egyes nagy bolygék a Napba hullanak,
3. a Naprendszer szétesik, azaz legalabb egy nagybolygé elhagyja a Napot.

Vagyis a klasszikus megkozelités csak viszonylag rovid tdvon hasznilhaté
minden tovébbi korrekcié nélkiil, viszonylag hosszii tdvon mér mindségileg
aj jelenségek léphetnek fol. Példanknal maradva, a Naprendszer viselkedését
az elttiink all6 évezredekre nagyon pontosan le tudjuk irni; s a mindségi val-
tozést ki tudjuk zarni. Evmillidrdokra eldre viszont eléfordulhatnak minéségi
valtozasok.

Kozkeletibh példaval élve: mi okozza az orvényeket? Hogyan lehet,
hogy idGben véltozatlanul hompolygs viztomeg egy bizonyos ponton idében
osszevissza csapodo orvénnyé valtozik at?

A matematikusok csupan a legutdbbi két évtizedben talaltak meg a széban
forgd kérdések megoldidsahoz sziikséges matematikai eszkozoket. A kozgazda-
sdgtanban pedig csak a vizsgalat elején tartunk: mindossze néhany cikk prébélta
meg, hogy a kaotikus dinamika elméletének legegyszeriibb modelljeit kozgaz-
dasagi kontosbe oltoztesse.

Ebben a dolgozatban az Olvasénak minél egyszertibben szeretném elmagya-
rézni, hogy mi a kaotikus dinamika, és hogy mit nyajt jelenleg a kozgazdasig-
tan szdmdara. Bér matematikai kérdéseket vizsgilunk, nem toreksziink kime-
rité és pontos leirdsra. A témakor irdnt részletesebben érdekl6déknek az iro-
dalomjegyzékben kozolt forrdsokat ajanlom, kiilonosen a SzEPrALUSSY és
TrhL szerk. (1982) A4 kdosz c. kitetet.

A dolgozat szerkezete a kovetkezi: A 2. fejezet elemi matematikai ismerete-
ket tartalmaz a dinamikus rendszerekrdl. A 3. fejezet a fizikdban, demografia-
han és kozgazdasdgtanban egyarént fontos szerepet jatszo logisztikus modell-
r6l szol, ahol a kdosz kialakuldsa viszonylag egyszerfien tanulményozhato.
A 4. fejezet a linearitéds és kozgazdasdgi dinamika kapesolatarol szol. Az 5. fe-
jezet Ponsora (1981) ciklusmodelljét ismerteti, amely kaotikus viselkedést
dbrdzol. A 6. fejezet MonTRUCCHIO (1982) kaotikus drdinamikéra vonatkozé
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eredményeit foglalja Gssze. Végiil a 7. fejezet més olyan kozgazdasagi model-
leket vazol, amelyek szintén a kdosszal foglalkoznak.

Koszonetet mondok Krdmli Andrdsnak a cikk lektordlasakor nyujtott
segitségéért.

2. Elemi tudnivalok a dinamikus rendszerekrol

Alupfogalmak

Eblen a fejezetben roviden osszefoglaljuk a dinamikus rendszerekre vonat-
kozo elemi tudnivaldokat, amelyekre a “tovébbiakban még sziikség lesz.

Egyszertiség kedvéért a dolgozat folyaméan szinte mmdvcgig a lehets leg-
egyszer(ibb dinamikus rendszer vizsgélatdra szoritkozunk, ahol skalar val6s
szam jellemzi a rendszer allapotat. A rendszer diszkrét idejli, az idEvaltozod
t=0,1.2,.... A rendszer dllapotat a t-edik idGszakban z, jeloli, a megenge-
dett allapotok halmaza a [0, 1] zért intervallum. A rendszer z, dllapota kizé-
rolag az el6z6 idészakbeli allapottol, x,_,-tél fiigg, s e fiiggés idében allandé és
folytonosan differencialhaté:

® = f(,—1), x, adott. (2.1

Foltessziik még, hogy az f fiiggvény az egységintervallumot 6nmagaba ké-
pezi le, kovetkezésképpen az dllapot mindig megengedett marad, ha elGz8leg
az volt.

Mivel az x, kezdé dllapot adott, (2.1) ismételt alkalmazasédval meghatéroz-
hatd: w25, 5 @y s ¥ a

A dinamikus rendszerek matematikai elemzésében kitiintetett szerepe van a
hosszi tdvi, Gn. aszimptotikus vizsgalatoknak. Mi torténik a rendszerrel, ha
az induldastél mar nngyon sok idG telt el? A rovid tavi megkozelités tobh
okbol is hattérbe szorul: 1. az allapot rovid tava viselkedését nehezebb elvont
analitikus eszkozokkel vmsga,lm mint a hosszi tavat, az Gn. dtmeneti, tran-
ziens jelenségek miatt; 2. rovid tavia elemzéseknél a numerikus eszkozok sok-
kal jobban hasznalhaték, mint hossza taviaknal. Mindenesetre megjegyezziik,
hogy a hosszu tavi megkozelités sokkal kevéshé fogadhatd el a kozgazdasig-
tanban, mint a termdészeti-m(iszaki tudomanyokban, mivel a rendszer mozgés-
torvénye az elébbi esethen sokkal gyorsabban véltozik.

Egyensily

Miel6tt a hossza tava vizsgdlatra ratérnénk, hevezetjiik az egyensulyi alla-
pot fogalmét. Az a* adllapot egyensilyi dllapot, ha a rendszert onnan inditva,
a rendszer ott is marad:

¥ =t} (2.2)

A rendszernek lehet egy vagy tibb egyensilyi dllapota, s6t az is lehetséges,
hogy nincs egyensulyi allapota.

Stabilis egyensily

A fent emlitett aszimptotikus vizsgdlatok altaldban azt vizsgdljak, hogy az
id6 muldasdval tart-e a rendszer é,llapoto, valahova. Ha tart, azaz a rendszer
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stabilis, akkor ez az &llandésult allapot nyilvanvaléan egyensulyi allapot.
Ekkor azt mondjuk, hogy az z* egyensilyi allapot stabilis.

A matematikai analizisbdl ]ol ismert, hogy egy egyvaltozés dinamikus rend-
szer egyensulyi allapota akkor és csak akkor (lokalisan aszimptotikusan) stabi-
lis, ha teljesiil

|Flae*) < 1. (2.3)

Bizonyitds helyett csak annyit jegyziink meg, hogy (2.3) esetén az f fiigg-
vény az x* pont kornyezetéhen kontrakeid, azaz a leképezés osszehuzza a ko-
zeli pontokat; tehat stabilis mozgdst gerjeszt. Ha (2.3) nem teljesiil, akkor a
kozeli pontok a leképezés utan tdvolodnak egyméastdl, tehdt instabil az egyen-
stly.
Bonyolultabb a helyzet az egyensulyi ponttél tavolabb esé allapotokkal:
el6fordulhat, hogy a lokdlisan stabilis egyensily globalisan instabil, ui. a t4-
voli pontok nem tartanak egymdshoz, tehat az egyenstlyhoz sem.

Tovabbi bonyodalmakat okoz, ha tobh egyensilyi pont létezik.

Cilelus

Mind a természetben, mind a tdrsadalomban gyakran taldlkozunk az egyen-
sily hidnyaval, gjnndoljunk csak a Fold Nap-koriili palydjara vagy a beruhi-
zasi ciklusokra. Mindkét példaban valami szabdlyszeriiséggel allunk szemben,
de joval bonyolultabb szabdlyossdggal, mint az egyensulynal

Mindenekel6tt formélisan deﬁma,ljuk a ciklus fogalmét. Az {x,*} palya
ciklikus, ha van olyan 7' természetes szdm, amely nagyobh, mint 1, és amelyre
igaz, hogy minden dllapot megismétldik 7' idGszak milva

a¥ ., = af minden a termdszetes szamra, és minden b-re,
amelyre 0 < b < 7T — 1.

Figvelemre méltd, hogy a ciklikus palya egy egyszerii fogassal visszavezet-
heté az egyensilyi dllapotra. Vezessiik be az f fiiggvény k-adik iterdltjat, ahol
k egy tetszileges természetes szdm:

(@) = f(@), . . . , f92) = fIf*2(=)]. (2.5)
Azaz (2.1) ismételt alkalmaziséval
x, = [O(2,)- (2.6)

Konnyen beldthatd, hogy egy T'-periédusi ciklus nem mds, mint a 7™-edik
iteralt fliggvény 7' kiilonhozs egyensilyi pontjanak sorozata:

or = Flal), of = PO, . . . ok = PPt L) (2.7)

Stabilis ciklus

Az egyensilyi allapot stabilitdsdhoz hasgonléan beszélhetiink a ciklikus pa-
lya stabilitasar6l. A ciklikus pélyét stabilisnak nevezziik, ha a pélya kozelébdl
indulé palydk konvergilnak a ciklikus palydhoz, azaz

hm & e = 2f, b=0,1,2,...,1T =1 (2.8)

ad—oc
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A (2.3) stabilitdsi tétel dltalanositasaként addédik, hogy egy ciklikus palya akkor
és csak akkor (lokdlisan aszimptotikusan) stabilis, ha

[T (@) < 1, (2.9)

ahol fT(x§) = f(ad)f (xF) . . . f(xF_y).
Linedaris rendszerek

Az eddig elmondottak kiilonosen szemléletessé valnak a legegyszeriibh eset-
ben, amikor a leképezés linedris:

f(x) = Az + B. (2.10)

Feitessziik, hogy 0~ 4 + B<1, 0-- B<<1, mert a [0,1] interval-
lumot 6nmagaba leképezd fiiggvényekre szoritkozunk. (Valéban, f (1) = 4 +
+ B és f(0) = B.) Az egyensilyi pont: 2* — Bf(1-A4),sezaz 0~ A < 1 fel-
tevés miatt mindig stabilis. (Az 4 = 1 és B = 0 esetben minden pont egyen-
stlyi pont — de ez az eset érdektelen.)

Milyen ciklikus palydk lehetségesek ¢ Nem nehéz beldtni, hogy egyetlen egy
esethen lehet ciklus, ha f(x) —  z + 1. Kellemetlen, hogy csak két-periodusi
ciklust tudunk linedris fiiggvényekkel szarmaztatni, ekkor viszont minden pont
cikluspont: x pérja 1 —a.

Osszefoglalva: ha linedris fiiggvényekre szoritkozunk, akkor nagyon szegé-
nyes a valaszték: 1. stabilis egyensily vagy 2. kivételként két perédusii ciklus.
Ha az élethdl ismert hosszabb ciklusokat vagy a bonyolultabb palydkat mate-
matikailag meg akarjuk magyardzni, meg kell szabadulnunk a linedris model-
lek kényszerzubbonyétal.

3. A logisztikus modell és a kaotikus dinamika

Kissé hossziira nyilt elGkészitésiink utdn szeretném bemutatni a dolgozat
tulajdonképpeni targyat: a kaotikus dinamikét. Ehhez a legegyszeriib) keret-
nek az un. logisztikus modell szolgal.

Ezt a modelit Szipravussy és 1L szerk. (1982. 71 -95. 0.) nyomén ismer-
tetjitk. Dinamikus rendszeriinket az

Tpyg =ra(l — ), ¢=0,1,2,...,x, adott; (3.1)

egyenlet irja le, ahol z, a rendszer allapotvéltozéja és r az (n. kontroll paramé-
ter. Mivel @, 0 és 1 kozotti pozitiv szém, r is pozitiv és legfeljebh 4.
A (3.1) egyenletnek két egyensialyi pontja van:

aF =06 xf = (r — 1r. (3.2)

A (2.3) feltétel szerint a nem-trividlis 2 egyensilyi pont akkor és csak akkor
Az ; S &y egy' yij
stabilis, ha a kontroll paraméterre teljesiil

Yor= 1V i 13 =l (3.3)

Mi torténik, ha r —- 3? Beldthatd, hogy ekkor a rendszernek van egy két-
periodusi ciklusa, amelyet {x¥, xf} jelol.
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1. dbra. A logisztikus leképezés stabil ( ) és instabil (——--) hatdrciklusainak pontjai

a kontrollparaméter fiiggvényében (Szépfalussy —Tél szerk. (1982) 17. 6. dbra)

Felvetddik a kérdés: Ha az egyensilyi pontok instabilak, stabilis-e legalabb
a ciklus? A vélasz a (2.9) feltételbdl vezethetd le: A ciklus akkor és csak akkor
stabilis, ha teljesiil

n=3<r<l+|6=r, (3.7)

Alapvetd fontossdgt, hogy az r; pontban az addig stabilis z3 egyensilyi pont
instabilld valt, kettévdlt (bifurkalt), és egy stabil {«¥, 2¥} ciklus jott létre.

Belathat6, hogy a kontroll paraméter tovabbi novelésével elGszor 4, majd
8 sth. periodusu, globdlisan stabilis ciklikus palydk jonnek létre, az eggyel
el6z6 stabilis ciklus pontjainak a kettévéldsdval; természetesen a kisebb perio-
dusu, instabil palyak megmaradnak.

Figyelemre méit6, hogy egyre kevéshé kell a kontroll paramétert novelni
ahhoz, hogy az jabb stabilis ciklus kiugorjon az el6z8 ciklusbol. Szémitogépes
szdmitdsok szerint r — 3,57 koriili értékhez konvergdlnak e kritikus kontroll
paraméterek. Kzen paraméternél mar az osszes 2% periddusi ciklus megjelenik
és mindegyik instabil.

Mi torténik az r_ kiiszobérték dtlépésekor ¢ Megjelennek bizonyos péaratlan
periédusu ciklusok, a Sarkovszkij altal meghatdrozott sorrendben. Az utolsd
ciklus a hdarom-periédusi ciklus, amelynek az a nevezetes tulajdonsiga van
Sarkovszkij szerint (lasd Lr és Yorke, 1975), hogy barmely periddusu ciklus
létezését szavatolja. Probéljuk elképzelni, milyen bonyolultan viselkedik egy
rendszer, amelyben - a kezdGponttdl fiiggden — tetszéleges fajtdja periodikus
mozgés fellelhets. ,,Rengeteg’ olyan pdlya lesz, amelyek egyméshoz nagyon
kizelrdl indulnak, majd eltdvolodnak, majd megint kozelednek sth.

A klasszikus elmélethsl megszokott, szépen rendezett trajektoridkat ese-
tiinkben vadul kigyozé pdlydk szoritjak ki. Bar determinisztikus rendszerrel
allunk szemben, a viselkedése statisztikailag megkiilonboztethetetlen egy igazi
véletlen rendszertsl. Leddlnek hat az eddig szilardnak hitt valaszfalak a deter-
minisztikus és a sztochasztikus modellek kozott.

A pontossdg kedvéért azonban meg kell emliteni, hogy a széban forgd vélasz-
falak val6jaban sohasem voltak szildrdak. Gondoljunk csak a kockadobdsra
vagy a rulettre, amelyek nyilvanvaléan determinisztikus mechanikai rendsze-
rek, ugyanakkor a legtisztabb sztochasztikus viselkedés jellemzi Gket, s ez teszl
lehetévé a szerencsejatékokban valo alkalmazésukat. Igaz, de ezek a rendsze-
rek nagyon nagy szabadsagfoka és nagyon bonyolult egyenletii rendszerek.
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Ezzel szemben a dolgozatban targyalt példak a lehetd legegyszertibh (kis
szabadsagfok és logisztikus egyenlet{i) rendszerre mutattak meg a vélaszfalak
ingatagsagat.

S ezzel eljutottunk a Bevezetéshen felvetett kérdésre adott valaszhoz:
A laplace-i determinizmus kozel sem olyan altalanos érvényd, mint azt akdr
két-hdrom évtizede gondoltak volna. Szdmos olyan matematikai rendszert is-
meriink, amely minden szabdlyossaga ellenére is kaotikusan viselkedik: hidba
ismerjiik a rendszer kezdéallapotat akdrmilyen véges pontossaggal, hosszi tav-
ra nem tudjuk megjosolni a rendszer allapotat.

4. Nem-linearis dinamikus modellek a kézgazdasagtanban

Az el6zo fejezetek matematikai fejtegetéseibdl kideriilt, hogy egy latszélag
olyan artatlan, technikai jelleg(i feltevés, mint a linearitds mennyire meg-
szoritd lehet, kizarvan a ciklikus és a kaotikus viselkedést.

A most kovetkezi fejezetekben ncéhany dinamikus kozgazdasdgi modellt
elemziink — kiilonos tekintette! a kaotikus dinamikédra. MindenekelGtt sziik-
séges lesz néhany modellt felsorolni, s megvildgitani, hogy a linearitasi feltevés
feladdsa milyen gyokeres valtozasokat hoz e modellekben.

Az elsé dinamikus kozgazdasagi modellek a harmincas-negyvenes években
szitlettek. Dolgozatunk szempontjahél harom modellt emelink ki: 1. A be-
ruhdzdasi ciklus Friscu-féle modellje; 2. az drdinamika SAmurLson-féle (1947)
modellje és 3. METZLER készleteiklus modellje.

A felsorolt modellek mindegyike linedris, ezért a modellek kizardlag az
egyensuly megfelelG kizeléhen érvényesek. A dinamikus elemzés tovabbiej-
lesztése soran eikeriilhetetlenné valt o nem-linedris fiigzviények bevezetése, s
ezzel parhuzamosan a lokdlis megkozelités felvaltasa globdalissal.

Hogyan valésult mez e lnlvlun(u a felsorolt harom modellnél ?

A beruhdzasi ciklus Frisch-féle modelljében o determinisztikus és linedris
alapmodellt sztochasztikus zavarok befolyasoljak. Az alapmodell 6nmagaban
stabilis lenne (csillapitve, oszcillilna), de a szochasztikus zavarok hatdsira
rejtett periodusi cikiikus palya keletkezik. (A pontossig kedvéért megeiniit-
jiik, hogy a széban forgd modelleknél késleltetések 1épnek fel, ezért a Iun ahbi
!eje/,etekhen emlitett ren(]szur(,l\no! altalanosabbakrdol van most 8z0.)

Hicks (1950) a fenti modellbdl elhagyta a sztochasztikus zavarokat, és ulso
¢s felsé korlitok bevezetésével megsziintette a modell linearitdsat. Hicks fel-

tette, hogy az alapmodell természetesen mas paraméterek mellett mint
Frisché voltak onmagdaban robbandan instabil lenne, csak a teljes foglal-

koztatds és a brutto beruhdzds nem-negativitisa tartja korldtok kozt a nemzeti
jovedelern ingadozdsat. A modell l)l/()nvm feltevések mellett ciklikus palyat
szdrmaztat, de ditaldban nem zdrhaté ki — sGt, minden bizonnyal valoszin-
sitheto kaotikus dinamika létrejotte.

2. Az ardinamika Samuelson-féle modelljének alapegyenlete eredetiieg nem-
linedaris volt: drviltozds — reakcidsebesség szorozva talkereslet, ahol a tulke-
reslet a régi dr nem-linedris fiigggvénye. A témakor Gttoréi nem tudtak meg-
birkozni a nem-linedris dinamika dltal okozott nehézségekkel, ezért feltették,
hogy az egyensily kozeléhdl indul és az egyensily kozelében marad mindvégig
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a rendszer. Ekkor linearizalhattak a tulkeresleti fiiggvényt, s linedris algebrai
eszkozokkel elégséges feltételt adtak az drdinamika stabilitdsdra. Ciklikus meg-
oldas csak kivételként fordulhatott el linearis rendszeriikben, s az egyensily-
t6l elvandorl6 rendszerek pedig a lokalis megkozelités miatt kiviil rekedtek a
vizsgalatokon.

Az otvenes évek végén ArRrROW —Brocx-—-Hurwicz (1959) klasszikus cik-
kiikben kiterjesztették az drdinamika elemzését a linedrisrél a nem-linedris
esetre, s a lokalis megkozelitést globdlissal véltottak fel. Jellemzd maédon
foglyai maradtak a stabilitdsnak, lelkiik mélyén ugyanis nem is érdekelte ket
az instabilitds (v.6. SimoNoviTs, 1981).

A Hicks-i elmélettel valé padrhuzam miatt emlitjiik meg, hogy a globélis
megkozelités még tisztan linedris tilkeresleti fiiggvénynél is megkovetelte volna
a linearitds foladdsat. mert az eredeti dregyenlet negativ j arat is adhatott
nulla régi ar és nagy tilkinalat esetén. Kzt elkeriilends a moédositott aregyenlet
nulla 0j drat ad, ha az eredeti dregyenlet negativ 1j rat adna.

3. A készletciklus Metzler-féle modellje ugyanolyan problémékat vet fel,
mint a beruhdzasi ciklusé, ezért felesleges részletekhbe menni.

5. Ciklus és kiosz

Pongora (1981) cikkében egy olyan ciklusmodellt vezetett be, amely vissza -
vezethetd volt az el6z6 fejezethen tanulméanyozott logisztikus modellre, ké-
vetkezésképpen hizonyos paraméterek mellett a ciklus kdoszba ment 4t.

Lassuk a modelit! Goopwin (1967) klasszikus ciklusmodelljébél indult ki
Pohjola. [ Goodwin modelljét egyéhként BRODY (1980) més irdnyba fejlesztette
tovabh.] A gazdasaghan egy termcket Allitanak eld, amelyet vagy elfogyaszta-
nak, vagy beruhdznak. A munkaers (N,) novekedési iiteme 7, a munkaterme-
lékenység (Y /1) novekedési liteme o, és a téke per termelés hanyados = K,/Y,—=
= p. A munkésok bériiket fogvasztésra forditjdk, a tékések profitjukat he-
ruhdzzak.

Legyen A; & munkésok részeseddse a termeléshdl. Ekkor a tékedllomény val-
tozdsat a kovetkezd egyeniet hatdrozza mey:

Ki,—K=(1—A4)Y, (5.1)
Vezessiik be a foglalkoztatasi hanyadot:
K, = L,/N,. (5.2)

Ekkor feltevéseink alapjan (5.1)-hél a kovetkezd egyenlet adddik:
BB, =1+ (1 — ug — A)u(l + g), ahol g =n+ o + ne, (5.3)

azaz ¢ a termelés természetes novekedési iiteme. Kgyensily esetén B, valto-
zatlan (E£*), hasonléan 4, = A* =1 — ug.

Idéig Pohjola pontosan kivette Goodwmt a tovabbiakhan azonban a redl-
bért Kun nynman magyardzta: A realbér ardnyos a ter me]ckenyqeg,m,l ah
arényosségi szorzé pedig a foglalkoztatdsi hanyad pozitiv és novekvd fiigg-
vénye. A matematikai konnyebbség kedvéért a h(H) fiiggvényt linearizdljuk:

WME) = —o + BE. (5.4)



274 SIMONOVITS ANDRAS

(a) Stabilis egyensuly
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2. dabra. Az (5.5) egyenlet szimuldcidja ¢ = 0 és B* = 0,6 mellett. A kezd§ érték E, =
={0,75 az (a) —(d) esetekben és By = 0,77 az (e) esethen. Forrds: Porgorna (1981) Fig. 3

Rovid szamolas utdn a kovetkezd egyenletet kapjuk:

B, = E[l + B — E[E*)], (5.5)
ahol
R=(1-—pug + x)u(l +g) és I* = (1 — ug + x)/B. (5.6)
Nem nehéz belatni, hogy (5.5) is logisztikus egyenlet, amely az
2, = REJ(1 + R)E* és r = R + 1 (5.7)

helyettesitéssel atmegy a (3.1) egyenlethe.

Az el6zG fejezet eredményeinek hasznositasandal csak az (5.7) ,,forditdsi sza-
balyt” kell figyelembe venni.

Klészor a legegyszeriibh esetet vizsgaljuk, a stagnalé gazdasdgot: g — 0.
Ekkor B = (1 + a)/u és E* — (1 + a)/p.

A szémitogépes szimuldcio eredményeit a 2. dbra szemlélteti.

Megjegyezziik, hogy a novekedés figyelembevétele némileg mas eredmé-
nyeket ad, és csokkenti a kdosz bekivetkezésének a gyakorisdgat. A cél azon-
ban nem az volt, hogy a valésidgos gazdaségra bizonyitsuk a kaotikus visel-
kedés jelenlétét, hanem az, hogy bemutassuk ennek elvi lehetGségét.

Erdekes, hogy mig Sznucki (1937) sztochasztikus zavarok hevezetésé-
vel magyardzta a ciklust, addig a szerzé egy nem-linedris ciklus modellhdl ve-
zet le sztochasztikus ingadozdsokat.

Figyelemre mélto, hogy a 2. abrén szerepls (c) — (e) kaotikus palydk milyen
zavarosak és — mint a (d) és az (e) palyaosszehasonlitdsabol kideriil — mennyire
fiiggnek a kezdeti értékektsl. Nagyon Gvatosan kell mérlegelni a kaotikus
dinamikdji rendszerek szimuldcits eredményeit. Figyeljiik csak meg, hogy az
(e) palydrol £ = 10 el6tt mar azt hihetjiik, hogy egyensilyba keriilt; hogy par
lépéssel késohb megtudjuk, hogy mégsem.
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6. Kaotikus ardinamika

MoxnTrUCcHIO (1982) a SAMUELSON (1947)-féle ardinamika makrovaltozatat
vizsgalva jutott el a kaotikus mozgésok leirdsdhoz.

A modell nagyon egyszertien megfogalmazhaté: Legyen p, a f-edik idGszak
arszinvonala, amelyhez d(p,) kereslet és s(p,) kindlat tartozik. A kovetkezd
id8szak drszintje a jelenlegitdl a tiulkereslettel ardnyosan tér el, ahol az ara-
nyossigi szorzo jele 4.

P = D + Ad(p) — s(p)], t=0,1,2,...; p, adott. (6.1)

Egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy mind a keresleti, mind a kindlati

rugalmassag allandé:
d(p,) = Api* és s(p) = bpf, (6.2)

ahol 4,0, >06é0< < 1.
A (6.2)-t behelyettesitve (6.1)-be, a kovetkezs egyenletet kapjuk:

P = Do + p(pr* — o), (6.3)

ahol u = A4k~ és A = bk*[A.
Konnyen belathato, hogy a (6.3) rendszernek egyetien egyensilyi pontja van:

e b (6.4)

A tovabbiakban p, dinamikajat vizsgéljuk a p reakcidsebesség fiiggvényéhen.
[smert, hogy a végnélkiili kettGzddések és a kéosz kialakuldsa nemesak a
logisztikus fiiggvényre, hanem széles fiiggvényosztalyra jellemzd, amelybe
beletartozik a (6.3) leképezés is.
Szamoldssal belathato, hogy a (6.3) rendszer p* egyensiilyi dllapota akkor és
csak akkor lokdlisan stabilis, ha teljesiil

() < ‘“ < [“I m— 2(1 " /,’)-12’*(1‘*'1)/(’1‘1"/?). (6.:‘)’)

Tovabhi feltevisek szitkségesek ahhoz, hogy a rendszer ne valjon mikodés-
képtelenné (az ar ne legyen negativ), s ahhoz, hogy a lokdlis stabilitds globdlis
stabilitast is biztositson.

Példaul ha 0 < < 1/2 vagy « > 1, akkor a (6.5) feltétel biztositja a glo-
balis miikodoképességet ¢s a globalis stabilitdst, de valéjaban ennél gyengébh
(A4m bonyolultabb) feltétel is adhato.

A 2. fejezetben leirt peridduskettéz6dés fellép és a kdosz megjelenik, ha

x> 28 — 1. (6.6)

Megjegyzések MonTrUCccHIO (1982) kiterjesztette elemzését arra a bonyo-
lultahh esetre is, amikor a kindlat nem a tényleges, hanem a vdrhats ar fiiggvé-
nye, a varhat6 dr pedig konvex linedris kombindciéja az el6z6 iddszak tényle-

ges és vart ardnak:
pr=0p 1+ (1 — 8Py (6.7)
Az adaptiv virakozés (NERLOVE, 1958) egyardnt magdba foglalja a naiv
vérakozasokat (6 =1, p, = p,—;) és a statikus varakozasokat (6 = 0, p; —
= P, 1). Az els§ esetben a jolismert pokhdls modellhez jutunk vissza (Baumor,
1968), feltéve, hogy a reakcidsebességet végtelennek vesszuk
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Figyelemre mélto, hogy a pékhalé modellben a kozgazdasigilag ésszeriibh-
nek t{iné dllandé rugalmassdga gorbék helyett dllandé meredekségli keresleti
¢és kindlati egyenesek szerepelnek; s ez okozza az eltérd eredményeket.

A bonyolultabb modell elemzésének ismertetése azonban meghaladné nép-

szer(sit6 dolgozatom kereteit.

7. Roviden mas modellekrol

Dolgozatunk zaréfejezetében roviden sz6lnék néhany olyan kozgazdasagi
modellrdl, amely szintén kaotikus mozgést szarmaztat.

a) Esszerii preferencidk — kaotikus viselkedés

A kozgazdasagi irodalomban nyomtatasban legelGszor talan BeENHABIB és
DAy (1980) cikkében jelent meg a kdosz kifejezés — természetesen a most hasz-
nalt értelmezésre szoritkozva. (A kdosz ugyantgy tulsdgosan szines kifejezés,
mint a katasztrofa elmélet!)

Modelljiikben két termék van: x és y volumeniik, p és ¢ az egységaruk, m a
fogyasztd jovedelme, px + qy — m a fogyaszté koltségvetési korlatja és
w(z, y, w) = 2%y a fogyaszté hasznossagfiiggvénye. Kgyszer(l szimitdssal
adodik a két keresleti fiiggvény: « — am|p és y = (1 — a) m/q.

A szerzbk folteszik, hogy a fogyasztd hasznossagliiggvénye, pontosabian
sulyrendszere, fiigg a multbeli tapasztalatoktol. Példaul ., — xay,
= 0,1, 2,... (Gondoljunk a szemléletesség kedvéért z-re mint szabadiddore,
yra mint fogyasztési cikkek oOsszességére. KEkkor egyenletiink azt mondja,
hogy minél nagyobb a multheli anyagi fogyasztas, anndl nagyobh a szabadido
értéke.)

Egyszert szamolassal adédik o jol ismert logisztikus egyenlet: o,
= amx(m — ;).

b) Készletdinamika — disequilibrivm kdosz

Az eddig emlitett modellekben szerepls leképezések nemesak folytonosak,
hanem folytonosan differencidlhatok voltak. A disequilibrium-elmélethen sze-
replé dinamikus modellekben (pl. HoNkaromsa és Iro (1981), SIMONGVITS
(1983)) viszont megjelennek a linearis szakaszokhol all6, dtkapesolasi pontol-
kal rendelkezd leképezések is. Tovahbi bonyodalmat jelent a matematikaielem
zésben, hogy a tokéletlen eldrelatds figyelembe vétele ugyanigy kétviltozos
rendszerhez vezet, mint az el6z6 fejezet drdinamikdjaban.

A két modell részletes ismertetése a folyGirat korabhi sziméaban olvashato:
SmmoNoviTs (1983). Itt csak azt emlitem meg, hogy a H-I modellrd! kinnyen
beldthato, hogy instabilitds esetén a rendszer kaotikus mozgdst végez. [ A 3. fe-
jezetben emlitett L1 és Yorke (1975) tétel feltétele érvényes H —[-ra, tehit a
kivetkeztetése is.] Sajat modellemrd! tovabbra sem tudom egzaktan bizonyi-
tani, hogy az instabil eset kaotikus.

Figyeleinre méitd, hogy mindkét disequilibrium modellben a kdosz és a
stabilitds tartoménya egymdssal hatdros, hianyzik az el6z6 fejezetekben leirt
perioduskettzidés. Kgyébként Szirranussy és ThL szerk. (1982) kotet tobh
helyén is olvashatd, hogy a kdosz kialakuldsdnak szdmos ttja van.
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Kzzel ismertetésiink végére értiink. A szokdssal ellentétben, az irodalom-

jegyzékben olyan dolgozatokat is szerepeltetiink, amelyekkel a fGszovegben
nem foglalkozunk — lehetévé téve az olvasénak a kéosszal foglalkozé tovabbi
iroda!om tanulmanyozésat.

( Beérkezett: 1985, mdrcius 12-én.)
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