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Másodrendű optimalitási feltételek.
numerikus vizsgálata

I. Bevezetés

Ez a dolgozat szerves folytatása a Szigmában megjelent egyik cikkem
nek [10], amelyben az

f(x) ..) max

gi(x) ::;:: 0, i = 1, ... , m 
+á( 

feltételes szélsőérték-feladatra vonatkozóan a lokális optimalitás egy másod
rendű elegendő feltételét és annak különböző ekvivalens alakjait tanulmá
nyoztam a célfüggvény kvázi Hesse-mátrixai segítségével. (Az f(x) célfüggvény
é8 a gi(x) feltételi függvények az Rn n-dimenziós euklideszi téren értelmezett
számértékű függvények.)

Kétszer differenciálható függvény kvázi .Hesse-mátrixa a függvény Hesse
mátrixából és gradiens vektorából képezhető egy meglehetősen bonyolult kép
let r lürösá · [IO, (13) formula]. (A kvázi-Hesse-mátrix fogalma és legfontosabb
tulajdonságai megtalálhatók a [9, 10, 11] dolgozatokban.) Ez a bonyolult kép
zési szabály a kvázi Hesse-mátrixszal kapcsolatos optimalitási kritérium
(a kvázi Hesse-mátrix negatív definitsége) gyakorlati alkalmazhatóságát erő
sen rnegkérdójelezi. Ebből fakadtak azok a törekvések, hogy a kvázi Hesse
•nátrix negatív definitségével ekvivalens feltételekhez jussunk [10, 11]; azt a
0élt azon ban, hogy számítástechnikailag is viszonylag egyszerűen kezelhető
kritériumot találjunk, az eddigiekben még nem sikerült elérni.

Jelen dolgozatban megadjnk a kvázi Hesse-mátrix negatív definitségének
egy olyan ú s kritériumát, amely a numerikus tesztelhetőség szempontjából
az eddigi kritériumok közül a legjobb, és ismertetünk egy a, tesztelésre vonat
kozó pivot-algoritmust,

II. Egy másodrendű optimalitási feltétel különböző változatai

Tekintsük az (1) feladatot. Legyen f(x) kétszer folytonosan differenciálható
a feladat x0 KTL-stacionárius pontjának valamely környezetében. Tegyük
fel, hogy a lehet,:;ége8 programok

L = {x I .R.n / g,(x) Fxxf 0, i = 1, ... , ni}

halmaza lokálisan csillagszerű xj -ban és Vf(x0) ~/-e 0. A Vf(x) szimbólum az
f(x) függvény gradiens-vektorát jelöli, melyet kényelmi okokból sorvektornak
tekintünk. Az Rn tér elemeit viszont -- szokás szerint - oszlopvektoroknak
tekintjük. (A többi fogalom definíciója [10]-ben megtalálható.)
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Korábbi dolgozataimban [9, 10, 11] megmutattam, hogy a következőkben
felsorolt feltételek - Vf(xj ( # j esetén - egyrészt ekvivalensek az f(x) függ
vény x0 pontbeli kvázi Hesse-mátrixai negatív definitségével, másrészt a fenti
feltételeket kiegészítve biztosítják, hogy az xj EL KTL-stacionárius pont az
+ á( feladatnak szigorú lokális optimális megoldása legyen.
A tárgyalandó feltételek megfogalmazásához szükségünk van a következő

jelölések bevezetésére: legyenek u1, •.• , Un ER" a V2f(x0) Hesse-mátrix ortonor
mált sajátvektorai; h1, ... , h,, ER pedig a megfelelő sajátértékek.

Az ( FO) feltétel: 
a 9 2f(x0) Hesse-mátrix vagy negatív definit, vagy egyetlen egyszeres nem

negatív sajátértéke van (legyen ez h,J és teljesül a Vf(x0)uk # j összefüggés,
amely a hk > j esetben kiegészül a következő egyenlőtlenséggel:

Az (Fl) feltétel: 
hap ER", p # 0 és 9B+Í j (ö = 0, akkor pTV2f(x0)p < 0.

Az (F2) feltétel: 
a 9 2f(x0) Hesse-mátrix vagy negatív definit, vagy egyetlen egyszeres nem

negatív sajátértéke van (legyen ez h1i) és teljesül a Vf(x0)uk # j összefüggés,
amely a h1, > g esetben kiegészül még a következővel: az

r: = (V2f(x0))-HJf(x0)T

vektorra Vf(x0)r > j teljesül.
Az (FO) - +=n( feltételek ekvivalenciájának bizonyítása megtalálható a

[10, 11] dolgozatokban.
Most megadjuk a vizsgálatunk tárgyát képező új +y ú( feltételt.

Az (F3) feltétel: 

r 

,,szegélyezett" Hesse-mátrix nem-szinguláris és egyetlen pozitív sajátértéke van. 
Az, hogy az +=ü( tulajdonság és a ,,szegélyezett" Hesse-mátrix bizonyos

tulajdonságai között kapcsolat van már régóta ismert [3, 4, 6, 12, 14]. Az em
lített tulajdonságok a H mátrix minorjaival kapcsolatosak és vizsgálatuk meg
lehetősen nehézkes.

Az ( FO) - +y ú( feltételek ekvivalenciájának bizonyításához szükségünk
lesz a következő ismert eredményekre.

Lemma. ([5, Theorem 2.9] és [2, Theorem 4.1]) Ha 9B+Í j ( # 0, akkor a követ
kező feltételek ekvivalensek:

(Cl) feltétel (Katzner feltétel):
hap ER" és Vf(x0)p = 0, akkor pTV2/(x0)p :S: 0;
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+j n( feltétel (Crouzeix-Ferland feltétel):
a 92/(x0) Hesse-mátrix vagy negatív szemidefinit, vagy egyetlen egyszeres

pozitív sajátértéke van és létezik olyan r I R", hogy 9 2p+Í 0)r = 9p+Í 0 }: és
minden ilyen r vektorra Vf(x0)r > 0;

(03) feltétel (Ferland feltétel):

r n-[ g 
Vf(xo)T

,,szegélyezett" Hesse-mátrixnak pontosan egy pozitív sajátértéke van.
Ezen előkészületek után bebizonyítjuk dolgozatunk fő eredményét.

Tétel. Ha Vf(xj ( =;6 0, akkor az +=ú( feltétel ekvivalens az +=j ( . +=n( fel
tételekkel.

Bizonyitás. Először az (Fl) = +=ú( implikációt bizonyítjuk. A Lemma alap
ján nyilvánvaló az (Fl) ⇒ (03) implikáció helyessége. Tegyük fel, hogy
Vf(xj ( # 0 és teljesül az (Fl) feltétel. Ekkor - a (03) folytán - a H ,,sze
gélyezett" Hesse-mátrixnak pontosan egy pozitív sajátértéke van, következés
képpen az +=ú( feltétel teljesüléséhez csupán a H mátrix nem-szingularitását
kell bizonyítani.

Legyenek a E Rés p E R" tetszőlegesek. Tegyük fel, hogy

Ekkor
Vf(xo)P = 0,

aVf(x0f ) 9 2/(x0(ö = j l 

Ha p = 0, akkor 9p+Í j ( =fa 0 miatt a = 0. Ha p # 0, akkor

j = pT(aVf(x0f ) 9 2/(x0(ö( = pTV2/(x0)p, 

ami ellentmond az (Fl) feltételnek. A (2) - (3) egyenletrendszernek tehát
csak a triviális a= 0, p = 0 megoldása van, következésképpen a H mátrix
nem-sziguláris. Ezzel az +=ü( ⇒ +=ú( implikáció bizonyítást nyert.

Most megmutatjuk, hogy az (F3) feltétel teljesülése maga után vonja az (F2) 
feltétel teljesülését. A Lemma alapján nyilvánvaló az +=ú( ⇒ +j n( implikáció
helyessége. Tegyük most fel, hogy 9p+Í j ( # 0 és teljesül az +=ú( feltétel.
+j n( szerint ekkor a 9 2/(x0) Hesse-mátrix vagy negatív szemidefinit, vagy
egyetlen egyszeres pozitív sajátértéke van és létezik olyan r ER" vektor, hogy

+n( 
+ú( 

és minden ilyen r vektorra Vf(x0)r nf 0 teljesül.
Most megmutatjuk, hogy lévén a H ,,szegélyezett" Hesse-mátrix nem

szinguláris, ezért a +j n( feltétel mellett a nála erősebb +=n( feltétel is teljesül.
(i): Ha 9 2/(x0) negatív definit, akkor +=n( nyilvánvalóan teljesül.
(ii): Vizsgáljuk azt az esetet, amikor 9 2/(x0) csupán negatív szemidefinit

(vagyis nem definit). Legyen u # 0 a -í ünp+Í j ( mátrix 0 sajátértékéhez tartozó
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tetszőleges sajátvektor. Mivel H nem-szinguláris, ezért

H[ ~] = ü V/(~j )uj # 0,

következésképpen V/(x0)u # 0, vagyis a V2/(x0) Hesse-mátrix null-alteréhez
tartozó bármely u # 0 vektorra Vf(x0)il # 0, amiből szükségszerűen követ
kezik, hogy V2f(x0) null-altere egydimenziós, azaz a 0 sajátérték egyszeres.
Ez egyúttal azt is jelenti, hogy ha V2/(x0) csupán negatív szemidefinit, akkor
(F2) teljesül.
(iii): (O2)-nek megfelelően annak az esetnek a vizsgálata van hátra, amikor

a V2/(x0) mátrixnak egyetien pozitív sajátértéke van és az egyszeres. Tekint
sük a (02) feltételben szereplő r ER" vektort. Mivel

Hr-1 s- = ü Vf(xo)r s = [ Vf(xo)r] # O
r - 'vf(x0)1' ) V2/(x0)r O '

ezért 'vf(x0)r # 0, következésképpen 'v/(x0)r > 0.
Most megmutatjuk, hogy a vizsgált esetben a 0 nem lehet sajátértéke a

v~/(xj ( mátrixnak. Ha ugyanis a 0 sajátérték lenne, akkor lenne olyan u I R11 

vektor, amelyre V2/(x0)u = j és Vf(x0)ii = -Vf(x0)r. 
Ekkor

JI[ -1 ] = [ V/(x0)il + Vf(x0)r .,2 t j s 
r ) ii -Vf(x0)1' ..,. V:}(x0)r m g - 

ami lehetetlen a H mátrix nem-szingularitása miatt. Tehát a 0 nem lehet
sajátértéke a V2/(x0) Hesse-mátrixnak. Ezzel hefejczt.ük az ( /113) = ( li'2) impli
káció bizonyítását.

A már ismert (FO) = (fi'l) = (fi'2) ekvivalencia folytán tételünk bizonyí
tást nyert.

Az (P3) feltétel azért egyszerífölJ az elözőeknéf , mivel egyetlen sajátértékot.,
ill. sajátvektort sem kell kiszámítani az ellenőrzésére, csupán a sajátértékek
előjel-viszonyait kell meghatározni. !VI int ·a következő részben Ür sC !átni fog
juk, ez nem is olyan számításigényes feladat.

III. Szimmetrikus mátrix inerciája és kiszámításának
egy lehetséges módja

Legyen 11 egy m-eclrenclű szimmetrikus mátrix. Vezessük be a következő
mennyiségeket:

n(fl) = ~" H mátrix negatív sajátértékeinek száma multiplicitéssal együtt,
z(fl) = a nulla sajátérték mult.ipl icitása,
p(H) = a H mátrix pozitív sajátértékeinek száma multiplicitással együtt.

Nyilvánvaló, hogy n(H) ) z(Fí) ) p(fJ) = m. 

Definfoió: a H szimmetrikus mátrix inerciája alatt az

ln fl : = (n(H), z(ll), p(ll))

rendezett számhármast értjük.
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. Az inercia fogalmának bevezetésével az (F3) feltétel a következő módon is
megadható: ha H a ,,szegélyezett" Hesse-mátrix, akkor

In H = (n, Xa á(l 

Az (F3) feltétel vizsgálatához tehát elegendő a H mátrix inerciáját kiszámítani.
} továbbiakban ismertetjük R. " l COTTLE algoritmusát szimmetrikus mát

rix inerciájának meghatározására [I]. Az algoritmus E. V. Haynsworth inercia
tételén alapszik. A tétel megfogalmazásához szükségünk van a particionált
mátrixokra (hipermátrixokra) vonatkozó Schur-komplemens fogalmára.

Tekintsük az Ji mátrixot a következőképpen particionált alakban:

(4) 

Ha az A mátrix kvadratikus és nem-szinguláris, akkor a

D ~ CA-1B 

mátrixot az A mátrix M-re vonatkozó Schur-komplemensének nevezzük és
(M / A)-val jelöljük. Az (M , A) Schur-komplemens mátrixszal a legkülön
félébb problémák kapcsán találkozhatunk, leggyakrabban azonban a rendes
vagy ,,általánosított" Gauss-elimináció alkalmazásakor [I].

A Haynsworth-féle inercia tétel [7]: Legyen M szimmetrikus mátrix. Tegyük
fel, üáX\ y +E( szerint particionált alakjában az A mátrix invertálható. Érvényes
ekkor a következő összefüggés:

In M = ln A+ In +A , A). +<( 

A későbbiek szempontjából szükségünk van az (5) inercia-formula néhány
speciális alakjára.

1. eset: A = [máá üa ahol mu -/= 0. Ha m11 < 0, akkor

Tn. M = (I, 0, 0) ) In +A , A), 
ha m11 / 0, akkor

Tn JI,[= (0, 0, I) ) In (11{ , A). 

nl eset: 

(6i)

(6ii)

ahol m12 = m21 -/= 0. Ekkor

In M = (I, 0, I) ) In (M / A).

3. eset: az (M / A) Schur-komplemens k-adrendű zeró mátrix. Ekkor

In M, = In A ) +j a k, j (l 

+: ( 

+0( 

Az ismertetendő algoritmus az inerciának még egy további tulajdonságát
használja ki: az inercia a mátrix principális átrendezésével szemben invariáns.
Principális átrendezésen a mátrix sorainak és oszlopainak olyan átrendezését
értjük, amikor a sorok és oszlopok azonos módon permutálódnak.
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A Cottle-féle algoritmusban szerepet kap a szimmetrikus mátrixok követ
kező tulajdonságok szerinti osztályozása: az M szimmetrikus mátrix a követ
kező tulajdonságok közül pontosan eggyel rendelkezik:
(Tl) diag M #- O;
(T2) diag M = Xa de Me~ O;
(T3) M = o.

Ezen előkészületek után rátérünk a Cottle-féle algoritmus ismertetésére.

A Cottle-féle algoritmus [l]:
Legyen H m-edrendű szimmetrikus mátrix. Az algoritmus a H inerciáját

számítja ki véges számú lépésben az (6)-(7)-(8) inercia-formulák segítségével.
Az algoritmus formalizálhatósága okán értelmezzük az üres mátrix foalgmát,

melyet jelöljön 0 és fogadjuk el rá vonatkozóan a következőket:

ln/3 = (0,0,0); (H s 0) = /l; +J , pü( = 0. +V( 

Jelölje H'!" az algoritmus során kiszámításra kerülő k-adik Schur-kornple
menst, Ilk pedig a k-adik pivot-blokkot. Legyen

JI101 = J-1 és Ho = $3.
KEZDET: Legyen k = Xl 
INERCIASZÁMÍT ÁS: Kiszámítjuk az

le s,,= _:Elnfl; 
i=0

összeget. Ha Hák> = 0, akkor ln 11 = s1, és STOP. Ha a JiikJ Schur-komple
mens (Ti) tulajdonságú, akkor menjünk az i-edik LÉPÉS-re.
I. LÉP ÉS: a principális átrendezhetőségről mondottak alapján feltehető,
hogy hi"J_ #- 0. Legyenek

H1<+1 = [hWJ és
u-:» = (H>kJ , H1c+1). 

A (6i)-(6ii) formulák szerint kiszámítjuk ln 11á,+i-et, k helyére
szünk és visszatérünk az INERCIASZAMíTÁShoz.
2. LÉPÉS: feltehetjük, hogy hf~ = h~f =r 0. Legyenek

k ) 1-et te-

t 
j J lk> ü H - ta 

11+
n 
. h~r g l - 

1'.Tik+.LJ - (f!<k) , /-! ) - H<k) :.t - :.11,+1 - •

n=» = (I-J<k) , Hk+2)-

A (9) formula szerint ln HHt = (0, 0, 0), a (7) formula szerint ln Il1,+2 == (1, 0, 1). le helyére k + 2-t teszünk és visszatérünk az INERCIASZÁ
M1TÁShoz.
3. LÉPÉS: Ebben az esetben }J<10 = 0. Mivel f/1ÁP (m - k)-adrendű zéró
mátrix, ezért a (8) formula szerint

ln H = sk + (0, m - k, 0).

STOP: H inerciájának meghatározása véget ért.
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Az (F3) feltétel számításigénye a [2] dolgozat szerint kisebb, mint az (Fl),
ill. +=n( feltételeké. Igaz ugyan, hogy J.-P. Crouzeix és J. A. Ferland a +j á( 
(03) feltételeket hasonlították össze, de nyilvánvaló, hogy az általuk tett meg
állapítások érvényben maradnak az (Fl) - (F3) feltételek vonatkozásában is.
Hogy az (FO) feltétel lényegesen számításigényesebb, mint az (F3), az minden
különösebb számítás nélkül is nyilvánvaló.

IV. Példák

l. Tekintsük az
f(x) = x1x~3 .) max
g(x) = x1 ) úÍ 2 ) VÍ 3 - V 5f j 

nemlineáris programozási feladatot. Tekintett feladatnak az x0 = (3, 1, : ) pont

KTL-stacionárius pontja, mivel Vf(x0) = _!__ Vg(x0) és az egyetlen feltétell ú 
x0-ban aktív. Tekintsük a célfüggvény x0 pontbeli ,,szegélyezett" Hesse
mátrixát:

0 , 1 3
3

1 0 , 
1 

H= 3 3

1
, 30
ú 

3 1 3 0

Számítsuk ki ln H-t. Mivel a H mátrix (T2) tulajdonságú, ezért az algoritmus
kezdő lépései a következők:

H,=H,-e és H,=C : J
Kiszámítjuk a H<nP Schur-komplemenst:

-3]
-18

Mivel a H<2> Schur-komplemens (Tl} tulajdonságú, ezért a következő pivot
blokk lehetséges választása:

Hú2t.n!l 
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A g<3J Schur komplemensre és a H 4 pivot blokkra a következő adódik:

H<J) = H 4 = [- : l · 
Mivel H<4l = ff, ezért az eljárás véget ért;

lnH = t-:«, + ie n, + tn u , = (1, 0, 1) + (1, o, 0) + (1, o, 0,) = (3, 0, 1). 

A H ,,szegélyezett" Hesse-mátrix tehát nem-szinguláris és egyetlen pozitív

sajátértéke van. A vizsgált szélsőértékfoladat x0 = ( 3, 1, ~) KTL-stacionárius

pontjában tehát teljesül a lokális optimalitás (.F'3) elégséges feltétele, vagyis
az x0 pont szigorú lokális maximum-helye a feladatnak.

2. Az. (FO) - (F3) feltételekkel kapcsolatban felmerül a kérdés, hogy a lokális
optimalitásnak ezen elégséges feltételei ,,milyen messze vannak" a szükséges
ségtől? A következő feladatpár mutatja, hogy lehetnek ,,igen messze" is!
A. feladat: 

f(x) = x1x2 ... x11 , max
X; :<::: I, i = 1, ... , n; 

B. feladat: 
/(x) = xtx2 ... x,, , min
X; ;::,_ 1, i = 1, ... , n. 

Nyilvánvaló, hogy az x0 = (1, 1, ... , 1) pont mindkét feladatnak loká.lis szi
gorú optimumpontja. Nyilvánvaló továbbá, hogy mindkét feladatnak ugya11-
az az x0 ponthoz tartozó 1l ,,szegélyezett" Hesse-mé.trixa. JDgyszerű szán1ítás
sal ellenőrizhető, hogy

In Il = (n, 0, 1), (10)

vagyis az A. feladat x0 optimális pontjáhan teljesül az ( /J'3) feltétel.
Az (.F'3) feltétel a B. feladatra vonatkozóan az lenne, hogy In Ii--= (1, 0, n), 

ez azonban ,,elég messze" van a tónyleges helyzettől (10)-től.
Ismeretes azonban, hogy a Rzigorúan pszeudokon káv célfoggvónyű (I) fel

datokra az (PO) - ( P3) feltételek (egyes degenerált esetek kivételével) szüksége
sok is. Egészen pontosan: ebben a½ esethen a (GI) -- (03) feltételek a lokális
optimalitás szükséges leltótele] [9, llj.

( Beérlcezeü · 1985. október 3-1í11.) 
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NUMERICAL STUDY OF SECOND-ORDER OPTIMALITY
CONDITIONS

The paper invoetiga tee four - mutually equivalent - second-order optirnality con
ditions relating to a non-linear programming problem constrained by inequalities. Three
of rhe four conditions - F0, Fl and F2 - have been known for some time. One of the
main results of the paper is to prove that the fourth condition (F3) is equivalent to the
former ones. This condition requires that the so-called bordered Hessian be non-singular
wit h a single positive eigenvalue. Its fulfilment can much more easily be checked nume
rically than that of tho other equivalent eond itions. The paper also reviews R. W. Cottle's
pivot -algorithm which is suited for determining the inertia of a symmetrical matrix and
thu« is also suited for checking the fulfilment of the F~ optimality condition. The paper
,k1r1onstrates the operation of Cottle's algorithm with a simple numerical example.

Lfl1CJ1O8Ovl AHAJ1113 BTOPOCTEnEHHblX YCJ1OB11vl OnTl1Ml13AIJ.l111

13 paűore aHaJll13Hpy10TC5l llCTblpC - 3l(BHBaJJeHTHble Me)!():\Y COÖOH - BTOJJOCTeneHHble
YCJlOlJlf51 OnTMMH331.11111 OTHOCMTeJlbHO orpa1-1w1emro/.í HepaBeHCTB3MH HemrneHHOH 33/J;31Jl1
nporpaM,\111poBa1-11151. 113 xersrpex ycnonaü TpH (FO, Fl H F2) 11aeecrnb1e /J;3BHO. Ü)J;Hl1M 113
OCHOBl·lblX pe3yJlbT3TOB paöoru 5ll)J15JCTC51 /J;Ol<a3aTeJlbCTBO roro, l!TO IJeTBepTOe YCJIOBHe F3
31(DHBaJICHTHO npe)J;blt\Yll\HM. 3Ha,rerrnc ycJJOBl-!51 F3 (T. H. orpaHHIJeHH351 MaTp111.1aXecce, 1-1ec111-1-
rynnpuan M HMelOll.(351 C)J;HHCTBCHHYIO nOJ10)l(HTCJlhHYl0 COÖCTBCHHYIO BCJJHIJHHY) COCTOMT B TOM,
IJTO ero nunonnenne MO)l{eT Úb!Tb ropaano J1er1Je npOKOHTpOJ111J)OB3HO B IJHCJJOBOM Bblpa)l(eJ-11111,
'ICM B cnyuae OCTaJlbHblX.

8 CT3Tbe npe1~CT38JlCH onopaua 3J1I'Op11TM P. B. J{orrne KOTOpblH np11ro)J;HH )J;J151 onpezte.nexna
HHCpl\1111 Cl1MMCTp11lfHO/.Í M3TPMl.lbf, H ÖJ131"0)J;3p51 3TOMY npHI'O/J;eH 11 )J;J151 KOHTJ)OJ151 BbinOJ1HeHH51
1/CJI0811?t OOTHMl-133!.IHH F3. C ITOMOll(blO npocroro lfl1CJIOBOJ'O np11Mepa B paöore ITOK33b!BaeTC51
<jly1ll(l(l!OHl1()083l·IHC anr-oparwa J{orrne.
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