KomLGsI SANDOR

Masodrendd optimalitisi feltételek
numerikus vizsgalata

1. Bevezetés

Ez a dolgozat szerves folytatdsa a Szigméban megjelent egyik cikkem-
nek [10], amelyben az
f(z) — max

(1)

gilx) <0, s=1, teim

feltételes szélsGérték-feladatra vonatkozéan a lokdlis optimalitds egy mésod-
rendli elegendd feltételét és annak kiilonbozs ekvivalens alakjait tanulmé-
nyoztam a célfiiggvény kvédzi Hesse-métrixai segitségével. (Az f(z) célfiiggvény
és a g;(x) feltételi fiiggvények az RB" n-dimenzids euklideszi téren értelmezett
szamértéki fliggvények.)

Kétszer differencidlhato fiiggvény kvézi Hesse-métrixa a fiiggvény Hesse-
métrixabol és gradiens vektorahdl képezhet egy meglehetésen bonyolult kép-
let alapjan [10, (13) formula]. (A kvazi-Hesse-matrix fogalma és legfontosabb
tulajdonsdgai megtalalhatok a (9,10, 11] dolgozatokban.) Ez a bonyolult kép-
zési szabédly a kvdzi Hesse-métrixszal kapesolatos optimalitdsi kritérium
(a kvazi Hesse-métrix negativ definitsége) gyakorlati alkalmazhatéségéat ers-
sen megkérddjelezi. Ebbdl fakadtak azok a torekvések, hogy a kvézi Hesse-
mitrix negativ definitségével ekvivalens feltételekhez jussunk [10, 11]; azt a
célt azonban, hogy szémitdstechnikailag is viszonylag egyszerfien kezelhetd
kritériumot taldljunk, az eddigiekben még nem sikeriilt elérni.

Jelen dolgozatban megadjuk a kvézi Hesse-métrix negativ definitségének
egy olyan 1j kritériumat, amely a numerikus tesztelhetGség szempontjahol
az eddigi kritériumok koziil a legjobb, és ismertetiink egy a tesztelésre vonat-
koz6 pivot-algoritmust.

II. Egy masodrendii optimalitasi feltétel kiilonbozé valtozatai

Tekintsiik az (1) feladatot. Legyen f(x) kétszer folytonosan differencialhaté
a feladat x, KTL-staciondrius pontjénak valamely kornyezetéhen. Tegyiik
fel, hogy a lehetséges programok

L={x¢ch"|g(x) <0, i=1,..,m}

halmaza lokdlisan csillagszerii z-ban és Vf(z,) ~ 0. A Vf(x) szimbélum az
[(z) fiiggvény gradiens-vektordt jeloli, melyet kényelmi okokhdl sorvektornak
tekintiink. Az R" tér elemeit viszont — szokés szerint — oszlopvektoroknak
tekintjiik. (A tobbi fogalom definiciéja [10]-ben megtalalhaté.)
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Korabbi dolgozataimban [9, 10, 11] megmutattam, hogy a kévetkezikben
felsorolt feltételek — Vf(z,) = 0 esetén — egyrészt ekvivalensek az f(x) fiigg-
vény z, pontbeli kvdzi Hesse-métrixai negativ definitségével, masrészt a fenti
feltételeket kiegészitve biztositjdk, hogy az z, € L KTL-staciondrius pont az
(1) feladatnak szigori lokdlis optimélis megoldésa legyen.

A targyalandé feltételek megfogalmazdsshoz sziikségiink van a kovetkezd

jelolések bevezetésére: legyenek uy,. . ., u, € B" a V*f(x,) Hesse-métrix ortonor-
malt sajatvektorai; ky, ..., h, € R pedig a megfelels sajatértékek.

Az (F0) feltétel:

a V*f(x,) Hesse-méatrix vagy negativ definit, vagy egyetlen egyszeres nem-
negativ sajatértéke van (legyen ez h) és teljesiil a Vf(xg)u, -~ 0 Osszefiiggés,
amely a A, > 0 esetben kiegésziil a kivetkezs egyenlStlenséggel:

2’2 (VH(o) u))* = 0.

j=1 hy

Az (F1) feltétel:
ha p € R, p = 0 és Vf(z,)p = 0, akkor p” V*f(z,)p < 0.

Az (F2) feltétel:

a V2f(x,) Hesse-métrix vagy negativ definit, vagy egyetlen egyszeres nem-
negativ sajatértéke van (legyen ez k) és teljesiil a Vf(xg)u, > 0 Osszefiiggés,
amely a h, > 0 esetben kiegésziil még a kovetkezGvel: az

y ¢ = (VEf{(2)) =V fiw,)"

vektorra Vf(zy)r > 0 teljesiil.

Az (F0) — (F2) feltételek ekvivalencidjanak bizonyitdsa megtaldlhat6 a
[10, 11] dolgozatokban.

Most megadjuk a vizsgdlatunk targyat képezs Gj (#3) feltételt.

Az (F'3) feltétel:

& H :[ 0 Vf(xo)]
Vi) V()

,,szegélyezett” Hesse-matrix nem-szinguldris és egyetlen pozitiv sajdatértéke van.
Az, hogy az (F1) tulajdonsig és a ,szegélyezett” Hesse-métrix bizonyos
tulajdonsagai kozott kapesolat van mér régéta ismert (3, 4, 6, 12, 14]. Az em-
litett tulajdonsdgok a H méatrix minorjaival kapcsolatosak és vizsgdlatuk meg-
lehetGsen nehézkes.
Az (F0) — (F3) feltételek ekvivalencidjanak bizonyitdsdhoz sziikségiink
lesz a kovetkezs ismert eredményekre.

Lemma. ([5, Theorem 2.9] és [2, Theorem 4.1]) Ha Vf(x,) -~ 0, akkor a kovet-
kezd feltételek ekvivalensek:

(C1) feltétel (Katzner feltétel):
ha p € R" és Vf(zy)p = 0, akkor pTV2f(z,)p << 0;
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(C2) feltétel (Crouzeix— Ferland feltétel):

a V2f(z,) Hesse-métrix vagy negativ szemidefinit, vagy egyetlen egyszeres
pozitiv sajatértéke van és létezik olyan r € R", hogy Vf(zq)r = Vf(z,)T és
minden ilyen r vektorra Vf(z,)r > 0;

(C3) feltétel (Ferland feltétel):
H— [ 0 Vf (xo)]
Vi)™ V()

,,szegélyezett’”’ Hesse-métrixnak pontosan egy pozitiv sajtértéke van.
Ezen elGkésziiletek utdn bebizonyitjuk dolgozatunk f6 eredményét.

a

Tétel. Ha Vf(z,) = 0, akkor az (F'3) feltétel ekvivalens az (F0) — (F2) fel-
tételekkel.

Bizonyitds. El6szor az (F1) = (F3) implikaciét bizonyitjuk. A Lemma alap-
jén nyilvanvalé az (F1) = (C3) implikdcié helyessége. Tegyiik fel, hogy
Vi(z,) = 0 és teljesiil az (#1) feltétel. Ekkor — a (C3) folytan — a H ,,sze-
gélyezett’” Hesse-métrixnak pontosan egy pozitiv sajatértéke van, kovetkezés-
képpen az (F3) feltétel teljesiiléséhez csupdn a H métrix nem-szingularitdsit
kell bizonyitani.

Legyenek a € R és p € R" tetszblegesek. Tegyiik fel, hogy

P aVf(ze)" + V¥(2o)p

Vi(@o)p = 0, (2)
aVf(zo)" + Vf(zo)p = 0. (3)

Ha p = 0, akkor Vf(z,) 7= 0 miatt a« = 0. Ha p 5= 0, akkor
0 = pT(aVf(zo)" + V*f(xo)p) = P"V*f(2o)p,

ami ellentmond az (K1) feltételnek. A (2) — (3) egyenletrendszernek tehat
csak a trividlis @ —= 0, p = 0 megoldésa van, kovetkezésképpen a H métrix
nem-sziguléris. Ezzel az (F1) = (F3) implikacié bizonyitést nyert.

Most megmutatjuk, hogy az (#'3) feltétel teljesiilése maga utdn vonja az (F2)
feltétel teljesiilését. A Lemma alapjin nyilvanval6 az (F3) = (C2) implikécio
helyessége. Tegyitkk most fel, hogy Vf(xz,) -= 0 és teljesiil az (#3) feltétel.
(C2) szerint ekkor a Vf(z,) Hesse-métrix vagy negativ szemidefinit, vagy
egyetlen egyszeres pozitiv sajatértéke van és létezik olyan r € R" vektor, hogy

Vi(xg)r = Vf(zo)"

Ekkor

és minden ilyen r vektorra Vf(z,)r > 0 teljesiil.

Most megmutatjuk, hogy lévén a H | szegélyezett” Hesse-métrix nem-
szinguldris, ezért a (C2) feltétel mellett a néla erGsebb (F2) feltétel is teljesiil.

(i): Ha V2f(x,) negativ definit, akkor (#2) nyilvdnval6an teljesiil.

(it): Vizsgéljuk azt az esetet, amikor Vf(x,) csupdn negativ szemidefinit
(vagyis nem definit). Legyen u -4 0 a V*f(x,) métrix 0 sajatértékéhez tartozo
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tetszGleges sajatvektor. Mivel /1 nem-szinguléris, ezért

]1[0 :[Vf(xo)u]#(,,
u 0 |

kovetkezésképpen Vf(x,Ju -= 0, vagyis a V2f(z,) Hesse-matrix null-alteréhez
tartozé barmely u == 0 vektorra Vf(xy)u = 0, amih(il szitkségszerfien kivet-
kezik, hogy V*f(z,) null-altere egydimcn/i(’)s, azaz a 0 sajatérték egyszeres.
Ez etryuttal azt is jelenti, hogy ha V*f(x,) csupan negativ szemidefinit, akkor
(F2) tel]esul

(i12); (O2)-nek megfelelGen annak az esetnek a vizsgdlata van hdtra, amikor
a V3f(x,) ma,trl‘mal\ eg,vetlen ])()/thlv sajatértéke van és az egyszeres. Tekint-
siik a (O2) feltételben szerepl r € " vektort. Mivel

b2 ==L - Vf(]'“))‘ - V/(x())r i ”,
r —Vf(xy)T + V2f(z, 0
ezért Vf(z,)r < 0, kiivetl\'ez('asképpen V/'(ar(,)r > 0.
Most megmutatjuk, hogy a vizsgalt esethen a 0 nem lehet sajatértéke a
V2f(x,) matrixnak. Ha u;yzmb a0 4:szit('l't(?l< lenne, akkor lenne olyan w ¢ R"

vektor, amelyre Vf(z,)u — 0 és Vf(x = —Vf(zo)r
Ekkor
I —1 ] _[ VAzo)u + Vf(@e)r 7 _[0
r+ u —Vf(z,)T + V(x 0]’

ami lehetetlen a / matrix nem-szingularitdsa miatt. Tehdt a 0 nem lehet
sajatértéke a V¥(x,) Hesse-mdtrixnak. Kzzel befejeztiik az (F3) — (F2) impli-
kécio bizonyitdsat.

A mér ismert (F0) < (F1) <> (F2) ekvivalencia folytin tételiink bizonyi-
tast nyert.

Az (F'3) feltétel azért egyszer(ibb az elGzGekndl, mivel egyetlen sajatértéket,
ill. sajatvektort sem kell kiszdmitani az ellendrzésére, csupan a sajétértékek
elGjel-viszonyait kell meghatdrozni. Mint a kivetkezs ‘részhen majd latni fog-
juk, ez nem is olyan szamitdsigényes feladat.

ITI. Szimmetrikus matrix inercidja és kiszimitasanak
egy lehetséges modja

Legyen I egy m-edrendf(i szimmetrikus métrix. Vezessiik be a kiovetkezd
men nylncgcket -

n(Hl) = a H méitrix negativ sajitértékeinek szdma multiplicitassal egyiitt,
z(H) = a nulla sajatér rtiélk multiplicitasa,
p(H)  — a H métrix pozitiv sajitértékeinek szama multiplicitdssal egyiitt.

Nyilvanvalé, hogy n(H) + z(H) + p(H) = m.

Definicié: a H szimmetrikus métrix inercidja alatt az
In H : = (n(H), z(H), p(H))

rendezett szamhdrmast értjiik.
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Az inercia fogalméanak bevezetésével az (F3) feltétel a kovetkezd modon is
megadhatd: ha [ a ,szegélyezett” Hesse-mdtrix, akkor

In H = (n, 0, 1).

Az (F3) feltétel vizsgalatéhoz tehdt elegends a H méatrix inercidjat kiszdmitani.
A tovabbiakban ismertetjiik R. W. CorrLE algoritmusit szimmetrikus mét-
rix inercidjanak meghatarozdsara [1]. Az algoritmus E. V. Haynsworth inercia-
tételén alapszik. A tétel megfogalmazdsdhoz sziikségiink van a particiondlt
méatrixokra (hipermétrixokra) vonatkozé Schur-komplemens fogalméra.
Tekintsiik az M métrixot a kivetkezGképpen particionalt alakban:

A B
M — i (4)
¢ D
Ha az A méatrix kvadratikus és nem-szingularis, akkor a
D —CA-'B
métrixot az A méatrix M-re vonatkozd Schur-komplemensének nevezziik és
(M | A)-val jeloljiik. Az (M | A) Schur-komplemens métrixszal a legkiilon-

félébb problémék kapesan taldlkozhatunk, leggyakrabban azonban a rendes
vagy ,altaldnositott” Gauss-elimindeié alkalmazédsakor [17.

A Haynsworth-féle inercia tétel [7]: Legyen M szimmetrikus matrix. Tegyiik
fel, hogy (4) szerint particiondlt alakjdban az A4 métrix invertdlhaté. Ervényes
ekkor a kovetkezd osszefiiggds: '

In M —=1InA + In (M| A). (5)

A késobbiek szempontjabol sziikségimk van az (5) inercia-formula néhény
specialis alakjara.

I.eset: A = [my], ahol my; = 0. Ha my; < 0, akkor

In M = (1,0,0) + In (M | A), (61)
ha m,, 0, akkor

In M = (0,0,1) + In (M| A). (6i1)

O s
A L 12 .
Mmyy 0
ahol m,, = my, ~ 0. Ekkor

InM — (1,0,1) + In(M

2. eset:

A). (7)

3. eset: az (M | A) Schur-komplemens k-adrendii zeré méatrix. Ekkor
InM = In A + (0,k, 0). (8)

Az ismertetendd algoritmus az inercidnak még egy tovahbi tulajdonsdgét
hasznélja ki: az inercia a matrix principdlis atrendezésével szemben invaridns.
Principalis dtrendezésen a matrix sorainak és oszlopainak olyan dtrendezését
értjiik, amikor a sorok és oszlopok azonos médon permutéalédnak.
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A Cottle-féle algoritmusban szerepet kap a szimmetrikus métrixok kovet-
kez8 tulajdonsdgok szerinti osztdlyozdsa: az M szimmetrikus métrix a kiovet-
kez$ tulajdonsdgok koziil pontosan eggyel rendelkezik:

(T1) diag M == 0;
(T'2) dla,g M=0,de M =
(T3) M =o.
Ezen el6k észiiletek utdn ratériink a Cottle-féle algoritmus ismertetésére.

A Cottle-féle algoritmus [1]:
Legyen H m-edrend{i szimmetrikus métrix. Az algoritmus a H inercidjat
szémitja ki véges szdmu lépésben az (6)—(7) —(8) inercia-formuldk segitségével.
Az algoritmus formallzélhatoqéga okén értelmezziik az iires métrix foalgmét,
melyet jeloljon ¢ és fogadjuk el ra vonatkozoan a kovetkezdket:

Ing = (0,00); (H|#)=H; (H|H)=8. (9)

Jelolje H® az algoritmus sorén kiszdmitdsra keriil§ k-adik Schur-komple-
menst, H, pedig a k-adik pivot-blokkot. Legyen
HY =H 48 Hy=#.
KEZDET: Legyenk — 0.
INERCIASZAMIT AS: Kiszémitjuk az

k
8 = 2 InH,

osszeget. Ha H® = @, akkor In H = 8, és STOP. Ha a H® Schur-komple-
mens (7'7) tula,]donsagu akkor menjiink az i-edik LEPES-re.
1. LEPES: a principdlis atrendezhetdségrsl mondottak alapjin feltehetd,
hogy A -+ 0. Legyenek

Heyn = [BY] és

H®&+D — H)k) , [1k+1 .
A (61)—(611) formuldk szerint kiszémitjuk In H,  -et, k helyére k + 1-et te-

sziink és visszatériink az INERCIASZAMITAShoz.
2. LEPES: feltehetjiik, hogy h{S — kY -~ 0. Legyenek

Hyy =0,

0 &
=] o ' |
H*&+D — (”(k) l ”k g H(k),
H*® == (H® | Hig).

A (9) formula szerint In H, , = (0,0, ()) a (7) formula szerint In H, ., -
(1,0,1). k helyére k + 2-t tesziink és visszatériink az INER(‘IAB?A-

MITASh()?

3. LEPES: Ebben az esetben H" — 0. Mivel H%® (m — k)-adrend(i zér6

matrix, ezért a (8) formula szerint

In H=s, + (0,m — k, 0).
STOP: H inerciajanak meghatdrozisa véget ért.
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Az (F3) feltétel szamitédsigénye a [2] dolgozat szerint kisebb, mint az (F1),
ill. (F2) feltételeké. Igaz ugyan, hogy J.-P. Crouzeix és J. A. Ferland a (C1)—
(C3) feltételeket hasonlitottak ossze, de nyilvanvald, hogy az ltaluk tett meg-
dllapitdsok érvényben maradnak az (F1) — (F3) feltételek vonatkozésdban is.
Hogy az (F0) feltétel lényegesen szdmitésigényesebb, mint az (F3), az minden
kiilonosebb szémités nélkil is nyilvanvalé.

IV. Példak

1. Tekintsiik az
f(#) = z2pr5 —~ max
gx) =2, + 32y + 923 — 9 < 0

nemlinedris programozési feladatot. Tekintett feladatnak az z, — (3, 1,—;—] pont

KTL-staciondrius pontja, mivel Vf(z,) :%Vg(xo) és az egyetlen feltétel

zo-ban aktiv. Tekintsiik a célfiiggvény =z, pontbeli ,szegélyezett’” Hesse-
métrixat:

EERE
3

1 1
- 0 — 1
1—1—03
3

.8 1.8 o]

Szdmitsuk ki /n H-t. Mivel a H métrix (7'2) tulajdonsagi, ezért az algoritmus
kezdé 1épései a kivetkezik:

0

1
] 3
Hyw By e Byl

= D
3

Kiszadmitjuk a H? Schur-komplemenst:

R T R i

Mivel a H® Schur-komplemens (7'1) tulajdonsigu, ezért a kovetkezd pivot
blokk lehetséges vélasztésa:

Hy = [—2].
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A H® Schur komplemensre és a H, pivot blokkra a kivetkezs adddik:

o [
2

Mivel HY = ¢, ezért az eljards véget ért;

InH =InH, + InHy + InH, = (1,0,1) + (1,0,0) + (1,0,0,) = (3, 0, 1).
A H |, szegélyezett” Hesse-matrix tehdt nem-szinguldris és egyetlen pozitiv

' 1

sajatértéke van. A vizsgdlt szélsGértékfeladat o, = (3,1, —| KTL-staciondrius

pontjaban tehdt teljesiil a lokdlis optimalitds (F3) elégséges feltétele, vagyis
az x, pont szigoru lokalis maximum-helye a feladatnak.

2. Az (F0) — (F3) feltételekkel kapesolatban felmeriil a kérdés, hogy a lokalis
optimalitdsnak ezen elégséges feltételei ,,milyen messze vannak” a sziikséges-
ségtGl? A kovetkezd feladatpar mutatja, hogy lehetnek ,igen messze’ is!

A. feladat:

e} =225 . . @ — max

2 << L, % Lo e 5o 05

B. feladat:
F(B) == %y v « « B —+ min

Xy > 1, o |

Nyilvanvalo, hogy az x, — (1, 1, ..., 1) pont mindkét feladatnak lokalis szi-
gori optimumpontja. Nyilvanvalé tovabba, hogy mindkét feladatnak ugyan-
az az x, ponthoz tartozd 1, szegélyezett” Hesse-matrixa. Egyszer(i szamitds-
sal ellendrizhets, hogy

In H = (n,0,1), (10)

vagyls az A. feladat x, optimdlis pontjiban teljesiil az (#'3) feltétel.

Az (F'3) feltétel a B. feladatra vonatkozoéan az lenne, hogy In I — (1, 0, n),
ez azonban ,elég messze” van a tényleges helyzettsl (10)-tél.

[smeretes azonban, hogy a szigortan pszeudokonkav célfiiggvényi (1) fel-
datokra az (F0) — (F3) feltételek (egyes degenerdlt esetek kivételével) sziiksége-
sek is. Kgészen pontosan: ebben az esethen a (C'1) — (C3) feltételek a lokélis
optimalitas sziikséges feltételei [9, 11].

( Beérkezett: 1985. oktober 3-in.)
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ditions relating to a non-linear programming problem constrained by inequalities. Three
of the four conditions — F0, F1 and F2 — have been known for some time. One of the
main results of the paper is to prove that the fourth condition (F3) is equivalent to the
former ones. This condition requires that the so-called bordered Hessian be non-singular
with a single positive eigenvalue. Its fulfilment can much more easily be checked nume-
rically than that of the other equivalent conditions. The paper also reviews R. W. Cottle’s
pivot-algorithm which is suited for determining the inertia of a symmetrical matrix and
thus is also suited for checking the fulfilment of the F3 optimality condition. The paper
demonstrates the operation of Cottle’s algorithm with a simple numerical example.

YMCJIOBON AHAJIM3 BTOPOCTEINEHHbBIX YCJIOBHUN OINITUMH3ALIMH

B pabore aHaIM3UPYIOTCSI YCTBIpE - OSKBHUBAJIEHTHbIE Mexly Co00H — BropocreneHHole
VCAOBHS  ONTUMM3AIMH  OTHOCHTEJIbHO OTPAHMYEHHOH HEpaBEHCTBAMM HEJIMHEHHOI 3ajaun
nporpammupoBanus. M3 wersipex yeaosui tpu (FO, F1 u F2) usBectHbie maBHo. OgHuM M3
OCHOBHBIX Pe3yJILTaToB palboThl SIBISIETCST JIOKA3aTeJIbCTBO TOTO, YTO 4YeTBEepToe ycjaoBue F3
9KBHBAJICHTHO NpeALIAYLIIM, 3Hayenue ycnoBusi F3 (T. H. orpaniyeHHas matpuila Xecce, HeCHH-
ryJisipHAst M MMEIONAsT eIHHCTBEHHY 10 M0JIOXKUTEJIbHY 10 COOCTBEHHY 10 BEJIMUMHY) COCTOMT B TOM,
YTO ero BBINOJIHEHHE MOYKET OBITh TOPa3jio JIerye MPOKOHTPOJIMPOBAHO B UHCIIOBOM BBIDAYKEHHH,
UeM B CJIYYae 0CTaJlbHbIX.

B craThe npeacrasied onopHeiif aaroputm P. B. KoTTie KoTopblii NPUroanH AJIst onpeeseHmu
HHEPLMH CHMMETPHYHON MaTpHibl, i J1aroiapst 9ToMy MPUTOJEH U JUIsS KOHTPOJISI BBIMOJIHEHHST
yeaosuit ontumusanuu F3. C nomMolbio npocToro YHCJ0BOro npuMepa B pabore moxa3biBaeTcst
dymicpionnposanme agropurma Korrie.,
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