
BRÓDY ANDRÁS

A fizikai gazdaságtanról 
(Neumann egyensúlyi modelljének félszázados évfordulójára)

Általános egyensúlyi modelljét bemutatva Neumann János megjegyezte:

,,A <JJ(X, Y) függvény közvetlen értelmezése rendkívül kívánatos volna. Szerepe hason
lónak tűnik a fenomenologikus termodinamika termodinamikai poteneiáljaihoz; feltehető,
l'.og_~, a haso?l?ság tennáll teljes fenomenológiai általánosságában (függetlenül a mi meg
Bzontó idoalizaláaainktólj. ''

. E mondatokkal sokáig küszködtem. Az a magyarázat, amelyet végül is
kiokoskodtam* nem biztosan Neumanné, bár amennyire ez megítélhető,
nincs ellentétben nézeteivel.

A magyarázatnak három összetevője van:
1. a közgazdaságtan és a termodinamika közti izomorfizmus vázolása;
2. a margina.lizmus és a munkaérték.elmélet összefüggésének és ekvivalenciá

jának kimutatása;
3. a modelJ újszerű felállitása.
Neumann kémiai tanulmányait Berlinben W. Ostwald mellett folytatta,

akjt a fizikai kémia úttörőjeként tartanak számon, s aki J. W. Gmss ,,Hetero
gén szubsztanciák egyensúlyáról" szóló [1875-8] alapvető értekezését németre
fordította és népszerűsítette. Bizonyára nem véletlen, hogy a gibbsi elemzés
két fontos eszközére felfigyelt, s hogy ezek messzemenően hatottak megközelí
tésmódjtt sajátos formájára.

Az első ilyen fontos eszköz a megengedett variációk (tehát erők, folyamatok
vagy mozgások stb. megengedett kizavarásai egyensúlyukból) sajátos jellem
zése egyenlőtlensége/e, nem pedig egyenlőségek révén. A második és ebből már
következő eszköz az egyensúlyi pont vagy helyzet max-min kritériumokkal
való leírása.

Az ,,egyenlőtlenségek" e módszere kinyomozhatóan GAUSS [1829] művére
vezethetö vissza, akit Gibbs is megemlített a késöbbíekben, s tán FOURIER
[1798] egy értekezésére. Az elv kétségtelenül GIBBS [1879) tanulmányában
~ri el tudatos és mesteri alkalmazását, matematikai kifejezését FARKAS
p 901 J csiszolta ki ma is használatos alakjára majd HAAR [1918] általánosította
111homogén lineáris egyenléítlenségekre. Valószínűleg egyik igen fontos forrása a
modern nem-egyensúlyi termodinamikának is pl. GYARMATHY [1980] művében.

Persze a sajátos matematikai struktúra, amelyet Neumann a gazdasági
probléma megfogahm1,zására és megoldására kiválasztott lehetett volna egy-

* Itt köszönöm meg fizikus kollégáim, Martinás Kiüalir; és Sajó Konstantin segítségét,
akik a termodinamika néhány fontos fogalmát és munkamódszerét megvilágították.
A hibák azonban, amelyek ennek ellenére is fennmaradhattak, nekem tulajdonítandók.
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holt munka összegezésével határozta meg. Az elmélet logikus és következetes
volt és csak akkor vált homályossá és kitérővé, ha azt kérdezték, hogyan lehet
a különféle konkrét munkát (a szabó, szakács, bányász, takács munkáját)
egynemű ,,absztrakt" munkává összegezni, anélkül, hogy a piachoz fordulnánk
tájékoztatásért.

A rnarginalizmus a kibocsátások oldaláról indult ki és az áruk értékét a révü
kön elért hasznos hatás, szükségletkielégítés mértékére vezette vissza. Ez is
ellentmondásmentes elmélet volt, s csak akkor habozott, amikor az egyéni
hasznosságokat kellett volna társadalmi méretben összegeznie. A válóperek
növekvő száma mutatja, mily nehéz még két személy hasznossági térképét is
egymással összebékíteni. Itt is az összegezés, integrálás, egyneművé tevés
nehéz problémája az, ami az egyébként ellentmondásoktól mentes elmélet
alkalmazását megnehezítette.

Mindkét paradigma tehát sebezhető volt és ráadásul még harcban is állt
egymással. Történeti - és sok tekintetben kölcsönösen rossz hiszem [í - vitájuk
folyamán soha nem ismertek el egy szikrányi igazságot se a másik fél állás
pontjából. A ráfordítások és kibocsátások kölcsönös függése, az ok és okozat
kapcsolódása, a munka és a hasznos hatás egymást feltételező és módosító
volta figyelmen kívül maradt. A két paradigma képtelen volt egymást áthatni.

Ehhez hozzájárult az, hogy módszertanilag is el lentótesek voltaic a munka
értékelmélet az egyensúly, a marginaliznius pedig az optimális eszméje kőrü]
építkezett Kibékítésükhöz, együttes meghaladásukhoz, amely megőrz] éH
általánosítja azt, ami bennük igaz, egy új és átfogóbb szemléletre volt szükség.

Hasonló szemléletet dolgozott ki a fizikában EMMJ Nö-nrun, amikor szigort'1
bizonyítást adott arra, hogy a newtoni ,,egyensúlyi" és a d'Alemberti ,,opti
malizáló" természetleírás matematikailag ek vi val ens.

Neumann is, a gazdasági egyensúlyt modellezve, olyan új eszközt használt,
amely egyszerre oldja meg az egyensúly és a,r, optimalizálás feladatát a fiziká
ban jól bevált potenciálfüggvény módszerével.

Az így létrehozott modell jól tükrözi mindkét elméletet: feltüntethető hon ne
akárhány fajta konkrét munka és bármilyen fogyasztáfli szokás. Adatván 11
kiinduló adatok a modell maga határozza meg, hogy az ,,optimális egyensúly"
esetében mely eljárásokat, tochnológiáka.t., munkafajtákat fogják felhasználni,
mit és mennyit fognak termelni. Ez a modell primális megoldása, amely meg
határozza a rendszer mozgását az állapottérben. Ugyanakkor a duális megoldás,
az ,,intenzív" változók értéke olyan érték-, illetőleg árrendszert szolgáltat, amely
megoldja az állapottér teljes rendezését, sőt mérését is.
A potenciálfüggvény alkalmazásának eszméje ismét Gibl,stőJ eredhetett, bár

gazdasági rendszerre való alkalmazása új sajátosságokat is mutat. A fizikában
a potenciálfüggvény feladata az, hogy úgynevezett ,,erí)teret" hozzon létre az
állapottér minden pontjában. Az ilyen erőtórben csak ott találhatunk egyen
súlyt, ahol az erők közömbösítik egymást, eredőjük zérus. Így egy (JJ poten
eiálfüggvény által létrehozott erőtérben az egyenaúly feltétele a függvény
parciális deriváljainak eltűnése, grad <t> = 0, lesz.

De szabad-e egy ilyen potenciálfüggvény létezésót feltételeznünk? Gibbs
egyszerűen feltette, hogy létezik - az egzisztenciabizonyítás azonban sokkal
későbbi és CARATHÉODORY [1909] érdeme. Azt hiszem a termodinamika
sajátos nehézségei abból származtak, hogy egyensúlyfogalma szűkebb volt a
gazdasági egyensúlyfogalomnál, kizárólag az extenzív makro-változók unalmas
és egyhangú változatlansága fért vele össze (sokan termosztatikának is hívták
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ezért). A gazdaságban eleve a változás, növekedés egyensúlyát keresték,
amivel persze összefér, mint speciális körülmény a zérus növekedés, akár
önhelyreállító állapotként (Bra/fa) vagy egyszeríí. újratermelésként (Marx)
definiálták

A potenciálfüggvény 

Neumann a potenciálfüggvény létezését szinte észrevétlen módon igazolja,
bár egyben ez a lehető legerősebb matematikai tételezés, tudniillik konstruktív
bizonyitás: felírja pontos alakját. A függvény csupán a már meghatározott és
ismertnek tekintett ráfordítási és kibocsátási mátrixokra támaszkodik.

Ez a függvény, a már említett <l>(X, Y), ahol a termodinamika akkori
szokásainak rnegfelelóen, X az extenzív, Y az intenzív változók számára
fenntartott jelölés. A gazdasági matematikában ma használatos szimbólumok
kal élve

l(p, x) = pAx/pBx (1) 

alakban írhatjuk fel. Itt p az árak, x a termelési mennyiségek vektora, B a
ráfordítások, A a kiboosátások mátrixa. Az összes változó és együttható nem
negatív. Ha kikötjük a számláló és a nevező pozitív voltát, e függvény nagyon
jól viselkedik, se zérussá, se végtelenné nem válhat. Két pozitív bilineáris forma
hányadosa folytonos függvénye minden változójának és együtthatójának.
Ez u, potenciálfüggvény ::1 kibocsátást a ráfordításokhoz viszonyítja, a rendszer
,,termodinamikai" hatásfokát méri. Két oldalról is értelmezhetjük: jobbról, a
mennyiségek oldaláról a, lehetségessé váló fizikai növekedést mutatja, míg
balról, az értékek oldaláról azt a pénzügyi megtérülést, amelyet a rendszer
adott p árak ós x mennyiségek mentén biztosít.

A potonr-iálfüggvény gradiensei megengedik viselkedésének elemzését:

ö).föx = (pA - ?,pB)/pBx.

Ez a kifejezés akkor és csak akkor nem pozitív, ha,

pA _:s.:: ?pB. 

(2)

(2*)

Mint gazdasági korlát ez azt jelenti, hogy a termelés bevétele, pA, kisebb
vagy legfeljebb akkora, mint a termelés költsége, pB, utóbbit persze a kamat
vagy profit egyöntetű n rátájával növelve, ahol tehát ). = 1 + n. Minden
egyéb nyereség e profiton vagy kamaton kívül eleve ki van zárva. Ehhez a
követelményhez még vissza kell térnünk, mert első látásra igen szokatlan,
legalábbis a közgazdász számára. Az a további kikötés, hogy ha egy adott
folyamat költségei (persze a szokásos kamattal vagy profittal számolva)
nagyobbak, mint bevételei, akkor ezt a folyamatot meg kell szüntetni, ez már
igen érthető gazdasági követelményt fejez ki, hiszen ha nem szüntetik be a
veszteséges folyamatot, ez külső befektetés híján amúgy is megszünteti magát,
mert végül is működésképtelenné teszi az elvesztegetett eszközök hiánya. Ha
tehát valamely i. eljárásra a fenti (2*) egyenletben < érvényesül, akkor
nyilván x; = 0, azaz a veszteséges eljárás elhagyandó.

Matematikailag az egyenlet azt mondja ki, hogy ). értékét nem lehet x sem
milyen variációjával tovább növelni és ezért x szerint maximális lesz. (Erre
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szolgál az a megkötés is, hogy < érvényesülése esetén, amikor tehát x meg
felelő elemének pozitív volta csökkentené A értékét, ezt zéruson kell tartani.)
Ez analóg Gibbs rendszerében az egyensúly első követelményével az entrópia
maximálásával.
A parciális deriválást p szerint végezve viszont

oA/op = (Ax - ABx)/pBx, (3) 

és ez a kifejezés akkor és csak akkor nem negatív, ha

Ax 2 ).Bx. (3*)

Mint gazdasági korlát ez azt jelenti, hogy a termelés kibocsátása, Ax legalább
akkora vagy nagyobb, mint a ráfordítása, Bx, utóbbit a növekedés egyöntetű n
rátájával növelve, ahol ismét A= l + n. Az elégtelen kibocsátás másképp
megakadályozná a megfelelő ütemű bővítést. Ha azonban valamely termék
fölösleges mennyiségben áll elő, akkor természetesen ára csökkenni fog, és ha
a túlkínálat állandósul, akkor végül is zérussá válik. Ha tehát valamely j. 
termékre > érvényesül az egyensúlyi megoldásban is, akkor p1 = 0, azaz a
termék szabad jószággá válik.

Matematikailag az egyenlet azt mondja ki, hogy A értékét nem lehet p sem
milyen variációjával tovább csökkenteni és ezért p szerint minimális lesz.
(Erre szolgál az a megkötés is, hogy > érvényesülése esetén, amikor tehát p 
pozitív volta növelné ),_ értékét, ezt zéruson koli tartani). Ez analóg Gibbs
rendszerében az egyensúly második követelményével, az energia minimáláaá
val.

Mindebből arra következtethetünk, hogy az értéktöbblet variációja hasonló
az energia variáláaához és a terméktöhblet az entrópiához. Ezeknek az analó
giáknak pontosabb megfogalmaeésa azonhan a termodinamikai éf, gazdasági
állapottér izomorfiájának további vizsgálatát követeli meg. GiblJS több poten
ciálfüggvényt is meghatározott, ezeket ,,fundamentálir-; egyenleteknek" nevez
te: az adiabatikus vagyis izentropikus potenciál mellett az izopiesztikus (vál
tozatlan nyomású) és izoterrniás (változatlan hőmérséklet melletti) potonciál
függvényt is megalkotta. Bár a gazdaságban formáliean hasonló függvényeket
lehet elöállítnni, L ez a megközelítő» túlságosan új és még nem elfogadott.

Egy zavaró mozzanat maradt fenn. A maximum ÖR minimum matematikai
kikötései teljesen szimmetrikusak, gaz lasági értelmezésük azonban nem.
Igen meglepőnek találtuk, hogy minimálissá kell tenni a kamat. vagy profit
rátáját és ezért ki kellett zárni minden lehetséges nyereséget. az átlagrn, rátán
felül. A valóságos gazdaRági élet látf:;zólag nem így viselkedik és Neumann
érvelése ezen a ponton nem teljesen érthető és moggyőz6. Azt írja: ,,. . . az
egyensúlyi helyzetben semelyik l!J; eljárás nem lehet nyereséges (máskülönben
vagy az árak vagy a kamatláb növekedne - világos, hogy ezt az absztrakciót
hogyan kell érteni)." Ez távolról sem világos, hiszen az egyensúlytalanságtól az
egyensúlyhoz vezető úton egyes árak emelkednek ugyan, de másoknak csök
kennie kell, az árak mozgása nem egyező előjelű - és különben is csak árará
nyokról és nem abszolút szintekről lehet szó.

1 Ezt meg is kíséreltük a torrnod inamika első két fötétclónok gazdasági értelmezése
révén. Lásd BRÓDY-MARTr~As-SAJó [1!)85].
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Mégis lehet magyarázatot adni és fenn lehet tartani a matematikai követel
ményt, de csak egy kevésbé nyilvánvaló és nem közvetlen a minimalizálásra
vonatkozó megfontolás közbeiktatásával.

Ha azt akarjuk, hogy az egyensúlynak valaminő stabilitása, tehát időbeli
megmaradása legyen, akkor ki kell kötni, hogy a valóban alkalmazott eljárások
azonos profitrátát szolgáltassanak. Az árak ugyanis intenzív változók, és a
termodinamika szellemében ezeknek ki kell egyenlítődniök az egyensúlyi
helyzetben - abban az értelemben, hogy egyforma profitrátát szolgáltat
nak - másként a rendszer nem homogén, nem egyöntetű s akkor kiváltja a
tőkeáramlást a magasabb profitrátájú eljárások felé. Ilyen áramlás esetében
pedig stabil, tartós egyensúlyról nem lehet szó.

Mindezért a maximumelv a mennyiségek oldalán valóságos, igazi keresése a
maximumnak, míg a duális oldal minimumelve egy álöltözetben jelentkező
stabilitási feltétel. Azt hiszem azonban ez sem mond ellent a termodinamikai
párhuzamnak, ahol a rendszer minimális energiaszintjének kikötése szintén
egyensúlyi követelmény és nem teleologikus vezérelv, míg az entrópia maxima
lásának eszméje és ténye jól követi Aristoteles tudatosan teleologikusan
megfogalmazott törvényét: a természetben a dolgok a saját helyük elfoglalására
törekednek.

Összefoglalás 

A potenciálfüggvény, az egyenlőtlenségek és a max-min kritériumok
alkalmazásával Neumann a termodinamika és a fizika modern eszközeit
vezette IJo a gazdt1,sági elméletbe. Sikere annak köszönhető, hogy a termodina
mikai és a gazdasági állapottér közti hasonlóság igen mély, jól kiépíthető és
kia.knézható. Ez azt jelenti, hogy a gazdaaágelmélet axiomatikusan is meg
u.lapoz ható a modern fizika egyik ágaként.

l:; sorok szerzője a már ismert és eredményesnek bizonyult rnodellcsaládon
kí vii l to vábbi sikereket vár mind a termodinamika, mind a statisztikus fizika
kínáltn a.nalóg.iáktól.

Nern szabad azonban megfeledkezni arról, hogy ez a szemlélet megáll a
(kétségtelen ü I reális és mérhető) adatoknál, ezeket tekintve a végső adottsá
goknak. Ezeket az adatokat (technológiákat, ízléseket, preferenciákat) azonban
lélektani, társadalmí, történeti és embertani törvényszerí:í.ségek befolyásolják
és formálják. Mindez a fizikai gazdaságtan szemszögéből közömbösnek tűnik,
do éppen ezzel ezükségess« teszi a társadalomgazdaságtan fentebb említett
oldalainak tüzetesebb kutatását. A fizikai ga,zdaságtan tehát - mint a termo
dinamika - csupán kerettörvényeket adhat meg, amelyeket konkrét szocioló
giai, pszichológiai, történeti, antropológiai vizsgálatokkal kell kitölteni.

(Beérkezett: 1.986. április 30-án.)
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ON THE P.}IYSTCAL ECONOMY

In his paper written on tho occasiou of tho fiftieth a.nnivorsary of Neumann's famous
model tho author attempts to intorprct a remark by Neumann - not sufficient.ly apprccia
ted to our days - pointing to the close relationship with tho phonomonological thermo
dynarnics. The paper sots out from tho potential functiou borrowod from tho armory of
thorrnodynamics and by the uso of its parnial derivatives ostubfíahcs tho e qu il ihriuru
conditions to which he then givos a now inborprotation in economic terms. In tho course
of tho exposition it becomes clear that tho basic structuros and problems of thermo
clynamics and economics aro irlont.ical and. that tho two hitherto olaboratcd economic
theories of measurement (tho labour theory of value and margiuatism) osscnt.ial ly coincide.

0 <t>J1I3viLIECf{Ovl 31{0HOMJlll{E 
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M3Mepem1n (TeOpH51 TPYJJ:OBOH CTOHMOCTII H MaprnHaJl[,f3M). 


