
TÉTÉNYI TAMÁ S

A h-eloszlású osztott késleltetésű modell
számítógép-intenzív becslése

Napjainkban kezd tért hódítani magának egy új irányzat az ökonometria
becsléselméletében. Ez az irányzat - valószínűségelméleti alapokról indulva -
a matematikai statisztika és az ökonometria korábbi fejlődéséhez szükséges, de
napjainkra már gyakran a továbbfejlődést gátló túlzott megkötések helyett a
mintából kinyerhető információk jobb hasznosítására törekszik. Az irányzat
fejlődését elsősorban a számítástechnikai lehetőségek javulása tette lehetővé.
Szükségességét egyfelől a nagyobb elméleti igényességre és a nagyobb gyakor
lati megalapozottságra törekvés hozta létre, másrészt, hogy egyre gyakrabban
ütközött megoldhatatlan problémákba a becslési módszerek fejlődésével a
klasszikus becsléselmélet.

j dolgozatban egy ebbe az irányzatba tartozó módszer, a 4o o t s t r ~p zL ó / s z >r 
alkalmazását írom O>e Minthogy tudomásom szerint Magyarországon elsőként
alkalmazok ilyen módszert, az első részben röviden összefoglalom az irányzat
tal 6s annak eredményeivel kapcsolatos legfontosabb tudnivalókat. A második
rész tartalmazza, az alkalmazás leírását. A h-eloszlású osztott késleltetésű
model I igen hasznos eszköze lehet a közgazdaságtanilag is megalapozott
ökonometriai kutatásoknak, azonban a vele kapcsolatos becslési problémákat
a klasszikus becsléselmélet nem tudta teljesen tisztázni. Most megkíséreltem a
számítógép-intenzív becslési módszerek segítéségéve.1 javítani a becslés használ
hatóságát. A harmadik fejezet néhány olyan következtetést tartalmaz, amely
az elvégzett kísérletek nyomán érdemel figyelmet.

1. Számítógép-intenzív módszerek

J. J. j ZO~s s z 9Zu s 4>ös Oé s >OL é O>t p r o 4Oé L á 9r ó O 

A matematikai statisztika és az ökonometria modelljeinek felépítésekor
figyelembe veszi, hogy a modellhez létezik-e, kialakítható-e megfelelő, a
statisztika bizonyos kritériumait kielégítő becslési eljárás. A modellek és a
becslési eljárások vizsgálatakor minden, elméleti igényességre törekvő műben
elsőrendű kérdés az esztimátorok és a prediktorok statisztikai tulajdonságainak
vizsgálata. A konkrét modelltípustól független kritériumrendszerekkel szokás
szembesíteni az adott eljárást. A továbbiakban a két leggyakoribb kritérium
rendszert és az ezeket kielégítő modellek szokott hipotéziseit mutatom be.

&ü egyik kritériumrendszer központi kérdése a torzítatlanság. Az, hogy az
adott esztimátor várható értéke éppen a becsülni kívánt paraméter-e, általában
jól definiált, de nehezen eldönthető kérdés. Gyakran (konkrét modelltípustól

1 zigma
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függően) szükséges hozzá a latens változók, illetve az adatsorok adott eloszlásá
nak feltételezése. A klasszikus regressziós modell a latens változók normalitásá
nak hipotézisével szokott élni. A modern többváltozós matematikai sta.tisz tika
egyes modelljei (pl. a faktoranalízis) a változók együttes normalitását tételezik
fel. Egyébként lehetséges más eloszlástípusok feltételezése is, de a statisztika
- mint könnyen kezelhető eloszlástípus - a normális eloszlást szokta előny
ben részesíteni.

A normalitás, illetve az adott más eloszlástípus feltételezése két érvre támasz
kodhat. Az egyik érv egy olyan sztoohaszt.ikus folyamat vagy model L bemutatá
sa, amely - statisztikai vagy szaktudományi ismeretekkel bizonyíthatóan -
létrehozza az adott adatsort, jellemzi az adott változó alakulását, é::; a feltéte
lezett eloszlást adja megoldásként. Ilyen megalapozása, ezeknek _h feltételezé
seknek általában nincsen; néhány közgazdasági modellen kívül szinte egyed
uralkodónak mondható a központi határeloszlás-tételre való hivatkozás. Ez a
hivatkozás azonban nem tekinthető jogosultna.k a tételben szereplő modell és a,
modellezni kívánt változó kapcsolatának bemutatása nélkül. Eí', a kapcsolaf
az esetek nagyobbik részében bizonyíthatatlan.
A másik érv az lehet, hogy a felhasznált adatsor - bár nem tudjuk miért,

de - adott (normális) eloszlású. Ennek a hipotézisnek a bizonyítása azonban
megint csak meglehetősen nehéz. Egyrészt az alkalmazások többségénél a
viszonylag rövid adatsor nem teszi lehetővé, hogy biztonsággal állíthassuk:
ez az adatsor normális eloszlású és nem másmilyen. Másrészt a vizsgálni kívánt
adatsor gyakran csak a becslés elvégzése során áll elő (reziduumvektor}, í Vu 
vizsgálatuk a becslés elvégzéséhez nem szüksőgea, utána pedig kifejezetten
zavaró lenne; ilyent nem szoktak elvégezni. Csak akkor kerül elő a kérdés, ha a
becslés eredménye ,,szokatlan", szemmel láthatóan hibás, mint pl. a 1O>y aOOao o rO 
eset a faktoranalízisben.

PAIZS [9] tanulmányában az előző módszert kiaminta-tulajdonságok v izs
gálatára tekinti alkalmasnak, míg egy másik kritériumrendszert nagyrninta
tulajdonságok vizsgálatával hoz kapcsolatba. Megemlíti, hogy ,,A . . . mód
szerekkel nyerhető paraméterbecslések nagyminta-tulajdonságai (aszimpto
tikus torzítás, aszimptotikus hatásosság, konzisztencia, aszimptotikus eloszlás)
analitikus (deduktív) úton meghatározhatók éH jól ismertek, v 9s z o n y Ou 7 Z>v é9v 
9s L >r >tt >O r >n / >OZ>z ü n Z ~zo n 4~n O>9s L9rü ~zt u O~w/ o n s á q ~9Zr ~ e e e v o n ~t Zo z ó ~n e 
A kisminta-tulajdonságok ... vizsgálatának ~en u Xt 9ZaPs p rO>r <~Zt zív - ú t w~ nehezen
járható és ecldig jelentős erőfesxítések ellenére is kevés eredményre vezetett."
A nagyminta-tulajdonságok vizsgálata azzal a feltételezéssel él, hogy az

idősorok végtelen hosszúságúak, illetve végtelen hosszúságúra meghosszabbít
hatók. Alapkérdés a konzisztencia. A sta.tiaxtikai - ökonometriai modellek
ugyanakkor valamilyen formában feltételezik a atrukt.úra stabilitását. A 
standard ökonometriai modellben ez a paramétermátrrxok és véletlen változók
momentummátrixainak állandóságát jelenti; egyes esetekben emellett újra
megjelenik a normalitás hipotézise.

Idősorok vizsgálatakor ez a két feltétel szinte óhatatlanul szembekerül
egymással. Éves ökonometriai modelleknél például nagyon nehéz elképzelni.
hogy a gazdálkodó alanyok viselkedésmintái, így a strukturális forma para
métermátrixai változatlanok maradjanak egy alapvető gazdasági reformnak
vagy egy fejlettségi szint átlépésének esetén is. 'Felgyorsult korunkban ez
szinte bizonyosan bekövetkezik, legkésőbb minden tíz-tizenötödik évben.
Ilyenkor adatsorok vesztik el értelmüket és ennek megfelelően mérésük is
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lehetetlenné vagy értelmetlenné válik; gazdálkodó egységek születnek és
tűnnek el, gyakran a gazdaságban tevékenykedő egyedek számának nagyság
rendjét is megváltoztatva. Több lehetséges megoldás is van ilyenkor, ezek
azonban -- véleményem szerint - korántsem kielégítőek.

At lehet térni negyedéves adatokra. Ez azonban többnyire kikényszeríti az
éves modell közgazdasági összefüggéseinek gyökeres átalakítását, alapvető
változók - pl. vállalati vagy népgazdasági mérlegadatok - elhagyását,
kevéssé kielégítő más adatokkal való helyettesítésüket, esetleg az egész modell
közgazdásági kiindulópontjának megváltoztatását. Gyakori ilyenkor a köz
gazdrlsági hipotézisek helyettesítése statisztikai összefüggésekkel, illetve
szükségessé válhat olyan finom struktúrák ábrázolása, amelyekben egyes igen
rövid távon ható tényezőknek - pl. divat, időjárás - szerepe meghatározó;
így esetleg visszajutunk az eredeti problémához.

Másik lehetőség a keresztmetszeti adatok használata. Itt is adódnak azonban
problémák. Egyrészt, ilyenkor az előrejelzés inkább az ,,átlagos gazdálkodó
alanyra.", semmint a következő évre vonatkozhat. Az összefüggések alapvető
megváltozása ilyenkor is felléphet. Sokváltozós statisztika.i modelleknek az
adatsorokra vonatkozó normalitás-hipotézise pedig szinte bizonyosan nem
teljesül.

Egy harmadik lehetőség a paramétermátrixok változatlanságának feloldása.
Ez a változás kétirányú lehet: egyrészt lehet valószínűségi jellegű, amikor a
paramétermátrix egy másik - valószínűségi jelleget is magában hordozó -
struktúra függvényében alakul, másrészt lehet a minta particionálására ala
puló (disequilibrium-modellek, szakaszos regresszió modellek stb.). A második
esetben a minta particionálása lehet külső információn alapuló, illetve a mintá
ból következő is. A felsoroltak túlnyomó többségében láthatóan visszatér a
stabiJitás: stacionér sztochasztikus folyamatoknak, ,,magasabb rendű", de
szintén konstans paramétermátrixoknak, illetve stabilitást ,,teremtő" külső
információknak a formájában. A mintából következő particionálás pedig
mind ez idáig nagyrészt megoldatlan problémákkal küzd (ez egyébként sok más
felsorolt módszer esetében is gátolja ennek az útnak a választását}. [8]

Végeredményben tehát általánosan kimondható: nem fenyeget minket az a
,,veszély", hogy a mintaelemszám végtelenné válik. A gyakorlatban felmerülő
problémák jó részénél tehát az aszimptotikus tulajdonságok vizsgálata nem
helyettesítheti a kisminta-tulajdonságok elemzését.

1.2. Egy egyszerű példa

A továbbiakban egy példán mutatjuk be a klasszikus és a számítógép-inten
zív becslési módszereket. Az összehasonlíthatóság érdekében ugyanazon a
modellen és ún. alapbecslésen fogjuk felépíteni őket, amely a jelen esetben egy
egyszerű regressziós modell legkisebb négyzetek módszerével számított becs
lése; természetesen - értelemszerű módosításokkal - tetszőleges modell alap
becslésére alkalmazhatók.1

1 A továbbiakban hasznélatoa jelölések:
latin betűk jelölik az elméleti modell változóit és adatsorait;
görög betűk jelölik az elméleti modell paramétereit;
groteszk betűk jelölik az alapbecslés modelljének változóit, adatsorait és para

métereit ;
félkövér szedés jelöli a vektorokat,, ill. mátrixokat;

4• 
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Alapbecslés

Tegyük fel, hogy adott egy T elemű minta két, mérhető és megfigyelhető vál
tozóra: x és y. Tételezzük fel, hogy a két változó között olyan kapcsolat van,
amelyet a következő modell jellemez:

y = QX = U, (1..1)
ahol:

u a latens változó nem megfigyelhető adatsora, a paraméter. Tegyük fel
továbbá, hogy E(u) i 0, E(u'u) i s, • Válasszuk a legkisebb négyzetek
módszerét alapbecslésnek. A módszer az a paraméterre, amellyel kapcso
latban becslési feladat merül fel, a következő esztimátort szolgáltatja:

a=(x'x)-1x'y ú=y-y=y-ax,

amelyről bizonyítható, hogy torzítatlan, konzisztens,

Égny = n2 Éggn • ny,y = s2(x'x)-1

g)E, y 

g)E- y 

Nézzük most végig, hogy a különböző módszerek, a legkisebb négyzetek el
vén működő alapbecslést használva, hogyan adnak becslést az IX paraméterre,
feltéve, hogy rendelkezésre áll egy T elemű minta: x és y, és a modell feltevé
sünk szerint:

y = IXX = u, E(u) = 0 
E(uu') = aí2IT.

Klassziku« alkalmazás I.

A. fázis: x: = x, y: = y, á ) : = n2 u: = ú, 
Torzítatlan becslést adunk o-ra:

g) E1y 

T=T.

. v-1 (~'-:)O'= ---uu. 
01
- l

(1..5)

. B. fázis: Feltesszük, hogy u eloszlása normális. Ekkor bizonyítható, hogy

L·b ••:• IX eloszlása Student-féle t-eloszlás 1.1 - l szabadságfokkal. Most meghatá-
<1 

rozzuk azokat a UŐgL·y = átT-t + IX valószínűségi változókat gh5•h Student
féle t-eloszlást követ, '1.1 - l szabadságfokkal), amelyekhez olyan (legszűkebb)
intervallum tartozik, amelybe eső értékeket a {}(a) valószínűségi változó adott
(pl. 95%-os) valószínűséggel vesz fel, és amely tartalmazza t: 1-t. Ezek bárrne
lyike lehet a kérdéses becslőfüggvény, így hát bármelyik várható értéke lehet a
(a valóságban természetesen csak az egyiké). Ezen valószínűségi változók
segítségével adunk ún. konfidenciaintervallumot vagy t: = t: 1 pontbecslést
«-ra.

kalap ( ·) jelöli a becsült paramétereket;
definiáló egyenlőségjellel ( :i y teremtjük meg a kapcsolatot két szám között, ha
a bal oldalon álló a jobb oldalon álló értékét veszi fel.
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lYIegjegyzés: Az eljárást a B. fázis szigorú megszorító feltételezése nélkül is
el lehet végezni. A normalitás hipotézise nélkül is, a Csebisev-egyenlőtlenség
alapján számíthatnánk konfidenciaintervallumot cc-ra, Ez a becslés azonban
gyakorlati alkalmazásokban kezelhetetlenül rossz hatékonyságú, lenne.

Klasszikus alkalmazás 11.

A. fázis: x : = x, y : = y, T = T, &:1 : = 6, u: = ú. (1.6)
B. fázis: Feltesszük, hogy T nagy: T -, =. Ekkor bizonyítható, hogy &:1

aszimptotikus eloszlása normális.

Most meghatározzuk azokat a fJ(1Z) ,____, N (iz, ~ u'u) valószínűségi változókat,

amelyekhez olyan (legszűkebb) intervallum tartozik, amelyekbe eső értékeket
a ,O,(iz) valószínűségi változó adott (pl. 95%-os) valószínűséggel vesz fel, és
amely tartalmazza &:1-t. Ezek bármelyike lehet a kérdéses becslőfüggvény,
így hát bármelyik aszimptotikus várható értéke lehet LqE Ezen valószínűaégi vál
tozók segítségével adunk konfidenciaintervallumot vagy pontbecslést «-ra.

lYI egjegyzés: Mint arról az előző fejezetben is szó volt, a T •= = eset igen
ritka, és a módszer nem nyújt kellő információt T ~=esetre.

Véletlen réezminlálc módszere

A P. C. lYI ahalanobis által 1946-ban kidolgozott módszert a kézikönyvek [ 5 S 
többnyire speciális mintavételi eljárásként mutatják be, kitérve becsléselmé
leti vonatkozásokra. Annak, hogy itt mégis becslési eljárásként kerül tárgya
lásra, az az oka, hogy - mint látni fogjuk - alapgondolata alapján méltán
tarthatjuk a továbbiakban bemutatásra kerülő módszerek ősének.

A. fázis: Osszuk fel a T elemű mintát véletlen módon S egyenlő- részre!

S EE 1 1· I . dik 'P 1 '' ' . á l M. d ·1 'e. ö. JÜ z az z-e 1 • - e emu részmintr t x;, u)-ve. . m egyi r resz-
S 

mintára végezzük el S-szer az alapbecslést.:

5 'P , ,y : = Yi, = - , rx,- : = asX: = X,-, i = 1,2, ... ,S(S ~T) (1.7) 

B. fázis: Feladatunk, hogy meghatározzuk azokat a f}(rx) valószínűségi vál
tozókat, amelynek realizációi lehetnek az &:,- értékek. Bármely fel
tételezést tesztelhetünk (pl. x:2-próbával).

ii pontbecslés előállításához általában elegendő a kapott eloszlás valamely
középértékének, általában az empirikus várható értéknek (átlagnak vagy pl. a
módusznak) a meghatározása. Intervallumbecslést is előállíthatunk empiriku
san, a hisztogram alapján.

, Normalitás feltételezése esetén a konfidi~c1a,intervallum hossza a szórás négyszerese,
a föltevés nélkül a Csebisev-egyenlőtlenség alapján 9,4-szerese.

- A nem egyenl6 elemszámú részmintákkal, valamint az előzetes információ felhaszná
lásával számítható optimális S kiválasztásával kapcsolatban az olvasó a kézikönyvekben
találhat útmutatást.
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Megjegyzés: A módszer látható előnye a klasszikus eljárásokhoz képest, hogy
a � E fázist hisztogram segítségével, erőszakolt vagy irreális feltételezések be
vezetése nélkül hajtottuk végre. Lényegesen biztosabban tudunk eloszlást
illeszteni S realizációra, mint egyre. Ez az előny azonban nagyon ,,törékeny".
Egyrészt, ha S viszonylag nagy T-hez képest, az egyes &.1 mintaelemek
statisztikai stabilitása lesz kicsi, mert az egyes becslésekhez tartozó adat
sor hossza túlzottan lecsökken. Másrészt, ha S túlzottan kicsiny, az eloszlás
illesztése és a statisztikai jellemzők becslése lesz bizonytalan ail S elernű
mintából.

Jackknife-modszers

& Quenouille és Tiikey által az ötvenes évek közepén kifejlesztett, később
jackknife-nak nevezett módszer a Mahalanobis-módsser ,,kornplementuma
ként" könnyen érthető.

A. fázis: Osszuk fel a íDE1 elemű mintát véletlen módon S egyenlő részre.

JelölJ'ük az i-edik !__ elemű részminta elhagyásá.val kapott ,,komp-
8 

lernenter" rész mintát rendre  1, u1-vel. Végezzük el az alapbecslést
a következő módon: (8 = I-szer)

egyrészt:

másrészt:

X: = X,

X: = X;,

y: = u2 

y: = y;, 

5 i T a : i éi g)E' y 
5 = (S - l)T_ a;: = Sa - (8 - l)éi,s

i = 1, , 2 EEE 2 8(8 :S: 0íy 
B. fázis: Megegyezik a véletlen részminták módszerének 11. fázisával.
Megjegyzés: A véletlen részmintákhoz képest előnyös, hogy 8 megközelít

heti, sőt el is érheti T-t, nem fenyeget uz egyes mintaelemek esetleges8é válása.
A T-t mint abszolút korlátot azért még mindig nem tudtuk áttörni. 20-50
elemből álló mintára, mint ami gyakrnn a tényleges helyzet, még mindig igen
bizonytalan elosz lást illeszteni. A második probléma, hogy az &.1 mintaelemek
nem függetlenek, nem ennyire zavaró. Egyrészt, a mintaelemek közel függet
lenek; másrészt, idősoros modellezéskor a független8óg általában az eredeti
modellben sem áll fenn. Késleltetett változók esetén a módszer alkalmazása
megköveteli végső forma előállítását.

Bootstrap-m6dszer5

Az É\ NF 8 / 4] által 1979-ben javasolt módszer felhasználási lehetőségei még
az előzőekénél is szélesebbek, a moxt közölt variáns azonban szűkebb az ere
detinél": elsősorban regressziós becslésekre dolgozták ki, és csak olyan alap
becslésre alkalmazható, amely reziduu mvektort állít elő.

1 Jackknife (angol) jelentése: többpongéjű zsebkés, bicska.
. Bootstrap (an~ol) jelentése: cipő fülo. Az elnevozés egy magytirban ,·isszuadliataUan

szójátékra utal. By one's own bootstraps hozzúvotóloges jelentése: ö11orőböl, lohotctlon
holyzetb6l is (kivágja magát).

3 A módszer által,inosabb változatait a jackknife-módszerek lcapcsán fPjlesztett,ék ki.
Ebbon az általánosabb formában a jackknife felfogható, mint a bootstrap lineáris approxi
mációja.
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A. fázis: Végezzük el először a becslést a következő módon:

x: i x, y: i u2 T = T, a::= a., - .
u: = u. g)E áy 

Majd S-szer, különböző P; véletlen mátrixok segítségével, ahol a
mátrix sorai függetlenül, véletlenül (visszatevéssel) választott egy
ségvektorok:

X : = X, y : = ax = Pj ii, és legyen OC; : = él.. (S <TT) (1.10)

� E fázis: Megegyezik a véletlen részminták módszerének II. fázisával.
Megjegyzés: A pr általában már nem jelent korlátot; jóval alatta maradni

az azonos elemek elkerülése végett érdemes. Ha viszont T nagyon nagy, a
becslést gyorsítani lehet azáltal, ha az egyes cx.;-k kiszámításakor a minta (vé
Ietlenszerűen kiválasztott) részét elhagyjuk. A számításigényt egyszerűsítő
számítástechnikai megoldásokkal nagymértékben lehet csökkenteni: a jelen
legi példánál maradva, az (x'x)-1 x' vektor előállítására, amely az alapbecslés
egyetlen nagyobb számításigényű feladata, csak egyszer van szükség, ez a
vektor a becslés folyamán mindvégig változatlan marad. A késleltetett válto
zókat tartalmazó modellre az eljárást értelemszerűen módosítani kell.

1.3. Számitógép-intenziv módszerek alkalmazása

Az előbb bemutatott módszerek elvileg természetesen bármilyen alap
becslési eljárással használhatók. A felsorolás sem teljes: inkább a módszerek
logikus sorbaállit.ására törekedtem. Ugyanakkor már a módszerek rövid
ismertetéséből is látszik, hogy az utóbbi három - a továbbiakban számítógép
intenziv módszereknek nevezett? - módszer számításigénye sokszorosa az első
kettőnek (,.klasszikus" módszereknek), esetenként azt egy nagyságrenddel is
meghaladhatja. ( Bár az alapbecslés egyszeri elvégzéséhez képest bekövetkező
számításigény-növekedés 'rnegíeleló számítástechnikai megoldásokkal, az
alapbccalós speciális tulajdonságainak kihasználásával, általában a minimálisra
csökkenthető.)

A mód, zerek megérdemlik a ,,számítógép-igényes" nevet is, így hát jogosan
vetődik fel a kérdés: mi szükség van rájuk? A kérdésre válaszolva a módszerek
három előnyös tulajdonságát sorolhatjuk fel - azon túl, hogy mint a szokásos
tól elütő módszerek, gazdagítják az ökonometria-elmélet fegyvertárát:

- Először, egy elméleti jelentőségű vonása a módszereknek, hogy ahelyett,
hogy a becslés � E fázisában különféle hipotéziseket - normalitás, T-+ oo -
tennénk fel, majd a B. fázis végén ezen hipotézisek ellenőrzéséről ,,feledkez
nénk meg", az A. fázisban - az előzőekben említett hipotézisek nélkül - több
munkával ugyan, de a � E fázisban juthatunk a klasszikus módszerekkel egyező
,,erejü" eredményekhez. Szokás egyfajta ,,információ-megmaradási" törvényre
hivatkozni. Nos, a klasszikus és a számítógép-intenzív módszerek közti különb
ség abban rejlik, hogy a klasszikus módszerek több információt használnak fel,
külön hipotézisek formájában, mint a számítógép-intenzív módszerek; ugyan-

7 Szokásos még a quasi-sampliau; vagy resampling elnevezés is, a másodlagos minta
kiválasztüsra célozva.
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akkor a mintából felhasználható információkkal pazarló módon bánnak, nem
vizsgálják, hogy a hipotézisek alátámaszthatóak-e, így az előzővel azonos
mennyiségű információt ,,elpazarolnak" a mintabeliből. Amennyiben tehát a
klasszikus módszerek hipotéziseiket az adott minták alapján értékelik, a két
módszercsalád azonos információmennyiséget használ fel, információértékük is
azonos.

- Másodszor, az említett számítógép-intenzív módszerek párhuzamo
san alkalmazhatók a klasszikus módszerekkel. Adott esetben bizonyítható,
hogy ha pl. az alapbecslés konzisztens (IL klasszikus módszer), akkor
a módszer jackknife-változata is konzisztens, de kismintabeli torzítása
csökken. [10]

- Harmadszor, s ez a jelen tanulmányban a legfontosabb tulajdonság: ezek
a számítógép-intenzív módszerek ,,mindig" alkalmazhatóak (bár természetesen
lehetséges, hogy alkalmazásuk nem lesz eredményes). Ez a klasszikus mód
szerekről, a klasszikus kritériumrendszerekről nem mondható el. A modellek
és a becslési eljárások jelentős részében nem tudjuk analitikusan meghatározni
a becslőfüggvény eloszlását, sőt: leghasznosabb esztimátorainlrról ki szokott
derülni, hogy bizonyíthatóan torzítottak. A nagyminta-tulajdonságokat sem
könnyű levezetni, speciális nagyminta-hipotéziseket kell bevezetni, és gyakran
még ezek sem elegendőek: a nagyminta-tulajdonságok sem meghatározha
tók. [3]

A számítógép-intenzív módszerek segítségével pontbecslésekből intervallum
becsléseket, becslő eloszlásokat lehet előállítani. Ha szélesen értelmezzük a
pont.becslés fogalmát, akkor idetartozik a bonyolult nemlineáris statisztikai
módszerek túlnyomó többsége is. Ezekkel a módszerekkel lehet QDE egy faktor
analízis vagy egy sokdimenziós skálázás eredményét valószínűségi jellemzőkkel
ellátni, a faktormodell vagy a klaszterstruktúra stabilitását ellenőrizni. A mód
szerek tért hódítanak a pooling és az egyensúlyvizsgálatok területén, vizsgálták
nemlineáris eljárások tesztjeit, alkalmazták a diszkriminancia-analízis, a,
hányadosbecslés stb. területén is. [l], [2], [4]

Összefoglalva tehát azt mondhatjuk: a modern számítástechnika mindenki
által elérhetővé tett egyes bonyolult becslési eljárásokat. Ezeknél az eljárások
nál régebben esetleg a megoldhatóság érdekében kényszerültek olyan feltevő
sekre, amelyek - mint az a tömeges alkalmazás nyomán ma már mindinkább
világossá válik - a gyakorlatban általában irreálisak, nem állnak fenn. Így
sokszor teljesen félrevezető eredmények születhetnek. A az ámításteohnika
azonban nem csupán megteremtette a felületes, téves alkalmazás lehetőségét:
eszközt is adott a felmerülő veszélyek elkerülésére. Ezek az eszközök 11,z előzőek
ben vázolt számítógép-igényes módszerek.

Erdemes kitérni a számítógép-intenzív módszerek és a Monte Carlo eljárások
kapcsolatára is. Kétségtelenül vannak rokon vonások, mint a számítógép
igényesség vagy a sztochasztikus jelleg. A különbség azonban alapvető eltérés
ből fakad. A Monte Carlo eljárás adott struktúrához adott val6színfiségeloszlás
ból vett ,,zavarással", latens változók generált értékeivel generál nagyszámú
mintát, a minták segítségével adott becslés (,,alapbecslés") sztochasztikus
tulajdonságait vizsgálja - adott struktúra (és adott exogén adatsor) esetén.
A számítógép-intenzív becslési módszerek adott mintából számítanak becsült
struktúrákat, és ha ehhez latens változók értékeit fel is használják (bootstrap-
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módszer), ezek az értékek sem generáltak, hanem a mintából származnak.
Összefoglalva: a Monte Carlo vizsgálatok a becslések általában vett tulajdonsá
gainak, a számítógép-intenzív módszerek pedig a becslések adott mintán vett
tulajdonságainak meghatározását célozzák.

Meg kell jegyezni, hogy a bootstrap-módszert mint a valóságos mintaeleme
ken végzett Monte Carlo vizsgálatot is szokás emlegetni. [l ], [4]

2. A h-eloszlású osztott késleltetésű modell és becslése

2 .1. A modell és az ala.pbecslés

Az ökonometriai modellekben szereplő alapszituációk egyike a késleltetett
alkalmazkodás. Tegyük fel pl., hogy egy termék ára és az iránta megnyilvánuló
kereslet fordítottan arányos, de az ár megváltozása után a kereslet nem tud
azonnal végleges (pl. egyensúlyi) szintjére beállni, az igazodás a megváltozott
körülményekhez (jelen példában az árszinthez) csak több, egymást követő
periódusban tud teljes egészében végbemenni. Ilyen igazodást mutat az
l. ábra is, ahol q1 a kereslet, p1 a tennék ára adott t időpontban. A t0 időpontban
bekövetkező áremelés hatására részleges keresletcsökkenés következik be.
Az új szintnek megfelelő egyensúlyi helyzet azonban csak lassan, fokozatosan
jön létre.

A folyamatot 11 következő függvénnyel szokták leírni:

(2.1)

u1 véletlen változó.
Az egyenlet becslése több, itt nem részletezett problémát is felvet, amelyek

megoldására sok könnyen kezelhető, jól illeszkedő módszert dolgoztak ki. [8]
A modellel kapcsolatos másik probléma, az összefüggés közgazdasági inter
pretációja azonban jórészt megoldatlan, a becslési módszerek általában elméle
tileg nehezen indokolható megkötéseket alkalmaznak. A leggyakrabban fel
sorolt okok között a viselkedés rugalmatlansága, ,,súrlódás", a döntéshozatal
módjával összefüggő tényezők vannak. Elméletileg megalapozott, bár sajnos
nem minden esetre alkalmazható modellek találhatók a beruházási javak vagy
az adaptív várakozások tárgykörében.
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HUNYADI [7] osztott késleltetésű modelljét egy információ-terjedési folyamat
alapján építette fel. Az előzőekben említett példánál maradva, feltehető, hogy
egy adott népességben (pl. egy országban) egy árváltozásról szóló hír ,,szájról
szájra" terjed, az információ terjedésének sebessége van, belső szabályai,
meghatározható és nyomon követhető lefolyása van. A folyamat rokon pl. egy
járvány lezajlásával. A ,,hólabda" -folyamatot Hunyadi elemezte először
részletesen, ő állította elő az általa generált h-eloszlást [6], és ugyancsak ő
alkalmazta először az említett folyamatra.
A hólabda-eloszlás képlete - legegyszerűbb formájában - a következő:

z, = 1 - ).(2'), (2.2)

ahol z1 azok részaránya a t-edik időpillanatban, akik rendelkeznek az adott
információval, a ). paraméter pedig arra utal, hogy az adott információval a
népesség mekkora része nem rendelkezett a folyamat kezdetekor. (Nyilván
0 ~).<I, 0 ~ z1 ~ )Ey Ebből vezethető le a (2.1.) modell konkrét, becslésre
alkalmas formája:

qt= o:[(I - J)p, = á gyEX, í•íy • J<21l)p,_,] = Ut (2.3)

O ~). < I, N = oo, u1 véletlen változó, B(u) y = 0,
vagy vektoralakban:

] i b/gD • SyQ = J(.W'-'l - SX, 'l)Dp] = u, 

0 ~ ). < 1, N = oo, u véletlen vektorváltozó,
E(u) = 0, L a késleltetés (.lag)-operátor.
A becslés bonyolult feladat: erősen nemlineáris a paraméterekben (hiszen pl.

a két paraméter szorzata szerepel benne), a becslést végtelen sorból kell elvé
gezni. Ez utóbbi problémát egyszerűbb megoldani, ui. az eloszlás tulajdonsá
gaiból adódóan N ~ 8 esetén a becslés már gyakorlatilag független N-től. Az
első probléma azonban valamilyen nemlineáris eljárás alkalmazását feltételezi.
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Hunyadi scanning-típusú becslési eljárása azt a körülményt használja ki,
hogy A egy jól meghatározott intervallumon belüli értékeket vehet csak fel.
A becslés folyamatábráját a 2. ábrán láthatjuk.
A becslés láthatóan nemlineáris legkisebb négyzetek módszere. Részletesebb
leírását, általában a modell bővebb tárgyalását [7a] és [7b] tartalmazzák.
Témánk szempontjából fontos azonban az említett tanulmányok néhány
következtetése:

)E Az eloszlást zárt alakban előállítani, a becslés analitikus tulajdonságait
megadni (terminológiánk szerint: az alapbecslést klasszikus keretekbe helyezni)
mind ez idáig nem sikerült. A becslőfüggvények eloszlásának, a konfidencia- és
a toleranciaintervallumoknak az előállítása nem sikerült. Az alapbecslés alkal
mazása tehát csak bizonytalan tulajdonságú pontbecsléseket eredményezhet.

Hunyadi részletes Monte Carlo vizsgálatokat végzett az alapbecslés tulaj
donságainak vizsgálatára, amelyek főbb következtetései az alábbiak:

2. A paraméterek, elsősorban A becslésének szórása és torzítása nagyon
érzékeny az u1 véletlen változó szórására. Ha a relatív szórás 4 % körül van,
az eljárás nem alkalmas A meghatározására. A kísérletekben a véletlen változó
szórása 0,5 %-ra volt rögzítve.

3. A növekedésével a J szórása és torzítása tendenciaszerűen csökken, A kis
értékei esetén a torzítás azonban olyan nagy, hogy az eljárás gyakorlatilag
haaználhatat.lan.

4. Rögzített relatív szórás esetén a becslés érzéketlen a változásaira, a becs
lési eredményei igen jók; igaz, hogy ez a kevésbé lényeges paraméter, ,,skála
paraméter".

A felsorolt következtetésekben említett problémák önmagukban is elég
súlyosak, együttesük azonban magát az al kalmazást teszi kérdésessé. Az 1. prob
lémát sokan hajlamosak ,,szépséghibának" tekinteni. Együtt a 2. problémával
azonban súlyossá válik: egy pontbecslésből nem tudunk a becslőfüggvény,
főként nem hD2 latens változó szórására következtetni, így minden alkalmazáskor
feltehető 1:1, kérdés: hátha a becslés sikertelen, csak mi nem tudjuk?

A 3. probléma sem önmagában súlyos, a modell akkor ,,érdekes", ha az
alkalmazkodási, infcrmáció-tovaterjedési folyamat jelentős szerepet játszik, a
kereslet nagy részét érinti a késleltetett alkalmazkodás, a népesség nagy része
az információ-terjedési folyamatban szerzi meg az árváltozás-információt,
azaz: a A paraméter viszonylag nagy. Ponthecslés esetén azonban nem tudjuk
megál1apítani, hogy a kapott érték nagy szórású, kicsi ). (nem adekvát modell)
vagy kis szórású, nagy A (helyes alkalmazás) eredménye. Az l. probléma az
alapjában kedvező 4. következtetést is lerontja.

A modell elméleti értékeit tehát a becslés hiányosságai, megoldatlan problé
mái erősen rontják, az alkalmazást nehezítik. Tanulmányában a szerző is
megjegyzi: ,,figyelembe véve, hogy a gyakorlati alkalmazások során ismétlé
sekre nincs lehetőségünk, csak egy becslés áll rendelkezésünkre, az itteni
eredmények egyáltalán nem biztatóak." [7]

2.2. A becslési eljárás átalakítása bootstrap-módszerré

Az előzőek ismeretében kézenfekvőnek tűnik valamely számítógép-intenzív
módszer felhasználása, az l. probléma megoldására. A bootstrap-eljárás
mellett döntöttem, ez a problémára egyszerűen alkalmazható volt.



60 TÉTJ~NYI T..\.li!ÁS

A módszer nagy számítógépigénye nem engedte meg, hogy Hunyadihoz
hasonlóan Monte Carlo vizsgálatokat végezzek a becslés tulajdonságainak
meghatározására. Kísérletsorozatot állítottam össze, amelyben ugyan magam
generáltam azokat a mintákat, amelyekre azután a becslést alkalmaztam, de
kísérletenként csak egy mintát használtam fel (az optimálisnak tekintett
50-200 helyett). A 20 kísérletet Hunyadi vizsgálatainak alapján állítottam
össze. Az exogén változó adatsora minden klsérletben azonos volt: egy ,,átlagos
makrogazdasági idősor", amit a [7] tanulmányból vettem át. A minta hossza
20 = 8, a scanning felosztás finomsága 10, a scanning interációk száma 2, a
bootstrap iterációk száma 200 volt. A kísérletek során változtattam az egyes
paramétereket: a-t, A-t, illetve az u véletlen változó eloszlását.

A lúsérletet a 3. ábrán található séma szerint végeztem. A futtatásokat az
Országos Tervhivatal ICL System 4/70 számítógépén végeztem. Véletlen szám
generálásán a gépen rendelkezésre álló pszeudo-véletlen számokat generáló
szubrutin meghívását értem.

' 
f(p, ).) = g) C yEyQ = P ().<21-1

) _ ).<2)Dy9 gQyE 
J= I

g, E3y 

Az egyes kísérletek eredményeit külön-külön értékeltem. Minden kísérlet
eredményeként a két becslőfüggvény eloszlására vonatkozó adatokat kaptam:
az empirikus eloszlásjellemzőket (átlag, empirikus szórás) és a hisztogramokat.
A 11. kísérlet eredménytéblája pl. a következőképpen nézett ki (l. 4. ábra),

(2.7) alatt közlöm az egyes kísérletek eredményeinek összefoglaló tábláját.
Az egyes jelölések: E(&): átlag; D(f>): szórás; B({)): a torzítás abszolút mértéke;
V(f>): relatív torzítás.

� g•ay = ,{) - Ég•ay2 V(?9·) = E'g) y E 
V(,{}) 

Az eredmények értékelésekor abból a célhól kell kiindulnunk, amit magunk
elé tűztünk a bootstrap-becsléssé alakításkor. Mennyiben sikerült megoldani az
alapbecalóssel kapcsolatos, az előző fejezetben jelzett problémákat?

Először is meg kell állapítani, hogy sikerült a becslés átalaldtása. A keletkező
hisztogramok az esetek mindegyikében értelmezhetők, releváns információkat
hordoznak, még ha ezek az információk alapvetően negatív tartalmúak is.
Mondható, hogy a becslőfüggvények mintabeli eloszlása ismert vagy legalábbis
ezek jó empirikus közelítését kaptuk meg.

Mivel a becslés klasszikus értelemben vett tulajdonságai nem ismertek, a
becslőfüggvény ismeretében sem tudunk teljes ha,tározottsággal konfidencia
intervallumot adni a becsült paraméterekre. A kísérletek alapján ugyanakkor
elmondható, hogy jóllehet a becslőfüggvény egyes jellemző pontjai (várható
érték, módusz) nem esnek egybe az elméleti paramóterértékkel, az elméleti
érték minden esetben benne volt a becslőfüggvény mintabeli átlagának
empirikus sugarú környezetében (sőt, jobb oldali környezetében). Ezen tulaj
donság a Monte-Carlo eredményekhez képest is újdonságnak mondható, s bár
nem tekinthető egzaktan bizonyítottnak, legalábbis remónytkeltő. A vele
kapcsolatos bizonytalanság nem nagyobb, mint az aszimptotikus konfidencia
intervallumokkal kapcsolatos, az intervallumok szélessége alapján pedig a
becslés jónak mondható egy eloszlásfüggetlen, sőt egy normális eloszlást felté-
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Vm>m%nDnv 
d.,-,.., ga2aíy 

omsvDmv 
khsQomsvímv 

ln i 1 'P =p , q, i [l 

I ·-I K1i...:._k__)( - o = n Bi D2, 2 EEE 2>•) 
n hmhkvühó v 
hb>k%>vó ks > 

3. ábra. Az ogyos kísérletek folyamatábrája

Input paraméterek:
N i 20 M i 7 alfa i 2.0000 lambda i 0.75
Lambda várható értéke = 0.0579
Alfa várható értéke = l.084ü
MiutaMgyslig = 200

Dnj ocn mDkvüDsvk 
a2- . a 

kezd = 2.0 fact = 4.0 kési. sz. = 7
szórásnégyzete = 0.0111
szóró.snégyzete = 0.0004

a2aa3 ) 2aaa 

'I( 'I( )()( )(

nDhk mDkvüDá vn 
) 2' aa a2aa1 , 2, ZJ 

4. ábra. A l l. kísérlet eredménytáblája
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A kisérletek: eredményeinek össze/oglal,ó táblázata
(2.7)

Kísérlet L Bloszlás
sz.áma o: L Ii(&) L JJ(i) L V(ó) L Ji(i.) L D(a) L Y(a) L J g) y L VÓ) L B(J) L E(,1) 

1 NORM 
I 

2

L 
1,99 L 0,01 1,0 L 0,01 4

L 
0,50 0,12 ó 0,7 0,081 0,17 0,25

2 NORM 2 1,99 0,01 l,0 b 0,01 1 0,50 0,13 0,6 0,08 0,22 0,30
3 NORM 2 1,99 0,01 LO 0,01 1 0,50 0,14 0,6 0,08 0,27 0,35
4 NORM 2

L 
l,99 O,Ol 1,0 0,01 E2 0,50 0, 14 0,6 0,09 0,31 0,40

5 NORM 2 1,99 0,01 1,0 0,01 • L 0,51) 0,14 0,6 0,09 0,36 0,45
_y NORM 2 1,99 0,01 1,0 0,01 4 0,50 0, 13 0,8 0,10 0,40 0,50
7 NORM 2 I 1,99 0,01 1,0 0,01 4 0,50 0,13 0,8 0, 10 0,45 0,55
D•2 NORM 2 1,99 0,01 0,5 0,02 1 0,50 0,13 0,8 0,10 0,50 0,(i(J
9 NORM 2 1,99 0,01 0,5 0,02 ,J. 0,50 0, 12 0,8 0, 10 0,55 0,65

10 NORM 2 1,99 0,01 0,5 0,02 1 0,50 0, 11 0,9 0,10 0,60 (),70 
) ) NORM 2 1,98 0,02 1,0 0,02 1 0,50 0,11 0,8 0,09 0,66 0,75
12 NORM 2 1,98 0,02 1,0 0,02 1 0,50 0,10 0,8 0,08 0,72 0,80
1.3 NORM 2 1,99 0,01 0,5 0,02 4- 0,50 0,07 0,7 0,05 0,80 0,85
14 NORM 2 2,00 0,00 n,o 0,03 ,1. 0,50 0,05 0,2 0,01 0,89 0,90
15 NORM 2 2,00 0,00 0,0 0,03 4 0,50 0,04 0,0 0,00 0,95 0,95
16 NORM 20 19,98 0,02 J,0 0,02 ,1. 0,05 0,01 1,0 0,01 o.es 0,70
17 NORM 2 2,00 0,0() 0,0 (),04 10 1,25 0,26 0,4 0,10 0,20 0,30
)' 

L 
NORM 2

L 
1,98 0,021 0,4 0,05 10 1,25 0,29 0,8 0,23 0,47 0,70

19 LOGN 2 2,00 0,00 0,0 0,02 4 0,50 0,08 0,4 0,03 0,72 0,75
20 UNIF 2 1,99 0,00 1,0 0,01 1 0,50 0,06 0,7 0,04 0,71 0,75

Input paraméterek:
N = 20 H = 7 alfa = 2.0000 lambda = 0.70 krúl = ~-0 fact = 10.0 kési. sz. = 7
Lambda várható értéke i 0.'1688 azórá.snégyzote i 0.0857
Alfa várható értéke = 1.1)844 szóráanégyzete = 0.0020
Mintanagyság - 200

Dnj ocn mDkvüDnvk 
a2aaa a2a) a ) 2aaa 

)()t lOCX )IO()(X ,- )( )()( )00( )C )f
• )( )( )0( )()( )( )C )( )()( )( )()( )( )( ')( {• yg yg yg yg yg )()0(

Ill()( )00()( )( )(')( )( )C )( )( )( )( }()( )( )C)( >:..<
X X X X X )C)O( )( )()( )( X X )( )C X 

nD_n mhkvühó vs 
) 2' aa a2aa1 , 2,aa 

)()1()( )(

ygyg ygygygyg )(')()(

5. ábra. A l.8. kísérlet oredrnénytáblája
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telező k.onfidenciaintervallumhoz viszonyítva is. (Ezeknél a szórásnak két
szerese, illetve ötszöröse a konfidencia.intervallum sugara, bár ezek az inter
vallumok ,,biztosan" tartalmazzák a keresett paramétert.) A konfidenciainter
vallumok biztos ismeretéhez természetesen sok, az alapbecslés tulajdonságait
elemző kutatásra és Monte-Carlo kísérletre van még szükség.

A 2. probléma az alapbecslésben rejlik, a bootstrap-változat nem enyhít
rajta. Kedvező azonban az, hogy most fel lehet ismerni az ilyen eseteket (a
véletlen változó dominanciáját, nagy relatív szórását), ugyanis ilyenkor a
becslöfüggvény hisztogramja is diffúzzá válik, s a szórás meghaladja az átlagot.
Helyes alkalmazás esetén tehát nem kell attól tartanunk, hogy csak a véletlen
játéka befolyásolta becslésünket - a becslőfüggvény hisztogramja alapján
minden ilyen eset kiszűrhető.

A 3. következtetést kísérleteim nem támasztják alá egyértelműen. Igen
nagy ), esetén mutatható csak ki a i szórásának és relatív torzításának csökke
nése. A ~ hisztogramja mindenesetre jól elkülöníthető A nagyságától függően
így következtetni lehet belőlük J. nagyságára. Mindazonáltal igaz, hogy ha A
szélsőségesen nagy, a ~ becslőfüggvény tulajdonságai ugrásszerűen megjavul
nak. Érdemes összehasonlítani a 3. kísérlet eredménytábláját (6. ábra) a
14. kísérlet táblájával (7. ábra).

A 4. következtetést a kísérletek minden tekintetben igazolták., s a bootstrap
becslés segítségével minden további nélkül adható konfidenciaintervallum
cc-ra. Természetesen hangsúlyozni kell, hogy « becslése a kisebb feladat. Meg-

Input paraméterek:
N i 20 M = 7 alfa i 2.0000 lambda = 0.85 kezd i 2.0 fact = 4.0 kési. sz. = 7
Lambda várható értéke = 0.2656 szórásnégyzete = 0.0186
1\lfa várható értéke = 1.004.7 szórásnégyzete = 0.0001
Mint.,magyság - 200

L 
Dnj ocn mhkvübó vk 
a2aaa • Ea2a) a ) 2aaa 

nD_n mDkvüDsvk 
) 2' aa a2aa1 ,2, aa 

6. ábra. A :t kísérlet eredménytáblája
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Input paraméterek:
N = 20 M = 7 alfa = 2.0000 lambda = 0.00 kezd = 2.0 fact = 4.0 kési. sz. = 7
Lambda várható értéke i 0.8943 szórásnégyzete i 0.0022
Alfa várható értéke = 2.0010 szórásnégyzete 0.0007
Mintanagyság = 200

Dnj ocn mhkvühsvs 
a23aa a2aa1 1,CXXJ

· · 
.x 

nD_n mí kvüd%vk 
) 2' aa a2aa1 , 2, aa 

x, 

7. ábra. A 14. kísérlet eredménytáblája

Input paraméterek:
N i 20 M = 7 alfa i 2.0000 lambda = 0.75 kezd = 2.0 fact = 1.4 kési. az. = 7
Lambda várható értéke = 0.7238 szórásnégyzete = 0.0072
Alfa várható értéke = 2.0060 szórásnégyzete = 0.000-i
Mintanagyság = 200

Dnj oso mhkvüDkvk 
a21. a adaa. 

X X
X

X
· 

· 
· X 

.x X X 

xx 

nD_n mDkvühkvk 
) 2' aa a2aO1 

· X 

) 2aaa 

í, 2, aa 

8. ábra. A 19. kísérlet eredménytáblája
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jegyzendő még, hogy normális eloszlású véletlen változó esetén sem normális,
sőt nem is szimmetrikus a becslőfüggvény eloszlása.

A becslés egy igen hasznos tulajdonságát is mutatják a kísérletek. A becslés
eloszlásfüggetlennek tűnik, hiszen sem egy erősen ferde, sem egy ,,diffúz"
eloszlású hibatag nem befolyásolta hátrányosan a becslés tulajdonságait. &ü 
ábrákon lognormális, ill. egyenletes eloszlású véletlen változóval generált
minta becslésének eredményei láthatók. A paraméterek értékei megegyeznek a
11. kísérletével (4. ábra}.

Input paraméterek:
N = 20 M i 7 alfa i 2.0000 lambda i 0. 75 kezd = 2.0 fact i 8.0 kési. sz. = 7
Lambda várható értéke = 0. 7062 szórásnégyzete = 0.0081
Alfa várható értéke i 1.9912 szórásnégyzete i 0.0001
Mintanagyság = 200

Dnj ocn mDkvüDá vn 
0,540 ,0,005 1,000

X X • 

)( )(')(')(

XX X X 

nD_n mí kvüDó vk 
1,800

2,200

9. ábra. A 20. kísérlet eredménytáblája

3. Következtetések

A tanulmányban két különböző módszert kapcsoltam össze: a h-eloszlású
osztott késleltetésű modellt és scanning-típusú becslési eljárását a számítógép
intenzív becalési módszerek családjának egyik tagjával, a bootstrap-módszerrel.
Az összekapcsolásnak és az elvégzett kísérletsorozatnak a közvetlen alkalmaz
hatóságon túlmenő eredményei is vannak. Ezek az eredmények módot adnak
a két módszer sajátos tulajdonságainak jobb megismerésére. Egyúttal további
indítékul szolgálnak ilyen irányú kutatásokra.

A h-eloszlású osztott késleltetésű modell becslése során igen erős torzítást
tapasztaltunk. Ez a tulajdonság az alkalmazás lehetőségeit rontja. Elméleti
magyarázatra van szükség a jelenség megértéséhez, a becslőmódszer javításá
hoz. A magyarázathoz tekintsük a modell (2.5)-tel ekvivalens felírását (az
ekvivalenciát a modell származtatása alapján [7] bizonyítja}:

q = n/QgFy • dcQgFy • yEE2Llp(-l) - )..1lDQg•, Ő • EEE ~ = u. (3.1}

. Szigma
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Tegyük fel a továbbiakban az egyszerűség kedvéért, hogy b i IX i 1,
L1p(O) = L1p(-l) = L1p(-2) = ... = IL1, és hogy adott a A = A = s becslé
sünk. Ekkor

q = p - l ) g& = 1.2 = 1.4 = y = u
q = p - I L1(i = J., = j) = y (3.2)

q - q = IL1 ((~ - A) = (~2 - ).2) = (~4 - ,?.4) = EEE y = u. (3.3)

Ebbe behelyettesítve feltételezésünket és a kifejezés várható értékét szá
mítva az adódik, hogy

Égg] • q)'(q - q)) = n2 = T L12(s = s2 = 2As = s4 = 6A2s2 = 4As3 = EEE y2
(3.4) 

A kapott kifejezés minimumhelye s-ban ott van, ahol a zárójeles kifejezés
értéke O. Ez a kifejezés s-ban végtelen fokú pozitív együtthatójú polinom,
aminek (megszámlálhatóan végtelen) sok gyöke lehet a (-oo, OJ intervallum
ban. A legkisebb négyzetek módszere ilyen gyököket keres, és az egyiket
tekinti megoldásnak. Minden becslés is ilyen megoldás, amely azonban csak
véletlenül esik egybe az s= 0, }. = A értékkel, 'ami torzítatlan becslést adna.

A valóságban ezt a következtetést is tovább kell finomítani. Egyrészt, az
u mintabeli értéke a legritkább esetben fog egybeesni várható értékével. Ez
tovább bonyolítja a helyzetet. Másrészt fel kell oldanunk azt a feltevést, amely
szerint L'.lp(O) = L'.lp(-1) = L'.lp(-2) = ... = SE Ez azonban csak a számszerű
értékeket módosítja, változatlanul igaz, hogy a A-tól balra eső félegyenesen
végtelen sok pont létezik, amely minimalizálja a (3.4) négyzetösszeget, feltéve,
hogy Pt monoton nő. p1 monotonitása a feltétele annak, hogy található Jegyen
olyan ,,átlagos", amelyre a (3.1) összefüggés a (3.2)-nek megfelelő alakra
hozható. A fenti gondolatmenet megmagyarázza, hogy a 2. fejezet kísérletei
ben, ahol p1-t egy növekvő, bár sztochasztikus trendfüggvénnyel generáltuk,
miért torzított a módszer minden esetben lefelé. A probléma általános megol
dása nem egyszerű. Abban a speciális esetben azonban, ahol Vt monoton,
feltehetően érdemes a becslési eljárást oly módon bővíteni, hogy az ne csak egy
minimumhelyet, hanem a minimumhelyek közül a legnagyobb i-t keresse meg.
Látható ugyanis, hogy s= O éppen ezen becslésnél következik be.

A kísérletek alapján a modell becslésének másik sarkalatos pontja az, hogy
mekkora a véletlen változó (relatív) szórása. A kísérletekben alkalmazott 0,5 f 
kevésnek, a valóságban elő nem fordulónak, túlságosan ,,sterilnek" tekinthető.
Erre a problémára is nyújt némi információt a modell alternatív levezetése.

A modell (2.3) képletében szereplő véletlen változó láthatóan a modellt
előállító folyamattól független látens változó. Joggal feltételezhetjük, hogy ez
az áralkalmazkodás folyamatában is jelen van. Speciálisan tegyük fel, hogy
míg az információ terjedési folyamata során a népességnek egy adott (a terje
dési folyamattal jellemzett) hányada képes viselkedését determinisztikus módon
igazítani az árváltozáshoz, mivel az árváltozási információ birtokában van,
addig a maradék hányad csak véletlenszerűen tudja viselkedését változtatni,
információhiánya miatt. Képletben megfogalmazva: ha ta időpillanatban
árváltozás következik be, egy t > t0 időpillanatban a népesség z1 hányada
rendelkezik az adott információval, és így a q1 kereslet ebben az időpontban

q, = IXPo + 1XZ1LIP = (1 - z1)v0, (3.5)
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ahol z1-t a hólabda-folyamat generálja, és va az (árváltozás időpontjához kap
csolható) véletlen változó, amelyre E(v0) = 0, JiJM) = w2. Ebből levezethető
a [7] tanulmányban követett módon a keresleti függvény:

q, = o:(z0ilp1 = Z1ilP1-1 = • • • + Z;ilP1-1 = • • Ey = 
= (1 - Zo)V1 = (1 - Z1)V1-1 = EEE = (1 - z;)Vt-i = E E E (3.6)

és az osztott késleltetésű modell, ami megegyezik a (2.3) formulával, azzal a
lényeges különbséggel, hogy u1 nem O várható értékű, konstans szórású páron
ként korrelálatlan valószínűségi változó, hanem

=
Ut = EEü )_(2f)Vt-j· 

J=O

Ebből levezethető, hogy az urk kovarianciamátrixa

E(u1u,,) = w2 JP'''-'') ,i Jpi) 
j=l 

(3.7)

(3.8)

alakú tagokból áll. A kifejezésben szereplő sor tagjai egy). hányadosú mértani
sorozat egy r6szsorozatát alkotják; a mértani sor konvergens így az itt szereplő

sor is az és __l_ felülről becsli. A sort zárt alakban előállítani nem sikerült,
1 - ).

különböző A-k esetén közelítő értékét a következő táblázat tartalmazza:

J. 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

%2 
(3.9)

J. ,EE2í ;.c2/J 0,029 0,075 0,158 0,304 0,554 0,997 l,906
j=l 

A táblázatból látszik, hogy megfelelően kis A-k esetén az u1 <1 szórása, így
a relatív szórás is w-hoz képest igen kicsiny lehet, tehát ezekben az esetekben
a becslésnél nem lép fel a kellemetlen diffúz becslőfüggvény. Ugyanakkor a
latens változók korreláltsága újabb problémát vet fel, amelynek súlyosságát
vizsgálni kell. Szerencsére látható, hogy a J; mátrix közelítően kvázicliagonális,
ui. ha (t' - t) kellően nagy, a kovariancia a ;i.czw-,,> tag miatt elhanyagol
hatóan kicsi.
A vizsgálat a bootstrap-módszer néhány érdekes tulajdonságát is megmutatta.

Az egyik, hogy a bootstrap-becslés tulajclonságaire elég sok információt nyúj
tanak a Monte-Carlo vizsgálatok. A másik, hogy a módszer nem tudja az alap
becslés tulajdonságait alapvetően megváltoztatni: talán csökkenti a véges
mintabeli torzítást, de nem szünteti meg az aszimptotikus torzítást.

A vizsgálat alapján tehát elmondható, hogy a számítógép-igényes becslési
módszerek nem szüntetik meg az analitikus vizsgálatok szükségességét, éppen
ellenkezőleg: használatukat könnyítik, biztosabbá teszik a nagyminta-tulaj
donságok vagy a kisminta-tulajdonságok analitikus vagy Monte-Carlo vizsgá
latának eredményei. Ugyanakkor ezeknek egyes erős elméleti előfeltevései
nélkül is használhatóak.

(Beérkezett: 1985. auqusztu« 5-én.)
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A COMl'UTER-INTENSIVJ;; ESTIMATJON OF Tl-'IE h-DISTHIBUTION
MO.DEL wrru DISTIUBUTED LAGS

In our days tho computor-intonsivo ostimation procoduros arc gaining ground i11 Llw
estimation thoory of econometrics. Tho first part of tho paper describ s a íow such models,
as reflected by comparisons with tho classic ostimuüion procedures. Tho chuptor also
presents the necessity of the use of those, methods, as wol I as the ad vantage's und p itfu.lls
of their use.

The h-distribution model with distributed lags improves tho cumborsonu- economic
interpretation possibilities of the mcdcls with distributod lags. But its appl ical ion 011,11 not
yet be considered widespread, first of all because of o, t.irnation problems. Bv improving
the properties of the original procedure with tho aid of a cornputer-intonaivo mothod, tho
bootstrap-method, the modell might hopefully bocomo a useful instrurnunf in pruct.ical
econometric researches as well. Tho second chapter sums up tho manner of transforming
the estimation and the lessons of tho oxporimonts conducted. The third chaptor oxplu.ins
earlier estimation resulte by giving a thooretical reason for biased ness. 'I'hrougb a.11 alter
native specification of tho f'ITOr term it, shows that the use of the h-distribution model is
not hopeless oven in tho caso of an adjustment process with rclat.ively largo variance.
In view of the oxperimonts the relationship between tho use of cornpu tur-irrtonaivr,
estimation procedures and tho analysis of estimation proportica is indicated.

HHTEHCHBHMI OUEHl{A 3AnA3,[(blBAIOWEt1 PACnPE.[(EJJEHHOVI MO,[(EJll-1,
HMEIOll\Evl h-PACnPE,[(EJIEHv!E, C nOMOll\61O 3BM

8bJlJJ,JCJlJ.1TeJ1bHLIC MCTO,(\bl IIIHCJ!CllllHOt'J OL\eHJ(H B JJaCT05llJ!CC lll)CM}l Bee LIJllpC pacnpocrpaxa
JOTCH B 3i,OHOMCTl)J.1lJCCi(OII veopuu Ol\CHOJ,:, 8 rrcpuoü •JaCTH crarsu ornrcauo HCCJ(OJlbKO Ta!<MX
MCTO,UOB B cpaBHCHHH C l(JlaCCJ,JlJCCl{J,fMJ,f MCTO)WMM OJ.\CJ-101{. 8 ::>TOH J'JiaBC norcaaaua HCOŐXOJ(J,J
MOCTb, npesvyurecraa J,( TPYAHOCTH HX npHMCHCHH5l.
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CJJO)l(HOCTb 31(0HOMH'leC1(0H nnrepnperaunu 3arra3AblB3IOIIVIX pacnpenenenaux MOAeJ1e11
y JJyYwaeTC51 3ana3Ab1Ba10~e11 pacnpeneneunoü MOAeJJblO, 11Me10~e11 h-pacrrpeAeJ1eH11e. ÜAHaKo
HX npuweneuue B nepnyro osepem, 113·33 npoűnewarnuuocrt, oueaox, euie HeJlb351 H33B3Tb OÓ·
~errpHH51TblMl1. MO)KHO HaAe51TbC51, '!TO Bbl'-!HCJI11TeJ16Hbll1 MeTOA HHTCHCHBHOH Ol.(CHl{I-J, CBOikTBa
xoroporo YJJY'!W310TC51 C ITOMO~blO MeTOAa bootstrap, CTaHeT ITO.TIC3HblM cpeACTBOM AJ151 npak
THl{M 31(0HOMCTp11'!CCKHX HCCJleAOB3H1111.

BTOpa51 ma Ba CTaTbH oöoőiuaer MCTOA rrpeo6pa30B3HJ151 Ol.(CHOK H OITblT npOBCACHHblX HCCJlC
AOB3HMH. TpCTbH rnaaa B 1(3'!CCTBC OÓ"b5ICHCHl151 npeAbIAY~l1X pe3yJJbT3TOB Ol[eHOK ACMOHCTpH
pyer TeopeTvJLICCl(HC rrpW111Hbl HCT0'1HOCTl1 Ol.(C!-101(. Ha OCH0B3HHH 3JlbTCfJH3THBHOt1 cneunqm-
1(3l.(MH OCT3TO'!l-!Orü '!JlCHa ITOl(a3aHO, '!TO A3)1(C A cny-iae OTHOCHTeJlbHO ÓOJlblliOH pacnpene.nen-
1-IOCTl·l npouecca HC ncerna 6e31·!aAe)KHO npHMCHCl·IHC MOACJlH, MMCIO~ei:í 11-pacnpeAeJleHMe Ha
OCHOB3Hvll1 rrpOBCJ~CHIH,IX 11CCJlCAOBamIH YK336IBae-rrn CB513b Me)l(AY Bbl'IHCJlHTCJlbl-lblMH MCTO
AaMM 111-rreHCIIBH0/;'1 OL[CHJ{l1 11 aHaJ1MTHYeC1(l1MH HCCJlCAOBaHH51MH CBOHCTB Ol.(eHOI{


