VizviAri BEra

Néhéany tjabb hazai eredmény a diszkrét
programozasban

1. Diszkrét programozasi feladatokrol altalaban*

Diszkrét programozisi feladat alatt olyan optimalizalasi feladatot értiink,
ahol a véaltozok, vagy egyesek koziilik nem valtozhatnak egy tartomanyon
beliil folytonosan, hanem csak bizonyos (egyméstol elkiiloniilt = diszkrét)
értékeket vehetnek fel.

A magyar szakkifejezések az angol nyelvii szakirodalombdl szarmaznak.
Mivel azonban ott sincs mindenben egyseges szohasznélat, ezért ndlunk sincs.
fgy a magyarban a diszkrét programozds mellett, mely egyébként a discrete
programming-hol szarmazik, szokasos még az egészértékii programozas, mely
az inleger programming-bol jon. Ennek egy tovabbi szarmazéka az integer
programozis, ahol az elsG szot latinként foghatjuk fel.

Erdemes osszehasonlitdst tenni a tematikat illetden a diszkrét programozis
és a matematikai programozis egyéb dgai kozott. Amig a tisztan folytonos
problémdk esetéhen dlesen megkiilonboztetjiik a linedris és nemlinedris prog-
ramozdst, mintegy két kiilon diszeiplinanalk tekintve a kettét, addig a diszkrét
programozisban nem ez a helyzet. Kétségtelen azonban, hogy mind a mai napig
itt is elsdrend(i fontossaguak a linedris feladatok.

Amig a linedris programozisban e(rvsuresen tudjuk kezelni valamennyi val-
tozd tipust (nemnegativ, eldjel kotetlen, 0 és 1 kozott valtozo sth.), addig nem
ez a helyzet a diszkrét programozasban. A véltozora tett egészértékiiségi ko-
vetelmény harom leggyakoribb alakja a kovetkezs:

x = 0 vagy 1;
0 <z d és egész;
0 < x és egész.

Ezen harom eset elviekben is kiilonbozik egymastol. Példaul a harmadik ko-
vetelmény mellett linedris feltételek és dltalinos kvadratikus célfiiggvény ese-
tén bizonyithaté, hogy nem létezik megoldo algoritmus, azaz olyan garantil-
tan véges eljards, mely az optimdlis megoldast szolgaltatnd. Lng.I]GZ nyilvan
nem igaz az elsé két tipusnal, hiszen ott véges sok esetril van csak sz6.

Kiilon fejezetet képeznek az un. vegyes diszkrét feladatok, ahol a véaltozok
egy részére nincs egéwértékﬁségi kovetelmény. Itt az alkalmazott modszerek
elog viltozatosak és ezek részben el is mossak a hatért a diszkrét Programozas
és a matematikai programozis egyéb dgai kozott. Példanak okéért a Benders
dekompozici6, mely a linedris programozasboél ismert Dantzig-Wolfe dekom-

* A dolgozat az MTA SzTAKIL Alkalmazott Matematikai Féosztdalydin miikodd Diszk-
rét Programozési Csoportnak az elméleti téren végzett munkdjit foglalja 6ssze.
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pozici6 dudlja, a vegyes valtozos feladatok megoldédsat tiszta diszkrét (folyto-
nos valtozokat nem tartalmazo) és lineiris programozdsi feladatok sorozatai-
nak megoldasira vezeti vissza. Fzért a tiszta diszkrét feladatok hatékony
megoldasaval kozelebb keriiliink a vegyes véltozds feladatok hatékony meg-
oldasahoz is.

Minél nagyobb értékeket vehetnek fel a viltozok, anndl inkdabb elveszti a
probléma a diszkrét jellegét, vagyis a megfeleld folytonos feladat optimdlis
megoldasabol egyszerti modon (pl. kerekitéssel) szarmaztatott egészértékii
megoldas kielégiti egy gyakorlati feladat altal tdmasztott igényeket.

Masfeldl, ha a véltozok feliilrGl korlitosak, akkor a probléma visszavezet-
hetd elvben arra az esetre, amikor csak a 0 és az 1 értéket vehetik fel.

Nagyon sok olyan gyakorlati probléma van, amely alternativ dintéseket
tartalmaz. Kzeknek diszkrét programozisi modellezése esetén a numerikus
feladat szamos ilyen 0—1 tn. dontési valtozot fog tartalmazni. (Ugyanis vagy
megvalositunk egy lehetséges alternativit, vagy nem, kozbiils6 eset nincs,
vagy ha volna, az onallé alternativaként foghato fel.)

Ezek azok az okok, amelyek miatt a diszkrét programozds irodalmaban
kiemelkedd helyen allnak a csak 0—1 véltozokat tartalmazo feladatok. Kuta-
tdsainkban ugyanezen okok miatt fektettiink mi is igen nagy sulyt az ilyen
problémékra.

2. Altalinos megoldasi modszerek

A diszkrét programozis elsG modszere a hires Gomory-eljards volt. Mindmaig
ez az a modszer, amely elméleti szemponthdl a legtibbet tudja, nevezetesen
az egészértékiiségi feltételek az elGzi fejezetben targyalt barmelyik forméban
megadhaték szdmara. Azonban a tapasztalat azt mutatja, hogy éppen ezen
dltaldnossdga miatt (bizonyos ismert kivételektdl eltekintve) lassi az eljards.
Ezért hamar megindult a kutatds olyan eljardsok irdnyaba, amelyek kevéshé
altaldnosak, de jobban ki tudjik haszndlni a probléma specidlis tulajdonsd-
gait és igy hatékonyabbak.

Két jelentds eljarascsaladot fejlesztettek ki: a korlatozas és szétvilasztas
tipusi modszereket és a leszamlalasi eljardsokat. Mindkét médszer elsGsorban
akkor alkalmazhat6, ha az isszes eseteknek (vagyis az egészértékii valtozok
lehetséges értékkombindcionak) a szdma véges. Kozos lényegiik, hogy végig-
vizsgiljik az Osszes esetet, de donté tobbségiiket esak implicit médon. A nem-
zetkozi irodalomban a hetvenes évek kozepére rogziilt az osszefoglalé kozos
neviik: fakeress eljards. Az elnevezés onnan ered, hogy az ismétlések elkeriilése
végett (igy biztosithaté az eljards végessége) a megoldasok részhalmaibol egy
iranyitott fit épitenek fel és ezt jarjak be, mialatt minden megoldist meg-
vizsgidlnak (a tobbséget persze csak implicit médon).

A korldtozas és szétvilasztis modszere eredetileg a nemlinedris programo-
zasban sziiletett meg, de nagyon sikeresen alkalmaztik ezen a teriileten is.
A ma kaphat6 valamennyi kereskedelmi programesomag ezen az elven alapul.
Ennek az az oka, hogy itt a feladat an. folytonos relaxdciéjara tdmaszkodnak,
vagyis elhagyjak az egészértékiiségi kovetelményeket, csak az elGjelre, illetve
a valtozé nagysigara val6 korlatokat tartjik meg. Linedris feladat esetén igy
egy linedris programozési feladatot kapunk. Valamennyi nagyobb szamitogé-
pes cég hatékony LP programcsomaggal rendelkezik, igy ez viszonylag kis
er¢befektetéssel kiterjeszthetG volt a diszkrét programozas irdnydba.
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A leszamlalasi algoritmusok ugyancsak széleskorben elérheték, de kutatdk
altal irt programok forméjaban. Ennek az az oka, hogy itt a feladat diszkrét
tulajdonségai keriilnek elGtérbe, nincs feltétleniil sziikség hatékony LP-re,
amelynek a kifejlesztése tnmagéban is nagy munka volna.

Természetesen vannak tovabbi modszerek is. A teljesség igénye nélkiil néhany:
dinamikus programozdson alapulé eljarasok, az ezekbdl kifejlddott esoportelmé-
leti médszer, a Gomory-eljaras nyomén kialakult vagds tipusi mddszerek sth.

Csoportunk elsGsorban a leszdmlalasi modszerekkel foglalkozott. A médszer
elméleti alapjainak egy, a korabbi szerz6k munkdin alapuld, azokat tevabb-
1'ejle\/t($ targyalasa taldlhaté [15]-ben, majd ugyanez még részletesebben
(17, 2. fej.]-ben.

A feladat ugy fogalmazhaté meg, hogy adva van egy véges alaphalmaz és
ennek egy implicit médon definidlt részhalmaza. Ennek az utébbinak kell az
osszes elemét elGallitani explicit médon. Azeljards a rendezett pszeudomegoldis
fogalman alapszik. Teljes matematikai pontossiagi felépitése az emlitett mii-
vekben taldlhato, itt csak roviden ismertetjiik. Vezessiik be a kiovetkezd jelo-
léseket. Legyen D — &" az alaphalmaz, tehat |D| < -+ oo. Fel kell tenniink,
hogy D elemeit explicit médon ismerjiik. Eznyilvan Lel]ebul ha D azn-dimenziés
binéris vektorok halmaza, vagy litemezési feladatokra gondolva az n elemi per-
mutdciok halmaza stb. Legyen S < D az implicit médon megadott részhalmaz.

Az algoritmus legfontosabb segédeszkozei a tesztek. Altaldnosan gy fogal-
mazhatunk, hogy a teszt egy olyan eljaras, amely egy eldontendd kérdésre
vilaszol igennel, vagy nemmel tgy, hogy igen vélasz esetén nem téved. Ha
példaul D a bindris vektorok halmaza, akkor egy ilyen jellegzetes kérdés lehet
a kivetkezs: |, Igaz-e, hogy S valamennyi elemében az 6todik komponens ér-
téke 1?7 Tehat |, igen” vélasz esetén az eljaras bizonyitotta, hogy olyan S-beli
vektor, melynek otodik komponense 0, nem létezik. (Néhany ilyen egyszer(
tesztre majd a 4. szakaszban latunk példat.) Az igy nyert plusz informéaciot
kovetkezménynek nevezziik. Ha a példat folytatjuk, akkor most mar explicit
mé6don megkivetelhetjiik, hogy az otodik komponens értéke 1 legyen.

Ha a tesztek nem adnak pozitiv vilaszt, akkor is megtehetjiik, hogy a D
halmaznak csak valamely részhalmazat vizsgaljuk. Példaul csak azokat a vek-
torokat vizsgaljuk, amelyekben a harmadik komponens értéke 0. Az ilyen
értékadast rogzitésnek nevezziik, ellentétben a tesztekbdl szarmazdokkal, me-
lyek neve lekités. Azoknak a valtozoknak a neve, amelyek sem rogzitésben,
sem lekotésben nem szerepelnek, szabad valtozo.

Az értékaddsok (rogzitések és lekitések) a D alaphalmaznak és ezzel egyiitt
az S halmaznak egy részhalmazat jelolik ki. Ezek a részhalmazok lesznek az
emlitett fa csicsai. A fa éle egy halmazbdl, mint csticsbdl, a beldle értékadassal
(rogzités, lekotés) kozvetleniil keletkezett részhalmazhoz vezet.

Az [15]-ben bevezetett ij fogalom a rendezett pszeudo-megoldds volt, mely
a részhalmazokat az Gket kijelols értékadasokkal és az utébbiak tipusaval és
sorrendjével Osszekapesolta.

Azaldabbiakban megadjuk az algoritmus vézat, egy algolszeri leirasi forméban.

i. procedure IMPLICIT-LESZAMLALAS
2. Begin
3. BLSOITER: — true I )
4.  while ELSOITER or ROGZITETT-VALTOZO do
5. Begin
ELSOITER: — false
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T TESZTELES _

S. if not URES-AG rhen

9. Begin ul B .

10. if VAN-SZABAD-VALTOZO then ROGZITES
11 else

12. Begin ~

13, MEGEN! GEDETTSEG-VIZSGALAT
14. AGCSERE

15. end

16. end

17 else AGCSERE

18. end

19. end IMPLICIT-LESZAMLALAS

Az egész algoritmus hdrom legfontosabb eljarasa a TESZTELES, a ROGZI-
TES és az AGCSERE. Az utébbi az el6z6 ketts eredményétdl fiiggben akkor
16p miikodésbe, ha a fa valamely 4gat teljesen megvizsgdltuk és Gj agra (rész-
halmazra) kell attérni. Az elsG ketts felfoghaté Ggy is, hogy azok rekurziv
modon hivjik egymdst, ezzel biztositva az algoritmus elérehaladdsit. Ennek
alapjan dolgozott ki Biré Miklos egy a fentinél sokkal részletesebb, hatékony
algoritmikus keretet, mely igen kevés tovabbi munkdval adaptalhaté volt kii-
lonbozé feladatokra is (linearis 0—1 feladat, polinomidlis 0—1 feladat, korld-
tos valtozos nem 0—1 feladat).

3. Heurisztikus modszerek

A heurisztika fogalmat szokds egészen tédgan értelmezni, gy, mint vala-
milyen stratégia, elv kivetését a megoldis sordn. Egy sziikebb, de gyakoribb
értelmezés a megoldando feladat valamilyen kozelité megoldasat jelenti. Mi
is ebben az ut6bbi felfogdsban fogjuk a kifejezést hasznalni.

3.1. Altaldnositott Lagrange szorzok

Fuverett volt az, aki 1963-ban javasolta a Lagrange szorzok haszndlatit a
matematikai programozis ezen dgaiban. Tegyiik fel, hogy a kivetkezs felada-
tot kell megoldanunk:

max f(x)
gilx) < b d=1...,m, (3.1)
X 6 A\',

ahol x n-dimenzios vektor, S az n-dimenziis euklideszi tér tetszileges, rogzi-

tett részhalmaza és f és g; (i1 =1, ... ,n) tetszGleges n-viltozos figgvények.

A feladat ilyen felirdsa mogott az rejlik, hogy az osszes feltétel gyakran két

csoportra oszthat6: vannak algebrailag kezelhetd feltételek és vannak olyanok,

amelyeket azonnal alkalmazni tudunk a valtozékra. Mindenesetre a diszkrét

programozasi feladatok ilyenek. Példaul a linearis 0—1-es feladat esetén a
probléma

max ¢’ x
Ax <b (3.2)
x €{0, 1}"
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alaki (c, illetve b megfelels dimenziés vektor 4 pedig egy alkalmas mAatrix).
Itt S a bindris vektorok halmaza.
Bverett azt javasolta, hogy a (3.1) feladat helyett foglalkozzunk az aldbbival:

m
max [f(x) — ¥ Zgx)|, (3.3)
i=1
x€S
ahol (¢ = 1,...,m) rogzitett nemnegativ szdm. Emogott az 4ll, hogy a

(3.3) feladatban nincsenek a megoldést nehézkessé tevd algebrai feltételek,
hanem csak azok, amelyek explicit el6irdsokat tartalmaznak a valtozékra. Toy
a (3.3) feladat megoldésa vérhatéan sokkal kénnyebb, mint a (3.1)-é és ezért
virhatéan érdemes a (3.3) alaki feladatok egy sorozatdt megoldani a (3.1)
kozvetlen megolddsa helyett. Hogy ez mennyire igy van, mutatja, hogy a
(3.2)-nek megfelels (3.3) tipust feladat:

max (e — AT A4)x (3.4)
x €{0, 1}

Tehét csak a ¢ — 274 vektor komponenseinek elsjelét kell megvizsgalni az
optimdlis megoldds meghatérozdsahoz.
Lényegében mar Everett bizonyitotta a kivetkezdt.

L. optimalitdsi kritérium : Ha valamely rogzitett A-ra a (3.3) feladat optimdlis
megolddsa w és teljesiilnek az alibbiak

(i) A; > 0 esetén g;(w) = b,
(ii) A; = 0 esetén g;(w) <~ b;

akkor w optimélis megolddsa a (3.1) feladatnak.

Az (i) és (i1) feltételek egyebek mellett azt jelentik, hogy a w vektor megen-
gedett a (3.1) feladatra nézvést. Forditva azonban ez nem igaz, azaz ha egy
vektor a (3.3) feladat optimalis megolddsa és megengedett (3.1)-ben, akkor nem
feltétleniil elégiti ki a (i) és (ii) feltételeket és vonatkozik ez magdra a (3.1)
feladat optimélis megolddsara is. Igy eléfordulhat, hogy mar megkaptuk a ke-
resett megoldast, de ezt a tényt nem tudtuk érzékelni.

KEzen a problémén segit a [21] dolgozatban publik4lt optimalitdsi kritérium,
mely mindannyiszor teljesiil, valahdnyszor az 1. optimalitési kritérium.

3.1. definicié - Legyen rogzitett A mellett a (3.3) feladat optimélis megoldésa w.
Tegyiik fel, hogy w megengedett megoldésa a (3.1) feladatnak. Ekkor a w vek-
tor optimalitdsi tartoményénak nevezziik a

H(w,2) = {x: x€8; AT(g(w) — g(x)) > 0}

halmazt.
Jelolje M a (3.1) feladat megengedett megolddsainak halmazét, azaz
M = {x: x€8; g(x) <b}.

7 Szigma
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2. optimalitdsi kritérium: Tegyiik fel, hogy a A, . .., A, szorzékhoz a (3.3) fel-
adat optimélis megoldési rendre az x,, . .., x, vektorok voltak, melyek egyben
megengedett megolddsai a (3.1) feladatnak is. A megfelel§ optimalitdsi tarto-
ményok legyenek H(xy, A,), . . ., H(x, X,).

Ha

-M g U H(xk: 7‘/{)9 (3'5)

1
akkor
max {f(x): x € M = max {f(x,): 1 <k <r}.

Konnyen konstruilhaté olyan kisméretii példa, ahol az 1. optimalitési kri-
térium nem miikodik, mfg a most megadott igen. A (3.5) feltétel ellendrzése a
gyakorlatban megvaldsithatd, ugyanis érdemes a kovetkezd, vele ekvivalens
feltételt ellendrizni

r'lj (S\H(xi, M) N M = .

Ez pedig nem jelent mést, mint az eredeti feltételekhez r darab
M(g(x) — g(x)) < 0 (3.6)

alaku feltétel hozzavételét.

Fontos tulajdonsiga a (3.6) alaka feltételeknek, hogy azok a (3.1) feladat
eredeti feltételeibdl algebrai iton nem sziarmaztathaték. Ez a tulajdonsdguk
lehetGséget ad arra, hogy a Lagrange szorzos eljarast egy leszdmlalasi algorit-
musba dgyazva a leszamlalisi fiban ugrasokat hajthassunk végre. A médszer-
rel végzett tapasztalatok azt mutatjik, hogy ez a fajta heurisztika alkalmas
jo megengedett megolddsok generalisara.

3.2. Szomszédsag fogalmon alapuls hewrisztika

Tegyiik fel, hogy egy véges M halmaz egy kitiintetett pontjit keressiik.
A most ismertetésre keriil heurisztikus eljards két eszkozt hasznal fel:

(a) adott egy Ak fiiggvény az M halmazon, mely azt méri, hogy az M pontjai meny-

nyire kozelitik meg a keresett pont tulajdonsdgait; pontosabban szélva ha

ax,y € M és h(x) < hly),

akkor azt mondjuk, hogy az i pont jobb az x pontnal,
(b) minden x € M esetén adva van M-nek egy S(x) részhalmaza, melybe ess
pontokat x szomszédainak nevezziik, Ggy, hogy

|8(=)| <[ M},

azaz S(z) sokkal kevesebb pontot tartalmaz M-nél.
Most mar maga a mddszer egyszer(ien megfogalmazhatd:

Begin

L = 0

a,: = M-beli pont

(r = {o; 2 S(xk h(x) > h(xy)}
while G # @ do

6. Begin

(AN OCH SR
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7. k:=k+1

8. ay: = G-beli pont

9. G: = {x: x€S(zy); M) > hxy)}
10. end

11.end

Tehat az eljaras lényege, hogy egy pontbél kiindulva az éppen vizsgalt pon-
tot valamelyik néla jobb szomszédjara cseréljiik ki. Maga a médszer tobb he-
lyen felmeriil az irodalomban, s6t néhany specidlis feladatra vonatkozé egzakt
eljards is ebben a keretben dolgozik.

A (3.2) feladatra tigy alkalmaztuk a mdédszert, hogy a g fiiggvény a kovet-
kez$ volt:

c¢’x, ha x megengedett (3.2)-ben

T
h(x) = {Zfb,- == Z(IV,-jx_,-‘ kiilonben,
I I —

ahol |a | _az a szdm negativ részét jeloli, azaz
lal a, ha a < 0
& =
0 kiilonben.

Az &ltalinossig megszoritdsa nélkiil feltehets, hogy a ¢ vektor komponensei
nemnegativok, ezért az fgy megadott fiiggvény bdirmely megengedett meg-
olddst jobbnak mindsit barmely nem-megengedett megoldasn4l.

Az eljards masik lényeges pontja a szomszédok megvilasztisa. Két kiilon-
bz szomszédsagi rendszert probaltunk ki: x szomszédainak tekintettiik azo-
kat a pontokat, amelyek pontosan 1, illetve azokat, amelyek pontosan 2 kom-
ponensben kiilonboztek tdle. Ha a véaltozok szdma n, akkor az igy definilt
szomszédok szdma

n, illetve ol _ml)f.
2

Mindkét szam lényegesen kisebb a bindris vektorok 2" szaméandl. Mégis a két
komponensben eltéréek szima til nagynak bizonyult, ami abban nyilvdnult
meg, hogy az algoritmus 8. és 9. sordban megadott lépések végrehajtdsdhoz
igen sok id§ kellett.

A mésik varidciéban gépidé szempontjabdl is hatékonynak bizonyult a méd-
szer. Hirom feladatesoporton probaltuk ki, ahol az egyes csoportokban a val-
tozok és a feltételek szama 50 és 10, illetve 100 és 10, illetve 100 és 30 volt, az
egyes csoportba tartozo6 feladatok szdma pedig rendre 10, 10 és 6. Valamennyi
feladatra kaptunk megengedett megoldast, dltaliban tobb, egyre javulé pon-
tokat.

4. Specialis feladatok

A diszkrét programozésban a specidlis feladatoknak kettds a szerepe. Egy-
feli] 1éteznek 6n4allo alkalmazésaik, mésfelsl felmeriilnek mint részfeladatok a
legnehezebb feladatok megolddsa soran. A késébb targyalandé specidlis fel-
adatok elmdéleti szemponthél ugyanolyan nehezek, mint az altalinos feladat,
a gyakorlatban azonban mér jelentds kiilonbségek vannak. A hatizsak feladat

T*
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esetében akar 20 000 véltozos feladatokat is meg tudunk oldani, korlatot gya-
korlatilag csak a szdmitégép memoridja szab. Nagyon hasonlé a helyzet a
halmazfedési feladat esetén is, ahol rovid CPU idGvel lehet megoldani néhany
szdz valtozot és feltételt tartalmazo feladatokat is. Az Gn. tobbfeltételes hati-
zsdk feladat esetén a torekvés mindeniitt j6 megengedett megolddsok generd-
lasa, de ebben az értelemben szintén tudunk kezelni tobbszdz valtozés problé-
makat. Az itt emlitett adatok egybevignak a nemzetkozi irodalomban kozolt
tapasztalatokkal.

Néhany példa a specidlis feladatok 6nallé alkalmazasaira: kiértékelt kutatasi
palydzatok kozott a kutatasra fordithaté anyagi kereteket optimdlisan szét-
osztani o hatizsak feladat segitségével lehet. A hatizsik feladat egy tovabbi
alosztdlya, ahol a valtozok Gn. dltalinositott felsé korlatozas ald esnek, alkal-
mas optimdlis technolégia vilasztdsira, ha egy adott munkadarab-halmaz ese-
tében minden munkadarabra véges sok technoldgia van megadva, és korlato-
zott a teljes megmunkdldsi id6. Optimdlis egységesomagrendszer kialakitasara
vagy légi jaratokndl a személyzet beosztisira alkalmazhaté a halmazfedési
feladat. A tobbfeltételes hitizsak feladat lehet a matematikai modellje darabo-
lasi és egyéb térkitoltési problémdknak vagy termékosszetétel meghatirozi-
sdnak, ha kissorozati termelés folyik.

4.1. A hdatizsak feladat

Most a

n
max ' c¢;x;
j=1
n
Z(Lj.’l?/‘ < b
j=1

xJE{().l} U2 DAFRR

feladatot vizsgdljuk, ahol tehit egyetlen linedris feltétel van, az egyiitthatok
pedig tetszileges egészek.

A feladatnak a nemzetkizi irodalomban dltalinosan elterjedt neve onnan
ered, hogy ez modellezi a kovetkezd dontési problémat. Egy turista a héti-
zsékjdban egy bizonyos silyndl (b) nem akar tobbet cipelni. Adott minden
targy sulya (a;) és eszmei értéke, amekkora hasznot hoz a kirdnduldson. Itt
x; dontési valtozo, értéke 1 ha j. targyat elvissziik, kiilonben 0. A (4.1) feladat
megolddsaval megkapjuk, hogy mi az elviendd targyak optimélis halmaza.

Nagyon konnyen lithato, hogy a (4.1) feladat azonnal visszavezethets egy
olyanra, ahol valamennyi egyiitthaté pozitiv. fgy a tovabbiakban ezt mi is
feltessziik.

Diszkrét programozisban szokés hatizsdk v. hitizsak tipusa feladatrél be-
szélni, ha csak egyetlen (nem feltétleniil linedris) feltételiink van, illetve tobb-
feltételes hatizsdk feladatrol akkor, ha egy Ax <7 b feltételekkel adott problé-
méban A > 0. Az utébbi és a hatizsik feladat is rendelkezik ugyanis azzal a
fontos tulajdonsaggal, hogy ha egy vektor megengedett, akkor valamennyi,
vele osszehasonlithaté, nem nagyobb vektor is az.

A (4.1) feladat megoldisira szdémos médszer ismeretes. Tgy [17)-ben is ta-
lalunk dinamikus programozdisra épiilé, valamint leszamlalasi és korlatozés-
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szétvalasztasi modszert. Ezek az algoritmusok azonban még nem tennék lehe-
t6vé a mar emlitett nagyméretli feladatok megoldasat. Ehhez az tn. valtozd
redukeids eljardsok kidolgozésara volt sziikség.

A hatizsik feladat egy igen lényeges dologban kiilonbozik az dltaldnos diszk-
rét programozési feladattol. Ebben az esetben ugyanis igen egyszeri megen-
gedett megolddst, s6t j6 megengedett megoldast talalni, mig az 4ltalanos eset-
ben ez ekvivalens nehézségli az egész probléma megoldasival.

Tehdt valamennyi viltoz6 redukeids eljards abbol indul ki, hogy mar isme-
riink egy megengedett megoldést z, célfiiggvényértékkel, és csak az ennél
jobb pontnk érdekelnek benniinket. A médszerek lényege abban 4ll, hogy meg-
mutatjik, hogy az utébbi kovetelmény mellett bizonyos valtozok értéke csak
0 vagy 1 lehet.

A kordbban ismert megolddsi midszerekben nagy szerepet jatszott az a fel-
tételezés, hogy a valtozéknak egy olyan sorrendjét ismerjiik, amelyre igaz az
alabbi egyenlGtlenség

Shws BB g m i e (4.2)
(L}' ﬂ‘j+1

Ezen sorrend ismeretében lehet megoldani a hatizsak feladat folytonos vélto-
zatdt, vagyis azt a feladatot, amely a (4.1) feladatbol tgy keletkezik, hogy a
specidlis egészértékiiségi kiovetelményt a nala gyengébb

bl L = hadan
feltétellel helyettesitjiik. Igaz ugyanis a kovetkezd allitas.

4.1. tétel: Ha a (4.1) feladat valtozoi a (4.2) sorrendben vannak, akkor a meg-
felels folytonos feladat x optimalis megoldisa a kivetkezs alaki: létezik egy

p index (1 << p << n), hogy
fIZ...:ii;pvlzl
és
i“p+,:...:£2,1:0.

A p indexet pivot indexnek nevezik, az x, az egyetlen valtozo, mely a (4.1)
feladat folytonos valtozatinak optimalis megoldasiban tort értéket vehet fel.
Tovéabbi fontos szerepet jatszik a

C
(]p o w—p- (43)
(Ip

héanyados.

4.2. tétel : Legyen g > 0 tetszileges valds szdm és z, a (4.1) feladat egy meg-
engedett megoldisinak célfiiggvényértéke, tovabba
M(g) = max {c"x + g(b — aTx): x€{0,1}"}.
Ekkor ha
M(q) — i6r = (](l»/-‘ < 2y,
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akkor a (4.1) feladat «* optimalis megoldasaban
¢ —qa; < 0 esetén zf = 0

’

es

¢; — qa; > 0 esetén xf = 1.

Ennek a tételnek a segitségével azok a viltozok, melyekre a (4.4) feltétel
teljesiil elimindlhaték és igy a ténylegesen megoldandé feladat mérete redu-
kalodik. Bar a tétel tetszleges g-ra igaz, a gyakorlatban azonban itt a g, érté-
ket célszerii alkalmazni, M(q) értéke ugyanis itt a legkisebb.

A rendezésnek itt nemesal a g, érték meghatirozasinal van szerepe, hanem
a zy-t is ennek a segitségével \/okaq megkapni. A moho eljards, mely a legter-
mészetesebben alkalmazhaté heurisztikus eljards szintén felhasznalja a (4.2)
sorrendet.

A rendezésbil szirmazd mindkét informdciot megkaphatjuk a rendezés nél-
kiil is. A modszer ilyen gyorsitdsi lehetGségét targyalja az [5] dolgozat. Vizs-
gdljuk elGszor a célfiiggvény becslésének kérdését. Tulajdonképpen az optima-
lis célfiiggvényértékre birmilyen (nem feltétleniil alsé) becslést alkalmazha-
tunk. Ha a beeslés indokolatlanul magas volt, akkor a redukdalt feladatnak vagy
nem lesz megengedett megoldisa, vagy a redukdlt feladat optimdlis c(,lfugg
vényértéke a becslés ald esik. Ha azonban a redukalt feladat optimélis célfiigg-
vényértéke a becslés f6lé esik, akkor ez a tény mindenképpen igazolta a becs-
1és jogossagat. A becsiilt optimum maodszer lényege tehat abbol all, hogy egy
egyszeriien szimithato beesléshdl kiindulva redukdljuk a feladatot. Sziikség
esetén a becslést addig esokkentjiik, mig az a redukdlt feladaton is jogosnak
nem bizonyul.

Lényegében ugyanez a gondolat felhaszndlhaté az optimum értékének és a
hozza tartozé szorzémak az egyiittes nwgl\erequu(' Ha ismeriink egy olyan
intervallumot, amibe az optimdlis szorzo belesik, akkor ezt az intervallumot
egyre szlikithetjiik. Ha [g¢,, ¢,] ez az intervallum, a kovetkezs pedig [q1, ¢;],
akkor vagy ¢, — q; vagy ¢, — q5 és q, (illetve ¢;) € (¢,, ¢,). A becsiilt optimum
modszer alkalmazasa utan a redukalt (kisméretii) feladat megfelels (4.3)
értéke adja ¢5-t (illetve ¢;-t).

Ezeknek a modszereknek a szamitdstechnikai jelentGségét mutatja, hogy a
hagyomanyos redukeids modszerekhez viszonyitva a szitkséges C'PU id6 750,
illetve 1000 véltozo esetén 13, illetve 109 -ra esett vissza.

4.2. A halmazfedési feladat

A halmazfedési feladat szintén egy specidlis alosztilya a 0— 1-es probléméak-
nak, itt azonban a feltételek szama tetszileges lehet, mig az egyiitthatok ér-
téke — akarcsak a viltozoké — csak 0 vagy 1. Pontosabban szélva a kivet-
kez6 feladatrol van sz6:

n
min ¢,
j=1
n
2!1,,;:}1 =>b; 1 L, v Sy
j=1

T/E{O,l}, j:l,...,n,

ahol ¢; és b, tetszileges pozitiv egészek, mig «;; értéke vagy 0 vagy 1.
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(Konnyen lathatd, hogy az «;; egyiitthatokra tett feltevés mellett nem je-
lenti az 4ltaldnossdg megszoritdsat, hogy a tobbi egyiitthatét pozitivnak te-
kintjiik.) Mint trividlis esetet ugyancsak kizarjuk a tovabbi vizsgalédésbdl
azt az esetet, amikor valamely x; valtozé valamennyi a;; egyiitthatéja 0.

A (4.5) feladat a kovetkezGképpen interpretalhatd. Az egyenlGtlenségek
bal oldalan 4116 egyiitthatékbdl alkotott matrix legyen A. Jelolje ennek j-edik
oszlopat a;. Az a; vektorok egy véges, pontosan m elem{i halmaz bizonyos rész-
halmazai karakterisztikus vektoraiként foghatdk fel. A feladat ezen részhal-
mazok koziil kivdlasztani azokat, amelyek egyiittesen minimalis sszsullyal
fedik le az alaphalmaz minden elemét el6re adott (b;) vagy anndl nagyobb
multiplicitassal.

Kiilon szokds vizsgilni a (4.5) feladatnak azt a tovabbi részosztalyit, ami-
kor valamennyi b; értéke 1. Ha ezt a megszoritist nem tessziik fel, akkor a
feladat ekvivalens azzal, ahol a célfiggvényben maximalizalds van minima-
lizdlds helyett és a feltételek , kisebb-egyenls” alakban adottak a ,nagyobb-
egyenld” helyett, az egyiitthatékra pedig a fenti kikotések allnak. Az iroda-
lomban az ilyen alak(i problémédkat halmaz kitoltési feladatnak nevezik. Vé-
giil ezen feladatesalad utolséd tagja az, amikor a feltételekben pontos egyenls-
séget koveteliimk meg; neve halmaz felbontéasi feladat. Az utébbi kettdvel
most nem foglalkozunk.

A halmazfedési feladatnak szdmos alkalmazdsa ismeretes [17] az iitemezés-
elmdlethen, miiszaki, valamint specidlis kozlekedési problémak megoldasiban.

Mivel & most vizsgdlt probléma is rendelkezik a hatizsik feladatnak azzal
a tulajdonsigaval, hogy egyszerii médon lehet (j6) megengedett megoldast ta-
lalni, ezért az elméleti vizsgdlatok szempontjabdl érdekessé valtak az opti-
malitdsi kritériumok.

4.1. definicio: A (4.5) feladat egy x, megengedett megolddsat minimdlisnak
nevezziik, ha
vx €{0,1}", x < x,, x =X, esetén Ax P b.

Nyilvanvalo a célfiiggvény pozitivitdsa miatt, hogy optimalis megoldas
csak minimalis lehet.

Eldszor azt az esetet fogjuk vizsgdlni, amikor a jobb oldal azonosan 1.
4.3. tétel [1]: Legyen x a (4.1) feladat egy tetszileges minimélis megoldasa,
Legyen tovabba

d =11T =1}

H;={i: a;;=1; Yk €J\{j} esetén a; = 0}, j€J

T, =—— 1€J
|H,|
" :—71;1— - p= 1 L

Ha vj€J és Vke{1,..., n}\J esetén
7 < rh
akkor x a (4.1) feladat optimalis megoldésa.
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(Megjegyezziik, hogy X minimalitisabél kovetkezik, hogy |H;| > 1.)
Mésfelol az imént bevezetett r} szamok segitségével a célfiiggvény alulrdl
megbecsiilhetd.

4.4.’léte{ [17]: Legyenek az 7% (j = 1, ..., n) szdmok ugyanazok mint fent,
tovabbé
fr=min {r%: 1 < j < %; a5 = 1}

Ekkor a (4.1) feladat z* optimdalis célfiiggvényértékére igaz, hogy
n
2% > Zf,
=

Mindezek alapjin mér el lehetett késziteni egy korlatozas és szétvélasatis
tipust eljarast, amellyel 100 valtozo6ig sikeriilt feladatokat megoldani.

Az aldbbiakban ismertetends eredmények [19] mar az altalanos esetre vo-
natkoznak, tehat a b; egyiitthatok tetszdleges pozitiv egészek lehetnek.

Mint eddig is x a (4.1) feladat egy minimalis megengedett megoldasat, J pe-
dig x azon komponensei indexeinek halmazat jeloli, melyek értéke 1. Legyen
tovabba I azon feltételeknek a halmaza, amelyeket x egyenléséggel teljesit,
azaz ha A; (i — 1, ..., m) jeloli az A matrix i-edik sorat, akkor

1t€l=>AXx=0; 68 141 =A,Xx>b,.
4.2. definicié: A xr € ™ vektort az x ponthoz tartozé drvektornak nevezziik, ha
(4) Vj€J esetén rTa; > ¢,
(32) Vi ¢ I esetén r; = 0.
A 4.3. tétel jeloléseit haszndlva konnyen lathaté, hogy ha jy, j, €J és ), = 9,

akkor
H;nNH, =8

[gy értelmes a kovetkezd definicio
iy ;/, ha 3_’]' 7:611/
0 kiilonben.
Az igy meghatirozott vektor az elGbbi definicié értelmében arvektor lesz.
4.5. tétel: Legyen r az x ponthoz tartoz6 drvektor, v € & vektor pedig a ko-
vetkezd

‘ {1. ha j¢J és rTa; —¢; > 0
j =

0 kiilonben.

Ha x a (4.1) feladat egy tetszéleges olyan megengedett megoldédsa, amelyre
c’x < ¢'x,

akkor x kielégiti az alabbi feltételt

vix >.1. (4.6)
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Megjegyezziik, hogy a v vektor definici6jabé6l azonnal latszik, hogy
vix =0,

tehat a (4.6) egyenlGtlenség levigja az X pontot. E tény jelentGségét az adja
meg, hogy (4.6) hozzivétele a feltételekhez nem rontja el a feladat tipusat.

Ez a tétel kozos 4ltalanositasa Belmore— Ratliff és Balas eredményeinek és
a 4.3 tételnek. Az utébbi esetben a fent megadott arvektor esetén v — 0
ad6dik. Ekkor azonban az egyenl6tlenség kielégithetetlen, ami az X pont op-
timalitdsat bizonyitja.

A kovetkezd tételben az y valds szam pozitiv részét |y |, jeloli

4.6. tétel. Legyen w € &™ tetszileges vektor, z természetes egész és
n
Hw) =w'b — 3'|wla; — c;,.
i=1
Ekkor:
(1) A (4.5) feladat minden x megengedett megolddséira

cel'x > i(w).
(17) Ha x a (4.5) feladat megengedett megolddsa és ¢”x < 2, akkor

ci—wlha; >z — t(w).
esetén

(121) Az alabbi két allitas koziil pontosan az egyik igaz:
(a)Ha az x vektor olyan, hogy

1, ha wPa; > ¢;

b= 2
0 kiilonben,

akkor x megengedett megoldds.

(b) Létezik egy i € {1, ..., m} index és egy 6 > 0 szdm, hogy
Wl = (wy, . .., Wi_g, Wi+ 8, Wiggy .., Wh)
esetén
(W) > H(w).

A tétel egyes részallitasai jol felhasznalhatok egy megoldé algoritmus soran.
Hiszen (¢) als6 korldtot ad az optimdlis célfiiggvényértékre, mely (iti) alapjan
esetleg tovabb javithat6. Ugyancsak (ii7) alapjan uj megengedett megoldésok
generalhatok. Végiil (i7) segitségével a feladat mérete redukalhato.

Ezen moédszerekkel sikeriilt megoldani 29%,-os sfirliség esetén 500 feltételt
és 3000 valtozot tartalmazo feladatokat is. Nagyobb siiriiség esetén pedig a
groblémékat legfeljebb 50 véaltozés, immér nehéz, problémakks sikeriilt re-

ukélni.
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4.3. Az altaldnosttolt hatizsak feladat

Az irodalomban kiilon szokds vizsgalni azt a feladatot, amikor valamennyi
egyiitthaté nemnegativ. Erre els6ként T'oyoda publikilt hatékony heurisztikus
eljarast. Az G célja egyetlen j6 kozelité pont megadasa volt. Az altalunk kifej-
lesztett, ugyancsak heurisztikus eljards esetében azonban arra torekedtiink,
hogy minél tobb j() megengedett megoldishoz jussunk. Szdmitégépes kisér-
leteket 30 feltételt és 200 valtozot tartalmazo feladntoklg végeztimk. Néhany
szekundum CPU id6 felhaszndlasdval szdmos igen j6 ponthoz jutottunk. Ugy
tlinik, hogy korlatot itt is elsGsorban a memdria nagysaga szab.

5. Dualitas

A dualitas fogalma a diszkrét programozésban nem olyan jol kidolgozott,
szép elmélet, amint a linedris programozashan megszoktuk. Ennek az az oka,
hogy mig az utébbi esetben a dudlis feladat ugyanolyun természet{i mint a
primal fcladat, st ez a dudl feladat dudlja, addig a diszkrét programozisban
ugyanannak a probléméanak tobb dudlja is értelmezhets és ezek altaldban
folytonos feladatok.

Most roviden megmutatjuk, hogy a dudil feladatot milyen dltalinos keret-
ben szokds értelmezni. A primdl feladat

max f(x) (5.1)
XEM,

ahol M valamely megszdmlalhato halmaz, f(x) M-en értelmezett tetszileges
fiiggvény. Bevezetve (ij, dual valtozokat (a tovdbbiakban s-sel jeloljiik Gket),
egy j dudl d(s, x) célfiiggvényt irunk els, mely valamilyen egyedi (a dualitds
tipusatol fiiggs) modon van kapesolatban az (5.1) feladattal. A dudl véltozok
értékiiket csak az elére adott () halmazbol vehetik fel. Végiil egy P, halmazt
valasztunk, mely fiigg a dudl valtozoktol és teljesiil ra,hogy
M APy (5.2)
A d(s, x) fiiggvény kovetkezs nyeregpontjit keressiik:
min max d(s, x). (5.3)
S€Q  xEP,
[tt (5.2) miatt a rogzitett s mellett felléps belss feladat vagy (5.1)-nek egy
relaxdcidja, vagy egy nagyon egyszer(ien kezelhets feladat.

Altaldban nem garantilhaté az, amit a linedris programozés dualitds tétele
biztosit, nevezetesen, hogy az optimdlis célfiiggvényértékek egyenlék. Ha z,
illetve w az (5.1), illetve (5.3) feladat optimuma, akkor tobbnyire csak

Z gy

igaz. Ez a tulajdonsig felveti algoritmikus szempontbél a dualitds [ pontosab-
ban szélva valamely (5.3) feladat egzakt megolddsa] alkalmwhatoségén&k
kérdését. Ugyanis z << w esetben (5.3) optimumhelyének x része nem lesz
M-beli. Ez az oka, hogy a Lagrange szorzékat, amelyek nagyon jél felhasznal-
haték megengedett megoldasok generdlésira, a 3. szakaszban tdrgyaltuk és
nem itt.
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5.1. Az s-feltételek

Az egyik leggyakrabban hasznilt relaxdcié az, amikor a feltételeket egy
kovetkezményiikkel helyettesitjiik.
Tekintsiik tehat az

M = {x: x¢e{0,1}", Axgb}

halmazt, ahol 4, illetve b egy m X n matrix, illetve m dimenziés vektor. Az
M halmaz definiciéjadban szerepld egyenlGtlenségek egy kiovetkezményét tgy
kapjuk meg, hogy nemnegativ silyokkal Osszegezziik Gket. Tehat a fenti je-
loléseket hasznalva

Q= &% Py={x: x€{0,1}"; ¥4z <ah}.
A megoldand6 primal feladat pedig
max e’ x
XEM,;

ahol e rogzitett vektor.

A legtobbet vizsgalt d(s, x) fiiggvény itt maga a célfiiggvény, azaz

ds, Bt %,

Tehat ebben az esetben (5.3) megoldasaval a lehetd legjobb felsG becslést akar-
juk kapni. Geoffrion vezette be u kovetkezd dudl fliggvényt.

do(8, x) = (¢ — sTA)x 4 sTb — z,

ahol a z konstans a

—ef'x < —2
célfiiggvény-feltétel jobb oldala. A d, fiiggvény tulajdonképpen a Lagrange-
szorzok alapjan is szirmaztathaté volna. A dudl célfiiggvény ilyen valasztésa
valamilyen értelemben azt célozza, hogy a Pg halmaz szamossaga kicsi legyen,
azaz P, a leheto legkevesebb nem M -beli pontot tartalmazza.

Az alabb ismertetendd Gj dudalfeladat az elébbiek kozos dltalinositésinak
tekinthetd, annak ellenére, hogy elsd latasra Ggy tlinik, mintha itt nem nyereg-
pontot keresnénk. Valamennyi eredmény a [7] dolgozathél valo.

Legyen & € {0, 1}" paronként fiiggetlen valosziniiségi valtozokbdl allé vek-
tor és

Ekkor annak a valoszin(iségét akarjuk minimalizdlni, hogy egy P.-beli pont
nem eleme M-nek. Bzt pedig ugy lehet elérni, ha s-t Ggy valasztjuk meg, hogy
P, komplementerének a mértéke a lehets legnagyobb legyen. Tgy az aj dual-
feladat
max P(sT A§ > s'b) (5.4)
s >0
lesz.
Természetesen nem kozvetleniil az (5.4) feladatot oldjuk meg, mert a benne
szerepls valészinfiségi mérték nehezen kezelhetd. Az igazén érdekes esetek
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azok, ahol n értéke nagy, akkor azonban kozelithetiink a normdlis eloszlassal.
Pontosabban szélva a = sTAE valdsziniiségi valtozora igaz, hogy

E() = sT Ap

0?(t) = sTADATs,

ahol az n X n-es D matrix elemei a kivetkezik

0, ha 2549

dij = A
Pl — p;), ha 2 = 3.

A Z-bol kapott normdalt valdszinliségi viltozo eloszlasfiiggvényét jol kozelit-
hetjuk az N(0,1) eloszlas @ eloszlasfiiggvényével. Mivel @ monoton nové és
fiiggetlen s-tGl, ezért
D (fﬂb i E(C)
o(2)

maximalizildsa ekvivalens az abszcissza maximalizdlasaval. gy az (5.4) he-
lyett alkalmazott kozelité feladat a kovetkezd
s"Ap — s™b ,
max — - . (5.5)
s20 |/sTADATs
Az egész megkozelités értelmét az alabbi tételek fejtik ki

5.1. tétel : Tetszbleges s > 0 esetén
s"Ap — s"b
|/sTADATS

_ M

“ n

P(s” AE > sTh)

ahol az M konstans csak az A matrixtdl és a p valoszin(iségektdl fiigg.

5.2. tétel: Tegyiik fel, hogy a ¢ célfiiggvényvektor valamennyi komponense
pozitiv. Legyen h - 2" valds szdm és a p valészin(iségek az aldbbi médon meg-
hatdrozottak
1 :
T T S S,
4 1 - h‘l

Legyen tovdbbé s ebben az esetben az (5.4) feladat optimdlis megolddsa. Ek-
kor tetszGleges s > 0 esetén

max {¢"x: x € P;} << max {e"x: x € P,)}.
5.3. tétel: Tegyiik fel, hogy a ¢ célfiiggvényvektor valamennyi komponense
pozitiv. Legyen p a
max ¢’p
Ap <b
0<p<Le
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feladat optimélis megolddsa, ahol e a csupa 1-eshél 4ll6 vektor. Tegyiik fel,
hogy p ¢ {0,1}". Legyen tovabbé s az (5.5) feladat megoldésa ezen p = p mel-
lett, s > 0 tetszéleges vektor. Ekkor

max {d,(s, X): x € P5} < max {dy(s, x): x€ P}.

Tehat az 5.1 tétel az (5.4) helyett alkalmazandé (5.5) feladat kozelitésének
pontossdgit adja meg. A kovetkezs tétel szerint az (5.4) feladat dltaldnositésa
a d,(s, x) fiiggvény szerint értelmezett dualitdsfogalomnak. Végezetiil ugyan-
ez mondhato az (5.5) feladatrél és a dy(s, x) figgvény szerint dualitdsrél.
Mint koribban mar utaltunk rd, az a kikotés, hogy ¢ komponensei pozitivak,
csak annyit takar, hogy nincs kozottik zérus. Megjegyezziik még, hogy ha az
5.3 tétel feltételei koziil p ¢ {0, 1}"” nem teljesiil, akkor mind a prim4l, mind a
dudl feladat optimdlis megolddsa azonnal elGallithato.

A (5.5) feladat numerikus megolddsdra tobb mddszer is lehetséges. Ezek
koziil a gyakorlatban a leghatékonyabbnak egy linedris komplementaritési
probléméra vald visszavezetés bizonyult. Itt ugyanis a valtozok szdma csak
az eredeti diszkrét programozisi feladat feltételeinek (és nem véaltozoéinak)
szamatol fiigg. Geoffrion a d,(s, x) szerinti dudlis probléma megoldasit egy
nagyméretii linedris programozisi feladat megoldasara vezette vissza. A két
modszer Osszevetése osszesen 45 db feladaton tortént, ahol a legkisebb 4 fel-
tételt és 10 valtozot tartalmazott, a legnagyobb pedig 10/90, illetve 15/40-es
volt. Futdsi idében az (5.5) feladat megoldésa lényegesen (1—2 nagysdgrend-
del) jobb volt. Ennek egyik oka nyilvin az, hogy megelégedtiink az (5.5)
probléma egy kozelité megolddsival. Ennek ellenére a generalt s-feltételek
erdsségében, vagyis az s-feltételekbil kozvetleniil megkaphaté kovetkezmé-
nyek szdmdban lényeges eltérés nem volt tapasztalhaté, sGt az esetek tébbsé-
gében ezek azonosnak is voltak.

5.2. A szubadditiv fagvényekre alapozoll dualitds
Azitt esak roviden targyalandé dualitési fogalom némileg eltér a kordbbiaktol.
5.1. definicio: Legyen V egy olyan halmaz, melynek elemein egy miivelet ()

értelmezve van, és V erre a miiveletre nézve zéart. Ekkoregy f: V. — & U { + o=}
fiiggvényt szubadditivnak neveziink, ha

Va, y €V esetén f(xz + y) < f(x) + f(y).

Tekintsiik most az altalinos diszkrét programozasi probléméat

n
min ¥'c;x;
j=1

Zn‘ajxj =h
j=1

;> 0, egész j=1,...,,

(5.6)

ahol ¢; valés szdm, a; valamint b valés, m-dimenziés vektorok. Bevezetjiik az

F:[d: Iy ER y=>0; d= Jay,
j=1
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jelolést. Most megfogalmazzuk az (5.6) feladat dudljit, ahol a viltozé az f
szubadditiv fiiggvény lesz.

max f(b)
]‘(aj) < Cj 7: 150 . 1 (5.7)
f(0) =0

Ve, y € F esetén f(x + y) < f(x) + f(y)-
Ismeretes a kovetkezs tétel [1].

5.4. télel: Az (5.6) és az (5.7) feladat optimumértékei egyenlik.

Természetesen az (5.7) feladat megoldisa még reménytelenebbnek tiinik,
mint (5.6)-6, de felmeriil a kérdés, hogy nem lehet-e a szubadditiv fiiggvények
valamilyen részosztélyat egyszeri modon meghatirozni és az (5.7) feladatot
esak erre a részosztilyra megoldani. Ekkor természetesen csak alsé korlatot
kapunk (5.6) optimumértékére. A kérdést a [8] dolgozat vilaszolta meg pozi-
tivan az egydimenzios esetben, ¢s egyben alkalmazta az eredményeket a 6. fe-
jezetben ismertetends Frobenius probléméra.

Tekintsiik az a, ¢y, ¢y, - - -, ¢s természetes szimokat, ahol a és q, relativ

prim, és
S

Il 7=«

=0

Bérmely nemnegativ r egész szamra oyr) (j = 1,...,s) jelentse r-nek a

j-edik szimjegyét a q,, . . ., ¢, altal meghatarozott dltaldnositott szdmrendszer-
ben, azaz
r=o,(r) + qi(r) + . oo 9195 - - %Ly
0< xjfr) <gq) egész j=1,...,8 (5.8)

0 < ofn ), egész.
Tekintsiik az
F = {r: 3(x,y), @ y>0, egész, r = ax + qy} szamokat. Tetszileges
r és F esetén legyen r,(r) az a legnagyobb egész, amelyhez még van olyan nem-
negativ egész y(r), hogy kielégitik az

r = ary(r) + guy(r)

egyenletet. Mivel a és ¢, relativ prim, ezért r,(r) létezik, tovabbé y(r) < a.
Definidljuk az r(r) szimokat (5.8) alapjén

) = (), G =1 s
A keresett szubadditiv fliggvény alakja
§
wirir), ha r € ¥
e %v 7" € (5.9)

-4 oo, kiilonben

f(r)

ahol u,, . . ., u; rogzitett valés szimok. Ezeknek azonban bizonyos feltételek-
nek eleget kell tenniok, hogy f(r) valéban szubadditiv legyen.
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5.5. tétel : Az (5.9)-ben definidlt f(r) fiiggvény akkor és csak akkor szubadditiv
a nemnegativ egészek halmazin, ha fennallnak az alabbiak:

() yu<Lug j=1,...,8—1
(it) Ha ¢;=ofa) j=1,...,8 és
e = o4 = 0, akkor

Qoo < (o — @)Uk + (g + 1 — Qua) Ypen + - - -
. + (“s~1 47 = qs—l)us—l + (“s + 1)7"5'

A tétel jelentGsége abban 4ll, hogy a szubadditiv fiiggvények egy részosz-
talyat egy linearis feltételrendszerrel valavtja, ki. Barmely hétizsak feladat
esetén a és ¢, nyilvan megvialaszthaté dgy, hogy (zj €EF (j=1,...,n) telje-
siiljon és igy az (5.7) feladat — pontosabban annak a megfelels megszoritisa —
line4ris programozasi feladattd valik.

Természetesen a linedris fiiggvények maguk is szubadditivok. Ha azonban
erre a részosztalyra irjuk fel az (5.7) feladatot, akkor nem kapunk 4j dualitési
fogalmat, mert (5.6) folytonos dudljahoz jutunk.

6. Nem 0—1 problémak

Barmilyen fontos szerepet jatsszanak is a 0—1 feladatok a diszkrét progra-
mozéason beliil, azért persze a tobbi feladat vizsgdlata sem hanyagolhaté el.
Ismeriink szdmos alkalmazési lehetéséget, ahol a probléma nem binéris ter-
mészet.

Mint méar kordbban emlitettiik, a diszkrét programozés elsé moddszere az
un. Gomory-mdédszer volt. Mindmaig ez a legdltalainosabb mdédszer, mert az
1. szakaszban emlitett valamennyi tipusi egészértékiiségi kovetelmény ke-
zelheté vele. Maga a mddszer az Un. vagds tipusi mddszerek csaladjiba tar-
tozik. Kzek agy miikodnek, hogy meghatdrozzuk a linedris programozési
relaxdcié optimalis megolddsat. Ha ez nem rdcspont, akkor ezt a cstcsot a
puhcdu bél lemetsziik egy alkalmas sikkal agy, hogy a sik egyetlen racspontot
se vigjon le, majd az eljardast megismételjitk az imméar kisebb poliéderre.
Széimos ezen az elven miikodd madszert fejlesztettek ki, de a hozzdjuk fiizott
reményeket nem valtottak be. Knnek egyik oka az lehet, hogy ezek a mdd-
szerek tul altalanosak, vagyis egy konkrét feladat esetében nem tudjak j6l
kihaszndlni annak specidlis tulajdonsigait. A mésik, matematikai okra az
aldbbi tétel vet fényt [11].

6.1. tétel: Tekintsiik a kovetkez6 halmazt:
= I%: XEA", Bx > b},

ahol B egy n X n-es mitrix, b egy n-dimenziés vektor. Legyen adva egy tet-
szileges e > 0 és egy tetszGleges m természetes szdm. Ekkor létezik egy
n X n D-es matrix és n-dimenziés d vektor tgy, hogy valamennyi elemiik
raciondlis, tovabbé

b= < e ds [ di| <
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(ahol bi, illetve d' a B, illetve D métrix i-edik sorat jeloli és ||-|| egy norma
RK"-ben) és az

Y= {x: xe&", Dx>d}

halmazban lev§ rdcspontok konvex burkinak legalabb m extremalis pontja
van.

Ez a tétel azt mondja, hogy szerencsétlen esetben igen sok cstiesot kell le-
vagni, mig a kivint optimalis megolddshoz eljutunk.

A tovabbiakban elGszor egy olyan moddszerrdl lesz szd, amely elsGsorban
korlatos valtozok esetén alkalmazhaté sikerrel. Utdna pedig egy olyan fel-
adatrél szolunk, amely egyrészt ezzel a modszerrel is megoldhato masrészt
azonban osszekots kapesot jelent a diszkrét programozas és a szamelmélet
kozott.

6.1. A dinamikus programozds alkalmazisa a diszkrél programozdsban

Bellman nevéhez fliz6dok a kovetkezs optimalitasi elv [3]. Ha egy dontési
sorozat olyan, hogy az egyes dontések nem valtoztatjik meg a korabbi donté-
sek értékét, akkor egy optimalis dontési sorozat barmely részsorozata is op-
timalis.

Ennek az elvnek szdmos alkalmazisa ismert a diszkrét programozisban, de
més kombinatorikus feladatok esetén is. fgy példaul erre az elvre épiil az
iranyitott grafokban legrovidebb utat keresé egyik kozismert eljards, a ko-
rabban mér targyalt hitizsik feladat egyik gyors egzakt megoldé algoritmusa
stb. Ezeknek a problémdknak az a kozos jellemzdje, hogy a benniik fellépd
valtozok értékkészlete véges. A most [16] alapjan bemutatandé eljaras éppen
ebben kiilonbozik a tobbitdl.

Tekintsiik a kivetkez, nem véges hatizséik feladatot

min ' ¢;x;
J=1
n »
2"4/1:,»23 1)
j=1
x; > 0 és egbsz,
ahol az a;, ¢, egylitthatok (j = 1, n) és a z jobb oldal pozitiv egész. A prob-

lémat eg)yelore mint a z pammétertol fiiggd feladatot vizsgaljuk. Az optimum
értékét ezért f(z)-vel jeloljitk. Egyszer(ien bizonyithat6 a kivetkezs két tétel.

6.1. tétel: Létezik olyan K egész szam, hogy a9 L (j > 2) esetén
a a

Vz > K esetén f(z) = ¢, + f(z — a,)

6.2. tétel: Ha X optimélis megoldasa a (6.1) feladatnak valamely z jobb oldal
esetén, akkor az y egész vektor, melyre

0<y<x
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optimélis megoldasa (6.1)-nek

n
2= 3a;y;
=1

jobb oldal mellett.

A maésodik tétel biztositja a Bellman-elv érvényesiilését a vizsgilt felada-
ton. A 6.1 tétel pedig arra ad lehetGséget, hogy végtelen sok jobb oldalra meg-
oldjuk a feladatot, hiszen, ha z > K és ¢ olyan pozitiv egész, hogy

z—(t—1a, > K > 2 —ta,,

akkor
f(z) = tey + f(z — ta,).
Tehat, ha z=1,..., K — 1 esetén ismerjik az optimum értékeket, akkor

ezekbdl azonnal megkaphaté barmely tovébbi z-re az optimum.

Terjedelmi okok miatt itt nem részletezziik az algoritmust, amely a fenti
két tétel segitségével adhaté meg. Roviden csak annyit jegyziink meg, hogy
felhaszndl bizonyos elemeket a fentebb mdar ismertetett korldtozas és szét-
vilasztds eljardsabol, és egyszerre oldja meg a (6.1) feladatot valamennyi
jobb oldalra.

Kz az utébbi jellegzetes kozos tulajdonsiga az osszes dinamikus programo-
zéson alapulé algoritmusnak. Ebbdl szdrmazik a médszer el6nye és hatrianya
is. Az el6bbi az, hogy ha egy feladatot tobbszor akarunk megoldani valtozo
jobb oldalak, de véltozatlan egyéb paraméterek mellett, akkor itt gyakorlati-
lag a misodik és az utdna kovetkezd esetekben csak ki kell olvasni a végered-
ményt. Knnek ¢érdekében azonban elég nagy tablazatokat vagy tomboket kell
tarolni, az adott esetben egy K hosszisign egész vektort.

A dinamikus programozis alkalmazdsait a diszkrét optimalizdlasban jol
foglal, a Gssze [17] 4. fejezete, mely az eredeti dolgozatokhoz képest a mod-
szerek tObb javitasat is tartalmazza.

6.2. A Frobenius-probléma

Frobenius vetette fel a kovetkezG problémét, mely az aldbbi konnyen bizo-
nyithaté tétel alapjan fogalmazhaté meg.

6.3. tétel. Legyenek adva az a,, ..., a, természetes szdmok gy, hogy a leg-
nagyobb kozos osztéjuk 1. Ekkor 1étezik olyan ¢ egész, hogy a

linedris kifejezés értékkészlete nemnegativ egész valtozok mellett a g-nél na-
gyobb valamennyi egészt tartalmazza.

A Frobenius-probléma a legkisebb olyan ¢ megadésa, amelyre a tétel allitdsa
igaz. (KEz a ¢ maga még nem tartozik bele az értékkészletbe.)

A keresett szamot g(a,, . . . a,)-nal fogjuk jelolni.

Ennek a feladatnak a matematika tobb fejezetében, igy a Markov-lancok,
a grafok és a matrixok elméletében is van alkalmazésa, {gy érthetd, ha szdmo-
san vizsgdltdk a kérdést. Terjedelmi okok miatt nem térhetiink ki a korabbi

8 Szigma
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eredmények részletes ismertetésére. A téma irdnt érdekl6ds olvasd jé Ossze-
foglalét talal [13]-ban. Itt csak a f6bb témakoroket emlitjiik meg: egzakt fels§
korlatok, specidlis feladatok explicit megoldédsa, egzakt megoldé algoritmusok.
Nem voltak ismeretesek viszont alsé korldtok, amelyeknek az alkalmazdsok
szempontjabol szintén jelentésége van.

Az ebben a témakorben elért eredmények alapja az eredeti probléma két
ekvivalens atfogalmazésa.

Az elsének a 1ényege egy parametrikus hatizsak feladatra valé dtfogalmazés.
Az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy

a,<a. 1=2,...,n (6.2)

Ekkor az a;, (j > 2) szamok a, segitségével a kivetkezd modon allithatok els
agi=cia+d, d;<ay, j=2..,0 (6.3)

ahol ¢; és d; természetes szamok. Itt ugyanis feltehetd
G>1, j=2...,n (6.4)

mert ellenkezi esetben «; elhagyhaté a problémabdl a megoldés megviltoz-
tatdsa nélkiil.

6.4. tétel. Tegyiik fel, hogy fenndll (6.2), a c;, d;(j = 2,...,n) természetes szi-
mok a (6.3) egyenlethll szdrmaznak. Legyen /£ természetes szam, melyre
1 < k < a,, z, pedig a kivetkezd hitizsak feladat optimumértéke

n
x, + e +k
j=2

2, = min a,

—ayxy + Fdx; =k

J=2

x; > 0, egész. | Lo 0o 10

J
Ekkor a Frobenius-probléma megoldasa
gl@y, ..., 0,) =max{z, —a,: 1 <k <a,}

Ebbdl szarmaztathatd az alabbi specidlis feladatosztélyra vonatkozo felsd
korlat [23], valamint az azt kovetd dltalanos alsé korldtok [ 24].
6.5. tétel. Tegyiik fel, hogy az a,, . . ., a, szamok sorrendje olyan, hogy

4 <...<
tovabbd a (6.3) dltal definidlt ¢; szamokra
o R T (R )

all fenn, valamint d, = 1. Ekkor

fooh Wi il
+1 '
glay . . ap) < Bay, 2 !

j=2 4]

— ay,

ahol d,,,, = a,.



DISZKRET PROGRAMOZAS 115

6.6. tétel. Legyen az i olyan index, hogy

Y —min]%: e <j<al. (6.6)
d,' (i/
Ekkor
g} 55 Egllem s = T4
gla, )7d,< 1 4 1

A kovetkezOkban {t} jeloli a ¢ valés szdm tortrészét.

6.7. tétel. Legyen i a (6.6) szerinti index, £ pedig egy természetes szdm, melyre
1 <k<ay. Az fo, f1,...,fn 68 a v, v, ..., v, szdmok legyenek a kovetkezs
modon definidlva

fﬂ ==

1— l—--l, ha d; nem osztéja a,-nek

0 kiilonben

([,'fl

+ oo kiilonben
v =min{v;: 1 <j < n}
Ekkor
/C(T,‘_

glay, ..., a,) > a, 7
@i

N IR

@;

Konnyen lathat6, hogy itt a bal oldal a maximumat oszthatésdgi feltételek-
tol fiiggéen az a, — 1, a, — 2, b = max {w: w<a,, w=d;, —1 (mod d;)}
szimok valamelyikében veszi fel. Megjegyezziik, hogy a 6.6 és 6.7 tételben
adott alsé korldt éles abban az értelemben, hogy megadhaté hozzajuk felada-
toknak egy-egy olyan végtelen sorozata, ahol n — az a; szdmok szdma —
minden hatdron til ng és valamennyi feladatnal az alsé korlat egybeesik a
pontos értékkel. A mésodik alsé korldt a Gomory-mddszer alkalmazésaval
kaphato meg. A 6.5 tételben szerepld felsG korlat ugyancsak a pontos értéket
adja, ha a

(.1!',“ E d/
d
szdmok egészek.

R*
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Jelolje F' a kovetkezd halmazt

l
=
X
e
R
25

F = [r: Jx€eR", x >0, x egész, r

Ekkor nyilvan
gy o5 8n) = MAX Y.
r¢ I

Legyen »(r) az alabbi hatizsak feladat optimum értéke
n
—X, ,!, ZCJQ:/']
j=2

n
a2+ Jdjx;=r

j=2

»(r) = min

(6.7)

2, >0, egész, 9=1,:..,m

ahol a ¢, d; szamok (6.3)-bol szirmaznak. Ha a feltételeket kielégité x vektor
nem létezik, akkor v(r) értéke |- oo,

6.8. tétel [8]. Az alibbi két allitds ekvivalens.

(i) re
(22) o(r) = 0.

lgy a Frobenius-probléma kordbban emlitett mésik atfogalmazisa:
(@5« < o5 0n) = max {72 vlr) > 0}
Ezen atfogalmazis segitségével bizonyithat6 a kovetkezs két tétel.

6.9. tétel [8). Ha a ¢;, d; (j = 2, ..., n) szdmokat (6.3), az ¢ indexet (6.6) szerint

hatarozzuk meg, tovabbd a d,, ..., d, szdmok legnagyobb kozos osztdja d,
akkor

G(@ys o o0y W) = G4 p
d;

(@, — 1)d o ] + a,d —d — ay,

ahol [w] azt a legkisebb egészt jeloli, ami a w valds szamndl nem kisebb.

6.10. tétel [8]. Legyenek adva az a,, ¢y 1, .-, @ns: Co - .., €, természetes
szamok, agy, hogy a, és q, relativ prim. Jelolje x,, x,, . . ., %, az a, szimjegyeit,
& Gy, .o Iny altal meghatdirozott dltaldnositott szamrendszerben, azaz
Ay =8y + %3qy + ... + Xy - - Qs
ahol
% egész J=2,...,n
0{“1<q1_1 j:2,...,n——1

Tegyiik fel, hogy % az a legkisebb index, melyre «; > 0.
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Ha
a=10i0;+9q1---9j—2 JT=2,..,7
akkor
g(@y .. an) = gf?n [ax(gy — 1) + ..« + A y(@rg — 1) + @y — 1) +
2 >0
+ ey + - oo+ apon] —ay

Egy tovabbi alsé korlat taldlhat6 [12]-ben.

6.11. tétel: TetszGleges relativ prim ay, . . ., a, természetes szimokra

n—I1

n—1

g(@y, - - ., Qn) >

Ugyanebben a dolgozatban taldlhat6é egy mésik tétel, mely rdmutat arra,
hogy a g(a,, . . . , @,) szdm nagysdginak mennyire kell legaldbb meghaladni az
ay, . .., &, szadmok nagysagat.

6.12. tétel: Ha az a,, . . ., a, szdmok relativ primek, akkor rogzitett n esetén

T : gy » 05 O n—1
1> liminf min — BBy 1 < s O) > ;
t—00 Qyyennsan >t . gl 1 ; en
(n — 1)(rnﬁn a;) "

ahol e a természetes logaritmus alapja.

7. Polinomialis 0—1 probléma

A [20] dolgozat foglalkozik az aldbbi nemlineéris probléméval

max f(x)
g =< b == L m (7.1)
x € {0, 1}",
ahol az f és ¢g; (1 = 1, ..., m) fiiggvények polinomok.

Elvben barmely binéris probléma leirhaté (7.1) alakban a kovetkezé tétel
értelmében.

7.1 tétel: Ha h(x) tetszOleges n-valtozos valds fiiggvény, akkor létezik egy
P(x) valés egyiitthatos polinom, hogy

vx € {0, 1}" esetén h(x) = P(x).

Azonban a gyakorlatban a tétel nem alkalmazhat6, mert P(x) zérustol
kiillonboz§ egyiitthatéinak szdma dltaliban igen nagy (legrosszabb esetben 27),
figy P(x) kezelhetetlen. Mégis a gyakorlatban felmeriilnek olyan problémék,
amelyekre (7.1) megfelel§ leirdsi forma.
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A korabbi dolgozatok célja a (7.1) feladat linearizdldsa volt, melyet sikeriilt
is elérniiik szamos Gj valtozo és feltétel bevezetése ardn. Mivel azonban a
megolddsi id§ a gyakorlatban elsésorban a véltozok szamatol fiigg, ezért az
ilyen jellegli visszavezetések dltaliban nem szerencsések.

A [20] dolgozat egyik f6 eredménye az volt, hogy megmutatta, a 2. fejezetben
targyalt leszdmlalisi modszerek egyszeri médositdssal a (7.1) feladatra is
alkalmazhatok. Egy dltalinos leszamléldsi struktardt megvaldsité programot
sikeriilt is igen kis tébbletmunkdval ennek a probléménak a megoldasdra is
alkalmassa tenni.

Végezetiil tekintsiik a feltétel nélkiili feladatot,

max 2;)1 ; Il z;
i

I jeQ;
XE{U,]}”, (7.2)

ahol Q. < {1,...,n}, i = 1,..., p. Magasabb hatvinyok nem szerepelnek,
mert bindris viltozok esetén barmely £ természetes szdma xf = x;. Bgyszerli
szitkséges feltétel adhaté meg arra nézvést, hogy egy pont (7.2) optimdlis
megoldasa legyen.

7.2 télel: Valasszunk egy x € {0, 1}" pontot.

Legyen ekkor
4= Fa; J[z. j=1,..,n
' qe;
Qi q#j
Ha « optimalis megolddsa a (7.2) feladatnak, akkor

z; =1 esetén Aj >0

z;= 0 esetén A, < 0.

8. Utemezési problémik

A diszkrét programozisnal tdgabban értelmezett kombinatorikus optimali-
zalds korébe tartoznak az iitemezési feladatok, ha az Gket definidlé adatok
determinisztikusak.

Az aldbb ismertetend’ mindkét modellben egyetlen erdforrast kell szét-
osztani idoben kiilonbizs feladatok kozott. A kettd kozott a kiilonbség abban
rejlik, hogy mig az elsi esetben az erdforrds oszthatatlan, vagyls egyszerre
mindig egyetlen feladattal tud foglalkozni, addig a masodik esetben az erforrds
bizonyos kvantumokban feloszthat6. Ezenfeliil az utébbi dtfogalmazva bizo-
nyos daraboldsi problémdkat is megold.

8.1 Kgy egygépes iitemezési feladat

A kovetkezikben a [14] dolgozat eredményeit foglaljuk ossze.

Egy gépen n munkadarabot kell megmunkalni. A megmunkalésok kozitt
sorrendi megkotottségek nincsenek. Ezzel szemben az i-edik munkadarab
csak r; id6pontban 4ll rendelkezésre, hatarideje d; és a sziikséges megmunk4ldsi
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id6 p;. Az r; id6pontokat mint fizikai adottsdgokat fogjuk fel, tehat a megmun-
kalas semmiképpen sem kezdGdhet r; elGtt, azonban d;-nél befejezédhet
késGbb, de ezt nyilvin szeretnénk elkeriilni. Egy iitemezés azonosithaté a
munkadarabok egy sorrendjével, ha egy megmunkaldst azonnal megkezdiink,
ahogy arra lehetéség van. Ha ¢; jeloli az i-edik munkadarab megmunkdaldsdnak
befejezését, akkor a feladat feltételei a kivetkezik:

() e >1ri+ pi
(27) ha ¢ 5= 3, akkor [¢; — p;, ¢;) N [¢; — pj, ¢)) = 0.
A cél a maximélis késés minimalizélisa, azaz

(¢24) min max |¢; — d;
m: i

+

ahol 7 a munkadarabok egy tetszileges sorrendjét jeloli. Feltessziik tovabb4,
hogy a feladat adatai (r;, p;, di; @ = 1, ..., n) nemnegativ egészek.

Az igy definidlt feladatra nagyobb méretekben csak lassi algoritmusokat
sikeriilt megadni, ezért elGtérbe keriilt a heurisztikus eljardsok vizsgilata.
Szamos ilyen eljards, igy az alabbiak is, az altaluk javasolt sorrendet a meg-
munkélasi iddk figyelembevétele nélkiil adjik meg. Mint majd latni fogjuk, ez
adott esetben kiilonosebb héatrdnyt nem jelent.

8.1 definicié: Rossz parnak neveziink egy (i, j) (i s« j) munkadarab péart, ha
r<r;és d; <d.

8.2 definicid: Nagyon rossz parnak neveziink egy (i, j) (¢ = j) munkadarab
part, ha

i+ pi<rjés d;<d.

8.3 definicié: Rossz hirmasnak neveziink egy (3, , k) (¢ +# J, k; j = k) munka-
darab hirmast, ha (¢, k) nagyon rossz pér és (j, k) rossz par.

Schrage [18] nevéhez flizGdik az alabbi elég természetes heurisztikus eljaras:

1. ElsGként végezziik el azt a munkat, amelyiket a legkordbban megkezdhe-
tiink (vagyis azt, amelyikre »; miniméalis). Ha tobb ilyen van, akkor ezek koziil
azt, amelyiknek a hatérideje a legrovidebb. Ha még mindig ilyen van, akkor
ezek koziil egyet valasztunk.

2. Ha a munka elvégzésekor egyetlen mésikhoz sem foghatunk hozza, akkor
a kovetkez6 munkét az 1. ponthoz hasonléan vélasztjuk ki. A két munka
kozott a gép 4ll. Ellenkez6 esetben egy minimélis hataridejii munkat vélasz-
tunk.

3. A fenti eljardst mindaddig folytatjuk, amig valamennyi munkét sorrendbe
nem allitottuk.

Bérhogy adjunk is meg egy sorrendet, az iitemezést végezhetjiik agy, hogy
az adott sorrendben azonnal feltesziink a gépre egy munkadarabot, mihelyt
lehet. Ekkor a gép idénként 4ll, két allds kozott pedig folyamatosan miikodik,
esetleg egymds utdn tobb munkadarabot is megmunkéilva. Egy-egy ilyen
miikodési periddusba esé munkadarabok osszességét nevezziik egy blokknak.
Az is nyilvénvald, hogy a gép ilyen iitemezés mellett csak akkor 4ll, ha éppen
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nem végezhet egyetlen munkat sem. Bevezetjiik a kovetkezd jelolést. Legyen
IT a munkék egy tetszbleges sorrendje.
Ekkor

T(IT) = {i: (i, II(n)) rossz pér; i és I1I(n) egy blokkban van}, (8.1)
tovabba T(II) = ¥ esetén j(I1) legyen az az index, melyre

C,‘(n) — max ¢;.
ieT
Nyilvén j(/I) egyértelmiien meghatirozott.
Az eljaras hibajara Carlier [9] adott korlatot.

8.1 tétel : Legyen II a fenti algoritmussal szolgéltatott sorrend. Ekkor

(¢) ha T'(II) = ¥, akkor II optimélis
(¢t) ha T(II) == @, akkor az eljirds hibaja legfeljebb p;., — 1.

8.2 tétel: Ha nincs rossz par, akkor Schrage algoritmusa optimélis megoldést ad.

8.3 tétel: A Scharge algoritmus 1épésszidma O (n log n).

Az utébbi abbél kovetkezik, hogy az algoritmus lényegében a (d;, r;) parokat
rendezi lexikografikus monoton novG sorrendbe. A 8.2. tétel pedig az elGtte
lévének azonnali kovetkezménye.

Most a Schrage algoritmus felhasznéldsdval megadunk egy moddositott
eljarast [14].

1. A Schrage algoritmus alkalmazésival meghatdrozzuk a II sorrendet.
2. Ha T(I1) = ¢, akkor megyiink a 3. lépésre. Kiilonben legyen

Tj@ = Taln)
Megyiink az 1. lépésre

3. Az eddig generalt sorrendek koziil kivélasztjuk a legjobbat.
Erre az eljardsra igazak a kovetkezdk.

8.4 tétel:

(1) A moédositott eljards hibaja legfeljebb annyi, mint a Schrage eljardsé.

(i7) A médositott eljards optimalis megolddst adja, ha nincs rossz hdrmas.

(i17) A modosftott eljards 1épésszédma legfeljebb O (n? log n).

Tehat sikeriilt azon feladatok korét, amelyekre a heurisztikus eljaras optimé-
lis megoldast ad, lényegesen kiterjeszteni, anélkiil, hogy a szémitdsi mennyiség
reményteleniil megndne. A gyakorlathan a (i#i)-ban adott értéknél sokszor
lényegesen kevesebb lépés is elég.

8.2. Hgy iitemezési feladat megoldisa daraboldsi problémalként

A [6] dolgozat foglalkozik az alabbi probléméval. Adott egy erGforrds és
bizonyos munkak, amelyek kozott azt szét kell osztani. Maga az er6forrds egy
idépillanatban bizonyos egyenls részekre, illetve annak tobbszoroseire feloszt-
haté. (Példdul ha az eréforrds egy brigad, akkor a brigdd tagjai egyszerre tobb
munkén is dolgozhatnak, de nyilvan mindenki csak egyen.) Az egyes munkédkra
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meg van adva, hogy az erdéforrasbél hiny egységnyi részt, id6ben milyen
hosszan kotnek le. Mindkét adat rogzitett. A feladat a nunkak olyan iitemezé-
sének elkészitése, ahol a teljes dtfutdsi id§ (az els6 munka megkezdésétél az
utolsé munka befejezéséig szamitott id6) minimalis. Ezt a célfiiggvényt iiteme-
zési feladatokndl elGszeretettel alkalmazzik, mert megfelelGen képvisel tobb
més célt, pl. a hatarid6k tartésat is.

A probléma 4tfogalmazhaté darabolasi problémavéi. Adott egy szalag
(elegendGen hosszi), melybdl meghatarozott méretii téglalapokat kell kivigni a
szalag hosszdval parhuzamosan. A téglalapok nem forgathaték. A feladat a
téglalapok egy olyan elrendezését taldlni, mely a szalagb6l minimélis hosszat
foglal el. Ilyen problémahoz jutunk, ha az anyag kiilonb6z6 irdnyokban kiilon-
bozben viselkedik (pl. az egyik oldallal pirhuzamos szdlakat tartalmaz).

A probléma matematikai lefrdsa tobb lépesébdl all. Eldszor egy halézatot
definidlunk, majd pedig sziikséges és elegendd feltételt adunk arra, hogy egy
hélézatbeli folyam mikor jeloli ki a téglalapok egy elrendezését.

Adottak tehat a T,,...,T, téglalapok, ahol

T,':]C[X?lf,', i:l,...,m,

ahol k; jeloli a téglalapnak a szalag hosszdval parhuzamos méretét. A szalag
szélessége w.
8.4 definicidé: T-hdloézatnak nevezziik a kovetkezit:

(7) a graf csicsai

V= {0, l,...,m, M}
(17) a graf élei
E={j:1<4 j<m, i==j}U
U{(0,3): 1 <i<<m}U{(3 o) 1 <i<m}U{(0, =)}

o
N
1
3
©

\/

1. dbra
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(#12) az élek kapacitdsai

a;; = min{w;,w;} 1<, j<m, i%]
Qgr = @ si=nopnl <8 <im
Gy == W.

Tekintsiik most a téglalapokat egy tetszileges elrendezését a szalagon és
képzeljitk gy, hogy a szalag hossza fliggéleges irdnya. Mivel az elrendezés
mindenképpen véges helyet foglal el, ezért elhelyezhetiink két tovabbi, a szalag
teljes szélességét elfoglalé téglalapot az elrendezés folé (0) és ald (oo). Azt
mondjuk, hogy egy téglalap egy mdasikon van, ha folotte van és a szalag
hosszara merdleges oldaluknak van olyan darabja, hogy ott a két téglalap
kozott nines tovabbi harmadik. Igy az 1. 4brdn 0 rajta van 1-en, 2-n és co-en;
2 pedig 3-on és cc-en.

8.5 definicié: Tekintsiink egy elrendezést, melynek alapjan a 7' hal6zatban
definidljuk a kovetkezd an. 7'-folyamot. Az (i, j) élen akkor folyik folyam, ha
i a j-n van, és a folyam értéke megegyezik azzal a hosszal, amivel ¢ a j§ téglalap
van.

Nyilvanval6, hogy a T-folyam értéke w és az egyes téglalapokra foly6 (illet ve
onnan kimend) folyam értéke pedig a téglalap szélessége.

8.6 definicio : T-graf egy olyan része a T'-hdlézatnak, ahol a T-folyam értéke egy
alkalmas elrendezés mellett pozitiv.

8.5 tétel : Egy @ osszefiiggs irdnyitott grafhoz, melynek van egy 0 kifoku és egy
0 befokii csucsa, akkor és csak akkor taldlhato egy alkalmas téglalaprendszer
és ennek egy olyan megfeleli elrendezése, hogy (' az ehhez tartoz6 T-graf, ha
( nem tartalmaz irdnyitott kort és sikba rajzolhatd.

Ennek a tételnek a segitségével egy gyors heurisztikus eljaras adhatd meg,
mely egy konkrét elrendezésbdl kiindulva megprobalja azt tovébb javitani.
A javithatésig feltétele bizonyos tulajdonségi korok létezése a T-hélézatban.

* ¥ ¥

A szerz6 koszonetét fojezi ki a cikk egy dltala nem ismert loktordnak alapos, a dolgozat
jobbitésdat célzé véleménydirt.

( Beérkezett: 1986. februdr 3-dn.)
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SOME RECENT HUNGARIAN RESULTS IN DISCRETE PROGRAMMING

The paper is devoted to the work in the field of optimization done by the discrete
programming group of the Operations Research Department at the Computer and
Automation Institute of the Hungarian Academy of Sciences. Results of the theoretical
study of the sets of binary vectors, graph theory and other parts of combinatorics have
been omitted. The titles of the chapters are: 1. General aspects of discrete programming
problems 2. General methods of problem solving 3. Heuristic methods 4. Special problem
classes 5. Duality, 6. Non-zero-one problems 7.The polynomial zero-one programming
8. Scheduling problems. Many of the results contained in the paper have not been pub-
lished yet but in working papers, especially some in Chapters 4, 5, 6 and 8.

HOBBIE PE3YJIbTATbl B IMCKPETHOM TIMPOI'PAMMHUPOBAHHWH
B BEHI'PHH

Llesth paGOTHI COCTOMT B TOM, UTOOBI OKA3aTh Pe3YJIbTATHI, IOCTHIHYTbIE TPYNIOi AHCKpeT-
HOPO nporpaMMHpOBaHMsT OTJeJ1a McciegoBaHus onepanuii MHcTiTyTa BBLIYMCIIMTEJIbHOM Tex-
HukH 1 apromatn3ain BAH (MTA SZTAKI). MHorne u3 Hix 0 cux nop Obuin onyGamKo-
Bakbl Jinutb B (JOpPME T. H. MPENPHHTOB, 103TOMY B 0COOeHHOCTH pagaebl 4, 5, 6 1 8 coaepyxar
MHOro HOBOTrO.



