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Az oligopol jaték bizonytalan koalicié-alakitisok esetén

1. Bevezetés

Az oligopol probléma az egvik legismertebh gazdasagi jaték. Egy konkrét
gazdasdgi helyzetet ir le, amikor tobb termeld egy homogén piacon értékesiti
termékeit. Legegyszer(ibb valtozata a kivetkezSképpen fogalmazhaté meg (1d.

JURGER, 1959; SzIDAROVSZKY, 1977a; 1978; 1979).

Tegyiik fel, hogy = kiilonboz6 termeld egység ugyanazt a terméket allitja
eld, és ugyanazon a piacon értékesiti. Jelolje (1 << k <Z n) a k-adik termeld
altal elGallitott mennyiséget. A kapacitds korlatok miatt az x;, mennyiségek
valamilyen alkalmas [0, ;] intervallumba eshetnek. Minthogy a termeldk a
piacon egyiitt jelennek meg, az altaluk elGallitott termék f egységdra a piacra
keriils Y, egyiittes termékmennyiségtdl fiige. Tegyiik fel tovabbd, hogy az

k

egyes termeldk K, koltsége csak az altaluk elGallitott termékmennyiségtdl
fiigg. Toy a kadik jatékos (termeld) kifizets fiiggvénye:

n
ulzy, - - - 5 2n) z.f 23":’ — Ky(x) (1)
i=1
A jaték (Nash-féle) egyensilypontjan olyan n dimenziés (af, . . . , 2}f) vektort
értiink, amelyre fennall, hogy
@)% e[0,Ly]J(k=1,2,...n);
(b) tetszdleges &k = 1, 2, ... nés x, € [0, L] esetén
Ol 5 TR e Y s (et SRR AR z2) (2)

Alkalmas folytonossdgi és konkavitési feltételek mellett kimutathato a jaték
egyensilypontjanak létezése, egyértelmiisége, valamint numerikus eljards is
ismeretes az egyenstlypont kozelitG meghatdrozésara (Id. SzipaArovszky —
Yarowirz, 1977; 1982).

Az (1) jaték tobbtermékes dltalanositdsat, valamint mas tipusu egyensuly-
pontokat is vizsgaltak az irodalomban (Id. SzipArOvVSzZKY 1977h; 1979).

Természetes torekvése a jatékosoknak, hogy nyereségiik novelése érdekében
feladjak onallosagukat. Amennyiben ez a helyzet, akkor kooperativ jatékroi
beszéliimk. A kooperativ jatékok megoldasira szamos koncepcid ismeretes az
irodalombdl (Id. pl. Szip —Forad, 1972). Kbben a dolgozatban olyan koopera-
ciokkal foglalkozunk, amikor bizonyos jatékosok egy, vagy tobb koaliciot
alkotnak, és ezek a koaliciok egymés kozott mar egyensulyi helyzetre torek-
szenek. Az irodalomban az ilyen jatékokat csoportegyensuly problémédknak is
szoktak nevezni (ld. Sziparovszky, 1974). Az (1) klasszikus oligopol jaték
csoportegvensily-probléméja a kivetkezGképpen fogalmazhaté meg. Bontsuk
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fel a jatékosok N = {1, 2, ..., n} halmazdt a diszjunkt N,, N,, ..., N,
halmazok egyesitésére, ekkor k — 1, 2, ..., m esetén az N, halmazba tartozo
jatékosok alkotjak a k-adik csoportot.
E csoport stratégiahalmaza:
S = X [0, L], (3)
[EN
valamint kifizet6fiiggvénye:

> @

(€ Ny

/ znx,J — > Km). (4)

=1 I

Konnyen kimutathaté, hogy az igy definidlt csoportegyensily-probléma kozon-
séges m-személyes oligopol jatékra redukélhaté, ha & — 1,2,...,m esetén
megoldjuk a

min 2 Ki(z;)

[€ENg

2 T = 8 (5)

i1€ENg
X E [07 ij]

nemlinedris programozisi feladatot, ahol s, a feladat paramétere, amely végig-
fut a [0, 3 1;] intervallumon.
(€N,

{€Nk
Ekkor ugyanis jelolje @)(s;) az optimélis célfiiggvényértéket, és definidljuk az
m-személyes klasszikus oligopol jatékot a @ koltségfiiggvényekkel, az eredeti f
arfiiggvénnyel, valamint a [0, 3 ;] stratégiahalmazokkal.

{EN}
Ha (s, ..., s%) a redukdlt jaték egyensilypontja és & — 1, 2,...m esetén
(xf)ien, jeloli az (5) feladat s melletti optimalis megoldasdt, akkor az (x¥,

., x3) vektor csoportegyensilypontot szolgéltat. Tovabbd barmely csoport-
egyensulypontot ezen a médon megkaphatunk.

Ez a redukeits elv feltételezi azt, hogy a jatékosok N, N,, ..., N, koali-
ciéi valamennyien ismertek az dsszes jatékos elGtt. A gazdasdgi élethen azonban
nem mindig ez a helyzet. Jogosan felmeriil tehat az a kérdés, hogy a koalicio
alakitdsokrol alkotott ismeretek hidnya, vagy bizonytalansdga hogyan befoly4-
solja az egyes jatékosok viselkedését.

Tegyiik fel, hogy k valamelyik jatékost jeloli. A redukeits elv alapjan nyu-
godtan feltehetjiik, hogy a jatékos egyediil jatszik, ugyanis ellenkezs esetben
koalicioja egyetlen jétékosként lép fel a piacon. Ha a fennmaradé jétékosok
koalici6 alakitdsai nem ismeretesek teljes egészében a k-adik jatékos szdmdra,
akkor a kovetkezs két lehetdségrsl (vagy azok kombindcidjarol) van szé. A
elsG esetben adottak olyan M, M,, ..., M, N-beli részhalmazok, amelyekrol
csak azt tudjuk, hogy a létrejovs koaliciokban nem keriilnek tovabbi felbon-
tdsra. Mas szavakkal ezt gy is kifejezhetjiik, hogy j = 1, 2, ..., h esetén az
M ; halmazba tartozé jatékosok mindenképpen egyiitt jatszanak. Nem tudja a
k-adik jatékos viszont azt, hogy az egyes M; halmazok esetleg milyen isszevo-
nassal alkotjak a koaliciékat, illetve ezekhez még milyen jatékosok csatlakoz-
nak. Az ilyen jellegii informéciokat parcidlis determinisztikus ismereteknek
nevezziik. A masik esetben ennek olyan dltaldnositdsarél van sz6, amikor az
M,, ..., M, halmazrendszerhez egy olyan p valészin(iségérték is adott, amely
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megadja annak a valésziniiségét, hogy az M -be tartozoé jatékosok egyiitt jat-
szanak (1 <7 j << ). Tovdbbra sem tételeziink fel semmilyen tovabbi infor-
méciét a csoportok tovabbi esetleges sszevonéséardl, illetve a halmazokba nem
tartozé jatékosok koaliciokhoz valo tartozdsardl. Ilyen esetben parcidlis szto-
chasztikus ismeretekrdl beszéliink.

2. Determinisztikus ismeretek kezelése

Jeloljon most is M, M,, ..., M, N-beli halmazokat. Mint az elGzGekben
részleteztiik, a k-adik jatékos a tobbi jatékos koalicid alakitdsairdl esak annyit
tud, hogy az M; (j = 1, ..., &) halmazok nem Kkeriilnek tovabbi felbontdsra.
Kz matematikailag azt jelenti, hogy csak olyan N, N,, ..., N, koaliciék
alakulhatnak ki, ahol a kovetkezdk teljesiilnek:

a) valamely i,ra N; = {k};

b) tetszGleges ¢ 5« j esetén N; N N, = ¢; (6)
)iV UL N L i 2t U AN ==

d) tetszéleges i = 1,...,mésj = 1,...,hesetén N; N M; vagy az iires hal-

maz, vagy M -vel azonos.

Jelolje a fenti feltételeknek eleget tevé C = {N,, N,...., N,,} koalici6-rend-
szerek halmazit K. Jelolje tovabbéd x*(C') a (' esetén fellépd csoportegyensilyi
pontot, valamint x*® (C') az ebbél a k-adik jatékos egyensilyi stratégidjanak
elhagydsdval adddo vektort. Ekkor nyilvanvaléan x*(0) = (x*®(C), a*(0)).
Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a k-tol kiilonboz6 jatékosok szaméra
ismert a C koalicio-rendszer teljes egészében igy, 6k az x*®(C)-nek megfelels
egyensilyi stratégiakat vilasztjak. A k-adik jatékos szdméra ez a viselkedési
mod ismeretes, csak azt nem tudja, hogy éppen melyik C' koalicio-rendszer
jon létre. Ilyenkor a k-adik jatékos szdméra természetes viselkedés az, hogy az
osszes 1étrejohetd x*®(C) vektor melletti minimum feltételezésével maximali-
zdlja sajat hasznat. Azaz, a
max {min @, (x*®(0), )} (7)
xk€Sk  CEK

optimumfeladatot oldja meg és az annak optimdlis megoldasat vélasztja.

Miel6tt a (7) feladatnak az oligopol jaték esetén valéo megolddsdval foglal-
kozunk megjegyezziik, hogy a (7) optimuma még a h = n, M; = j(j =1,
2, ..., k), azaz a teljes informdciohidny esetben sem egyezik meg a k-adik jaté-
kos karakterisztikus fiiggvényével. Ennek az az oka, hogy az N — {k}-ba
tartozd jatékosok most nem egymdstol fiiggetleniil vélasztjak stratégidikat,
hanem feltétleniil egyensulyra torekszenek.

Az oligopol jaték esetén csak azt tegyiik fel, hogy az f arfiiggvény monoton
csokkend. Kkkor

Pu(x*¥®0(C), 2,) = 2if(s*P(C) + 7)) — Ki(z), (8)
ahol  s*0(C) = 3 2}0(C), x40(C) = (2fW(C)) .
l#k
Ha bevezetjiik az
sgay = max {s*9(0)) (9)
CeK

3 Szigma
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jelolést, akkor nyilvanval6an (7) a kovetkezs alakban is felirhaté:

max {x; - f(s5h) + @) — Kilwi)} (10)
x/(E [Ov Lk] .
1. példa. Tekintsiik most azt az oligopol jatékot, amikor
n=>51L =...=Ls=25,f(s) =5 — s, valamint K(x,) = kx,/5 + 0,005.
Ekkor a k-adik (1 << k& <7 5) jatékos haszna:
ox (@, - - - 5 %) = 24 (5 — 8) — kxy/5 — 0.005, (11)
ahol s = &, + ... + x;. Tegyiik fel, hogy a jatékot a harmadik jatékos szem-

8z26géhsl vwsga,ljuk

Elészor az osszes olyan csoportegyensulyi pontot hatérozzuk meg, amikor
a harmadik jatékos egyediil jatszik. Ilyenkor a kovetkezs helyzetek allhatnak
elG:

2,3, 4,5 (1, 2),3, 4,5 (1, 4), 2,3, 5; (1, 5), 2, 3, 4; (2, 4), 1, 3, 5;
1,4;(4,5), 1,2, 8;(1, 2), 8, (4, 5); (1, 4), 3, (2, 5); (1, 6), 3, (2, 4); (
3. 5: (1,2, 5), 3, 4: (1, 4,5), 2,3; (2,4, 5),3,1; (1, 2, 4, 5), 3.

A nekik megfelels egyensilyi stratégiakat és kifizeto-fiiggvényértékeket az 1.
tablazat tartalmazza. A tabldzatban szereplé eredményeket a redukeios elv
¢s a SZIDAROVSZKY (1974) értekezéshen szereplé modszerrel nyertitk. Ha sem-
milyen informécié nem &ll a harmadik jatékos rendelkezésére, akkor

sx® — 29332, igy ekkor a (10) feladat a kovetkezs alaki:

max
max {z,(5 2,9332 — x,) — (0,62, + 0,005)} (12)
0 '7/; Xy <5,

amelynek optimélis megolddsa: z§ = 0,7333, és az optimélis célfiiggvényérték:
0,5425.

Ezutdn azt az esetet vizsgiljuk meg, amikor a harmadik jatékos biztosan
tudja, hogy az elss és 6todik jatékos azonos koaliciéba keriil, tovabbi informé-
¢i6 viszont nem 4ll rendelkezésre. Ilyenkor a sz6bajohets koalicidk:

(1, 5), 2,3, 4; (1, 5), 3, (2, 4); (1, 2, 5), 3, 4; (1, 4, 5), 2, 3; (1, 2, 4, 5), 3.

Tehat ezek alkotjdk most a K halmazt. A K halmazon s§%, = 2,8, igy a (10)
feladat alakja
max {x,(5 2,8 — ;) — (0,623 + 0,005)}
0 < 2, < 5, (13)

amelynek optimélis megoldésa: ¥ = 0,8, és az optimdlis célfiiggvénydrték:
0,635.

3. Sztochasztikus ismeretek kezelése

Tekintsiik ismét adottnak az M, ..., M, halmazokat. Tegyiik fel csak azt,
hogy a k-adik jatékos most csak azt tudja, hogy az M,,..., M, (esetleg to-
vébb béviil6 vagy dsszevondsra keriilG) csoportok létrejottének valdszintisége
p. Je l()l]b most 18 K azon koaliciorendszerek halmazat, amelyekben az M,
(j=1,..., &) halmazok nem keriilnek felbontésra, és jelolje K a K-ba nem



1. tabldzat

Usoportegyensily-pontok

1;2; 3;4; 5 z | 1,1333 | 0,933 0,7333 | 10,5333 | 10,3333 | s*¥(3) = 2,9332
@ | 1,2045 | 0,8785 | 0,5425 | 0,2865 | 0,1105
(1, 2); 3; 45 5 x 1,32 0 0,92 0,72 0,52 s*(3) = 2,56
| @ (1, 2)
| 1,7324 = 0,8414 | 0,4134 | 0,2654
(1,4); 2; 3; 5 x 1,24 1,04 0,84 0 0,44 s*(3) = 2,72
4 (1, 4)
| 1,5276 | 1,0766 | 07006 L 0,1886
(1,5); 2; 3; 4 2| L2 | 10 0,8 | 06 0 | 0 — 2,8
¢ | (1,5) ‘ x
( 1430 | 0,995 0,635 0,355 - }
i 1 — ,, IR CHATRS I SR R AL B T LT Iy, A
(2,4); 1;3; 5 | = 1,24 1,04 0,84 0 0,44 s*(3) = 2,72
I (2, 4)
| 1,5326 | 1,0716 | 0,7006 — | 0,1886
e ToLIC T ot el L S e s
(2, 5); 3; 1; 4 x 1.2 1 0,8 0,6 0 &%) = 2,8
® (2,5)
1,435 0,99 0,635 0,355 —
| = Ll 0, Lo, Bl 4 il S S S W, ol
(4, 5); 1; 2; 3 P 1,2 1 0,3 0,6 0 s*0) — 2.8
® (4, 5)
1,435 0,995 0,635 0,350 —=
(1, 2); 3; (4, 5) x 1,45 0 1,05 0,85 0 o*(®) = 2,3
4 (1, 2) (4, 5)
2,0925 = 1,0975 | 0,7125 =
(1, 4); 3; (2, 5) x 1,35 1,15 0,95 0 0 &%) = 2.5
® (1, 4) (2, 5)
1,8125 [ 1,3125 | 0,8975 B =
(1, 5); 3; (2, 4) z 1,35 1,15 0,95 0 0 &*(3) — 2.5
® (1, 5) (2, 4)
1,8125 | 1,3125 | 10,8975 = —-
(1,2, 4); 3; 8 z 1,6 0 1,1 0 0,7 @) = 2,2
e | (1,2,4)
‘ 2,2350 = 1,205 — 0,485
‘ . ) '
2,8:;8¢ | = | 145 0 1,06 | 0,85 0 o) — 2,3
¢ | (1,205)
2,0875 1,0975 | 0,7175 =
(1, 4, 5); 2; 8 z 1,35 L15 0,95 0 0 s*) = 2,56
¢ | (1,4,5)
1,8075 | 11,3175 | 0,8975 = =
(2, 4,5); 1; 3 x 1,35 1,15 0,95 0 0 s*(3) = 2,5
P (2,4, 5)
L8175 | 1,3075 | 0,8975 = — |
(1,2, 4,5); 3 © 1,7333 | 0 1,3333 - ¢
@ | (1,2,4,5) s*(3) = 1,7333
t 2,9843 - 1,7726 - ARt
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tartozé koalicidrendszerek halmazat. Ekkor P(K)=p, P(K)=1—p, ésa
k-adik jatékos a kovetkezSképpen gondolkodhat. Tovabbi informécidk hidnya
miatt a K-beli és K-beli koaliciérendszereknek azonos valésziniiségeket felté-
telez. Ha |K | és |K | jeloli a K és K elemszdm4t, akkor tetszileges ' koali-
ciérendszer esot(,n feltételezi, hogy

P ha CeK
K

P(C) = (14)
1—»p .
== hay OCK.
K
Ily m6don az 6sszes lehetséges kolicig-rendszer halmazéan egy diszkrét valdszi-
niiségi mértéket definialtunk. Ha # jeloli az e mérték szerinti varhatoérték
képzést, alkor a Bayes elvnek megfelelGen (Id. HArsANyI, 1967) a k-adik jaté-
kos a
max { E[p,(x*®(C), x,)]} (15)

x; € S,

feladat optimdalis megoldasat valasztja, azaz haszndnak varhato értékét maxi-
malizdlja. Ha torténetesen semmmilyen informécié sem 4ll rendelkezésre a tobbi
jatékos koalicio-alakitdsait illetGen, akkor az Osszes lehetsé ges koalicio-rend-
szer halmazdn egyenletes eloszlds szerinti varhatéérték képzés mellett oldja
meg a (15) feladatot.

Az oligopol jaték esetén a (15) feladat leegyszer(isodil:

max {, - BIfE*0(0) + 2,)] — Ky()] (16)
X E [”, [1/‘].

2. példu. Tekintsiik ismét az 1. példa esetét, és vizsgdljuk meg a 3. jatcékos
viselkedését olyan tobbletinformécié esetén, miszerint a 2. és 4. jatékos koali-
ci6ba lépésének valdszinlisége 0,2. Ekkor K-ba a kivetkezs koaliciorendszerek
tartoznak:

(2,4),1,3,5; (2,4), 3, (1,5): (1, 2,4), 3, 5; (2,4,5),1,3; (1, 2, 4, 5), 3.

Az Osszes tobbi koaliciorendszer pedig K -ba tartozik. Tehat
= 0,20, | K| = 5, | K | = 10, vagyis
0,04, ha O € K
P(C) — e (17)
0,08, ha ' € K.

Felhaszndlva f linearitdsat, a varhatoérték-képzés f ald bevihetd, igy (16)

alakja:
max {x; - (5 — $*® — a;) — (0,62, + 0,005)} (18)

0 < 2, < b.

Esetiinkben s*® — E(s*3((')) = 2,563188, igy az optiméalis megoldds:
xy =—0,918406 és az optimdlis célfiiggvénydrték: 0,8384696.

Az elézéekben lattuk, hogy a (15) koncepeié minden tovabbi nélkiil alkal-
mazhato, ha az Osszes lehetséges koalicidrendszer halmazdn a rendelkezésre
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allo informécio alapjan diszkrét eloszlast tudunk definidlni. Az eloszlas elG4lli-
tasat mutatjuk be az el6zGeknél bonyolultabb néhdny esetben.

Elséként tegyiik fel, hogy az M, ..., M, részhalmazok létrejottére p vals-
szinliség adott, valamint az M{, ..., M} részhalmazok létrejottét biztosan
tudja a k-adik jatékos. Ilyen kombinalt informéaciok esetén a kovetkezst kell
tenniink. Jelolje K, azon koalicio-rendszereket, amelyekben az My, ... . . My
halmazok nem keriilnek tovabbi felbontasra. A K halmaz jelentése legyen az
elézGekben definidlt. Ekkor a (14) valészintliségi mérték a kovetkezSképpen
maodosul:

LBl e e B,
| K N K,
P(C) = " (19)
— P  ha CcENK,
|KNK,
0, ha C¢ K,
Tegyiik fel masodik esetként, hogy az M,, .. ., M, részhalmazok létrejottére
a p valészinliség adott, valamint az M{. ... M; részhalmazok létrejottére
adott a p” valoszinliség. Ha a fiiggetlenséget feltételezhetjiik, akkor a kombi-
nalt informécié az M{, ..., M;, M,, ... M, részhalmazrendszer létrejottére

p - p valosziniiséget feltételez. Ha a fiiggetlenség nem teljesiil, akkor a p
valdszintiség mellet a

p=PM, ..., M,|M,...,. M,) (20)

feltételes valoszintiséget kell megadni (ill. ismerni), és igy méar p és p’ Osszeszo-
rozhatd. A fentiek alapjan a (20) tipusu tobbletinforméaciok értéke is meghaté-
rozhaté. Tegyiik fel ennek érdekéhen, hogy az M, . . ., M, részhalmazok létre-
jottére a p valosziniiség adott, valamint a (20) feltételes valdszintiségnek, mint
informécionak az értékét kivinjuk meghatérozni. Nyugodtan feltehetjiik, hogy
P’ értékére a k-adik jatékosnak rendelkezésére dll az apriori eloszldsa, hiszen
mindennemii (esetleg szubjektiv) ismeretek nélkiil példaul egyenletes eloszlast
feltételezhet a [0,1] intervallumon. Elsé 1épésként hatdrozzuk meg a (15) opti-
mélis célfiiggvényértékét a p” valdszinliség pontos ismeretének feltételezésével.
Jelolje @,(p”) ezt az optimdlis értéket. Jelolje ezutdn ¢, a (15) optimalis cél-

fiiggvényértékét esak az M,, ..., M, részhalmazokra adott p valdszinliség
ismerete alapjan. Ekkor a p” valészintiség, mint informacié értéke:
T >
l‘/,;’[‘P/.-(}‘ )] Pk (21)

Megemlitjiik tovabbd, hogy a determinisztikus informacidk a p — 1 valo-
szinliségi értékkel | sztochasztizalhatok™, igy a fentiek a determinisztikus eset-
ben minden tovabbi nélkiil alkalmazhatolk.

A fenti kérdések valamennyien a £-adik jatékos szempontjabol meriilnek fel.
[gen érdekes megvizsgalni az alabbi szitudciokat az esetleg koalicickba 16p6é
Jatékosok szempontjahol is. A koalicidk szémdra sem mindegy az, hogy a tobbi
jatékos tud-e a koalicidk létrejottérdl, vagy nem. Ez az ismeret ugyanis din-
téen meghatdrozza vélasztott stratégidikat, igy a koalicié nyereségét is. Ennek
alapjan meghatdrozhatok nemesak a (20) tipust informéciok értékei, hanem
koalicig-alakitdsokrol sz616 informéciok titokban tartdsénak, illetve téves in-
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forméciok kozlésének értéke is. Bizonyos informaciok ismeretének eltitkoldsa
is esetleg tobblet haszonnal jarhat. Ezeknek a kérdéseknek matematikai meg-
fogalmazésdara, és a megoldasi koncepciok bemutatdsara egy kovetkezd tanul-
manyunkban keriil majd sor.

( Beérkezett : 1986. daprilis 10-én.)
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THE OLIGOPOLY GAME IN THE CASE OF UNCERTAIN COALITIONS

The paper examines the oligopoly problem under conditions when the coalition forma-
tion of those participating in the game is uncertain. This uncertainty may be modelled
with both deterministic and  stochastic information. The behaviour and choice
of strategy of the players is determined — as shown — by the nature of the uncertainty
and the information available on it. The problem is first formulated in general terms, then
the solution is presented for the case of the single-product oligopoly game.

OJIMT'OTOJIbHASI UTPA T1PHM OBPASOBAHMW KOAJIMLINI

B cratbe pacemaTpuBaerest 0JHronojbHast npobiema ¢ orpatiaeHIsIMg, B KOTOPLIX 00pagoBa-
HUE HIPOKAMM KO sIBJSIETCST Ja0IbHLIM. ITY JIAOHJIBHOCTH MOMCHO MOJICMPOBATE € Ti0-
MOULBIO JIETEPMUHHCTHUCCKOH 1 cToxacTHieckoi undopmarini. [ToBejgenie oTaeIbHbIX HIPOKOB,
U3MEHEHHE HX CTPATErHH, KAK MOKA3AHO TMO3XNKE, ONPEJESISICTCS] XapakTepom JaOHJILHOCTH i
Ha ok nspopmanmeii o neit. agaua cnavdayia GOPMYIHPYETCst JUIsT 0OLIEro Ciryyast, ee KoH-
KPETHOE PEIIEHHE JICMOHCTPHPYETCST JUIsT CJIydast 0AHONPOAYKTOBOI OJMrOnoIbHON HIpDL



