LENGYEL IMRE

Anyagleszabasi problémak hatizsikfeladatainak egy
gyakorlati céla altalanositisa

1. Bevezetés

Az iizemekben gyakran felmeriilnek anyagleszahasi (daraboldsi, vagési, nyi-
risi sth.) problémélk, amikor bhizonyos szabvanyos anyagokbdl az igényeknek
megfelelGen kisebb méretiieket kell kiszabni. Cél olyan szabdsmintdk mega-
ddsa, amelyek alkalmazdsa esetén a felhasznalt anyagok osszkoltsége minimélis.

Az (Lny(zglesz&l)aﬂsl probléma megoldasara a kozismert linedris programozési
feladatra valé visszavezetés mellett szdmos heurisztikus eljardst is kidolgoztak
(lasd Dowsrpanp [4], Dycknorr, Kruse, ABEL és GAL [5], GorLpEN [12],
Hrnxman [19], LENcYEL [27] osszefoglaléjat). Az alkalmazott modszerek ko-
ziil kiemelhet( két, a gyakorlatban is legtobbet felhasznalt megkozelités:

1. A Gitvmore —Gomory modszer (roviden: GGM), amely a darabolds linedris programo-
zdsi feladatdat modositott szimplexmodszerrel oldja meg tgy, hogy a bazisba bevonand6
vektort hdtizsdkfeladatolk megolddsdval dllitja el6 ([7—11], [22]).

2. Heurisztikus szekvencidlis eljiards (kitirité eljards), amely valamilyen szempontok sze-
rint ,,legjobb” szabdsmintdt dllit elo, ezt a szabdsmintdt a leheté legtobbszor alkalmaz-
za, majd a megmaradt alapanyagokra ¢és idomokra &llit el6 | legjobb” szabdsmintat
sth. (pl. (1], [156], [18], [30], [32]). A ,,legjobb” szabdsmintdt dltaldban hdtizsdkfeladat-
nak egzakt vagy kozelité megolddasdbdl konstrudljdk.

Mindkét esetben a hatizsdkfeladat megfogalmaziasanak (amely a szabidsminta-
val szemben tamasztott technoldgiai, miszaki, szervezési sth. elvardsokat mo-
(l('llcz') ¢s a feladat kevés id6t igényls, gyors megolddsanak kiemelkedd fontos-
sdga van.

l)()lgo/dtnnl\lnm az anyagleszabds gyakorlati koriilményeinek Uszeru mo-
dellezését, a hatizsikfeladat &ltaldnositésaként ad6dé feladatot és a feladat
megoldéasara kidolgozott eljarast ismertetjilk. Az anyagleszabdsi problémék
kiziil az egydimenzios darabolds (papirtekercsek, rudak, csovek, szalagok stb.
szétvigdsa) hatizsdkfeladatanak Aaltalanositasdval foglalkozunk részletesen,
amely mind a GGM-nél, mind a heurisztikus szekvencidlis eljardsokndl ugya-
naz. Kétdimenzios két-iitem( guillotine-vagdsra, ahol a kétdimenzi6s leszabés
egydimenziés daraboldsok sorozatdra vezethets vissza, csak roviden tériink ki.

A dolgozat 2. fejezetében a leszabds lizemi (technoldgiai, miiszaki, szervezési
sth.) feltételeinek modellezését és a hatizsdkfeladat 4ltaldnositdsaként kapott
feladatot ismertetjiik. A 3. fejezetben bemutatjuk a feladat megolddséara kidol-
gozott eljardst, a 4. fejezetben a gyakorlatban alkalmazott heurisztikus médo-
sitdsokra tériink ki. Az 5. fejezet a szamitégépes futtatdsok eredményeit tar-
talmazza.
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2. Az egydimenzios leszabas altalinos feltételei

Egydimenziés leszabdsnal legyen L a rendelkezésre 4ll6 alapanyag hossza,
a; (¢ =1,2,...,m)a kért idomok méretei. Ekkor a hatizsakfeladat a kivet-
kezGképpen irhato fel:

0<xegész(t=1,2,...,m) (1)

n
2“,‘.’1’,‘ < L (2)

i=1

m

Zc,-x,- > Max. (3)
i

A szabdsmintdt a hatizsakfeladat megoldésa mutatja, ahol a; azt jelzi, hogy
az ¢ -edik idom hényszor szerepel a szabdsmintaban. A (2) feltétel azt fejezi ki,
hogy az alapanyag hosszandl nem lehet nagyobb a beldle levagandd idomok
Osszhossza, azaz nem-atfedd lefedésrél van sz6. A (3) célfiiggvény ¢; egviitthatéi
(ci =>o0) a GGM-nél a megfeleld bazisvektorok drnyékdrai, heurisztikus maod-
szereknél pedig valamilyen pozitiv silyszamok (lehet az idomok hossza is,
ekkor megkapjuk a legkisebh hulladéki szabasmintat).

Az (1--3) feladat megolddsaként kapott vektorok tobh esetben nem elégitik
ki a szabdsmintdakkal szemben tdmasztott iizemi elvardsokat. Példdul, ha a
szahdszgép vagofejei (kései, fiirdszei) egyszerre vagnak, akkor a vigofejek
maximdlis szadmat is figyelembe kell venni. A levagott idomok valogatasanak,
csomagoldsdnak, nyilvantartdsanak nehézségei is a feladat médositasat igé-
nyelhetik sth. Mivel a gyakorlatban a leszabés jo szervezhetdsége alapvets, sGt
a legfontosablh szempont, ezért a fenti hitizsakfeladat megoldésabol konstrualt
szabdsmintdk alkalmazdsa sokszor nehezen vihet véghe. Az egyik osszefogla-
l6ban [5] a szerzik 34 gyakorlati alkalmazdst elemeznek, amelyek kiziil csak
13 esetben cél a hulladék minimalizaldsa, a tohhi esethen az iizemi koriilmények
mas célt irnak eld.

Azért, hogy az eljaras széleskorben felhasznalhato legyen, az (1—3) feladat-
hoz az anyagleszabis dltalanosithato kirvillményeit tiikrozs Gjabh feltételeket
csatolunk. Az 4j feltételek megaddsandl két szempontot tartunk szem elstt:
egyrészt azt, hogy a feltételek titkrizzék vissza a technolégini, miiszaki, szer-
vezési koridményeket, masrészt tegyék lehetGvé a leszabds vezérlését (a feltételek
dinamizalhatok legyenek). Kz utobbit a feltételekben szerepls vezérls paramé-
terekkel érhetjiik el. A vezérlG paramétercket az ismételt szamitogépes futtaté-
sok sordn addig kell médositani, amig a gyakorlathan is alkalmazhaté szabds-
mintédkat nyeriink. Igy iterdcios lépések utdn a szabdsmintdk olyan kovetel-
ményeknek is eleget tesznek, amelyek nem, vagy csak nehezen modellezhetdk.
Ezzel megsziintetheté a leszabds determinisztikussiga, a gydrtdsprogramozo
(termelésirdnyit6) dontésévé valik az, hogy melyik szabdsminta sorozatot fo-
gadja el, tartja megvaldsithatonak. A leszabdst irdnyito vallalati szakemberek
olyan meghatirozd — gyakran szubjektiv és idGben is stiriin valtozé — koriil-
ményeket is ismernek, amelyeket matematikai formalizmussal nehéz jol leirni.

Az iterdciok sordn a kivdnt irdnyba terelhetd a szabdsterv, mivel a GGM
,,stabil” abban az értelemben, hogy a vezérl§ paraméterek kis viltoztatdsa
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esetén az optimdlis célfiiggvényérték is kicsit valtozik (a leszabds nagyméreti
lineéris programozasi feladata miatt). A heurisztikus szekvencidlis eljardsok
,moh¢” eljardsok, amelyek a vezérl§ paraméterek egyre jobb beallitdsdval
jelentdsen javithatok. HAESSLER elnevezése erre az iterdciéra: ,,multiple-pass
heuristic procedure’.

A kivetkezs feltételeket vettiik figyelembe, kevés és egyszerfien 4ttekinthetd
feltétellel a leszabds lényeges jellemzdinek kifejezésére torekedtiink:

m
R < ;< R, R, és R,pozitivegész. (4)
i=1

A (4) feltétel mint technoldgiai feltétel a vdgdfejek korldtozott szdmabél adodik
akkor, amikor a vigéfejek egyszerre végnak [15]. Az R-eket paramdéterként
valtoztatva a szabdskép-sorozat vezérelhetd.

m
T < 36x;)<T,, T, éT,pozitivegész, (5)

i=1]

ahol

1 ha z; >0,
(S(I,‘) _ o T’ >

0 egyébként.

Az (5) feltételt a leszabads szervezési feltételének nevezziik. Az iizemi gyakorlathan
a legtobhszor azzal a klasszikus esettel talalkozunk, amikor egyidében csak
egyféle idomot szabnak ki addig, amig az igényelt darabszémot el nem érik
(azaz T — T, — 1). Ekkor a keletkez6 hulladék nagy, viszont az alapanyagok
bekdszitése egyszeri (mivel egyféle alapanyag kell), a vagéfejek hedllitasa, az
idomok levagdsa és vilogatasa, a levagott idomok nyilvantartdsa, az idomok
mozgatdsa, tiroldsa konnyen megszervezhetd. Lehetdség van az esetleges se-
lejt rogtoni potlasdra az alapanyagokndl és az idomoknal is. Amikor a 7,
vezérlé paramétert noveljiik, akkor jelentdsen csikken a hulladék, viszont a
vigdfejeket siiribben kell dllitgatni, az idomok vélogatésa és az aktudlis darah-
szdm nyilvintartdsa, az idomok téroldsa, a selejt pitldsa is joval nehezebben
szervezhets meg. Az (5) feltétel technoldgiai jellegii is lehet, amikor a munka-
helyek és a tarolohelyek szama a szabészgép mellett korldtozott, egyféle ido-
mot csak egy tdrolohelyre lehet gytijteni, dltaldban egy munkds csak egyféle
idomot szed le, ellendriz és térol (lasd a huzott sikiiveg szabdsdt [26]).

0L < <y Ly ésuy egész (1= 1,2, . ..,m). (6)

A (6) egyedi korlatok mint vezérl§ paraméterek mikodnek (w; <~ [L/a,]). HAksS-
LER szerint a GGM-nél a szabdsmintak szama csokkenthetd (ezdltal a vagofe-
jek atéllitasanak idG- és koltségigénye is) az egyedi korldtok iigyes megvalasz-
tasdval [17]. A szekvencidlis eljards javithatd, ha a magas fajlagos célfiigg-
vény-egyiitthatoval rendelkezd idomok egyedi korlatait csokkentjiik, illetve
az idomok tilszabdsa is vezérelhets (tulszabdsnak nevezziik azt. ha a kért
idomhol a kerekitések miatt a darabszdmnél tobbet vagunk le). Ha [, = 0 é
u; = 1, akkor 0—1 programozési feladat (hindris hatizsdkfeladat) all eld.

Az Gjabb feltételek csatolasdval az (1 3) hatizsdkfeladatbdl megkapjuk az
alabhi nemlinedris tobhfeltételes feladatot:
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0 U a0y oty li, % és u; egészek (1 =1,2,...,m)
m
2«1,»:1:,- < L (7)
i=1
m
B < Xx <R, R és R, pozitiv egész
i=1

m
T, < > o(x;) < T, T, ésT, poritiv egbsz
=

m
> Cix; > max.

i1

A (7) feladatban csak egyféle alapanyag szerepel. Ha tobbfajta, eltérd méretii

alapanyagot vesziink figyelembe és alapanyagfajtdnként valtoztatjuk a vezérls

paramétereket, valamint az alapanyagok fajlagos egységéra is eltérs, akkor
kapjuk a kovetkezs dltaldnos feladatot (illetve feladat-csalddot):

m ’
_/\:Cixji‘
2= max | =! : 0<ly <y < wps Uy xp uyegészek (4= 1,2,...,m);
J of
m m
v il . ) - - £ ) .
>ay < Ly Ry < 3z < Byy; (8)
i=1 f= 1
m
7] - b e L ) e T -] ¢
Ty < 3 0(xy) < Ty By, Ry, Ty, T, pozitiv egészek (j=1,2,...,p)|,
i=1

ahol C; > 0 az L; hosszi alapanyag dra.

A (8) feladat a szabdsmintdkkal szembeni elvardsokat modellezi. Kz a fela-
dat nem egy konkrét iizem feltételeit adja vissza, hanem az iizemi technolégiai-
szervezési koriilmények absztrakeioja. Igy lehetéség van olyan programrend-
szer elkészitésére, amely széles korben felhasznalhaté. Nem kell egyedi model-
leket szerkeszteni, hanem a helyi iizemi korilmények figyelembe vehetsk a
paraméterek inputként valé megaddsdival. A dolgozat lezarasakor a fentieken
alapul6 programokat mér tobb iizem megvette és alkalmazza.

A GGM-nél a paraméterek eldre rogzitettek, mig a heurisztikus szekvencidlis
eljarasokndl lehetség van arra is, hogy az egyes szabdsmintdk elfogaddsa,
azaz a (8) feladat megolddsa utdn a paramétereket modositsuk és a kivetkezs
szabasmintdt mér az 0j értékek, az 4j (8) feladat szerint keressiik meg.

A szakirodalomban héatizsakfeladatnak az (1--3) feladatot nevezik, amely
az NP-teljes feladatok csalddjdba tartozik. A hatizsikfeladat hatékony megol-
daséval tobh munka foglalkozik, ldsd SarLkin és De KLuyver osszefoglaljat
[31], illetve a kivetkezs alapvetd publikdcickat [2], [13], [14], [20], [29], ma-
gyar nyelven [3], [6], [23], [24]. Az eljardsok dont8 része a (6) feltételt is
figyelembe veszi (egészérték(i feladat visszavezethets bindrisra), amely dina-
mikus programozésndl és a korlatozés és szétvilasztas (branch and bound) el-
vének alkalmazdsanal elényos.

Az anyagleszabdssal foglalkozé irodalomban Girmore és Gomory [11] fel-
veti a (7) feladatot (ahol j = 1 és [;= 0, R, — 0, T, = 0), amelynek megoldé-
séra dinamikus programozéson alapul eljérést adnak (hatizsékfiiggvényt kell
realizalni). Marcon1 [28] az (1 —4) feladatn4l szintén dinamikus programozast
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alkalmazott. Kuurrr és VouTiLAINEN [25] a (2), (3), (6) feladatot ismételten
megoldva, a (6) feltétel egyedi korlatait addig mddositja, amig a (4) feltételnek
is eleget tevs megolddst kap. Ok MarTELLO ésTorH [29]algoritmusét hasznal-
jak fel. Az egydimenzids leszabés feltételeirsl JomnsTon [21] nytjt j6 Gsszefog-
lal6t.

A fejezethen bemutatott technolégiai-vezérls paramétereken alapulé model-
lezéssel, a (7) feladat dinamizdlhat6sdgaval, alsé korldtos véltozatdval, vala-
mint a tobbfajta alapanyagot és fajlagos koltséget figyelembe vevs (8) feladat-
tal az anyagleszabds szakirodalméban nem taldlkoztam.

3. A feladat megoldasara kidolgozott eljaras

A (8) feladatot megoldé eljards készitésekor a diszkrét programozds hatizsak-
feladatokra vonatkozé kozismert eredményeibdl indultunk ki (ldsd magyar
nyelven [6], [23]). A (8) feladat megoldédsat a (7) részfeladat alapanyagonkénti
(7 =1, 2,...,p) megolddsara vezetjiik vissza. Lexikografikus rendezésen ala-
puld implicit leszdmlalast (fabejarast) haszndlunk: felsGkorldtok kiszamitéséval
becsiiljitk azt meg, hogy az egyes részfeladatokat, illetve a részfeladatok lehet-
séges megoldédsainak részhalmazait elhagyhatjuk-e. A feladat NP-teljes, a le-
szamlalds sebessége legrosszabb esetben exponencidlisan fiigg a véltozék szé-
matol, ezért az eljardst a szdmitogépes futtatdsok sordn heurisztikus meggon-
doldsokat felhasznalva finomitottuk.

A megoldandé j-edik részfeladat:

0< <z <wuy Uz, uzegészek (1 =1,2,...,m)
m
Suz; < L;
i=1
m
) 507 o
IL/'I' 2 xj,- ~ ]fju (9)
i=1

71/1 _<2 6(le) // Tju
i=1

m

» cix;; —» max,
=
=

ahol Ry, Ry, T, T, pozitiv egészek, a; >0 és ¢; >0 (i =1,2,..., m).
Képezziik a (9) feladathdl az alabbi redukeios feladatot:
0y <up—1ly 6=12,...,m)
m m
Sz < Lj— Slia
i=1 i=1
m m
2:1:/1' ’,/ Rju g Zl/i (10)
i=1 i=1

m

3 8@ < T — 3 o)
i=1

i=
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m

>'x; &y > max.

i=1

Tegyiik fel, hogy a (10) feladat megengedett megolddsainak halmaza nem
iires és optimalis megolddsa (&), T/, . . ., &)
Ekkor nyilvanvaléan teljesiil az alabbi lemma:

m
L. lemma. A (9) feladat célfiiggvényének a (& + l;) mennyiség egy felss
ey

korlatja. Ha

m m

]‘)/{ ‘:‘ (l/i _‘T‘ 5;/:) <0 és 7“” 2 I 6([/I) + (S(‘Eji)l < 0,
i1 i=1
akkor a (¥, + 1), &y + Ly, ... &), + 1) vektor a (9) feladat optimélis meg-

oldasa.

A fentiek miatt a tovabbiakban a redukélt (10) feladattal foglalkozunk,
amelynek felsS korlétait alkalmazzuk a (9) feladat célfiggvényének beeslésé-
hez. Megjegyezziik, hogy egyes esetekben a (9) feladatra ez a becslés durva (pl.

m m
ha R, — Zflf,- >0¢sT), 2 o) > 0), azonban el6nye, hogy gyorsan ¢és
i oy
egyszeriien kiszamolhato.
Rendezziik at az alapanyagokat ¢s az idomokat:

LyfC, > LyfCy > . .. > L,|C, és (11)

P
. . ) - .
ey > Colay > . . > €l

Az egyszeriibb irasmaod kedvéért a (10) feladatot az alabbi formaba irjuk
at. ahol a korabbi jeloléseket hasznaljuk (de mar redukalt értékkel):

0 <y <uy Zji, uj egészek (¢ =1,2,...,m)
n
2 aix; < L
i=1
m
o P .
2T < Ry (12)
i=1
m
- P ”wn
2 8z < Ty,
=1
m
2(:1:1'/, » max.
i=1

A (8) feladat optimélis megolddsat gy kapjuk meg, hogy elGszor 9 =1,
majd j = 2,...,7 — pesethen megoldjuk egyenként a (12) részfeladatot. Az
eljards szekvencidlis felépitése miatt két becslést kell késziteniink. A j-edik
részfeladat célfiiggvényértékére adunk egy felsé korlatot, amellyel azt becsiil-
jik meg, hogy a (8) feladatra az eddigi legjobb megolddsnél ez a részfeladat
adhat-e jobbat. Ha igen, akkor a j-edik feladat egyes részhalmazait teszteljiik
szintén felsG korldtokat megadva. Az egyes részhalmazok vizsgdlatandl Gir-
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MORE és GOMORY lexikografikus rendezésen alapuld eljardsat [9] fejlesztettiik
tovabb, amely a folytonos feladat megoldésat hasznélja fel. (Folytonosnak
nevezziik a feladatot, ha az egészértékiiségtél eltekintiink.)

EISbb a legsziikségesebb fogalmakat és jeloléseket adjuk meg. Tekintsiik az
= (@), &y, ..., %) 6s a2 y = (yy, Yo - - - , Y,y) nemnegativ vektorokat.

Definicid: Az x vektor lexikografikus rendezésben koveti az y vektort (vagy
nagyobb néla), ha van olyan ¢, amely 1 <g <m és 2, = y,, 2, = 9,. . . .,
xq—l = yq—l €8s Tq = ?/q'

Definicio: Az y vektor g¢-szerint lexikografikusan kisebb az x vektornél
1<g<m)hay, =2,y,=2,,...,4,-,=2%,_, 68 Yq < %,

Jelolje a v valos szdm egész részét []-, azaz a v-nél nem nagyobb legnagyobhb
egdsz szdmot.

Készitsiik el a (12) feladat megengedett megolddsai koziil a lexikografikus
rendezés szerinti legnagyobbat:

%;, = min {[Lja,]-, u;y, B}, }

n—1 n—1 n—I1
P min {[(Lj——— . u,;ij,)/a,,]. Uin, By, — 3 &jitha 3 8(F;) < T,
iilas =1 i=1 i=1
0 egyébként. (13)
(== 2878 L m).
Legyen r = max {¢|&, = up(n=1,2,...,d)}.

A kovetkezGkben a 01 programozéisi feladatok korében kozismert két
lemma dltaldnositdsat adjuk meg (ldsd pl. [23]).

r
2. lemma. Hzt‘\: a &y = Ly,
i=1
akkor a (12) feladat optimalis megoldésa

Xy = By, By = &, @y == Bpésxy = 0 (1= w4 1,00l ,m).
Jelolje P, a (12) feladat optimalis célfiiggvényértékét.

r
3. lemma. Hqu(, &; < L;, akkor
i-1

Mindkét lemma bizonyitasa trividlis.

Vezessiik be a célfiiggvényérték korlatjanak becslésére a kivetkezd jelolést,
ahol az elsé r véltozo értékét lekotottiik (legyen a,,,, =1 és ¢,y = 0):

5
, L,,-—— Z a; Ty
7=

M By 5 v n W) == 2‘ T T R e SRR SR
i=1 Ary1

A (8) feladat optimalis megoldasat gy kapjuk meg, hogy sorrendben j = 1,
2, ..., pre megoldjuk a (12) feladatot. Jelolje Z,, az eddigi legjobb hdnyados-
drtéket a (8) feladatra (célfiiggvényérték osztva a megfelelé alapanyag dréval).
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A (13) képzési szabéllyal készitsiik el az x; (1 =1,2,...,m) mennyiségeket
(j >1). Legyen r = max {¢ |z, = up(n =1, 2,...,4)).

m
3.1. kovetkezmény. Ha Z,, > (M',‘(x“, cuwy By) + S lﬂ]/C'j, akkor a j-edik
ey
részfeladat a (8) feladatra nem szolgdltat jobh megolddst a meglevéndl, te-
hét a j-edik részfeladatot el lehet hagyni.

Az el6bbiekben a (12) feladat célfiiggvényére adtunk egy felsG korlatot, a
tovabbiakban a (12) feladat megengedett megolddsainak részhalmazait vizs-
giljuk, tartalmazhatjik-e az optimélis megolddst.

A (13) szabdllyal képzett lexikografikusan legnagyobb vektorhdl indulunk

ki. Tegyiik fel, hogy eljutottunk az a; — (z,,, @y, . . . , x;,) megengedett meg-
oldéshoz. Legyen ¢ — max {i|a; >0(i = 1,2,...,m)} és a (12) feladatra

megtaldlt eddigi legjobb megoldas célfiiggvénydértéke: Z,.

4. lemma. Ha Z; > Mz, . . . 5By — L},
akkor az ; vektornal ¢szerint lexikografikusan kisebb vektorok a (12) fela-
datra nem adnak jobh megolddst az eddigieknél.

Bizonyitds: Azt kell belétni, hogy az x; vektornél ¢-szerint lexikografikusan
kisebb & =2y, ..., &y = Tig—1 Ejg = Zjg_s» Lji = 0 (ahol 1 < s T wy, és
t=gq+1,...,m) megengedett megoldasra

m

M=, - .., x,—1) > 26‘:2/"'
=1

a) ElGszor azt latjuk be, hogy

Mz, . .., 25— 1) > Mz, . . ., 2j,—8).

Tegyiik fel, hogy az egyenlitlenség nem teljesiil, azaz kifejtve:

q—1
]/j"Z(L,'x/i* (Lq(x}q** l)

g—1 :
2%y + cyfxj, — 1) + _ =1 ) Copy <
i=1 @y 1 ¥
q—1
g L, -2(1,-9:/, — Ay(Zjg — 8)
i=1
< 201 T + Cyx)y — 8) + ———— B S — T T ¥
=] q+ 1
Egyszer(isitve
(@ — 1) ey — (2, — 1)ag €y < — (xjg— 8) @, cpy s

% < Ca+1
kd
a, @41

ami ellentmond a (11) rendezésnek.
b) Konstrudljuk meg a (12) feladat alapjén az aldbbi egészértéki feladatot:
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0<£1-7ququ—8, Oga':j,-<uj,v(i:q+1,...,m)

m

2aw,,<L/ Zaxj,— o(Zjg — 8)

i=q i=1
mo g—1
S < By — Fwp — (my, — 8) (14)
i=q i=1

25(2:;1 3 ju 26 /1

i=gq i=1

2 ¢i%j; — max.

A fenti feladatnak legyen x}q =%y —8,%; >0(=q+ 1,...,m) egy
megengedett megj()ldasa, Nyilvanvalo, fmgv a (12) feladatnak z,, . .. s B s
Zjo, Tji(t = q + 1,...,m) x;nél g-szerint kisebh megengedett megjolda,sa A

(14) felada‘tnak

2(1:(',, — (i, — 8)

i=1
——— C
9+ 1
By
egy trividlis felsé korlatja, ezért
g—1
Ly~ Za,-xj,- ag(xj, — 8) -
=1 e NP
e e = 'Cq+14‘ )c,-xj,-.
@gy1 i=q
Az egyenlGtlenség mindkét oldaldhoz a
q—1
2 Ci x}f ot ("q(x/q = 8)
i=1
mennyiséget adva (ahol &), = @, ..., &, = x;, — 8), kapjuk, hogy

m
Myzjy, . . ., &jy — 8) = el

i=1

Az egyenlitlenséghél az a) részben bizonyitottakat felhaszndlva a lemma
allitasa adodik.

4.1. kovetkezmény. Ha Zyp > (M (x;y, . . ., ) + 2‘ cilj

akkor az wx; vektornal g¢-szerint leukograflkusan klsebb vektomk a (8) fela-
datra nem adnak jobh megolddst az eddiginél.

4.2 kovetkezmény. Ha Zgp > {M F T ) + 2‘0; j,)/
és r — max {L\;l:,, =>04:= 1,2, ,q— 1) } akkor elog az
Ljyy -« o X — 1 kOLGLE \altozék mellett a 4.1. kovetkezmény feltételét meg-

vizsgalni.
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A fenti eredmények birtokdban térjiink vissza a (8) feladathoz, amelynek
optimalis megoldasé,t (ha létezik) a kiovetkezs eljards szolgdltatja (a : = jels-
lés programozési értelemben értékadést jelol):

0. lépés. (kezdeti értékek megaddasa)
Legyenj : = 06és Zyp: = 0.

1. lépés. (elGzetes tesztelés és redukdlés)
Legyen j: == j + 1, haj = p + 1 akkor STOP.

m
Legyen L = Lj — Said;ésa’ =min {a;|l; <u;(i=12,...,m)}
i
m
F - ekt T \
R/’z = [‘/u Zl/” j = 7/11 ‘: a(l/‘i)
=1
wipr=u; —l; (1=1,2,...,m).

Haa' <L;,0<R;,,0<T,
akkor menj a 2. Iépésre,

egyébként menj az 1. lcpésre.

(-s()/zt/ (0= 18 2,k )

2. lépés. (indulé megoldas olkésvitéqe)

Legyen x;: = min {[Lja,]-, )y By
. - 1 n—1
mml L/ V :z,a-/.,-)/rﬁ,,] Ujn, & 2‘ ;i }mz 6(;2:,-,-) =z M
; l =] i=1
0 egyébként
(n = 2. ) 8
Legyen “m+ 1+ = 1 és Cnyq s = ().

3. lépés. (j-edik részfeladat célfiiggvényének becslése)

Legyen ¢: = max {¢ |2z), = upm(n=1,2,...,48}

m
Ha Zopt:-(y( ) + S ,}/

akkor menj az 1. lépésre,
egyébként menj a 4. lépésre.

4. lépés. (egy megengedett megoldds vizsgalata)

Ha Zp < 2 ci(z; + /O és Ry 2 (xji+ 1), T 2 Oy + 1)
i i=1
akkor legyen 7, : = (2 ¢i (X + l/,)]/(}j és taroljuk az
=1

(p+ U, 2po + by, . .., 25 + 1) vektort,

egyébként menj az 5. lépésre.
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5. lépés. (megengedett megolddsok részhalmazénak tesztelése)
5.1.legyeng: = max {i|z; >0(t=1,2,...,m)}.
m
Ha > o(x;) = T'j, vagy ¢ = m akkor legyen x;, = 0.
=1
5.2. Legyeng: = max {¢|z; >0(t=1,2,...,m)}.
27
Ha Zopt =4 [J[}(le, 3 ,qu == 1) + Zcilj,'J/Cj,
i=1
akkor menj a 6. lépésre,
egyébként legyen z,: = 0.
53.Hax; = 0( = 1, 2,...,m)akkor menj az 1. 1épésre,
egyébként menj az 5.2. lépésre.

6. lépés. (q-szerint lexikografikusan kisebb vektor elGallitdsa)

q = q
i 2 3 . e 1 . - ' I o7 . ) — .
Legyen x;,, ; = min H {L/ > u,.r_,,]/a,q+ ]J » Ujgy 10 Bjy 2:&:,,]

i=1 i=1

( n—I1
gt minl[ i 2 @ xji
s = i1
0 egyébként.
n=q+ 2,...,m).

Menj a 4. 1épésre.
Ha az eljaras végeztével Z, . — 0, akkor a (8) feladatnak nincs lehetséges
megolddsa, egyébként elGallitottuk az optimdlis megoldést.

. n—1 n—1
/(L,,] 3 'Ll/j”, ]gjll — 2 xﬂ‘} h&z 6(1:/[) T Tju

i=1 i=1

5. dllitds. A fenti eljards véges sok 1épéshen végetér és a (8) feladatra opti-
mélis megoldast szolgdltat.

Bizonyitds: 1) A lexikografikus rendezdés szerinti legnagyobb vektorbdl kiin-
dulva mindig lexikografikusan kisebb vektorokat vizsgdlunk az 5.2. lépésben,
ezért egy vektor csak egyszer fordulhat elé. Mivel a lehetséges megolddsok szé-
ma is véges, ezért az eljards viges sok lépésben végetér.

b) A (8) feladat megengedett megolddsainak részhalmazait a 3. lépéshen a
3.1. kovetkezményt, az 5.2. lépésben a 4.1. és 4.2. kovetkezményt felhaszndlva
hagyjuk el, igy az optimalis megolddst nem tartalmazhatjik az elhagyott rész-
halmazok.

Az eljards a (8) feladatot 0,1,..., R, és0,1,...,7;(j=1,2,...,p) alsé
korlatokra is megvizsgdlja, azonban csak a megfelels als6 korlatoknak eleget
tevi vektorokat fogadja el a 4. lépésben.

A fenti alapeljdrds gyorsithaté az aldbbiak felhaszndlésdval:

(i) Legyen MIN; = min {a,| ¢ <n < m} é MAX, = max {a, |1 <n < m}.

Az 5.2. lépéshen a felsGkorlat becslésénél a

q
MIN(I+1 = ]1] = Za,‘xﬁ
i=1

q q
és a Zopt < [Zcixj,' + (RJU—Z:C],’ NIAX‘]+] Ca+1 j/Cl

= =1 %+ 1

4 Szigma
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feltételeket is figyelembe vessziik, ekkor a fabejarasnal nem kell lemenni
a levélig akkor sem, ha a folytonos megoldasbol adodd becslés ezt lehetve
tenné.

(ii) Egyszer eszkozokkel igazolhatd, ha a; <~ a, és ¢; > ¢,, valamint w;; «; +

+ a, > L;, akkor 2, == 0. Ezdltal a feladat mérete (az m) csokkenthetd a
2. lépéshen.

4. Az eljaras heurisztikus modositisa

A 3. fejezetben ismertetett eljards a (8) feladat optimélis megoldasat szol-
v . J ’ b ’J b .. ’ ’ ’ l ’ .’ bn 174
galtatja, azonban a leszabédsi maodszerek tobbségénél elég egy jo kozelité megol-
dds megkeresése. A GGM-nél egy vektor béazisha vonhatdsdginak feltétele a
megfelel6 arnyékkoltség pozitivitdsa, a
m
2‘(:,—:1'./,- i =0
i=1

egyenlGtlenséy fenndllasa. Heurisztikus szekvencidlis eljardsoknal is eldnyo-
sebb az eljards ,,;mohdsiga’ miatt egy megfelel’s kizelitG megoldds elkészitése.

Mivel a vezérld paraméterek mdodositgatasaval a leszabds pillanatnyi iizemi
feltételeit kielégité szabdsmintdkat akarunk elGallitani, ezért a darabolds he-
lyén vagy onnan elérhets tavolsaghan kell a szamitégépnek lennie. Napjaink-
ban ez llelvhen levo személyi, illetve mikroszamitogépekkel oldhaté meg, ame-
lyeknek teljesitményére tekintettel kell lenni az a.l;.,(»rltlnusnk és a szamitogeé-
pes programok tervezése soran (tavadatfeldolgozasra, nagyobb szdmitogéphez
val6 real-time csatlakozésra egy iizemnek kicsi az esélye).

A fentiek miatt az eljarast heurisztikus otleteket felhaszndlva modositottuk,
ezaltal egy elfogadhato kizelité megoldas gyorsan megtaldlhato (futtatdsi ered-
ményeket az 5. fejezethen ismertetiink).

1. A felsG korlatok eredeti becslése durvanak bizonyult, ezért a 3. és az 5.2.
lépéshen M j(x;,, . . ., x;,) — t médositottuk:

/
/(:1'“. S g ..r,,,) (‘JA, H/z — \ 4L, J a+1] B4 1

M

A j-edik részfeladat (-(-lfii;,;gvn'-ny("rt‘l'-l\'(-nck beesléséhez a lexikografikusan
legnagyobb vektort Ilawznéljuk. fel, azaz a 3. Iépéshen:
g: =max {i|x; >0(=1, 2. m ) s

3. Egy elfogadisi "korldtot (¢ >0) allitunk fel (amely lehet hizonyos f<L|l(L;)()s
mutato. pl. a hulladék 9(-0s ardanya, a GGM-nél az arnyolxlu)ltsq,, nagysaga
sth.). A 4. Iépésben az elsG olyan megengedett megoldést elfogadjuk (és az
eljarashol kiugrunk), amely a megadott elfogadasi korldtnal nem rosszabb.

5. A szamitogépes juttatasok tapasztalatai

Az alapeljarast a 3. fejezet végén kozolt (i) gyorsité becslésekkel (MIN; és
MAX,) egészitettiik ki, a heurisztikus modositasok koziil 1. és 2., illetve eseten-
ként a 3. valtoztatdst vettiik figyelembe. Az algoritmusra Commodore-64 mik-
roszamitogépen késziilt BASIC nyelvii program, amelyet gépi kodra forditot-
tunk le.
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1. tablazat

Vezérld paraméterek értéker

‘ Hj Tiu Uji &

|
a) 0 =) oo —_—
b) 10 ) oo -
c) o 3 oo =
e) 10 3 3 2
f) oo oo oo 0,001 Lj

2. tablazat

Az dtlagos futdsidb masodpercben

i m = 50 m == 100 m =200
| 7=5 | p=20 | p=50 | p=5 | p=20 | p=50 | p=b | p=20 | p=50
i | ;
a) ! 9,57 17,31 32,569 J 14,45 32,98 } 76,98 32,55 45,30 1 93,74
b) | 5,61 | 10,34 ’ 22,65 6,61 | 17,31 39,29 8,01 27,06 73,62
¢) [ 6,74 12,61 | 28,56 [ 14,65 29,08 48,27 14,87 31,18 79,34
d) ‘ 14,24 33,34 } 87,22 r 20,96 49,01 83,11 62,64 ! 87,49 124,92
e) | 27,59 58,70 j 78,98 | 53,19 82,79 | 109,36 60,45 | 130,45 164,04
f) } 3,45 8,03 | 9,21 i 3.69 4,17 7,71 3,36 | 5,05 15,90
| : \ . | |

A (8) feladatot a 2. tablazatban taldlhato eltérd feladatmdéretek (p és m) mel-
lett oldottuk meg. A paraméterek és valtozok alsé korlatait zérusnak vettiik,
az egyiitthatok az alabbi korlatok kozott levs valds szdmok voltak, amelyeket
a szamitogép egyenletes eloszldst véletlenszdmgeneratoraval allitottunk eld:

1000 <~ L; <~ 3000
L, -~ 200 < O < L+ 200
10 < a; < 400
a; = Ci - / 5(1,.

Feladatonként az 1. tédblazatban megadott 6 esetet vettiik figyelembe,
ahol az (f) esetben e kiiszobszdm a 0,19%-0s hulladékot (feliiletveszteséget)
jelenti. Feladatméretenként és esetenként 10 feladatot generdltunk, az 4tlagos
futdsidok a 2. tablazatban taldlhatok (az idSket méasodpercben adtuk meg).
A szordsok jelentések voltak, ezért az dtlagok csak mérvadé becslések.

A 2. tablazatban kozolt futdsid6khoz bizonyos tdmpontot nyujt a (11) ren-
dezéshez sziikséges idd (ahol a kapesolodd tombioket is rendeztiik), amely m —

- 50 és p — 50 esethen 3033 sec, m — 100 és p = 50 esethen 60—65 sec
mig m = 200 és p — 50 esethen 180—190 sec bubordékrendezd algoritmussal.

Az 1. dbra szemlélteti azt, hogy a vezérls paraméterek eltérd értékel esetén
4 j = 1-hez sziikséges idének hényszorosa kell a feladat teljes megolddsahoz.

m
Az (f) esethen, ha L;— 2 a;z; < 0,001 L, akkor az eljards hefejezodik.
i=1
Egy alkalmas kiiszohszdmmal a feladatnak egy kozelité megoldédsa, azaz egy
elfogadhato szabdsminta gyorsan elGéllithatd. Mivel az iizemi gyakorlatban

4*
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x4
12

1. dbra. Az 1. alapanyag idejénck dtlagosan hdnyszorosa szitkséges a teljes
feladat megolddsihoz (m 100)

hulladékmentes leszabds ritkan fordul el6, ezért egy megfelels kiiszobszam az
esetek tobbségéhen megadhato.

Az algoritmus idGigénye legnagyobb az (e) esethben, amikor minden feltétel
szoros, és a (d) esethen, ahol az egyedi korlatok kis értékiiek. Ha az R;, vagy
T}, paramétert vessziik sziikisnek [(h) és (c) eset], akkor a korlat nélkiili ()
esetnél csak kevéssel kapunk jobh futdsidét. Szembet(ing, hogy az (f) esethen
(ahol & — 0,001) mennyire kicsi az idGsziikséglet, az (¢) esethez képest egy
nagysagrenddel jobb. Az 1. dbrahol 14thats, hogy az (f) esethen dltaldhan mér
az elsé alapanyagra talilunk elfogadhaté megolddst, nem kell minden alap-
anyagot végigndézni.

Megjegyezziik, hogy a 3. fejezet végén megadott (i) becslések (MIN,; és
MAX;) a (b) esetben elGnyisek, mivel haszndlatukkal egy nagysagrenddel javult
a leszdmldlds idGsziikséglete.

Az algoritmus programjit harom programrendszer tartalmazza. Egydimen-
ziGs esetben egyrészt o GGM-ben, masrészt egy heurisztikus szekvencialis elja-
‘dsban szerepel. A harmadik programrendszer a kétdimenzios két-iitemii guil-
lotine-vagasra késziilt, amely heurisztikus eljardson alapszik. Kbben az esethen
nem a (8), hanem a (7) feladatot kell minden csikszélességre és alaptablamé-
retre megoldani [ha minden idom és alaptdbla elforgathato, akkor a (7) fela-
datot maximdlisan 2p (2m + 1)-szer kell megoldani|. Az aldbbi vezérlG para-
métereket vettiik még figyelembe:

csikban az idomok maximélis sziméat,
esikban az idomféleségek maximdlis szamat,
a csikok maximalis szamat egy alaptdblan,
- az eltérd csikok maximilis szamat egy alaptablan.

"

Kiszonetnyileanitds: Fzaton mondok készénetet a Békés megyei Tandes Tudomdnyos
Koordindcios Szakbizottsdgdnak, elsdsorban Dr. Kiteles Lajos titkdrnak azért, hogy 6sz-
tondijukkal lehetGvé tették a témakorben vald elmélyiilést, a fenti eredmények kidolgo-
zasat.

( Beérkezett : 1986. februdr 15-én.)
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A PRACTICAL GENERALIZATION OF THE KNAPSACK PROBLEM
FOR CUTTING STOCK

For solving the cutting problem, in addition to reduction to the commonly known li-
near prograumming problem, several heuristical procedures have also been worked out.
From the methods applied, two approaches, most frequently used in practice, may be
underlined:

1. The Gitmore—Gomory method which solves the linear progranuning problem of
cutting with a modified simplex method, so that the vector to be drawn into the base is
produced by solving knapsack problems.

2. A heuristical sequential procedure (emptying procedure) is the one which produces
a “best’” cutting pattern according to some criterion, applying this pattern as many
times as possible and then produces the “best’ pattern for the remaining basic materials
and profiles ete. The “best” cutting pattern 1s usually constructed from the exact or
approximative solution to the knapsack problem.

The paper reviews a novel modelling of the practical circumstances of cutting mate-
rials, the problem derived as a generalization of the knapsack problem, and the procedure
worked out for the solution of the problem. From among the cutting problems the genera-
lization of the knapsack problem of one-dimensional cutting (paper rolls, bars, tubes,
bands, ete.) is discussed in detail, which is the same in the case of both the Gilmore-Go-
mory method and the heuristical sequential procedure.

[MPAKTHMECKHUE OBOBILEHHE 3AAMW O PAHLIE JUIS TTIPOBJIEMbBI PACKPOSI
MATEPHAJIOB

JUIs1 petieHust 3ajiauit packpost MATCPHAJIOB HAPSLY € OOHIEM3BECTHBIMI METOJAMI TIPHBE/C-
HUS K 3ajaue JHHEeHHOro 1porpaMMupoBaHiist PadpanoTan TaidoKe Ueblii psi OBPHCTHUCCK X
METOA0B. M3 npHMEHSIEMbIX METOA0B aBTOPOM  BBLIIEIISIETCST JIBA HAHOOJICE PACTIPOCTPAHCHHBIX
METOJA

1. Merog Yausmopa -~ Comopi (Gilmore — Gomory), pematoniit 3ajauy JHHEHHOT0 nporpam-
MHDPOBAHHST 1151 PACKPOST € TTOMOL[LIO MOUPHIHPOBAHHOTO CHMIUICKCHOTI'O METOA TAK, UTO BEK-
TOP, BKJIOUACMBIH B 043HC, ONPEJICIISICTCS H3 PEIICHHT 3a/1aUi 0 paHILe.

2. OBPUCTHUECKHIT CEKBEHIMAJILHBIT METOJ, KOTOPBI 0npeae/sieT ¢ HEKOTOPOH TOUKH 3peHust
LyHaMAyuit”” pacicpoi, 9ToT packpoll IPUMCHSICTCST KAK MOYKHO UYalle, moTom H3 0CTaBuIerocst
MarepHaia TaKe OnpeesisieTcst ,, Hamiyanntit” packpoit u . . ,,Hannyumwmit” pacipoii con-
CTPYHPYETCST U3 TOUHOTO M MPHOJIDKEHHOTO PEIICHIST 3a/aui 0 PAHIEe,

B crarbe pacemaTpuBaeTcst HOBast (POPMYJIMPOBKA MOJEIH JUIST HPAKTHUYECKOTO PACKPOST Ma-
TEPHAJIOB, 0000UIEHHE 3a/1a4H O PAHILE I METOJL ero pemteHist. Cpean 3a1a4 0 packpoe MaTepHaion
NOJAPOGHO PACCMATPHBACTCSI OHOPASMEPHAST 34/1A4A 0 pACKPOe (PYJIOH OyMarH, CrepiKici, TpyObl,
JIEHTHI 1T T. J1.) ¢ OMOLBLI0 0000IIEHIE 34[aui 0 PaHIle, KOTOPOe MPUMEHseTcest B meroge M-
mMopa — [omopi, a Taioke B OBPHCTHYCCIKOM CCKBEHIIAIILHOM METOJIE.



