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Anyagleszabási problémák hátizsákfeladatainak egy 
gyakorlati célú általánosítása 

1. Bevezetés 

Az üzemekben gyakran felmerülnek anyagleszabási (darabolási, vágási, nyí­
rási stb.) problémák, amikor bizonyos szabványos anyagokból az igényeknek
megfelelően kisebb méretűeket kell kiszabni. Cél olyan szabásminták mega­
dása, amelyek alkalmazása esetén a felhasznált anyagok összköltsége minimális.

Az anyagleszabási probléma megoldására a közismert lineáris programozási
feladatra való visszavezetés mellett számos heurisztikus eljárást is kidolgoztak
(lásd DowSLAND [4], DYORHOFF, lÜ,USE, ABEL és GAL [5], GOLDEN [12],
HINXMAN [10], LENGYEL [27] összefoglalóját). Az alkalmazott módszerek kö­
zül kiemelhető két, a gyakorlatban is legtöbbet felhasznált megközelítés:

I. A G1 LMORE-GoMORY módszer (röviden: GGM), amely u, darabolás lineáris programo­
záRi feladatát módosított az.implcxmódszcrrel oldja meg úgy, hogy a bázisba bevonandó
vektort 11átizsákfoludutok mcgoldúsávul á.l ltt.ju elő ((7-11 ], [22]).

2. Heuriszt.ikua szckvcncié.lis eljárás (kiürítő eljárás), amely valamilyen szempontok sze­
rint ,,legjobb" szubésrnin tű t állít elő, ezt a sznhásmintát a lehető legtöbbször alkalmaz­
za, majd a mogrnurud t ulu,púny11gokrü, és idomokra állít elő ,,legjobb" szabásmintát
stb. (pl. [l J, [15], LIHJ, [:JO], L:l2)). A ,,logjobb" szabásmintát általában hátizsákfeladat­
nu.k ogwkt vugy közelítő 111egoldásából konstruálják.

Mindkét esetben a hátizsákfeladat megfogalmazásának (amely a szabásmintá­
val szemben támasztott technológiai, műszaki, szervezési stb. elvárásokat mo­
dellezi) és a feladat kevés időt igénylő, gyors megoldásának kiemelkedő fontos­
:-;ága van.

Dolgozatunkban az anyagleszabás gyakorlati körülményeinek újszerű mo­
dellezését, a, liátizaákfeladat általánosításaként adódó feladatot és a feladat
megoldására kidolgozott eljárást ismertetjük. Az anyagleszabási problémák
közül az egydimenziós darabolás (papírtekercsek, rudak, csövek, szalagok stb.
szétvágása) hátizsákfeladatának általánosításával foglalkozunk részletesen,
amely mind a GGM-nél, mind a heurisztikus szekvenciális eljárásoknál ugya­
naz. Kétdimenziós két-ütemű guillotine-vágásra, ahol a kétdimenziós leszabás
egydimenziós darabolások sorozatára vezethető vissza, csak röviden térünk ki.

A dolgozat 2. fejezetében a leszabás üzemi (technológiai, műszaki, szervezési
stb.) feltételeinek modellezését és a hátizsákfeladat általánosításaként kapott
feladatot ismertetjük. A 3. fejezetben bemutatjuk a feladat megoldására kidol­
gozott eljárást, a 4. fejezetben a gyakorlatban alkalmazott heurisztikus módo­
sításokra térünk ki. Az 5. fejezet a számítógépes futtatások eredményeit tar­
talmazza.
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2. Az egydimenziós leszabás általános feltételei 

Egydimenziós leszabásnál legyen L a rendelkezésre álló alapanyag hossza,
a; (i = 1, 2, ... , m) a kért idomok méretei. Ekkor a hátizsákfeladat a követ­
kezőképpen írható fel:

0 :S: X; egész (i = 1, 2, ... , m) (1) 

m 
_:Ea;x; ~ L
i=I

(2)

111 

_:E c.x, , max.
i~I

(3)

A szabásmintát a hátizsákfeladat megoldása, mutatja, ahol x; azt jelzi, hogy
az i -edik idom hányszor szerepel a szabásmintáhan. A (2) feltétel azt fejezi ki,
hogy az alapanyag hosszánál nem lehet nagyobb a belőle levágandó idomok
összhossza, azaz nem-átfedő Iefedésről van szó. A (3) célfüggvény e; együtthatói
(e; > o) a GGM-nél a megfelelő bázisvektorok árnyékárai, heurisztikus mód­
szereknél pedig valamilyen pozitív súlyszámok ( lehet, az idomok hossza is,
ekkor megkapjuk a legkisebb hulladékú szabásmintát).

Az (1--3) feladat megoldásaként kapott vektorok több esetben nem elégf tik
ki a szabásmintákkal szemhen támaRztott üzemi elvárásokat. Póld ául, ha a
szabászgép vágófejei (kései, fűrészci) egyszerre vágnak, akkor a vágófejek
maximális számát is figyelembe kell venni. A levágott idomok váloga,tásának,
csomagolásának, nyiivántactésának nehózségei is a feladat módosit.ásá.t igé­
nyelhetik stb. Mivel a gyakorlatban a leszabás jó szervezhetöaége ala.pvetó, Hőt
a legfontosabb szempont, ezért a fenti hát.izsé.kfeladat megoldásából konatruált
szabásminták alkalmazása sokszor nehezen vihető végbe. Az egyik összefogta­
lóban [5] a szerzők 3,1 gyakorlat.i alkahnazást elemeznek, amelyek közül csak
13 esetben cél a hulladék m inimalizálása, ;.L tőhbi esetben az üzemi kiirü lmények
más célt írnak elő.

Azért, hogy az eljárás széleekörben felhasználhu.tó legyen, az (1-3) feladat­
hoz az anyagleszabás áJtaláno8ítható körüiménycit tükl'öző újabb feltételeket
csatolunk. Az új feltételek rnegadásánál két szempontot, tartunk szem előt.t.:
egyrészt azt, hogy a feltételek tükrözzck vissza a techmoioqiui, műszaki, szer­
vezési körülményeket, másréazt tegyék 1'0hclővé cL leszabás vezérlését (a feltételek
dinamízálhatók legyenek). R:z utóbbit n, feltételekben szerepló vezérlő paramé­
terekkel érhetjük el. A vezérlő paramétereket az ismételt számítógépes futtatá­
sok során addig kell módosítani, amíg tL gyakorlatban is alkalmazható szabás­
mintákat nyerünk. lgy iterációs lépések után a 8zal1ásminták olyan követel­
ményeknek is eleget tesznek, amelyek nem, vagy esak nehezen modellezhetők.
Ezzel megszüntethető a leszabás determinisztikussága, a gyártásprograrnozó
(termelésirányító) döntésévé válik az, hogy melyik szabásminta sorozatot fo­
gadja el, tartja megvalósíthatónak. A Jeszabáet irányító vállalati szakemberek
olyan meghatározó - gyakran szubjektív és időben is sűrűn változó -- körül­
ményeket. is ismernek, amelyeket matematikai formalizmussal nehéz jól leírni.

Az iterációk során a kívánt irányba terelhető a szahásterv, mivel a GGM:
,,stabil" abban az értelemben, hogy a vezérlő paraméterek kis változtatása
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esetén az optimális célfüggvényérték is kicsit változik (a leszabás nagyméretű
lineáris programozási feladata miatt). A heurisztikus szekvenciális eljárások
,,mohó" eljárások, amelyek a vezérlő paraméterek egyre jobb beállításával
jelentősen javíthatók. HAESSLER elnevezése erre az iterációra: ,,multiple-pass
heuristic procedure".

A következő feltételeket vettük figyelembe, kevés és egyszerűen áttekinthető
feltétellel a leszabás lényeges jellemzőinek kifejezésére törekedtünk:

m 

R,_s:_-::.JEx,<Ru
i=l

R, és Ru pozitív egész. (4)

A ( 4) feltétel mint technológiai feltétel a vágófejek korlátozott szárnából adódik
akkor, amikor a vágófejek egyszerre vágnak [15]. Az R-eket paraméterként
változtatva a szabáskép-sorozat vezérelhető.

m r, :-:;;: ;E ó(x;) < Tu, T, és Tu pozitív egész,
i=I

(5)

ahol
ó(x,) = {l ha x1 > 0,

0 egyébként.

Az (5) feltételt a leszabás szervezési feltételének nevezzük. Az üzemi gyakorlatban
,L legtöbbször azzal a klasszikus esettel találkozunk, amikor egyidőben csak
egyféle idomot szabnak ki addig, amíg az igényelt; darabszámot el nem érik
(azaz ~l', = 'l',, = 1). Ekkor a keletkező hulladék nagy, viszont az alapanyagok
bekész.itése egyszerű (mivel egyféle alapanyag kell), a vágófejek beállítása, az
idomok levágása és válogatása, a levágott idomok nyilvántartása, az idomok
mozgatása, tárolása könnyen megszervezhető. Lehetőség van az esetleges se­
lejt rögtöni pótlására az alapanyagoknál és az idornoknál is. Amikor a Tu
vezérlő paramétert növeljük, akkor jelentősen csökken a hulladék, viszont a
vág6fejeket sűrűbben kell állítgatni, az idomok válogatása és az aktuális darab­
szám nyilvántartása, az idomok tárolása, a selejt pótlása is jóval nehezebben
szervezhető meg. Az (5) feltétel technológiai jellegű is lehet, amikor a munka­
helyek és a tárolóhelyek száma a szaJ,ászgép mellett korlátozott, egyféle ido­
mot csak egy tárolóhelyre lehet gyűjteni, általában egy munkás csak egyféle
idomot szed le, ellenőriz és tárol (Jásd a húzott síküveg szabását [26]).

Ü < L, ~ X; ~ U1 L1, x, és u; egész (i = I, 2, ... , -m). (6)

A (6) egyedi korlátok. mint vezérlő paraméterek működnek (u1 < [L/a,]). HAESS­
LER szerint a, GGM-nél a szabásminták száma, csökkenthető (ezáltal a vágófe­
jek átállitásának idő- és költségigénye is) az egyedi korlátok ügyes megválasz­
tásával [17]. A szekvenciális eljárás javítható, ha a magas fajlagos célfügg­
vény-együtthatóval rendelkező idomok egyedi korlátait csökkentjük, illetve
az idomok túlszabása is vezérelhető (túlszabásnak nevezzük azt, ha a kért
idomból a kerekítések miatt a darabszámnál többet vágunk le). Ha l; = 0 és
u, = 1, akkor 0-1 programozási feladat (bináris hátizsákfeladat) áll elő.

Az újabb feltételek csatolásával az (1- 3) hátizsákfeladatból megkapjuk az
alábln nemlineáris töhbfeltételes feladatot:
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l;, x; és u; egészek (i = 1, 2, ... , m)
m 
,;ia;x; S: L
i=l

m 
R1 S: ,;i X; S: Ru R1 és Ru pozitív egész

i=I
m 

Tl s::: ;i o(x;) s: Tu Tl és Tu pozitív egész
i=I

(7)

m 
,;i C;X; -~ max.
1=1

A (7) feladatban csak egyféle alapanyag szerepel. Ha többfajta, eltérő méretű
alapanyagot veszünk figyelembe és alapanyagfajtánként változtatjuk a vezérlő
paramétereket, valamint az alapanyagok fajlagos egységára is eltérő, akkor
kapjuk a következő általános feladatot (illetve feladat-családot):

I m 

;i C/ Xji
-- i=I < <x .. / ··Z-m_ax --c·~0_,l;,_, JI ':-oit11, 

J '. . 
I

lJI, x11, 1;,Ji egészek (i = 1,2, ... , m);

m m 

,;i a,xJi::::: L1; R11 < ,;i XJI S::: RJu; 
i=I i=I

m 

T11 S:::~ o(x1;) <' 'I.\,; u., R1,,, T11, Tiu pozitív egészek
i=I

(8)

ahol 01 > 0 az L1 hosszú alapanyag ára.
A (8) feladat a szabásmintákkal szembeni elvárásokat modellezi. Ez a fela­

dat nem egy konkrét üzem feltételeit adja vissza, hanem az üzemi technológiai­
szervezési körülmények absztrakciója. Így lehetőség van olyan programrend­
szer elkészítésére, amely széles körben felhasználható. Nem kell egyedi model­
leket szerkeszteni, hanem a helyi üzemi körülmények figyelemhe vehetők a
paraméterek inputként való megadásával. A dolgozat lezárásakor r, fentieken
alapuló programokat már több üzem megvette és alkalmazza.
A GGM-nél a paraméterek előre rögzttettek, míg a heurisztikus szekvenciális

eljárásoknál lehetőség van arra is, hogy az egyes szabásminták elfogadésa,
azaz a (8) feladat megoldása után a paramétereket módosítsuk és a következő
szabásmintát már az új értékek, az új (8) feladat szerint keressük meg.

A szakirodalomban hátizsákfeladatnak az (l -3) feladatot nevezik, amely
az NP-teljes feladatok családjába tartozik. A hátizsákfeladat hatékony megol­
dásával több munka foglalkozik, lásd SALKIN és De KLUYVlm összefoglalóját
[31], illetve a következő alapvető publikációkat [2], [13), [14), [20], [29], ma­
gyar nyelven [3], (6], (23], [24]. Az eljárások döntő része a (6) feltételt is
figyelembe veszi (egészértékű feladat vieszavezethetó binárisra), amely dina­
mikus programozásnál és a korlátozás és szétválasztás (branch and bound) el-
vének alkalmazásánál előnyös. ,

Az anyagleszabással foglalkozó irodalomban GII,MORI£ és GoMORY [11] fel­
veti a (7) feladatot (ahol j = l és l; = 0, R1 = 0, T1 = 0), amelynek megoldá­
sára dinamikus programozáson alapuló eljárást adnak (hátizsákfüggvényt kell
realizálni). MARCONI [28] az (1-4) feladatnál szintén dinamikus programozást

(i ~ I, 2, ... , pl 
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alkalmazott. KuuTTI és VouTILAINEN [25] a (2), (3), (6) feladatot ismételten
megoldva, a (6) feltétel egyedi korlátait addig módosítja, amíg a (4) feltételnek
is eleget tevő megoldást kap. Ők MARTELLOésTo·m[29]algoritmusát használ­
ják fel. Az egydimenziós leszabás feltételeiről JOHNSTON [21] nyújt jó összefog­
lalót.
A fejezetben bemutatott technológiai-vezérlő paramétereken alapuló model­

lezéssel, a (7) feladat dinamizálhatóságával, alsó korlátos változatával, vala­
mint a többfajta alapanyagot és fajlagos költséget figyelembe vevő (8) feladat­
tal az anyagleszabás szakirodalmában nem találkoztam.

3. A feladat megoldására kidolgozott eljárás 

A (8) feladatot megoldó eljárás készítésekor a diszkrét programozás hátizsák­
feladatokra vonatkozó közismert eredményeiből indultunk ki (lásd magyar
nyelven [6], [23)). A (8) feladat megoldását a (7) részfeladat alapanyagonkénti
(j = l, 2, ... ,p) megoldására vezetjük vissza. Lexikografikus rendezésen ala­
puló implicit Ieszámláláet (fabejárást) használunk: felsőkorlátok kiszámításával
becsüljük azt meg, hogy az egyes részfeladatokat, illetve a részfeladatok lehet­
séges megoldásainak részhalmazait elhagyhatjuk-e. A feladat NP-teljes, a le­
számlálás sebessége legrosszabb esetben exponenciálisan függ a változók szá­
mától, ezért az eljárást a számítógépes futtatások során heurisztikus meggon­
dolásokat fel használva finomítottuk.

A megoldandó j-edik részfeladat:

0 ::=:;: lJi _s x1i _s »» {Ji, xJi, u/i egészek (i = I, 2, ... , m) 
m 
~ a, x/i _s Li
i=I

m 
R1, 5,·~ XJi ,S s.,

i=l
m 

1\1 ,S~ ö(xji) ,S r;
i=l

(9)

m 
::5' c,,x;, -·, max,--- .i=I

ahol R11, R1u, 11
11, Tiu pozitív egészek, a, > 0 és Ci > 0 (i = I, 2, ... , m). 

Képezzük a (9) feladatból az alábbi redukciós feladatot:

0 <::::: xJi ~ u1,. -- lji (i = l, 2, ... , m)
m m 
~ a,xJi _s L1 -- ~ l;, ai 
i=l i=l

m m 
~Xji _s;: Rju - ~lj,
l=l l=l

m m 

~ ö(x;,) s T1u - ~ o(lp) 
i=I l=l

(10) 
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111 JEx, xji , max.
i=l

Tegyük fel, hogy a (10) feladat megengedett megoldásainak halmaza nem
üres és optimális megoldása (in, xJ~, ... , iiml-
Ekkor nyilvánvalóan teljesül az alábbi lemma:

m 
I. lemma. A (9) feladat célföggvényének a~ c1(£p + (1) mennyiség egy felső

i=I
korlátja. Ha

m m
R1I - _:E (lJ; + i11) < O és 1'11 ~ JE r o(lji) + o(:fji)j ~ 0,

i=I

akkor a (i11 + l11, :ci2 + l1~, ... , x1,,, + l1111) vektor a (9) feladat optimális meg­
oldása.

A fentiek miatt a továbbiakban a redukált (10) feladattal foglalkozunk,
amelynek felső korlátait alkalmazzuk a (9) feladat célfüggvényének becslésé­
hez. Megjegyezzük, hogy egyes esetekben a (9) feladatra ez a becslés durva (pl.

m m
ha Ril- JEli1 > 0 és 1'_11 - ;E o(lji) > 0), azonban előnye, hogy gyorsan és

i=I i=I
egyszerűen kiszámolható.

Rendezzük át az alapanyagokat {·s az idomokat:

l,1/01 ~-•• /.,)G\ > ... 2: L"/CP és (11)

Az egyszerűbb írásmód kedvéért n (10) feladatot az alábbi formába Írjuk
át. ahol a korábbi jelöléseket hasz.nú.ljuk (de már redukált értékkel):

x;1, 1.i;i egé8zek (i = 1, 2, ... , m) 
m ~ .,.,. ,.

..:.. ap:11. .IJ
i I

rn 

~Xji ~ n;
i=I 

(12)

m 
;E ó(x11) _..,.,. 1-'J,,
i I

IT/

;E c;x11 , max.
i~I

A (8) feladat optimális megoldását úgy kapjuk meg, hogy először j = I,
majd j = 2, ... , j = JJ esetben megoldjuk egyenként a (12) részfeladatot Az
eljárás szekvenciális felépítése miatt két becslést kell készítenünk. A j-edik
részfeladat célfüggvényértékére adunk egy felső korlátot, amellyel azt becsül­
jük meg, hogy a (8) feladatra az eddigi legjobb megoldásnál ez a részfeladat
adhat-e jobbat. Ha igen, akkor a j-edik feladat egyes részhalmazait teszteljük
szintén felső korlátokat megadva. Az egyes részhalmazok vizsgálatánál GrL-



ANYAGLESZAfü i.SI PROBLÉM.,\K 199 

MORE és GoMORY lexikografikus rendezésen alapuló eljárását [9] fejlesztettük
tovább, amely a folytonos feladat megoldását használja fel. (Folytonosnak
nevezzük a, feladatot, ha az egészértéküségtől eltekintünk.)

Előbb a legszükségesebb fogalmakat és jelöléseket adjuk meg. Tekintsük az
x = (x1, x2, ... , xm) és az y = (Yv y2, ... , Yml nemnegatív vektorokat.

Definíció: Az x vektor lexikografikus rendezésben követi az y vektort (vagy
nagyobb nála), ha van olyan q, amely 1 :s;.: q < m és x1 = y1, x2 = y2, ... ,

xq-J. = Yq-i és xq > Yq·

Definíció: Az y vektor q-szerint lexikografikusan kisebb az x vektornál
(1 < q :S: m), ha y1 = x1, y2 = x2, ... , Yq-l = xq-i és Yq < xq.

Jelölje av valós szám egész részét[]-, azaz a v-nél nem nagyobb legnagyobb
egész számot.

Készítsük el a (12) feladat megengedett megoldásai közül a lexikografikus
rendezés szerinti legnagyobbat:

x11 = min {[L;fa1J-, u1,, R1u}

i = !min {[(L1- ~-,-~ aixJr)!anl, uÍ'" R1u - ] -l ha] ö(:i\i) < T1u,
111 t=I t=I t=I

O egyébként. (13)
(n = 2. 3, , n1).

Legyen r = max {i/x1,, = ii111 (n = l, 2, , i)}.
A következőkben a 0-1 programozási feladatok körében közismert két

lemma általánOFlÍtását adjuk meg (lásd pl. [23]).,.
2. lenima. Ha~, a, ip = L1,

i=I
akkor a (12) feladat optimális megoldása

,Jelölje 1\ a (12) feladat optimális célfüggvényértékét.,.
3. lenima. Ha _;E a, iii < L1, akkor

i=I

Mindkét lemma bizonyítása triviális.

Vezessük be a célfüggvényérték korlátjának becslésére a következő jelölést,
ahol. az első r változó értékét lekötöttük (legyen a111+ 1 = 1 és Cm+ 1 = 0):

A (8) feladat optimális megoldását úgy kapjuk meg, hogy sorrendben j = I,
2, ... , p-re megoldjuk a (12) feladatot. Jelölje Zopt az eddigi legjobb hányados­
értéket a (8) feladatra (célfüggvényérték osztva a megfelelő alapanyag árával).
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A (13) képzési szabállyal készítsük el az x/i (i = 1, 2, ... , m) mennyiségeket
(j > 1). Legyen r = max {i I X;n = ilJn(n = 1, 2, ... , i)}.

3.1. következmény. Ha Zapt > (M;(xJ1, .•. , x;,) + J c1 l/1)/c;, akkora j-edik

részfeladat a (8) feladatra nem szolgáltat jobb megoldást a meglevőnél, te­
hát a j-edik részfeladatot el lehet hagyni.

Az előbbiekben a (12) feladat céJfüggvényére adtunk egy felső korlátot, a
továbbiakban a (12) feladat megengedett megoldásainak részhalmazait vizs­
gáljuk, tartalmazhatják-e az optimális megoldást.

A (13) szabállyal képzett lexikografikusan Jegna,gyobb vektorból indulunk
ki. Tegyük fel, hogy eljutottunk az X; = (x/i, xJ2, , x1111) megengedett meg-
oldáshoz. Legyen q = max { i / xi, > 0 (i = I, 2, , m)} és a, (12) feladatra
megtalált eddigi legjobb megoldás célfüggvényórtéke: ZJ. 

4. lemma. Ha Z; >- M,(xJ1, •.. , x;q - 1),
akkor az x1 vektornál q--szerint lexikografikusan kisebb vektorok a (12) fela­
datra nem adnak jobb megoldást az eddigieknél.

Bizonyitás: Azt kell belátni, hogy az xJ vektornál q-szerint lexikografikusan
kisebb x;, = Xj1, ... 'Xjq-1_ = Xjq- I• Xjq = Xjq-s, Xji >- 0 (ahol 1 .s:: 8 .s:: Xjq és

. i = q + 1, ... , m) megengedett megoldásra
m 

M;(X;i, .. 'X:q - J.) ·- ~ C;Xji·
i~ I

a) Először azt látjuk be, hogy

11!f;(xJ1, ... , x1q - I):?.: M;(X;i, ... , X;q-s). 

'Tegyük fel, hogy az egyenlőtlenség nem teljesül, azaz kifejtve:

q-1
_:EC; Xji + Cq(X;q -- 1) 
1-1

Egyszerűsítve

(s - 1) c(pq+ t - (xJq - ] )aq Cq+ 1 < - (x1q - s) (Lq Cq+ 1

ami ellentmond a (11) rendezésnek.
b) Konstruáljuk meg a (12) feladat alapján az alábbi egészértékű feladatot:
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o < xjq S::: xJq - s, o ~ xJi s::;: uj; (i = q + l, ... , m) 
m q-1

~ a;iji < t., - ~ a;XJ; - aq(xjq - s) 
i=q i=I

m q-1

~iji < RJu - ~Xji - (Xjq - s) 
i=q i=I

m q
~ ó(x) < T - "' ó(x •) ~ Jl _e, JU ..::. fl

i=q i=I
m
~, c/i:1; -,.. max.
i=q

(14)

A fenti feladatnak legyen i1q = x19 - s, iJi 2 0 ('i = q + I, ... , rn) egy
megengedett megoldása. Nyilvánvaló, l1ogy a (12) feladatnak x;1, ..• , x;q-

1
, 

Xjq, xJi(i = q + I, ... , m) xrnél q-szerint kisebb megengedett megoldása. A
(14) feladatnak

q-1
Lr-~ a;x_1; - aq(x1q -· s)

i=I------------ Cq+ l
aq+ I

egy triviális felső korlátja, ezért
q-1 

L1- ~ a;xJi - a,q(XJq - s)
i=I

m
'- ....._, -

Cq+ 1 ,e:::'._.;, C;Xji. 
i=q

Az egyenlőtlenség mindkét oldalához a
q-1

~ C; xji + Cq(Xjq --- s) 
i=l 

mennyiséget adva (ahol xJ1 = x11, .•• , i;q = x;q - s), kapjuk, hogy
m

M1(x11, ... , xJq - s) 2~c;ifi. 
i~I

Az egyenlőtlenségből az a) részben bizonyitottakat felhasználva a lemma
állítása adódik.

4.1. következmény. Ha Zopt 2 (Mj(x11, ... , x1q - 1) + j e; li1)jc1, 
l=I 

akkor az x1 vektornál' q-szerint lexikografikusan kisebb vektorok a (8) fela­
datra nem adnak jobb megoldást az eddiginél.

4.2. következmény. Ha Zopt 2 (Mj(x11, ..• , x1q - l) + ~ c1 lp)jci 
és r = max { i I x 1; > 0 ( i = I, 2, . . . , q - I)} akkor elég az
X11, ..• , X;, -- I kötött változók mellett a 4.1. következmény feltételét meg­
vizsgálni.
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A fenti eredmények birtokában térjünk vissza a (8) feladathoz, amelynek
optimális megoldását (ha létezik) a következő eljárás szolgáltatja (a : = jelö­
lés programozási értelemben értékadást jelöl):

0. lépés. (kezdeti értékek megadása)
Legyenj: = 0 és Zopt: = 0.

l. lépés. (előzetes tesztelés és redukálás)
Legyen j: =--= j + 1, haj= p + I akkor STOP.

m 
Legyen Zj: = Li - ;Ea,t1, és a'= min {a, I l;, < il1; (i = 1, 2, ... , m)}

i=l

m m n.; : = n.; ·- .:E [ji; r['ju: = r.; - 2' ó(lj;)
i=I i=l

1,lji: = 1,lJÍ ·- lji (i = 1, 2, ... , m).

Ha a' < Lj, 0 < R1u, 0 < Tiu és O :s;: 'll1;(i = I, 2, ... , m) 
akkor menj a 2. lépésre,
egyébként menj az 1. lépésre.

2. lépés. (induló megoldás elkészítése)
Legyen x11: = min {[LJla,J-, 'U.11, R1u}

X· : = lminf[(Lr-1 a,xji)/an]-, u1,,, R1,, -1 xp} ha ~
1
ó(xi;) < Tiu

;n ] <=I 1=1 1=l

0 egyébként

(n = 2, 3, ... , m). 
Legyen am+ 1 : = 1 és Cm+ 1 : = 0.

3. lépés. (j-edik részfeladat célfüggvényének becslése)
Legyen q: = max {i I x111 = ii1,, (n = 1, 2, ... , i)}.

Zopt ~ (M1(x11, ... , Xjq) + Jc, tJi)jc1,

akkor menj az l. lépésre,
egyébként menj a 4 lépésre.

4. lépés (egy megengedett megoldás vizsgálata)

Ha Zopl < [i C;(Xji + [ji))/cj és R1, _ i (xji+ lji), T;, .:j ó(xji + l/1-)
i=I i=I l=l

Ha

akkor legyen Z0p1: = (Jc, (xi,+ 111))/01 és tároljuk az

(xji + l;1, X;2 + l12, ... , Xjm + ljm)

egyébként menj az 5. lépésre.

vektort,
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5. lépés. (megengedett megoldások részhalmazának tesztelése)
5.1. legyenq: = max {i I xi, > 0 (i = 1, 2, ... , m)}.

m 
Ha~ o(xi,) = Tiu vagy q = m akkor legyen xiq = 0.

i=l

5.2. Legyenq: = max {i I x1; > 0 (i = 1, 2, ... , m)}.

Ha Zopt < (,Mj(xjv ... , Xjq - 1) + i C;l;,) /ej,
akkor menj a 6. lépésre,
egyébként legyen xiq: = 0.

5.3. Ha X;; = 0 (i = 1, 2, ... , m) akkor menj az l. lépésre,
egyébként menj az 5.2. lépésre.

6. lépés. (q-szerint lexikografikusan kisebb vektor előállítása)

Legyen xiq+l = min{[(ii-ia,x.i,)/aq+i]-, uiq+l• u., -ix1;}
1=1 1=1

X·: = !min{[(Li- ~ a;x;1)/an]-, u111, u; - '_3; xji}ha1 o(xJ;) < Tiu
/11 i=I 1=1 1=1

0 egyébként.
(n = q + 2, ... , m).

Menj a 4. lépésre.
Ha az eljárás végeztével Zopt = 0, akkor a (8) feladatnak nincs lehetséges

megoldása, egyél>ként előállítottuk az optimális megoldást.

5. állitás. A fenti eljárás véges sok lépésben végetér és a (8) feladatra opti­
mális megoldást szolgáltat.

BizonyUás: a) A lexikografikus rendezés szerinti legnagyobb vektorból kiin­
dulva mindig lexikografikusan kisebb vektorokat vizsgálunk az 5.2. lépésben,
ezért egy vektor csak egyszer fordulhat elő. Mivel a lehetséges megoldások szá­
ma is véges, ezért az eljárás véges sok lépésben végetér.

b) A (8) feladat megengedett megoldásainak részhalmazait a 3. lépésben a
3.1. következményt, az 5.2. lépésben a 4.1. és 4.2. következményt felhasználva
hagyjuk el, így az optimális megoldást nem tartalmazhatják az elhagyott rész­
halmazok.

Az eljárás a (8) feladatot 0,1, ... , R;1 és 0,1, ... , Ti, (j = 1, 2, ... , p) alsó
korlátokra is megvizsgálja, azonban csak a megfelelő alsó korlátoknak eleget
tevő vektorokat fogadja el a 4. lépésben.

A fenti alapeljárás gyors.ítható az alábbiak felhasználásával:
(i) Legyen MIN;= min {an Ii S: n S: m} és MAX,= max {a11 Ii S: n S: m}.

Az 5.2. lépésben a felsőkorlát becslésénél a
q 

MINq+ 1 S: L1 - ~ a,xii
i=l

4 Szig uia
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feltételeket is figyelembe vesszük, ekkor a fabejárásnál nem kell lemenni
a levélig akkor sem, ha a folytonos megoldásból adódó becslés ezt lehetővé
tenné.

(ii) Egyszerű eszközökkel igazolható, ha a, < a11 és e, ~ c11, valamint U_;; a, +
+ a11 > L;, akkor 'XJn = 0. Ezáltal a feladat mérete (az m) csökkenthető a
2. lépésben.

4. Az eljárás heurisztikus módosítása 

A 3. fejezetben ismertetett eljárás a (8) feladat optimális megoldását szol­
gáltatja, azonban a leszabási módszerek többségénél elég egy jó közelítő megol­
dás megkeresése. A GGM-nél egy vektor bázisba vonhatóságának feltétele a
megfelelő árnyékköl tség pozitivitása, tl

,,,
,;;Ec;Xji - (}_, > 0
i-1 

egyenlőtlens6g fennállása. Heurisztikua szekvenciális eljárásoknál is előnyö­
sebb az eljárás ,,mohósága" miatt egy megfelelő kiizelítö megoldás elkész.ítése.

Mivel a vezérlő paraméterek módosítgatásávaJ a leszabas pillanatnyi üzemi
feltételeit kielégítő szabásmintákat akarunk előállitani, ezért a, darabolás he­
lyén vagy onnan elérhető távolságban kell a számítógépnek lennie. Napjaink­
ban ez helyben levő személyi, illetve mikroszámítógépekkel oldható meg, ame­
lyeknek teljesítményére tekintettel kell lenni az algoritmueok és a számít6gé­
pes programok tervezése során (távadat.teldolgozásra., nagyobb számítógóphez
való real-time csatlakozásra egy üzemnek kicsi az esélye).

A fentiek miatt az eljárást heurisztikus ötleteket felhasználva módositottuk,
ezáltal egy elfogadható közelítő megoldás gyonmn megtalálható (futtatási ered­
ményeket az 5. fejezet lien ismertetünk).
l. A felsö korlátok eredeti becslése durvának hizonyult., ezért a :3. é8 uz 5.2.

lépésben Mj(x11, , XJq) - t módoaito ttuk.:

Mj(xJ1, , X;q) = j~ cix.fi + [ (Di- 2,,' ai:1;Ji) Cq+ 1/aq+ 1]--
1= 1 1--1

2. A j-edik részfeladat cólfüggvényértókcnek becsléséhez a lexikografikusun
legnagyobb vektort használjuk fel, ,Lzrtz a 3. lépésben:
q: =max{ilx1i >O(i= 1,2, ... ,m)}.

3. Egy elfogur!ási korlátot (1:: > 0) állítunk fel (amely lehet bizonyos fajlagos
mutató, pl. a hulladék %-os aránya, a GGM-nél az árnyékk<iltség nagyf:iága
stb.). A 4. lépésben az el:-,ó olyan n1egengedett megoldást elfogadjuk (és az
eljárásból kiugrunk), amely a megadott elfogadási korlátnál nem rosszabb.

5. A számítógépes juttatások tapasztalatai 

Az alapeljáráet a 3. fejezet végén közölt (i) gyorsító becslésekkel (MJN1 és
MAXi) egészítettük ki, a heurisztikus módosítások közül l. és 2., illetve eseten­
ként a 3. változtatást vettük figyelembe. Az algoritmusra Comm.odore-64 mik­
roszámítógépen készült BASIC nyelvű program, amelyet gépi kódra fordítot­
tunk le.
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1. táblázat

V ezérló paraméterek értékei

Rju T;u '11ji 

a) 00 00 00

b) 10 00 00

e) 00 3 00

d) 00 00 3
e) 10 3 3
f) 00 00 00 0,001 Lj 

2. tábláea:

Az átlagos futú8idó másodpercben

,n =200

a)
b)
e)
<l)
e)
f)

H,rí7
,i,61
(i,74-

14,24
27,5!!

,l,43

17,31
10,34
12,61
33,34-
i:í.'l,70

K,03

32,59
22,65
28,56
87,22
78,98
9,21

14,45
6,5]

1.4,55
20,96
r,3,19

3.fi9

32,98
J 7,31
29,08
49,01
82,79
4,17

76,98
39,29
48,27
83,ll

1.09,36
7, 71

32,55
8,01

14,87
62,64
60,45
3,36

45,30
27,06
31,18
87,49

130,45
5,05 

93,74
73,62
79,34

124,92
164,04

15,90

A (8) feladatot a 2. táblázatban található eltérő feladatméretek (p és m) mel­
lett oldottuk meg. A paraméterek és változók alsó korlátait zérusnak vettük,
az együtthatók az alábbi korlátok között levő valós számolc voltak, amelyeket
a r-;zámítógép egyenletes eloszlású véletlenszámgenerátorával állítottunk elő:

1000 .-,:;: Lj :-:::::: 3000
f.,1 - 200 ::,-;: e. -S: L1+ 200

10 .< a; :S: 400
a;_ C;,:::;: 5a;.

Feladatonként az l. táblázatban megadott 6 esetet vettük figyelembe,
ahol az (/) esetben F küszöbszám a 0,1 %-os hulladékot (felületveszteséget)
jelenti. Feladatméretenként és esetenként 10 feladatot generáltunk, az átlagos
futésidök a 2. táhláza.tban találhatók (az időket másodpercben adtuk meg).
A szórások jelentősek voltak, ezért az átlagok csak mérvadó becslések.

A 2. táblázatban közölt futásiclőkhöz bizonyos támpontot nyújt a (11) ren­
dezéshez szüksóges idő (ahol a kapcsolódó tömböket is rendeztük), amely m == 50 és p = 50 esetben 30--33 sec, m = 100 és p = 50 esetben 60-65 sec
míg m = 200 és p = 50 esetben 180-190 sec buborékrendező algoritmussal.

Az 1. ábra, szemlélteti azt, hogy a vezérlő paraméterek eltérő értékei esetén
a j = L-hez szükséges időnek hányszorosa kell a feladat teljes megoldásához.

m 
Az (/) esetben, ha L, - ~ a; Xj; :s;: 0,001 Lj, akkor az eljárás befejeződik.

i=l
Egy alkalmas küszöbszámmal a feladatnak egy közelítő megoldása, azaz egy
elfogadható szabásminta gyorsan előállítható. Mivel az üzemi gyakorlatban

4*
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X
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1. ábra, Az l. ulupunyug idej(\nok átlngoR11n húnyszorosa szü lrn,,ges a teljes
f"elw I.at rn(lf.(Oi, láRához (m = J 00)

hulladékmentes leszabás ritkán fordul elő, ezért egy megfelelő küszöbszám az
esetek tö b bségében megad ható.

Az algoritmus időigénye legnagyobb az (e) esetben, amikor minden feltétel
szoros, és a (d) esetben, ahol az egyedi korlátok kis értékűek. Ha az R;u vagy
T1u paramétert vesszük azűköanek [(b) és (e) eset), akkor rt korlát nélküli (a)
esetnél csak kevéssel kapunk jobb futásidöt Szembetűnő, hogy az (f) esetben
(ahol s= 0,001) mennyire kicsi az időszükséglet, az (e) esethez képest egy
nagyeágrenddel johh . Az l. ábrából látható, hogy az (f) esetben ált1tlál>an már
az első alapanyagra találunk elfogadható m.egolclást, nem kell. minden alap­
anyagot végignézni.

Megjegyezzük, hogy a 3. fejezet végén megadott (i) becslések (MIN; és
MAXi) a (6) esetben előnyösek, mivel haaználat.ukkalegy nagyságrenddel javult,
a leszámlálás időszükséglete.

Az algoritmus programját három programrendszer tartalmazza. J1:gy,limen­
ziós esetben egyrészt <L GGM.-lien, másrészt egy heuriszt.ikus szekvenciális eljá­
rásban szerepel. A harmadik programrendszer Ft kétdimenziós két-ütem í'1 guil­
lotine-vágásra, készült, amely heurisztikus eljáráson alapszik. Ebben az. esetben
nem a (8), hanem a (7) feladatot kell minden caíkszólességre és alaptáblamó­
rétre megoldani [ha minden idom és alaptábla elforgatható, akkor a (7) fela­
datot maximálisan 2p (2m + Ll-szer kell megolclanij. Az alábbi vezérlő para­
métereket vettük még figyelembe:

csíkban az idomok maximális számát,
csíkban az idomfélesógek maximális számát,
a csíkok maximális számát egy alaptáblán,
az eltérő csíkok maximális számát egy ulaptáhlán.

Eöszc,netnyilvánítás: Ezúton rnonrlok köRzönotot a Békés rnogyoi Tanács Tudományos
Koordinációs Szakbizot.taágrinuk , clsósorbun Dr. Koteles Lajos ti tkárnuk azért, hogy ösz­
töndíjukkal lehetővé tették a témakörben való elmélyülést, a fonti eredmények kidolgo­
zását.

(Beérkezett. 1986 [ebruár 15-én.)
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A I'RACTlCAL GENERALJ.ZATION OF THE KNAPSACK PROBLEl\I
FOR CUTTING STOCK

For solving the cutting problem, in addition to reduction to the cornmonly k uo wu li­
near prognunrning problem, several heuristioul procedures have also been worked out.
From the methods applied, two approaches, most frequently used in pruct.ice, may be
under] ined:

l. The G1LMORE-GOMORY method which solves the linear programming problem of
cutting with a modified simplex method, so that the vector to be drawn into the base is
produced by solving knapsack problems.

2. A heur·istical sequeutial procedure (emptying procedure) is t.ho one wl uch produces
u "btst" cutting pattern uceord ing to some criter.ion, applying this putt<··rn us many
times us possible und then produces the "btst" pattern for the re111uining l,usie materiu.ls
and profiles etc. The "best" c1.11oting puttorn is usua.lly conatructud from the •·xnct or
approximative solution to tho knapsack prohleu r.

The paper roviews u novol. n1odtlling of the prtU,tit:ul. ciroumstunr-es of <'lltting mu.to­
rials, the problem d,·rivtd as u gonerulizution of tho kuupsaok problorn, anrl tl,o procorlu ro
worked out for the sotucion of tho problem, l<'rn111 urnong the cutting problerus tho gerwra­
Iizn tion of the knapsack problem of ono-d imousiouul <·1itti11g (paper rolls, !Jars, tulle:,-,,
bands, etc.) is discussed in detuil, wh ic.h is tire su1110 in tho ,·aso of ho t.h tho Cilrnorn-Go­
rnory method anrl the houristical scquon t.iul procedure.

nPAl{TM~IECl{v!E OEOEl.l.\EHl-1E 3A,[IAYH O PAHUt:: .LlJIH nP013JIEMbl ~)ACl{P05l
MATEPMAJIOB

,LlJ151 peUJCHH51 3ilJ(il'lM p3C!\J)0H warepuanou I-rap,I1w C OLJIL(CH3BCCTIH,IMM MCTOl(iltllll npI18C/,\C­
HJ,15l I( 33).(illJC JlHHetí1-1oro rrporpaMMHpll□al·flHI paspaöoraa TaJOl(C ucnuü PHJ( JUf)l ICTIJLICCl(I IX
MCT0]:108. yj3 npMMCl·l51CMLIX MCT0J(0U aUT0p0M Bbl/\CJl,leTCH nna 11,rn60J1CC pacnpncrpancuuux
MeT0).(il:

I McT0J:l }1-{MJIM0pa . f'o~rnp11 (Gilmore Gornory), pe111a1011(1,1tí 3JJ\:Jlfy J11mdí1rnro npnrpaa­
MIIpouar1H5I /.(Jll-I péKl(J)Üll C n0M0ll(blO Mi\/(MlpH1.(HJ)0f3ilHHllf'O CHMrlJICi(CH0J'O ,l'ICTOJ(<i Till(, 'IT0 BCl(­
TOp, 8i(JII0'lae,111,1ii ll Őil3MC, 0IIJ)C/lCJl5ICTC51 113 pCUICl·fIHI 3a/(él'lM O paHl.(C.
2. 3upv1CTn<!eC1(HH CCl{BCHL(MaJlbHl.,1/:i MCT0/.(, i(OTOl)bl1'Í onpe).(CJJHeT e I-ICl(OTOJ)OH 1'0'11(11 3pCIIH51 

,,Hau11yc11111-1t'i'' pac1,pOH, JTIJT pac1,potí npHMCH51CTC51 !(al( M0)IO·IO •iau1c, f10T0M 113 0CTiJlllllCl'OCH
MaTepIIaJia TiJIOl<C onpe).(CJ15]CTC)I ,,l·laHJfYlJIUMW' paCJ(l)OH M T. ).(. ,, Ha1rnyq11111tí" pac1,poii l(0II­
CTpy1IpyeTCH M3 T0'IH0l"0 HJli-1 np1,16JIM)l(CI-IH0l'O pe1.1Ie111151 3/\/(i\llM O pi1Hl\C.

8 CTélTbC paCCM,lTprrnacTC}l IIOB;J}( q)()pMyJIHp0Ui(i\ MO).(CJIM J:IJIH llflili(TML(CCi,0í"O p;.icr,p0íl ,11a­
TCpHaJlüll, 06061.1.(CHMC 3éU\élLI[,( 0 J)éllll(C II MCT0/( cro pClllCHM5l. CpCJ(M 33/(3'I 0 pacI,poc MélTCf)HaJIOU
í!OJ:lpOÓH0 paCCMaTpMBaCTC51 0J(Ji0pa3MCp11i.1ll :Jil/(J'la 0 pacI<poe (pyJI0ll óyMar1-1, CTCf)H(l,II, Tpy6hr,
JICHTbl II T. /:(.) C ílOM0IJ(blO OŐOÓl.l(CHIIC 3i.l/(<i'IH 0 paHl(C, l(úT0pue npMMCH>!eTCH U MeT0/(C H{,rJI­
MOpa - f'o,1t0pH, a Ta!Ol(C B JBpHCTM'leCr,()M CCl(BCl-ll(llaJlbHOM MCT0).(C.


