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Nagyméretű dinamikus nemlineáris ökonometriai
modellek szabályozására alkalmas

számítógépi programok

Bevezetés

A gazdaság dinamikájával és szabályozásának lehetőségeivel foglalkozó kuta
tások rendkívül széleskörűek; megállapítható, hogy e tudományág fejlesztésé
ből a magyar kutatók is kivették a részüket. Az ide tartozó tanulmányok,
publikációk jelentős hányada elméleti jellegű [17], [19] stb. - sok esetben
találkozunk pl. a gazdaság lehetséges szabályozó változóira vonatkozó kvali
tatív megállapításokkal, melyeket a gazdasággal kapcsolatos bizonyos mate
matikailag megfogalmazható feltételekből lehet levezetni - , nem hiányoznak
azonban azok a munkák sem, amelyekben az elméleti megfontolások alapján
kialakított dinamikus modellt és vele együtt a bizonyos kritériumok szerint
optimálisnak tekinthető szabályozást konkréten számszerűsítik. Az utóbbi
esetben, pontosabban, az ilyen esetek többségében általában - mind itthon,
mind pedig határainkon kívül - az a jellemző, hogy a számszerűsített model
lek á.ltalában kisméretűek [18], változóik erősen aggregált mennyiségekre,
mutatókra vonatkoznak, s így a,z eredmények a felhasználók számára csupán
orientáló információt jelentenek. Nyilvánvaló, hogy a gazdaság tervezői szá
mára hnsznos Jenne, ha adott gazdaságpolitikai célok és adott gazdasági sza
bályozók mellett minél részletesebb előzetes információhoz lehetne jutni a
kűlön bi>zfí gazdaaagpoli tikai döntések várható következményeivel kapcsolat
ban; ez nagyobb méretű modellek kialakítását, számszerűsítését és szabályo
zását teszi szüksögessé, mint amilyenekkel az optimális szabályozással foglal
kozó irodalomban korábban találkozhattunk.

A nagy, vagy akár csak viszonylag nagyobb méretű dinamikus modellek
létrehozásával kapcsolatos elvi és gyakorlati nehézségek széles körben ismer
tek. Anélkül, hogy az ún. ,,nagy modellekkel" kapcsolatos számos fenntartás
és kritikai őszre vétel jogosságát megkérdőjeleznénk, ú üÚ gondoljuk, hogy bizo
nyos esetekben érdemes engedményeket tenni az egzaktság rovására, ha tör
ténetesen olvan modellel van dolgunk, amely, ha elvileg nem is minden vonat
kozásban kifogástalan, bizonyos evidenciák (pl. ex post előrejelzések) tanúsága
szerint >ü6}ÖD jelenségeket, folyamatokat mégis helyesen ábrázol, s ily módon
megfelelő keretek között értelmes következtetések levonását teszi lehetővé.
Más Fűó }9 ~a 9x~Tó~ indulunk ki, hogy vannak, éspedig nem is kizárólag csak.
I'art pour l'art; szempontoknak deget tevő, nagy vagy inkább közepes méretű.
szé.mszerűen meghatározott dinamikus ökonometriai modellek, amelyek bizo
nyos szabályozó funkciójú változók (pl. támogatások, adókulcsok stb.) hatá
sának vixsgála.tára alkalmasak, hacsak rendelkezésünkre állnak az ehhez szük
séges számitástechnikai eszközök, a bizonyos szempontok szerint optimális
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szabályozást meghatározó gépi programok. Ebben a dolgozatban két olyan
programcsomagot mutatunk be, amely ennek a feladatnak a megoldására,
tehát nagy vagy inkább közepes méretű ökonometriai modell szabályozására
alkalmas: az egyik GREGORY C. Cnow [5], [6], a másik ARNE DRUD [7], [8]
nevéhez fűződik. (A méretekkel kapcsolatban mondottakat itt még azzal egé
szítjük ki, hogy szabályozás szempontjából gyakran nagynak bizonyul az a
modell, amely becslési szempontból közepes méretű.) Ez idő szerint már mind
két programcsomag Magyarországon is a felhasználók rendelkezésére áll.! A
két program két, lényegesen különböző megközelítést reprezentál: ezeket
külön-külön fogjuk ismertetni, majd az eddigi hazai számítástechnikai tapasz
talatokat a két program működését összehasonlítva, együtt fogjuk tárgyalni.

A Chow- és a Drud-féle programcsomag - ez utóbbinak a neve CONOPT
H' v [] •P[? Optimal) - már a megoldandó feladatok definíciójában is eltér
egymástól, ezeket - ti. a megoldható feladatok típusát - azonban célszerű
egyidejűleg tárgyalni, mivel így mind a közös, mind pedig az eltérő vonások
jól érzékelhetők. Induljunk ki azokból a dinamikus nemlineáris ökonometriai
modellekből, amelyek az alábbi alakba í B; 9!ó d2 

(0.1) O(Y1, Yt-1, · · •, Y1-,, X1, X1- 1, - · - , X1-0) = c1,

t=I,2, ... ,T, 
ahol

t jelöli az időt, t = 1, 2, ... , 'l_', és '1.1 11 viwgált időszak hossza (idő
hor.izont);

y1 = HÚ1 1, Ú2 1, ... , ! ] 1)' a modell Q]L[=é ] változóinak n-dimenziós vek
tora a t'időszakbim (a vessző transwponáláat jelöl);

N1 = (x11, x2 1, ... , Xm 1)' a modell WúO{á ?S[úó változóinak m-dimenziós vek
tora a t időszakban;
illetve b a késleltetés maximális mértékét jelöli a modellben az endo
gén, ill. a szabályozó változókra vonatkozóan;

c( = (c:( a( a c=a( a ,,, a 1-.:(( a(se a véletlen zavarások nulla, várható értékű vek
tora a t idöszakban. Fel fogjuk tenni, hogy 11 V = (cov (c;,1 ö f xWdd 
kovariancia-mátrix nullával egyenl{í, hacsak • 9"= .s; l ' · W esetén Vér
téke nem függ az időtől, és azt is feltesszük, hogy rendelkezésünkre
áll w valamilyen becslése;

g( ·) = (g1 ( · ), r12( · ), . , . , g,,( · ))' folytonos leképezés [l<r+Iin+<0-( l 11111-ből
>os{Qx kétszer folytonosan differenciálható komponensekkel.

Az eddig elmondottakat a következőkkel kell kiegészíton ünk, (0.1) skalár alak
ba - tehát g1, =I x zzz x =] aegítségével - át.írva, nyilvánvalóan fölfogható, mint
egy dinamikus nemlineáris ökonometriai modell szimultán egyenleteinek rend
szere, egyszerű átrendezéstől eltekintve strukturális formában. A g leképezés
ben - bár ezt a jelölés nem tükrözi - bizonyos becsült, tehát adottnak tekint
hető együtthatók, paraméterek függhetnek at időtől. Ami a modell változóinak
endogén és szabályozó változókra való felosztását illeti, ez szokatlannak tűn
het, mivel az ökonometriában a modellek változóit endogén és predeterminált
változókra, és ezen belül az utóbbiakat késleltetett endogén és exogén változókra
szokás felosztani. A kétféle terminológia között a kapcsolat a következő. A 
szabályozás szempontjából az endogén változóknak a vizsgált időszakhoz

"C 

1 A programokat az MTA Számítástechnikai és Autornutizálási Kutató Intézet IBM
3031 számítógépén installáltuk.
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(t = 1, 2, ... , T) tartozó összes értékét változónak (ismeretlennek) kell tekin
teni, és ezen kívül az exogén változók közül ki kell választani azokat, amelyek
nek az értékét befolyásolni lehet. Ez utóbbiak, esetleges késleltetéseikkel
együtt, lesznek a szabályozó változók, míg az összes többi exogén változó
t = l, 2, ... , T időszakhoz tartozó értéke a szabályozás szempontjából adott
ság, paraméter lesz. Fontos követelrnény, hogy rnind az endogén, rnind pedig a
szabályozó változóknak a t = l időszakot rnegelőző értékeit HÚ0, Ú61, ... , Yi-T,
x0, x_t, ... , x1_0) isrnernünk kell, egyébként a feladat határozatlan lenne.

Rendeljünk mármost minden endogén és szabályozó változóhoz egy alsó
és egy felső korlátot a következőképpen:

(0.2) Y1 ~ Y1 < Y1, 
H! = ( a =a ,,, a T) 

Nem zárjuk ki azt a lehetőséget, hogy bizonyos alsó határok mínusz végtelen
nel, bizonyos felső határok pedig plusz végtelennel legyenek egyenlőek, nyil
vánvaló viszont, hogy a változók egy részének értéke csak akkor lehet értelmes,
ha bizonyos véges határok közé esik.

Megengedett szabályozásnak v. vezérlésnek nevezve mármost a szabályozó vál
tozók értékének bármely, a (0.3)-at kielégítő rendszerét, fel fogjuk tenni, hogy
(0.1)-nek az endogén változókra vonatkozóan minden megengedett szabályo
zás mellett van megoldása.

A (0.1) modellből és a (0.2)-(0.3) feltételekből úgy jutunk optimális szabá
lyozási feladathoz, hogy kijelölünk valamilyen gazdaságpolitikai célt, amely
kifejezhető, mint az endogén és a szabályozó változóknak valamilyen valós
skalár értékű függvénye a vizsgált időszakban. Legyen ez a függvény f(Yt,
y=a • • • a YT, x(a x=a ,• • a x-r); a gazdaságpolitikai optimalitás ennek valamilyen
szélsőértékével kapcsolatos, tegyük fel, hogy minimumról van szó. Mivel Yt,
... , YT, x1, •.. , x,- az c1 véletlen zavaráson keresztül a véletlentől is függ, f 
értéke is valóseínűségi változó, és ezért a várható értékének a minimalizálására
kell törekednünk:

Hi ,r s JJ1(f(yv y2, ... , YT, Xv x=a • ,, a x-r)) = min I

Technikai szempontból az / célfüggvényről ugyanazt tesszük fel, mint a (0.1) 
modell. egyenleteiben szereplő függvényekről, azaz, kétszeri folytonos diffe
renciálhatóságot. Ettől eltekintve a célfüggvény alakjára vonatkozóan általá
ban nincs semmi megszorítás, és így igen sokféle gazdasági célkitűzés megfo
galmíLzására van lehetőség (külkereskedelmi mérleghiány minimalizálása a
vizsgált időszakra vonatkozóan, az import minimalizálása bizonyos relációban
stb.). Széles körben használják az ún. kvadratikus célfüggvényt, amelynél az
endogén változókra vonatkozóan= előírnak egy optimálisnak tekintett

A • A

Y1, Y2, · · · , YT 

értékek által meghatározott pályát, és a követelmény ebben az esetben az,
hogy a modell változói ezeket a célértékeket minél jobban megközelítsék. A

'Bizonyos esetekben technikai okokból a szabályozó változókhoz - vagy ezek egy
részéhez - is rendelnek célkitűzéseket.
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közelítés mértékét a célfüggvény méri, amely ekkor - a várható érték operá
torától eltekintve -

(0.4a)
T

f = ~ HÚa l Y1l' Ki(yl - Íf1) 
1=1

alakú, ahol t = I, 2, ... , T esetén 1(1 adott pozitív szemidefinit mátrix. Az
a körülmény, hogy a /(1 mátrixoknak nem kell pozitív definitnek lenniök, azt
jelenti, hogy nem szükséges minden egyes skalár értelemben vett endogén
változóhoz célkitűzést rendelnünk. A szabályozási feladat meghatározásának
teljessé tételéhez most már csak azt kell megjegyeznünk, hogy y1 és x1 (t = 1,
2, ... , T) valószínűségi változó jellege miatt a (0.2)-(0.3) feltételek teljesülé
sét nem vehetjük biztosra, és így ezeket a

(0.2a) P('Y._1 _,,, Y1 <, Y1) > P1 

(0.3a) P(?;1 :S: X1 ) 2Ts >qt
követelményekkel kell helyettesltenünk, ahol p1, p~, ... , J),-, q1, q~, ... , q7 al
kalmasan választott (egynél kisebb) valószínűségek. lly módon tehát a követ
kező feladathoz jutottunk:

minimafoáliitk az f(y (a ,• • a Yr, x (a ,• • a x-r) célfügr;vény várható értékét
(lásd (0.4)) a (0.1) mottell valamint a (0.2a)-(0.3a) feltételek mellett .

Ebböl a sztochasztikus proqramozási felwfotból bizonyos, éspedig lényeges egy
szerűsítések révén jönnek létre azok a feladatok, amelyeket a Chow-föle prog
rammal, illetve a CONOPT segítségével meg lehet oldani. 0. C. CHOW felfo
gása szerint ([5], 161- U33. oldal) az ökonometriai modellek szabá.lyozásánál
a véletlen szerepének Jigyelemlie vétele sokkal fontosabb, mint a változók
(0.2)-(0.3). illetve (0.2a) -(0.3a) típusú feltételekkel való korlátozása, e felté
telek ugyanis helyes modell-specifikáció esetén eo ipso teljesülnek, kivált ha
teljesen általános 9~9dú célfiiggvények helyett (0.4a) alakú kvadra.tikus cél
függvényekre szorítkozunk. [lycn típusú célfüggvények esetén a K1 mátrixok
alkalmas választásával valóban befolyásolható a változók értékének alakulása,
és így az irreális értékek kiküszöbölóse ; s:dikség esetén a szabályozó változókat
is be lehet venni a célfiiggvényhc. 1;;nnek a megközelitésnek a kritikájára ké
sőbb még visszatérünk, egyelőre azt szögezzük le, hogy rt Chow-föle program,
illetve algoritmus esetén egy {0.4a) !,Tm" Fú függvény várható értékének a mini
malizálása a feladat a (0.1) modell mint korlátozó feltétel mellett.

A. < ML < a a CONOPT programcsomag tervezője más megoldást választott.
Ő a } ó ~Ö!~Ö[ hatások vizsgálatáról mondott le, ÓR fly módon egy determinisz
tikus feladathoz jutott, melynek célfüggvénye bHÚ(a • • , a y.,., x( a • • • a x-r),
feltételrendszere egyrészt (0.2) (0.3)-hól, másrészt pedig a (O.l) modell liől
áll, ennél azonban a jobb oldalon álló r, véletlen zavarást most O-val kell
helyettesíteni. A következőkben először a Chow-féle algoritmus, azután pedig
a CONOPT főbb sajátosságait fogjuk ismertetni. Megjegyezzük, hogy mindkét
program szernpontjáhól a modell egyenletei a bennük szereplő paraméterekkel
együtt a bemenő adatokhoz tartoznak, azokat tehát valamilyen további prog
ram segítségével kell becsülni.
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1. Kvadratikus célfüggvény várható értékének minimalizálása
nemlineáris sztochasztikus modell esetén

(G. C. Chow algoritmusa)

Az előzőekben alkalmazott jelölések kismérvű módosításával a vizsgált fela
dat az alábbi alakba írható:

minimalizáljuk az

H~,~s 
T

Jl1 ~ (Yi - !ft)' K1(Y, - Yi) 
~' R 

W(, =s 

kifejezést az

Yt = g(y1, Y1-1, Xi, 'IV1) ó 0i,
t=l,2, ... ,T

modell mint feltételrendszer mellett.

Mielőtt tisztáznánk ( l .2) és a bevezetésben felírt (0.1) modell kapcsolatát,
néhány általános jellegű észrevételt kell elmondanunk a Chow-féle szabályozási
koncepcióval kapcsolatban. Az (1.1) cc\lfüggvényt, amely a gyakorlatban sok
esetben súlyozott négyzetösszegre redukálódik, gyakran kifogásolják - töb
bek között hazai kutatók is - mondván, hogy az szimmetrikus jellege miatt
nem tesz különbséget a kitűzött céloktól felfelé vagy lefelé való eltérés között,
holott nyilván nem mindegy az ,,összjólét" szempontjából, hogy m~, a nem rubel
elszámolású külkereskedelmi médeg aktívuma a tervezett 400 millió dollár
helyett 200 vagy 600 millió lesz. Ezen kívül sokszor megemlítik, hogy (1.1) 
mint a gazrlasági tervezés segédeszköze, igen sok szubjektív elemet tartalmaz.
Ez a megálJttpítás elsösorban a súlyok megválasztásának kérdésére vonatkozik,
és lényegében nem vitatható. 'Tovább rontja a helyzetet az, ha a súlyoknak
eredeti feladatuk mellett még azt a szerepet is be kell tölteniök, hogy megaka
dályozzák irreális értékek létrejöttét a szabályozás során, vagyis, amikor a
súlyoknak a (0.2a)-(0.3a) egyenlőtleusé-geket is helyettesíteniök kell. Ezekkel
a jogos kifogásokkal szemben azt kell megemlíteni, hogy az Egyesült ÁUamok
han és Nyugat-Európában számos esetben alkalmazták a Chow-féle szabályo
vi1:,i programot, és általában eredményesen. A sikeres alkalmazások példája
ként megemlítjük

.,t Michigan-i Egyetem negyedéves ökonometriai modelljét [G],
a. OG} I, + < modellcsalád egyes változatait- [14], _
J·. BRADA, A. nBFG és D. M>D/ 0+ \ { D0L A (Egyesült Allamok) csehszlo
vákiai modelljét. [2],
a Rhe inisoh-Westfalisches Institut für Wirtschaftsforschung (NSZK)
negyedéves konjunktúra-modelljét [10],

3 Az Egyesült f\llarnokban 11 he cvenes t'·vekben dolgozták ki Donald Green professzor
vezetésével ,1z ún. SOVMOD ( = SoI>ie1; .Mor/el) modelleket, elsősorban a szovjet-ameri
kai külkereskedelem ulukulásénuk prognosztizálására. Green vt\Jeménye szerint az ex post
jellegű v.izsgálatokb,w a 1,ieqfelelően vcílaszlott súlyok többek között m~, egyértelműen
tükrözték a. kiilönbs,ígi,t N. Sz. Hruscsov é·s L. I. Brezsnyev személyisége között; ezt a
kővrt.kezte tós !, azonbun cólszrrű bizonyos óvatossággal fogadnunk.
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az NSZK gazdaságát leíró, Keynes-i alapokon nyugvó ökonometriai mo
dellt [12],
az osztrák OPTPOL-1 modellt [20] stb.

E tapasztalatok fényében célszerűtlen Jenne a Chow-féle megközelítést heurisz
tikus elemeire való hivatkozással elvetni; közismert, hogy az alkalmazott mate
matika számos területén használunk részben vagy egészen heurisztikus alapon
működő módszereket.

Áttérve mármost az (1.2), illetve a korábban felírt (0.1) modell közötti for-
mális különbségekre, azt látjuk, hogy (1.2)-ben

az endogén változók egynél magasabb rendű késleltetett értékei nem szere
pelnek a modellben;
a szabályozó változók késleltetett értékei nem fordulnak elő;
szerepel egy w1 paraméter.

Ez utóbbi most - mint vektor - azoknak az exogén változóknak az őaszessé
gét jelöli, amelyek a modell becslésénél szerepeltek, szabályozó funkciójuk
azonban nincsen. Könnyen belátható, hogy amennyiben egy modellben az
Yt- 2, Yt- 3, ... , x1_ 1, x,_ 2, ... stb. változók is szerepelnek, akkor azokat egy
szerű azonosságok segítségével kilehet küszöbölni -- pl. y1, ,- 2 helyett Yn+ 1, 1_ 1

-et
írunk, ha az endogén változók vektora ez ideig n-dimenziós volt, s. í. t .

. - s íly módon minden dinamikus modell az (1.2) alakra hozható. Amennyiben
ilyen kiküszöbölésekre szükség van, akkor ezekhez -- mint a modell azonossá
gaihoz - értelemszerűen nem tartozik véletlen zavarás, vagyis ilyen esetben
e1 bizonyos komponensei és ennek megfelelően a kovariancia-mátrix bizonyos
sorai, ill. oszlopai nullával lesznek egyenlőek. A modellben egyébként termé
szetesen szerepelhetnek a kiküszöbölés céljára bevezetett azonosságok mel
lett egyéb azonosságok is. Az a körülmény, hogy (1.2)-ben a bal oldal az egyes
endogén változók kifejezését adja meg, a strukturális forma eredetére (a becs
lés folyamatára) utal.

G. C. Chow-nak az (1.1)-(l.2) nemlineáris szabályozási feladatra adott eljá
rása egy lineáris modell szabályozására kidolgozott algoritmus általánosítása.
Célszerű ezt az eredeti. -- egyébként ugyancsak Chow nevéhez fűződó -- eljá
rást bemutatni, éspedig nemcsupán azért, mert így a nemlineáris módszer
leírását is áttekinthetőbbé lehet tenni, hanem azért is, mivel az eredeti eljárás
minden tekintetben korrekt, míg a nemlineáris feladatra adott eljárás egy sor
heurisztikus elemet is tartalmaz. Tekintsük tehát a7,t az esetet, amikor (1.2)
szerepét a következö lineáris modell veszi át:

(1.3) Yr = A1 Vt- 1 + C1X1 + b1 + ei,
t = I. 2, ... , T;

itt A1 és 01 adott mátrixok, b1 pedig adott vektor, amely a nem szabályozó
funkciójú exogén változók valamilyen lineáris kifejezése - az (1.2)-ben sze
replő w1 megfelelője - ; az a körülmény, hogy (1.2)-vel ellentétben y1 most
nem szerepel a jobb oldalon, esetleges átrendezést jelent a strukturális formá
hoz képest.

A Chow által javasolt megoldás az ún. Bellman-elven alapul. Ez azt mondja
ki, hogy amennyiben adott a t =--= 1, 2, ... , '1' időhorizonton az (1.1), (1.3)



ÖKONOMETRIAI SZÁMÍTÓGÉPI PROGRAMOK 215

feladatnak egy optimális

megoldása, akkor ez optimális az időhorizont bármely részére vonatkozóan is.
Ebből az következik, hogy a T időszakra vonatkozóan az Xr optimális vezérlés
és az ehhez tartozó Yr trajektória-elem meghatározható mint xv y1, ... ,

Xy_1, Yr-i függvénye, hiszen Yr-től az (1.1) célfüggvénynek csupán az utolsó
tagja függ. Ezzel kapcsolatban a következő segédtételre lesz szükségünk:

l. lemma. Legyen

(1.4) y = Ay_ 1 +Ox+ b + s 

az (1.3) modellnek valamelyik 1 :S: t < T időszakhoz tartozó egyenlete; itt
tehát - későbbiekben nyilvánvalóvá váló szempontok miatt -- elhagytuk a
t indexet, és y1_ 1 helyett y_ 1-et írtunk Legyen továbbá y tetszőleges, y-nal
megegyező dimenziójú konstans vektor, J{ pedig olyan, az y-nak megfelelő
méretű pozitív szemidefinit mátrix, amelyre O' KO nemszinguláris. Allítás:
tetszőleges Y- 1 esetén az

(1.5) M(y - y)' K(y - y) 
kifejezés az (1 4) feltétel mellett akkor és csak akkor lesz minimális, ha

(1.G) 

ahol

X = Gy_l + q, 

(l. 7) G = -(C'KC)-10'I(A, q = (O'KC)-10'K(y - b - s).

Bizonyitás.4 M ível !( pozitív szemidefinit, van olyan pozitív szemidefinit L
mátrix, amelyre J{ = L'L.
Ennek következtében a

z = (y - y)' K(y - y) 
kifejezést z = r'r alakba írhatjuk, ahol

r = lAy_ 1 + LCx + Lb + Ls - Ly;
itt y-nak (1.4) alatti előállitását is figyelembe vettük.
Legyen

Q = lC(C'KC)-1C'L';

L'L = 1{ miatt ez éppen az LC mátrix képterére vonatkozó szimmetrikus
projektor. Mivel nyilván r = Qr + (E - Q)r, ahol E jelöli a megfelelő méretű
egységmátrixot, a z kifejezést a következő alakba is írhatjuk:

z = r'Qr + r'(E - Q)r.

4 Mivel dolgozatunk ismertető jellegű, bizonyításokat csak elvétve közlünk, és csak
olyan esetekben, amikor ezt valami külön szempont indokolja. A jelen esetben azért
került erre sor, mivel G. C. Chow bizonyítása pontatlan.
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Itt most a második tag a jobb oldalon egyrészt nemnegatív, másrészt

(E - Q)LC = o
miatt x értékétől független. Uy módon, mivel r'Qr is nemnegatív,

z 2: r'(E - Q)r,

és itt egyenlőségjel akkor és csak akkor fog állni, ha r'Qr = 0, vagyis, ha

(Jr = QLAy_ t + QLCx + QL(b + e - y) = 0.

Ezt az egyenletet balról C' L' -vel szorozva, a vele ekvivalens

C'KAy_1 + C'KCx + C'K(b + e -y) = 0

egyenlethez jutunk, amely, mint könnyen belátható, éppen akkor teljesül, ha,
x-et (1.6) és (1.7) határozza meg. Ez tehát az az x vektor, amelyre az kifejezés
tetszőleges Y- 1 mellett minimális lesz, és a várható érték monotonítása miatt
ugyanerre az x-re veszi fel (1.5) is a minimumát. Konvex célfüggvényről lévén
szó, meggondolásainkból egyidejfüeg következik a feltételeknek mind a szük
ségessége, mind az elegenclősége.

A Bellman-elv alapján mármost ahhoz, hogy az x1 szabályozás a t = I,
2, ... , T időhorizonton optimális legyen, t = T-re teljesülniük kell a követ
kező összefüggéselrnek:

(1.8) X-r = 0-rYT- 1 + qT 

(1.9) Gr= -(C;-KrCT)-lC;-KTA-,-, q-r = (C~K,-Cr)-LC.;Kr(iJ-r - b,,- - e-r)-

A lényeg itt az, hogy Gr (1s q-r értékét x-r és YT- 1 értékétől függetlenül meg lehe
tett határozni. (1.8)-nak t tetszőlege» értékéhez tartozó

(1.10)

általánosítását lineáris uisszacsatolásnak nevezzük. Nyilvánvaló, hogy ameny
nyiben Gi és q1 minden t ídöszakra ismert, akkor az endogén és a szabályozó
változók értéke az (1.3) modell alapján t = l-b61 kiindulva, szukcesszive meg
határozható. Könnyen belátható a következő segédtétel helyessége:

2. lemma. Ha, az (I.3) modell esetén minden időszakra fennáll (1.10), továbbá
G1 minden életlen hatástól független, míg q1 csupán a t-edik idöszakhoz tar
tozó véletlen zavarástól, t:1-WI függ, akkor y1 csak s1-től, e2-t61, ... , e1-Ltíl
függ Ebből következően y1_ L és e1 statisztikailag független egymástól.

Az (1.3) modell valamint (1.8)-(Ul) segítségével Yr az (l.l) célfüggvényliőJ
kiküszöbölhető úgy, hogy az formálisan már csak y

1
-től, Yi-t61, ... ,Yr- L-től

fog függni. Ehhez azt kell megjegyezni, hogy
egyrészt a 2. lemma miatt

M t/,-K-1(A-r + CrG7)Yr- i = 0,

- másrészt az l. lemma bizonyításából következően
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Ennek, valamint az előbb mondottaknak figyelembe vételével (1.1) utolsó
két tagja így írható:

(l.ll) M(YT-1 - YT- 1)' KT- 1(YT-1 - Yr-1) +
Af[ (AT + CyGr)Yr- 1 + C-,-qT + by + er - ?ÍT ]'K.,[ (Ar + C-rGT )YT- 1 +
+ Crqr + br + "T - YT)= My~- 1[Ky_ 1 + (Ar + C7G-r)' K7(Ar +

+ Cr GT) ]Yr- 1 - 2M[fl~- 1Kr- 1 + (h -- b-r)'Kr(Ar + C\G-r)]Yr- 1 + cr- i.,
I

ahol Cy_ 1 egy az eT kovariancia-mátrixától függő konstans. Egy additív kons
tanstól eltekintve tehát ( 1. ll) bal oldala az

M(Yr- J - Yr- 1l'Hr- 1(Yr-1 - Y-r- 1)
kifejezéssel egyenlő, ahol

Hr- 1 = Kr- 1 + (Ar + O-rG-,)'K-r(Ar + O-,G-r),

Hr- 1-Yr- 1 = K-r-iYT-1 + (A-, + CrGy)'Kr(Í!r - b-r).
Ebből egyrészt az következik, hogy az :r;r-re, illetve xrre vonatkozó meggon
dolás - az l. lemma alkalmazása - most megismételhető Yr-1-re, illetve
Xr- 1-re (majd később Yr- 2-re és Xr- 2-re, s i. t.), másrészt pedig, az utolsó két
egyenletból egy minden t-re általánosítható rekurzív összefüggés adódik, ha
bevezetjük a következő jelöléseket:

Hr = Kr, kr = hr = HrfJr
hT-, = HT- iih- i, kr- 1 = K'f_ 11/T- 1·

Ezekkel a jelölésekkel (Lü) tetszóleges t-hez tartozó megfeleUíje a következő
lesz:

(1.12) a, = - (C;Hp,)-1c;H1A1 
q, = (C;Hp1)-

1C;(h1 - H1b1 - H1e1). 

Ezze! tehát az ( 1. 1) kifejezés lineáris modell melletti minimalizálásának algo
ritmusa meg van határozva: a lineáris visszacsatolásban szereplő mátrixokat
és vektorokat at= T, 'P - I, T -- 2, ... sorrendnek megfelelően kell kiszá
mítani, majd ezek birtokában az endogén és a szabályozó változók értékét a
t = I időponttól kezdve, az időben előre haladva lehet meghatározni. Bár a
módszerrel kapcsolatos számitástechnika.i tapasztalatainkat a dolgozat 3. ré
szében fogjuk ismertetni, már itt megjegyezzük, hogy ez az egyszerűsége révén
elegáns eljárás (1.12) valamint a Hr-re, illetve h1-re vonatkozó rekurzív formu
lák következtében ,,elrontja" a modellben szerepló A1 és C, mátrixok ,,ritkás"
tulajdonságá.t., és m ár néhány iteráció után sűrű, teli HI és G1 mátrixokat gene
rál. Ugy tűnik, hogy ezen a számítástechnikai szempontból kedvezőtlen adott
ságon nemigen lehet segíteni.

A következőkben G. C. Chcw-nak a nemlineáris modellek szabályozására
adott algoritmusát ismertetjük vázlatosan. Feladatunk tehát az

T
M _:E (y1 -- .1J1l'K,(y, - .ii,) 

t=1 
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kifejezés minimalizálása az

(1.2) Yi = g(yi, Yi-1, Xi, W1) + 81, 

t = l, 2, ... , T
modell mint feltételrendszer mellett. Az eljárás a következő.

lnicializálás: kiindulópontunk a szabályozó változók valamilyen i\, x2, ... ,xr
kezdeti értéke.
1. lépés. A szabályozó változók adott értéke mellett t = l, 2, ... , T esetén

Gauss-Seidel módszerrel meghatározzuk az endogén változók olyan yf, 
y~, ... , y~ értékét, amelyek kielégítik az (1.2) nemlineáris modellt 81 = O
esetén.

2. lépés. Linearizáljuk a modellt az x1, x2, ..• , ir, vi. y~, ... , y,¥ megoldás
körül, és a linearizált modellt átrendezéssel hozzuk a következő alakra:

y1 = A1y1 1 + 01x1 + 61 + 81, t = I, 2, ... , T. 
3. lépés.
A célfüggvényt minimalizáljuk a lineáris modell mellett. Legyen az optimá
lis szabályozás x1, x2, ... , x-r; ha ez bizonyos hibahatáron belül megközelíti
x1-et, i2-t, ... , ir-t, akkor készen vagyunk. Ellenkező esetben legyen x1,

x2, ... , ir új értéke rendre x1, x2, ... , x7, és folytassuk az eljárást az l.
lépésnél.

2. Determinisztikus diszkrét szabályozási feladatok megoldása
az általánosított redukált gradiensek módszerével

A bevezetésben mondottaknak megfelelően ebben a fejezetben a következő
programozási feladat megoldásával foglalkozunk:

g(yi, Yt- 1, · · · , Yt- r> Xt, X1- 1, · · · , X1-0) = Ü,

t = 1, 2, ... , T;

Yt::;;: Yt ~Y1,
f(Yv Y2, ... , YT, x1, x2, ..• , 2;-,.) = min I

Az itt alkalmazott jelölések értelemszerűen azonosak azokkal, amelyeket a
dolgozat bevezetésében használtunk. Mint arra az előzőekben utaltunk, A.
DRUD a tekintett feladat megoldására az álta.lánosított redukált gradiensek
módszerét [l], [9], [24] stb. látta a leginkább célravezetőnek, és ennek alapján
dolgozta ki a CONOPT programcsomagot, melynek elvi alapjait a következők
ben ismertetjük. Érdemes megjegyezni, hogy a CONOPT első változata a het
venes évek végén készült el, amikor a matematikai programozás művelői kö
zött általános volt az a vélemény, hogy a nagyméretü nemlineáris programo
zási feladatok numerikus megoldásának a leghatékonyabb eszköze, kivált nagy
méretek esetén, az általánosított redukált gradiensek módszere. Az utóbbi
években azonban, többek között K. SonrTTKOWSKI különböző programozási
módszereket összehasonlító munkája (22] nyomán, előtérbe kerültek az ún.
SLC eljárások (SLC = sequence of linearly constrained problems), amelyek az
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általános nemlineáris programozási feladatok megoldását lineárisan korlátozott
és többnyire kvadratikus célfüggvényű részfeladatok sorozatának megoldására
vezetik vissza. Az általánosított redukált gradiensek módszerének fontosságá
val kapcsolatos elképzelések ezáltal módosultak, ami természetesen nem azt
jelenti, hogy ezek a módszerek nem maradnak továbbra is rendkívül fontosak
a matematrkai programozási feladatok numerikus megoldása szempontjából.
A CONOPT-tal kapcsolatban emellett azt is le kell szögezni, hogy folyamatosan
tökéletesítik; ismertetésünk a legfrissebh verzió koncepcióját tartalmazza.

Az általánosított redukált gradiensek módszerének leírásához néhány új
jelölést kell bevezetnünk, sőt, az eddigi jelöléseket is bizonyos mértékig módo
sítanunk kell. Mindenekelőtt a módszer szempontjából nincs különbség endo
gén és szabályozó változók között, és ezért az y1 és x1 vektorokat egyetlen
vektorrá vonjuk össze, s a továhhiakhan ezt a vektort jelöljük x1-veL Ily
módon a fenti programozási feladat a következő alakot ölti:

(2.1) 

(2.2)

(2.3) 

t ,~=. l, 2, . . . , 'l',

l=l,2, ... ,'P

/(x1, x2, ..• , x-r) =min!

x1 most »z-dimeneiós, - ahol m. a korábbi m + n-nek felel meg - g( · ) to
vábbra is n-(Umenziós vektor. Emlékeztetünk arra, hogy - bár ezt a jelölés
nem tükrözi - g nem csupán az x1 vektoron keresztül függhet t-től, és így pl.
(2.1) rnagálmn foglalja a következő lchetfíséget is:

A 112:1 + A21X1- I + · · · + A,+ l,/ Xt-, = b1, 
t = 1, 2, ... , T,

ahol A11, A 21, ..• , A,+ 1, 1 és b1 adott, t-Uíl függéí mennyiségek. (2.1 ), ill. g Jacobi
mátrixának jelölésénél természetesen nem feltételezhetünk kapcsolatot az argu
mentumok között, ezért :i;1 és késleltetett értékei helyére rendre 1.t1-et, u2-t, ... ,
uT+ 1-et írunk; ezek értelemszerűen m-dimenziós vektorok, melyek között sem
milyen kapcsolat sincsen. A (-r + l)m-dimenziós (x;, x;_ 1, ... , x;_,)' helyett.
röviden z1-t írva mármost a következő jelölést vezetjük be:

0g I

GJ(z1) =-/
Öilj z,

i= l, 2, ... , -r + l, t = 1, 2, ... , '1'.

A teljes (2. l) feltételrendszerhez tartozó Jacobi-mátrixot egyszerűen G-vel je
löljük, azaz. pl. -r =-= 2 és 1' =-= 4 esetén Ga következő képet mutatja:

G1(zJ
GAz2) 
OJ(zJ

Az általáno ·ított redukált gradiensek módszerének, ill. a CONOPT-program
elvi alapjainak leírásához az eddigieknél tömörebb írásmódra is szükségünk

5 Szigma
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lesz. A Tm-dimenziós (x~, x~, ... , xi•)' vektor helyére egyszerűen y betűt írva,
(2.1)-(2.3) a következő alakú lesz:

(2.4)
(2.5)
(2.6)

F(y) = o,
y<;,y~fj. 
-/(y) =min!

Itt F(y) azt a hipervektort jelöli, melynek komponensei g(z1), g(z2), ... ,

g(zT), A (2.1)-(2.3) rendszert a továbbiakban dinamikus, a (2.4)-(2.6) rend
szert pedig statikus modellnek fogjuk nevezni. Az y vektor komponenseinek
jelölésére az Yt, y2, ... , YmT jeleket is fogjuk használni; ezek korábbi jelen
tése feltehetően nem fog zavart okozni. Eddigi jelöléseinket még a következők
kel kell kiegészítenünk:

h'-~- ay, hf of . '11
1 = - , l = l, 2, ... , ,

UX1
O(y) = oF(y) _, 

ay 

tehát a statikus rendszer Jacobi mátrixát ugyanúgy jelölj Lik, mint a dinamikus
rendszerét. Az általánosított redukált gradiensek módszerének sémáját a követ
kezőkben a statikus modell jelöléseivel írjuk le.
l. Legyen y0 egy megengedett induló megoldás, és legyen le= 0.
2. Határozzuk meg az aktuális O -::-, 01' Jacobi-mátrixot.
3. Válasszunk ki egy 13 bázist a következő feltételek mellett:

(a) G-nek a B-hez tartozó része, OB legyen invertálható;
(b) .z/-nak .R-hez tartozó részére, y11-re teljesüljőn az y1;1 < y111 < fí''u egyen-

lőtlenség. -
Legyen Na 13 komplementer halmaza: 8 UN-= {l, 2, ... , m'J.'}. Az oszlo
pok, ill. komponensek sorrendjétől eltekintve fennállnak a G = (08, ON) és
ah' = {h'8, h'rv) összefüggó,,elc

4. Határozzuk meg a duál változók w' - h~p8-
1 vektorát é,, a rt' = h'rv - 

h'aG ;/ GN redukált grad ionst."
5. Ha minden olyan i E N esetén, amelyre rL; ;6 0, rl1 > 0 esetón y'/ = y;, d; < 0

esetén pe<lig y'f -=- y1 teljesül, akkor y'' K uhn-Tucker-pont ÖH az clTárás befe
jezödöt.t.

G. Legyen a,,-; 8 szu/perbázis azoknak a vá.ltozóknuk a, halmaza, amelyekre
i EN és rl1 ;;6 0, azonban d1 0 csetón y'[ > y,, illetve rl; 0 esetén y'; < fj1• 
Az N""'S hal maz.t jelölj Uk továhhra is N-nel, y1' megfelelő részei pedig legye
nek y'}; és yt;,. Keressünk d ismeretében olyun megengedett e= c1' irányt,
melyre vonatkozóan / mint Ys függvénye .t1t egy környezetében növekvő.

7. ex > 0 különböző értékei mellett keressük n, feladat egy új megengedett
megoldását: rögzített, ex esetén határozzuk meg a báxisváltozók y8 vektorát
az F(:1j8, y~ - ccc", yt;,) = 0 egyenletből Newton-módszerrel.

8. A 7. pontban meghatározott megengedett megoldások közül 11 legjohl: cél
függvényértékű megoldást jel ülj ük y"+ 1-gyel, növeljü k le értékét 1-gyel, és
folytassuk az eljárást a 2. lépésnél.

Mint A. Drud is megjegyzi, egy az általánosított redukált gradiensek módsze
rén alapuló gépi program hatékonysága nagymértékben függ attól, hogy a cél
függvény javításának irányát (e'') hogyan választjuk, milyen eljárást alkalma-

5 A g,wJif'nst sorvck tornuk fogjuk fel, így d, a rct l uká l t grutlio11R t.ru.nszponé ltju, osz
lopvektor.
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zunk a választott irányban való keresésnél stb.; nagyméretű feladatok esetén
emellett kitüntetett szerepe van annak, hogy milyen mértékben sikerül kihasz
nálni a Jacobi mátrix ritkás tulajdonságát, ami általában az ilyen feladatok
velejárója. A következőkben azokat a részalgoritrnusokat, eljárásokat fogjuk
áttekinteni, amelyek a CONOPT programcsomag hatékony működését bizto
sítják; ennek során azonban, főként terjedelmi szempontok miatt, egyes tech
nikai megoldásokat részletesebben, másokat vázlatosabban ismertetünk. Több
nyire a statikus feladattal fogunk foglalkozni, a dinamikus feladatot csupán olyan
esetekben vizsgál,iuk részletesen, amikor az eredeti - tehát a (2.1)-(2.3) - 
feladat strukturális sajátosságaiból adódó lehetőségek kiaknázása nem magá
tól értetődő, ilyen eset például a bázis kiválasztása és a bázismátrix invertálása.
A jobb áttekinthetőség érdekében a további mondanivalónkat alfejezetekre
tagoljuk a következők szerint:

bázis kiválasztása és invertálás statikus feladat esetén;
bázis kiválasztása és invertálás dinamikus feladat esetén;
megengedett irány meghatározása a redukált gra,diens segitségével (sta
tikus felada.t.);
a eélfiiggvényérték javítása adott irány mentén (statikus feladat);
induló megengedett megoldás meghatározása.

2.1. Bázis kiválasztása és a báziemátrix inverlálá.sa statikus feladat esetén

l~zt a részfeladatot f1 CONOPT programban ugyanúgy oldották meg, mint
a kereskedelmi forgalomban levő lineáris programozási kódolmál, vagyis az
inverz szorzatalakjának é;-, n, gya.korlatilag optimális pivotelem-kiválasztást
biztosító H1~LLJfüMAN -RAR1CK-eljárás [15] felhasználásával. Mint ismeretes,
ez ;t következőket jelenti:
a) adott nXiii-es A mátrixból, feltéve, hogy h < iii és rang (A)= n, az eljárás

kiválaszt n független pivotelemet oly módon, hogy az ezek álta.l meghatáro
zot.t rí X n-es A8 báaismá.trix a sorok és oszlopok sorrendjétől eltekintve a
lohető legkiöebl, mértékben tér el egy alsó háromszögmátrixtól;

ú) az eljárás előállítja A 8 inverzét, éspedig

(2.7)

alakban, ahol /t1, ••• , E, ún. 17-mátrixok, amelyek az egységmátrixtól csu
pán egy-egy oszlopban különböznek; ezeket az egységvektortól különböző
oszlopokat rJ-vektoroknak nevezzük. Az alsó index itt a keletkezés sorrend
jére utal, r =ii.nem feltétlenül teljesül.

I'

].ábra

5*
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A:~ eljárás által kiválasztott A8 bázismátrix sorainak és oszlopainak alkal
mas átrendezésével elérhető, hogy a pivotelemek a főátlóba kerüljenek, és ak
kor a mátrix az l. ábrán látható képet mutatja; a vonalkázatlan részek csupa
nullaelemnek felelnek meg, emellett természetesen lehetnek nulla-elemek a
főátló alatt i8. Azokat az oszlopokat, amelyekben a főátló felett csak nulla
elemek vannak, trianquláris oszlopoknalc, a többit - tehát a ,,kilógó" oszlopo
kat - extrém oszlopoknak nevezzük; ez utóbbiak közhasználatú angol neve
spike. A Hellerman-Rarick (a következőkben: HR) eljárás arra törekszik, hogy
az extrém oszlopok minél rövidebbek legyenek, vagyis, hogy - az, ábrán lát
ható elrendezésben - minél kevesebb n ullától különböző elem Lik legyen a föátló
felett .

...\ HR-eljárás során a pi votelemek ki választása és A8l szorzatalakba.n való
elóá.llitása, legalál11Jis a legtübl, gyakorlati megvalósítás esetén, egyidejüleg
megy véglJe. Ha történetesen A 8-lion a pivotelemok - L1gy, mint az l. ábrán
- a főátló mentén helyezkednek cl, akkor (2.7}-l)en r = n, bármely /C1,-lian
(1 <: k ..- n) az '17-vektor pontosan a k-adik helyen áll, és azt a következő képlet
tel lehet kiszámítani:

Ir-I 1Clk-1Jr, ·, 

ahol

az

mátrix k-adik oszlopát jelöli (lrJ0A 8 = A8). Ha ezt a mátrixot halról /C"-vu.l
megszorozzuk, akkor csak az extrém. oszlopok t.ranszforrnálódnak, a trúmg·Ldáris
oszlopok változatlanul maradnak. Ez a szabály az általánm; esetben is érvényes,
és a fonti algoritmus, illetve :i, GONOP'l'-progrr~m szempontjából azt jelenti,
hogy a ,fac:nhi-mátri:d>ól kivrilaaztott ház.ismátrixnak csupán az extrém oszlo
pait kell t.ranszformálni az '17-mátrixok segitségévol, a trianguláris oezlopolca.t
nem; ez utóhliiak transzformáltja (2.8) alapján 1;zülrnég esetén bármikor eliíál
lítható.

Az általános elvek alkalmazása mellett a GONOPT-1,an az inverté.iás vonat
kozásában még a további, tül,l>é-kovésl>6 speciális szempontok is érvónyesül
tek . Elfíször is, az inverté.lás k6tfóle ,,üzemmódját" alkalmazza a prourarn, és
pedig a báziskeresést é8 az újruinvertálásl. l~áziskeresésre - amely természete
Hen rnagáhan foglalja az i11 verté.lást is - akkor van szükség, ha

induló bázist kell 1JJegliatározni,
- bázisoserét kell végrehajtani, mert gy vagy tölih bázisváltozó elérte alsó

v. felső korlátját,
- 3tz újrainver táláe nem Hikorült..

Ujrainvertálásról akkor beszólunk, ha a IJázisváltozók hal maza ugyanaz.
mint az előúí megengedett megoldás esetén volt, és csak a, konstanstól külön
böző Jacobi-elemek értéke változott. Ebben az esetben az r1-mátrix:ok, ii l.17-vek
torok struktúrája, azaz, nulla- és nem milla elemeik száma és pozíciója is válto
zatlan, csupán a nullától különhöz6 elemek numerikus értéke változik. Figye
lembe véve, hogy - mint elóhb említettük - a HR eljárás szempontjából csak
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a l.áxismáu-ix extrém oszlopait kell transzformálni, az újrainvertálás a báziske
reséshez viszonyítva igen gyorssá tehető. Célszerű tehát egy már meghatáro
zott bázist addig használni, amíg csak lehetséges. A tapasztalatok szerint ez
a lehetőség sok esetben adva van, ugyanis a (2.4)-(2.6) feladat nemlineáris
voltából következően az irány menti keresések mintegy 80 %-a belső pontban
fejeződik be, amikor is báziscserére nincs szükség, s így újrainvertálást lehet
alkalmazni.

A CONOPT-program készítése során célszerűnek bizonyult néhány módosítás
alkalmazása a HR eljárás implementálásánál. A fontosabb változtatások a
HR eljárás eredeti változatához képest a következők voltak:

a bázis kiválasztása során a szóba jövő extrém oszlopoknál nem csupán a
háromszögmátrixból való ,,kilógás" mértékét kell figyelembe venni, hanem
a, megfelelő változónak a korlátaitól mért távolságát is;
a pivotelem kiválasztásánál numerikus toleranciát kell megadni az elem
al iszo I út órtékére vonatkozóan;
n. bázismátrix trianguláris oszlopait elegendő megjelölni a Jacobi-mátrix
ban, az extrém oszlopokat azonban transzformálni kell, és az így adódó
oszlopok logikai struktúráját ugyanúgy kell tárolni, mint a Jacobi-mátrix
oszlopai t.

H:01 háziskeresés vagy újrainvertálás során egy lehetséges pivotelem abszolút
értéke nem éri el az adott toleranciaszintet., akkor a megfelelő oszlop nem kerül
het ,1 házisba, illetve újrainvertálás esetén ki kell hagyni a bázisból. Ekkor
további oszlopokhau kell pivotelemet keresnünk, a.mi azt is jelentheti, hogy
hővltenünk kell a, bázisba bevehető változók halmazát, vagyis enyhítjük [1

változóknuk a hozzájuk tartozó korlátoktól mért eltéréseire vonatkozó meg
szori tást. Ha már semmiképpen sem lehet n, bázisba bevonható változók körét
bővíteni, akkor egy bizonyos határig csökkenteni lehet a pivotelem abszolút
érték.éhez tartozó alsó korlátot, ezen túl azonban az invertálást sikertelennek
kell minősitenünk, azzal a következtetéssel, hogy a Jacobi-mátrix nem tesz
eleget a rangra vonatkozó kikötésnek. A báziscserével kapcsolatban megje
gyezzül{, hogy az ugyanúgy megy végbe, mint lineáris programozás esetén:
a helépő vektort transzformáljuk az 17-mátrixokkal, majd - pozíciójának meg
jegyzésérnl - (r + 1)-edik elemként az 17-vektorok közé soroljuk.

:2. :2. Bázisleeresés és invertálás dinamileu» [eladat esetén

Természetesnek tűnik, hogy a (2.1)-(2.3) feladat speciális struktúráját cél
szerűen ki lehet használni báziskeresésnél és az inverznek szorzat alakban való
,:Jl6állításánál. Ezzel kapcsolatban mindenekelőtt azt kell tisztáznunk, hogy
mit állíthatunk általánosságban a bázismátcixok felépítéséről dinamikus fela
datok esetén.

A feladat Jacohi-mátrixa, mint korábban láttuk, alsó blokkháromszögmát
rix , melyben minden egyes blokk n sorból és 1n oszlopból áll. Kézenfekvőnek
látszik a feltételezés, hogy minden egyes G 8 bázismátrix is ilyen felépítésű,
azzal az eltéréssel, hogy most a blokkok n x n-e« méretűek. Ha ez igaz lenne,
akkor nagyon egyszerű, elegáns formában lehetne előállítani a bázisinverzeket,
sajnos azonban a básismátrixok felépítése olyan, mint ahogyan a 2. ábrán
látható.

A bázisokat tehát az a körülmény jellemzi, hogy a főátló mentén elhelyezkedő
blokkok jobb alsó sarka vagy a főátló11,, vagy 1,eriig a főátló fölött helyezlcedilc el.
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A pivotelemek elhelyezkedése szempontjából ez a következőt jelenti: a koráb
ban bevezetett jelöléseket használva nevezzük a teljes Jacobi-mátrix G1(z1),

G1(z2), ... , G,(zT) blokkjait e_qyirlejü vagy késleltetés nélküli blokkoknak, az
összes G;(z1) alakú blokkot pedig, ahol i 2 2, késleltetett blokkoknak; ekkor azt
mondhatjuk, hogy a, pivotelernek egy része a késleltetett blokkokhoz tartozik.

2. úln:«

Az eddigiek figyelembevótelével a dinamikus l1áziskiválasztás és invertálás
a.lgoritmusa t = 1, 2, ... , re kül8c'í ciklusből áll, és a z-edik ciklus eredménye
egy nt X nt méretű biízisrnátrix kiválasztása és az inverznek szorzat alakban
való elóá.llltásn., Az aJgoritmuR l. ciklusábam. a (J .lacohi-mátrix elsö n sorából. és
első m oszlopából, más szó val : a 01(zi) hlokkhól a 2.1. alfejezetben mondottak
figyelembe vételével kiválasztunk egy nxn-e8 B1 házismátrixot, és természe
tesen előáll: tjuk ennek inverzét is.

Az elsőt ciklus végrehajtás» után az oH:-•fopok sorrondjétöl eltekintve (J elséí
n(t + I) sora és első mit + I) oszlopa a 3. ábrán látható képet mutatja A
blokkok jelentése a következő:

11, 

u,

0

I u,, 1 ,., = 01(z1 ~)

3. ábra.

B, az els{j t időszakhoz tartozó, már meghatározott báziamé.trix inverze
abban az értelemben, ahogyan az előző alfejezetben leírtuk (csak az
extrém oszlopok transzformálására van szükség); B1 már tartalmazhat
olyan pivotelerneket, melyek késleltotet.t blokkhoz tartoznak;

D1 olyan részmá.trix, melyetO (nt + lj-edik , (nt + 2)-eclik, ... , n(t + 1)
edik sorai és lJ1 oszlopai határoznak meg;

A1 és C, a G' első n(t + l) sorának olyan oazlopaihól áll, melyek az első t idő
szakhoz tartoznak, és nem kerültek a ház isba ;

G1, 1 + 1 = G,(z1+ L) G-nek a (t + li-edik időszakhoz tartozó, késleltetés nélküli
blokkja.

A (t + I)-edik cikluson belül az l. lépésben a 01 ,t+i blokkon belül keresünk
pivo telemeket a HR eljárással. Tegyük fel, hogy n* < n elfogadható pivotele
met sikerül meghatároznunk; a hiányzó n - n* számú pivotelemet ideiqlene-
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sen egyesekkel, a megfelelő oszlopokat pedig az egységmátrix oszlopaival pótol
juk. A 3. ábrán látható részmátrix ezután a 4. ábrán látható részmátrixba
megy át; a vonalkázott (lt1, I) mátrix itt a kiválasztott nxn-es mátrix inverzét
reprezentálja, I most (n - n*) X (n - n*) rendű egységmátrix G-i, 1 .L

1
a

G1,1+ 1 mátrixnak az a része, amelynek oszlopai nem kerültek be a bázisba.
Jelöljük azt a mátrixot, amely az ábrán vastagon bekeretezett részből D1-nek

0 0

4. ábra

- (E,, l)D,Brvel való helyettesítésével adódik, B1+ 1-gyel. A továbbiakban
báziscseréket fogunk végrehajtani oly módon, hogy az egységmátrixhoz tar
tozó oszlopok helyére az A1 és C, részmátrixokhoz tartozó oszlopok kerüljenek;
eközben mind a közbülső eredményeket, mind a végeredményt továbbra is
B1+ 1-gyel fogjuk jelül ni

.A (t + 1)-edik ciklu« 2. lépése tehát a következő: legyen e; az aktuális B1+ 1-
nek az az egységmátrixhoz tartozó - oszlopa, amelyet (A;, e;)' valamelyik
oszlopával szeretnénk kicserélni. Ebben az esetben, mint könnyen belátható,
az e1B1+ r(A;, e;)' sorvcktorban kell pivotelemet keresni. Ha megfelelő pivot
elemet nem tu.lálunk, akkor a, 2.1. alfejezetben megadott módon kell eljárni,
egyébként következzen a 3. lépés.

A (l + 1)-edilc ciklus 3. lépésében a pivot oszlopot transzformálni kell B1+ 1-

gyel, ezáltal megkapjuk 1J1+ 1 új értékét, és amennyiben a mátrix több egység
mátrixhoz tartozó oszlopot már nem tartalmaz, a ciklust befejeztük; ellenkező
esetben az algoritmus a 2. lépésnél folytatódik.

Az eljárásból következően a, '.Z'-edik külső ciklus után Br = Gr/.

2.3. Megengedett irány meghatározása a redukált gradiens ismeretében

A célfüggvény javításának irányával kapcsolatban a (2.4)-(2.5) statikus
feladat vizsgálatára szorítkozunk, mivel az egyetlen dolog ezzel kapcsolatban,
amiben a feladat, illetve a házismátrix dinamikus struktúrája szerepet játszik,
a duál változók, ill a redukált gradiens kiszámítása w' = h'1P81, ill. d' = h~ -
- w'G,v alakban. Erre vonatkozóan elegendő azt megjegyeznünk, hogy a (2.7)
képlet értelmében a h8 vektort az ri-mátrixokkal jobbról a következő sorrend
ben kell megszorozni: En E,_ 1, ... , E2 és E1. A CONOPT egyébként az inverz
numerikus stabilitásának ellenőrzése céljából a h~1 - w'G8 vektort is kiszá
mítja, melynek elvben nullával kell egyenlőnek lennie.

Az általános.ított redukált gradiensek módszerének fenti algoritmusában a
bázisba nem tartozó változókat szuperbázisra (S) és ezen kívüli válwzók hal
mazára (N) bontottuk fel (6. lépés). Az aktuális megengedett megoldás mellett
az f cólfüggvényt a szuperbázis-változók függvényének tekintjük, és így
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ame 1111 viben sikerül több, egymást követő megengedett megoldás esetén ugyan -
azt a bázis-szuperbázis-halmazt használnunk, akkor ezekben a, lépésekben
gyakorlatilag feltétel nélküli szélsőérték-feladattal van dolgunk. Az első meg
engedett megoldásnál az 8 sz uperbázist úgy definiáljuk, mint azoknak a bázis
ba nem tartozó Yi változóknak a halmazát, amelyekre Yi < Yi < Yi, és a továh-
hiakban a következők szerint módosítjuk: -

Yi kilép a szuperbázishól, ha elérte alsó vagy felső korlátját, illetve, ha
belép a bázisba, valamely Y; változó helyére, amely elérte alsó vagy felsó
korlátját:
Yi belép ,t szuperház.isba, ha azokra aj EN indexekre, amelyekre y} 'YJÍ;
kellőképpen kis pozit.ív Cl-értékek mellett Yi és y1 közé esik, d, - - a redukált
gradiens megfeleló komponense - aiJRzol.Cit értékben ma.ximális, é;-; ezen
t.úlrnenóen még egy cl inami kusan változó kűszöhértékat is meghalad.

A CONO.PT célfüggvény javítását kvázi-Newton módszerrel vég7,i, az egymá;-;t
követő keresési irányok meghatározására pedig a C. G. lfaovo1rnUíl [3J. I-{.
FLETCHEIÜ(>l [llj, D. GoLDF'AEtutól [13] és D F. 8JJANNotól [23J származó
BFG8 formulát alkalmazza. Abban ,1z esetben, amikor az algoritmuH működé
sének egy szakaszában változatlan házis-szuperliá;.,:is l1a,lrnazz;.,:al dolgozunk, e7,
a követ.kezöket jelenti. Legyen
({) = r/J(ys) = f(y8(ys), Ys, YN) a célfüggvőny mint a sz uperházi« változóinak ,i

fiiggvénye;
y§, yl, y], ... a szuperházis változók vektorának egymáR utáni értékei válto

zatlan S szuperbázi» mellett;
d'', r!L, tl~, ... a redukált gradiens, vagyii-; a </J fiiggvóny Ys szerint.i gn,dien

sének egymást követö értékei;
c0, c1• c2, ... a célfüggvény javítása irá.nyána.k egynuis utáni értékei;
.M 0, JV/1• JV!~, ... ,t <JJ(y5) függvény Hesse-föle mátrixának (M = o~C/>/Dy'!:,) egy

mást követő a.pproximáoiói ; /J10 vagy a;.,: ogykégrnátrix;-;;.,:al egyenl(í, vagy
pedig egy koráb hi szu peri 1ázis hal 111/J,;.,:hoz tartozó M mátrix hói ft! ka.lmas
t.ranszformáoióva] áll el{í ( l. a későbbiekben).

Ezekkel a. jelölésekkel az eljárást a következőképpen írhatjuk le. le= 0. l, 
2, ... esetén legyen

d' = M,71 ri":

egy minimum helye:

(2.D)

(2.10) u''(u/')' 111 .vk(v1')' M . 
/11,,+ l -= /tf1, + --'---'- - · 1

'
1
' . (HFGS formula)

(uk)'vk (v1')' M1/v11 

Abban az esetben, amikor (/J HzigorCian konvex kvadra.tikus függvény, a kvázi
Newton módszernek ez a változata n* lépésen belül megtalálja az optimum
helyet, feltéve, hogy az r:x.1< értékek meghatározása pontos eljárással megy végbe
[11]; n* itt az Ys komponenseinek a számát jelöli.

A Hesse-mátrix Mk közelítése hasznos információt tartalmaz ct <-élfüggvény
viselkedéséről, és ezért célszerű ebbéíl az információból minél többet megéíriz
nünk. abban az esetben, amikor a liázis- és szuperbázis változók halmazának
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megváltoz.tatésára van szükség. A CONOPT-ban a következő megoldást alkal
mazták:

(i) ha egy új változó belép a szuperbázisba, akkor Mk egy sorral és egy osz
loppal bővül: az új diagonálelemet az eddigi diagonálelemek mértani
közepével egyenlőnek választjuk, az új sor és oszlop többi eleme kezdet
ben nulla;

(ii) ha egy változó kilép a szuperbázisból, akkor a megfelelő sort és oszlopot
kihagyjuk M,,-ból;

(ii-i) ha a j-edik szuperbázis változó helyet cserél az i-edik bázis változóval,
akkor két esetet különböztetünk meg: ha több ilyen i, j indexpár van,
akkor MO értékét az új szuperbázisban az egységmátrixszal tesszük egyen -
lóvé, míg az egy ilyen indexpár esetére vonatkozó teendőket a követke
zőkben részletezzük.

Eljárásunknak az az alapja, hogy feladatunk P(y) = 0 feltételrendszerét az
ak tuális y" megengedett megoldás körül linearizá]juk. Ekkor, mint könnyen
belátható, a régi szuperbázis változók (y5) és az új szuperbázis változók ('[)5)
között a következő kapcsolat áll fenn:

JiJ,jjs = Ys, 

ahol J;J most olyan transzponált 17-mátrix, amelynek j-edik sora

( ) I , a- ,e Y - I ,17t, 172, ... , 17,,. = - - ei u .,,.5 + -- ej 
?' y 

e; és ei az n,:, X n'1
' méretű egységmátrix i-edik, ill. J-edik oszlopa. A. Hesse

mátrix közelitésének transzformálását mármost a, következőképpen kell elvé
gezni:
(a) ki kell számítani a redukált gradienst az ú.i szuperbázis-térben, legyen ez d';
(h) ,1 redukált gradienst vissza kell transzformálni a régi szuperbázis-térbe:

(rL"+r)' = d' = d'E-1,

majd a (2.ü)-(2.10) képletekkel kiszámítjuk a Hesse-mátrix JJ1"+ t közelíté
sét:

(e) a mátrixot, transzformáljuk az új szuperbázis-térbe:

Mit+ l = IC' Mk+ 1R,
majd el hagyjuk azt a változót, amely a báziscserót szükségessé tette.

2...J. A célf'iJ,gyvényjáték javítása adott egyenes mentén

Ezzel, az általánosí.tott redukált gradiensek módszere szempontjából kulcs
fontosságú, részfeladattal kapcsolatban a következő kérdéseket fogjuk meg
vizsgálni:
-- a Newton-módszer implementálásának szempontjai, különös tekintettel a

hatékonyságra;
a. lépésköz korlátjának becslése a bázis- és sz.uperbázis változók egyéni
korlátainak függvényében;
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- az adott egyenes mentén való keresés befejezésének kritériumai;
- a numerikus pontatlanságból származó eredménytelenség kivédésének

módszerei.
A Newton-módszer alkalmazására a bázis változók meghatározásához, tehát az

P(y18, Y's - ccc"; y~) = 0

egyenletnek y18-re való megoldásához van szükségünk, a bázison kívüli válto
zók y~, a szuperbázis változók Y's, a keresési irány e'' és a lépésköz a rögzített
értéke mellett A következőkben Y's - rxck, y'fv helyett egyszerűen YN-et, y~1
helyett y8-t írunk. A Newton-módszer elvben a következőket jelenti:

kiindulunk egy y8 = yi induló megoldásból (ennek megválasztására még
visszatérür: k);
l = 0, 1, 2, esetén az

(2.11) 

iterációt alkalmazzuk egy alkalmasan választott megállási kritérium telje
süléséig.

Ezen a ponton röviden utalunk a dinamikus feladattal kapcsola.tos legfontosuhl.
tudnivalókra. Gü1 miné5ségében ugyanazt a mátrixot használjuk, amely a redu
kált gradiens kiszámításánál szerepelt (I. az erre vonatkozó megjegyzést a
2.3. alfejezet elején); az ott követett eljárással ellentétben most az fi' vektort az
17-mátrix:okkal it kövot.kezö sorrendben kell megszorozni: }!)1> l~'i, ... , ff),._ 1 és
E,.. Ehhez még azt kell megjcgyewiink, hogy annu.k megfelel{5en, ahogyan a
dinamikus házisinvcrz , G111=- IJ1 létrejött (2.2. alfojezot), most a (2.11) iterációs
képlet alkalmazása t I, 2, ... , T külső ciklus, és ezeken [JeWI l szerinti be[é;Ő
ciklusok elvégzésót fogja jelenteni. Mivel a házismátrixok nem igazi blokk
háromszögmátrixok, hanem olyanok, mint a 2. ábrán látható mátrix, ez azt
jelenti, hogy £1 < t2 esetén a, t2-ec.lik küls(í cikl us elronthatja az el{ízö eredmé
nyét, 08 azon oszlopai ugyanis, amelyek valamely korábbi idf5szakhoz tartoz
nak, pivotelernük viszont u t2-eclik id(5szaknak megfelelő sorok va.lameiyi k.óhen
van, módosítják az ywnek t = I Ófl t - t~ l közöt.ti részére ka.pot.t eddigi
értékét .. Amennyiben ezáltal egyes változók jelentős mértékben túllépnek alsó
vagy fels/5 korlátjukon, n, Newton-módszer alkalmazásá.t elólről kell kezdeni.
kisebb lépóshossz alkalmazása mellett.

A továbbiakban mármost csak a (2A) (2.(i) stat.ikus folada.ttaí foglalkn
zunk. A CONOPT-lia a d ivergenc-ia, illetve az ahhól adódó fölösleges számítá
sok kivédésére a következő kritikus értóke k vizsgál11tiít ópítot.ték ho:

l az iterációk szátna:
e\ = P(y8, y,v) normája, a komponensek abszolút értékének összege;
b~ = I; w;g; = h~G u1 fi', a, c-élfoggvényértéknek a korlátozó feltételek meg

;
sértéséböl származó hibája (becslés);

ó3 = max { (y; - y;)/(1 + IJ,';I), (jj,- - y;)/(1 + l:9;[)}, a, korlátok megsértésének
I

mértéke.
Ezekhez a mennyiségekhez rendre a következő felsD korlátok tartoznak:

lmax, ei, e~, illetve t:3. Ahhoz, hogy a Newton-módszer működését sikeresnek
könyveljük el, a következő feltételeknek kell teljesülniök:
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továbbá, hogy

(Ö{ +l/ői)(/max-l+I)/2 < 8], (Ö~ +l/b~)(lmax-1+1)/2 < 1'2,

ahol az l felső index az iteráció sorszámára utal; ez a két utóbbi kikötés a túl
ságosan lassú konvergencia ellen nyújt védelmet. 81 és E2 alapértéke n · I0-3,

ill. 10-5_ Ezeket kívülről meg lehet változtatni; kísérletek folynak arra, hogy
maga a program változtassa dinamikusan ezeket a küszöbértékeket, azonban
végérvényes megoldás ebben a részletkérdésben még nincsen. E2 dinamikusan
változik, éspedig a célfüggvény adott irányban való várható változása becs
lésének századrészétöl és a célfüggvény egy abszolút alsó korlátjától függ. A
Ö2 < c2 követelmény ennél fogva olcsó és pontatlan Newton-megoldások elfo
gadását teszi lehetővé, ha még távol vagyunk az optimumtól, és pontos meg
oldások kiszámítását eredményezi az optimum közelében.

A fölösleges számolás elkerülésének egyik fontos lehetősége a lépéshossz
korlátozása annak érdekében, hogy a Newton-módszerrel meghatározott új
megoldások a megengedett tartományon belül maradjanak. Az yk aktuális
megoldásnál yg a szuperbázia változók vektora és ck a célfüggvény javításának
iránya. A lépéshossz egy x* felső korlátja adódik az

Ys :s;: Y~ - rxrf :s;: Ys
egyenlé5tlenségli61, az a :s;: :z':' lépéshossz azonban még nem garantálja a bázis
változók megengedettségét. A CONOPT ezért extrapolálja a bázisváltozók ér
tékét, és ennek figyelembe vételével határozza meg a lépéshossz !Xmax végleges
korlátját. Az extrapoláció az irány menti keresés kezdetekor lineáris, az y'iJ 
kezdőpont és a c13 = - G,j1G5d' irány alapján, a későbbiekben pedig kvadra
tikus, a c'53 irány és két pont, vagy az időrendben három utolsó pont alapján.

A kezdeti lépéshosszt a CONOPT-ban a célföggvényérték várható megvál
tozásának és a e" keresési irány meredekségének hányadosával határozzák meg,
hu ez az előbb meghatározot.t folsö korláton belül van; a célfüggvényérték vár
lrnLó változása korábbi változások mértani közepe, a meredekség pedig a re
dukúlt gradiens Ú', e'' skalár szorzatával egyenlő. A tekintett irányban való
keresés a Newton-módszer ismételt alkalmazásából áll, és ennek megfelelően
a követ.kezö esetek következhetnek he:
(a) a Newton-módszer alkalmazása sikeres volt, új megengedett megoldást

határoztunk meg, amelyre /(y) < f(yk);
(b) a Newton-módszer alkalmazása divergencia vagy túl lassú konvergencia

miatt sikertelen volt;
(e) a Newton-módszer alkalmazása sikertelen volt, mert valamilyen változó

lényegesen túllépte alsó vagy felső korlátját.
Az (a) esetben tovább folytatjuk az adott egyenes mentén a keresést, és az

új lépéshosszf kvadratikus interpoláció alapján határozzuk meg; ez azonban
nem lehet nagyobb, mint az előző lépéshossz a-szorosa, ahol o; kezdeti értéke 4.
A keresésnek határt szab, ha

egy lépésben a célfüggvényérték javulása kisebb, mint az eddigi javulás
20%-a;
bekövetkezik a (b) és (c) esetek valamelyike.

A (b) esetben követendő eljárás attól függ, hogy az aktuális irány menti
keresés során találtunk-e már yk-nál jobb célfüggvényértékű megen&edett meg
oldást, vagy nem. Ha igen, akkor csökkentjük a lépéshosszt, és a értékét a
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négyzetgyökével helyettesítjük, majd újból próbálkozunk a Newton-módszer
alkalmazásával. Ha ez a módosítás kétszer egymás után alkalmazva sem hoz
eredményt, az adott irány menti keresést befejezzük. A másik esetben, vagyis
ha még nem találtunk yk-nál jobb, új megengedett megoldást, akkor a lépés
hosszt &:-pal elosztjuk, és így próbálunk új megengedett megoldást meghatá
rozni. Ily módon előbb-utóbb bekövetkezik az (a) eset, vagy pedig a lépés
hossz egy kritikus érték alá csökken, amikor is speciális ki vezető utat kell
találnunk, rövidesen ezzel a kérdéssel is foglalkozunk.

A (e) esetben egységesen 9/10-részére csökkentjük a Iépéshosszt és így kísé
reljük meg a Newton-módszer ismételt a.lkalmazását. Ez biztosítja azoknak 1.1z
eseteknek a numerikus szempontból való helyes kezelését, amelyekben az
egyenes mentén való keresésnek a megengedett tartomány határa szab korlá
tot.

Az egyenes mentén való keresés során előfordulhat, hogy a Newton-mód
szer konvergenciájának biztosítása érdekéhen olyan rövid Iépéshossaal kell
dolgoznunk, hogy a r.;élfoggvény javulásának mértéke nagyságrendben azonos
a numerikus számitás pontatlanságából adódó torzítással. Ilyenkor a CONOPT
a következő speciális szabályok alkalmazásával próbálja kimozdltani a számí
tást a holtpontról.
A: visszatérünk az előző iterációhoz és a pontossággal kapcsolatos toleranciát

tizedrészére csökkentve, újra rneghatározzu k az y1' megoldást;
H: a javított yk pontban újra lriszámitjuk a G,/ inverzet, és új keresési irányt

határozunk meg;
C: a minimum-keresésben áttérünk egyszerű gradiens módszerre;
D: bővítjük a szuperbáz ist., lm lehetaéges:
E: a pivotelemekre vonatkozó tolerancia növelésével új háziara térünk át.

Ezeket a szabályoka.t egymás után kell al kalmazni, tehát a H szal lályt csak
akkor, ha A nem vezetett célhoz, a C szal)ályt csak olyankor, ha J-, sem segí
tett. Ha még E után sem oldódott meg a probléma, akkor még egyszer megis
mételjük az egészet A-tól E-ig, és újabb sikertelenség esetén 11, program ilyen
értelmű üzenettel abbahagyja a számítást.

2.5. Induló •meuengeclell meqoldás nieqhauirozása

Ezt a feladatot a legtöbb nemlineáris programozási algoritmus a lineáris
programozásban szokásos módon oldja 111.eg, az l'.111. 1. fázis keretei között.
Ennek, mint ismeretes, az a lényege, hogy egy az eredeti feladat szempontjából
nem megengedett x megoldáshoz egy olyan módosított fol adatot rendelne I,,
melynek x megengedett megoldása, éfl amelynek optimális megoldása szüksóg
szerűen megengedett az eredeti feladatra nézve. F~zt a módosított feladatot
oldják meg a rendelkezésre álló eljárással az l. Iáziaban.

A CONOPT-han induló megengedett megoldás meghatározására más mód
szert alkalmaztak, éspedig a Newton-módszer egy változatát. Szokásoa jelö
léseink segítségével ezt az eljárást a követ.kezóképpen lehet leírni.
1. lépés. Válasszunk egy y induló megoldást (a gyakorlati feladatok töhliségénól

kézenfekvő ennek megadása).
2. lépés. Válasszunk ki egy 13 IJázist a HR eljárással, emellett természetesen

ya-re teljesüljön az y8 < YB < YB egyenl6tlensóg.
3. lépés. Számítsuk ki a bázisváltozók növekményét a Newton-módszernek meg

felelően: ilyB = - G-ilF(yr,, ?IN)- 
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4. lépés Ha y3 + 11y8 a bázis változókhoz tartozó korlátok közé esik, legyen
ez a kifejezés y8 új értéke, és következzen a 3. lépés.

5. lépés. Legyen a az a legnagyobb valós szám, amelyre YB + aL1y8 még nem
sérti meg az alsó és felső korlátokat, és legyen YB új értéke ez a kifejezés.
Cseréljük ki azt a bázis változót, amely most alsó v. felső határon van,
egy olyan változóra, amely az eljárás folytatásakor nem ütközik egyik
korlátjába sem. Több lehetőség esetén olyan változót vonjunk be a
bázisba, amely a pivotelem nagysága és a korlátoktól való távolsága
alapján a, legked vezőhh. Számítsuk ki az új Q-;l mátrixot, és következ
zen a 3. lépés.

Az a.lgoritrnus kouvergenciájé.t ~t CONOPT természetesen hasonló módon
ellenörzi. mint ahogyan azt a 2..1. alfejezetben leírtuk. Az eljárás megengedett
megoldások hiányának jelzésével fejeződik be akkor, ha az 5. lépésben nem
sikerül olyan báziscserét vi;grehajtani, amely a folytatást lehetővé tenné. Az
induló bázis megoldás meghatározásának ez a módja. A. Drud tapasztalatai
szerint számos esetben nagyon jól bevált, viszont, bizonyíthatóan eredmény
telenül működik olyan esetckhén, amikor az P(y) függvény erősen nemlineáris
a megengedett tartomány határának közelében ..Kutatás folyik abban a vonat
kozásban, hogy hogyan lehetne a CONOPT-ban ezt az eljárást még hatéko
nyabb , szélesebb körben alkalmazható eljárással helyettesíteni.

3. A szabályozási programcsomagok hazai alkalmazásának tapasztalatai

Mind Chow szal rá.lyozás! eljárásáról, mind pedig az általánosított redukált
gradiensek módszerén alapuló CON(WT programról elmondhatjuk, hogy egy
részt gondosan tesztel ték őket., másrészt több esetben alkalmaztá.k konkrét
gazrhu,ági feladatok elemzésére. A Chow-féle program - melynek neve OPTNL
- a.lkalmazúsa.ira az l. fejezetben utaltunk; a CONüPT-tnJ kapcsolatban most
csak azt emelj ük ki, hogy számos tesztfeladat mellett olyan gyakorlati felada
tokat ÍK si kerescn megoJdott::d, vele, melyekben az ismeretlenek és a korlátozó
feltételek száma, ezren felül volt. ,.A világ kávé-modclljé'l-nek [4] egyik válto
zat.áhan például 80 idc'ís7,ak, idósze.kon ként 35 változó és 34 korlátozó feltétel
szerepelt, s így az összes vá.ltozó e\,, feltétel száma 2800, ill. 2720 volt, és a prog
ni ma CDC Cyber 176 számítógépen 334,7 CPU másodperc alatt talá.lt meg
egy optimális megoldást. Eredményesen alkalmazták a CONOPT-ot. a kanadai
grtzdaság 3G egyenletbdJ álló CL.l£AR nevű negyerléves ökonometriai modell
jének szrd1ályozására is [21 1- A CONUPT-tttl kapcsolatos további külföldi szá
m ítástoohnikai tapasztalatok ismertetése megtalál ha.tó [8 [-ban ; a következők
ben a, hazai tapasztalatokról számolunk he. J·Jzek jelenleg még egyértelműen
a kezdeti stádium jegyeit mutatják, megítélésünk szerint azonban így is alkal
masa.k arra, hogy a potenciális jövőbeni felhasználók figyelmét felhívják a
lehetősége kre.

A CON OPT és az OPTNL a.l kalmazásával két ökonometriai modellt szabá
lyozt.unk az MTA Közgazdaságtuclományi Intézetének Ökonometriai La.bora
tóriurn áha.n. Ugyanitt készültek a szabályozási számítások kiinduló pontjául
szolgáló ökonometriai modellek is, ezek főbb jellemzői a következők.

A kisebb méretű modell a magyar gazdaság legfontosabb összefüggé~eit tel
jesen aggregált formáhan, egyetlen szektor feltételezésével írta ]e. A szimultán
összefüggések rendszerét alkotó egyenletekkel nyomon követhető a pénzbefek-
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tetéseknek a beruházások üzembe helyezésére, azon keresztül pedig a terme
lésre gyakorolt hatása.. A bérek és más lakossági jövedelmek határozzák meg a
fogyasztást, ez utóbbi, a termeléssel együtt magyarázza a külkereskedelem
alakulását. A gazdálkodás eredményességét mutatja a nyereség nagysága, s
az egyszersmind visszahat a vállalati beruházási lehetőségekre. A modell idő
szakonként

31 egyenletet,
31 endogén
22 egzogén és

8 szabá.lyozó változót

tartalmazott. A fontosabb szerepet játszó szabályozó változók között szerepelt,
a közösségi fogyasztás, a lakossági vásárolt fogyaHztás deflátora, a bruttó nem
zeti termék deflátora é8 az állami döntéskörbe tartozó beruházások. A modellel
végzett kíaórlet] jellegű számításoknuk a célja az volt, hogy olyan növekedési
pályát generáljon a sza.hályozú változókon keresztül, amely biztrn,ítja a nem
rubel elszámolású fizetési mérleg rnegfeleW a.la.kuláaát., nem sérti a modellben
megfogalmazott gaz<lasági összefüggéseket, és mindenekelőtt - a lehetőségek
határain belül - egyenletes növekedést tosz lehet6vé. l•~nnek a modellnek a
leírása és a szabályozási számítások eredményei -· amelyek az OPTNL felhasz
nálásával készültek, 4 időszakra - pu]-lian találhatók.

Az első kísérlet tapasztalatai az ökonometriai modellek Hzabályozásának
további alkalmazására ösztönöztelc. A rendelkezésre álló számítógépi progra
mok a jelek szerint a korábbinál valamelyest nagyobb feladat mogoldására is
alkalmasnak tűntek. Ennek alapján ol készül t egy olyan - az olöhb ismerte
tetthez sok tekintetben hasonló - modell, amely a termelésben öt, 11 k ül keres
kedelemben három ágazatm bontotta a gazdaság tevékenysógőt., és így rész
letesebb vizsgálatra nyílt lehetőség. A modell kiulakításánál célszerűen ki lehe
tett használni azt, hogy nem előrejelzés, hanem szabályozás céljára kéHzült, és
így lehetséges volt néhány, a modellezés során gyakran folvotöd<'5 problémának
--- mint pl. a termelés kínálati és keresleti oldalról való meghatározása, kiizi.itti
összhang megteremtésének -- a azokásosná) egyszerűlih megoldáH1t n HztdJá
Iyozás időhorizontján. A szal1ályozási feladat idősztikonként

45 egyenletet,
45 endogén
27 cgzogén és
13 sza.há.lyozó változót

tartalmazott. A modell méreteivel együtt erősödött annak nemlineáris jellege
is: az egyenletek közül kilenc volt nemlineáris, ezekben egyébként egyszerű,
alacsony fokszámú polinomok szerepeltek. A szabályozó változók köre az ága
zati beruházásokkal. és az aktív keresők ágazatonkénti számával bővült, a
bruttó termelés deflátorát pedig felváltotta a hozzáadott érték deflátora.

Háromféle oélfüggvönnyel, különböző időhorizonton végeztünk szabályozási
számításokat. Az OPTNL segítségével 6, 9 és 10, 11 CONOPT-ütl pedig 4, 6 és
9 időszakra, vonatkozóan kíaóreltük meg a modell szabályozását. Mivel mind
két programmal ugyanazt a feladatot akartu k megoldani, kvadratikus r-élfügg
vények alkalmazására szorítkoztunk, tehát nem haaználtuk ki azt n, lehetősé
get, amelyet a CONOPT esetén a gyakorlatilag tetsz(íloges célfüggvény alkal-
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mazása jelent; ezen túlmenően, a jobb összehasonlíthatóság érdekében, az
0PTNL-nél lemondtunk a véletlen hatások vizsgálatáról. A célfüggvények
háromféle gazdasági alternatívát képviseltek; mind a háromban közös elem
volt a nem rubel elszámolású külkereskedelmi mérleg megfelelő aktívumának
biztosítása. Ezen túlmenően az egyik változat elsősorban a termelés fejleszté
sét, a második elsősorban a fogyasztás fejlesztését, míg a harmadik a, termelés,
a fogyasztás és a beruházások egymással arányos fejlesztését tüzte ki célul. A
vizsgálat arra irányult, hogy hogyan függ r, magyar gazdaság optimálisnak
tekintett növekedési pályája a szabályozás időhorizontjának hosszától, illetve
a C0NOPT és az 0PTNL alapjául szolgáló különhöző matematikai módszerek
től Számítási eredményeinket közgazdasági szempontból is jól lehetett inter
pretálni, a következőkben azonban, főként terjedelmi okokból, csupán a prog
ramok működésével kapcsolatos tapasztalatokról lesz szó.

A C0N0PT-tal való szabályozáshoz 4 időszak esetén 409 CPU másodpercre,
6 időszak esetén 1200 GPU másodpercre volt szükség G 9 időszak esetén a prog
ram közel degenerált megengedett megoldáshoz jutott, és erről a holtpontról
nem sikerült kimozdítanunk , elsősorban azért, mert a szabályozási számítá
sokkal különböző - de nem módszertani jellegű - okok miatt egyelőre lo
kellett állnunk. Az 0PTNL alkalmazásánál a felhasználó nem értesül az elhasz
nált CPU-idfüől, tehát ilyen jellegű összehasonlításra nem volt mód a kétféle
programnál, az ,,összes" elhasznált gépidő azonos, ill. hasonló nagyságú fela
datoknál viszont hozzávetéíleg megegyezett a két progn1mra vonatkozóan (ern
lékeztotü n k arra, hogy a modell minden esetben ugyanaz volt). Ehhez az
összehasonlításhoz azt is hozzá kell tenni, hogy az 0PTNL esetén a konvergen
cia nagyon lassú volt, és a számítást. a pontos optimum megtalálása előtt le
kellett állítanunk, gyakor.latilag minden esetben; az így kapott ,,közel optimá
Jis" megoldások viszont, mint előbb említettük, minden további nélkül alkal
másak voltak a gazdasági elemzés cóljára,

A kétféle programmal meghatározott megoldások igen jól közelítették egy
mást, 11z eltérés lényegesen kisebb vo!t, mint a oélfüggvénynek az optimális
pályám gyakorolt hatása. A választott célfüggvények mellett it gazdasági nö
vekedés pályájára az időhorizont hossza erősebb hatást gyakornlt, mint a cél
függvény.

Ezzel az 0PTNL és a C0N0PT első hazai alkalmazásaival kapcsolatos leg
lényegesebb tapaszta.latainkut el is mondtuk. Jogos lehet az az igény, hogy
további kísérleti számításokra, tapasztalatokra lenne szükség, legalábbis ami
a, magyar modellekhez kapcsolódó alkalmazásokat illeti, mivel - mint láttuk
- külföldi alkalmazásokhan és az ezekre vonatkozó tapasztalatokban nincs
hiány. Mindent figyelembe véve, megítéléHünk szerint már az eddigi hazai
tapaszta.latok birtokában is kijelenthetjük, hogy mind a két szóban forgó
programcsomag a magyarországi g,1zdasági tervezés hasznos segédeszköze le
het. A két program összehasonlításával kapcsolatban még egymegjegyzés kíván
kozik ide, ez a kővet.kező.

Az 1. és 2. fejezetben mondottak alapján, kivált a matematikai programozás
művelői számára az a következtetés a kézenfekvő, hogy a C0N0PT lényegesen
jobb kód, mint az 0PTJ\TJ_,_ Ezzel a véleménnyel lényegében véve egyet lehet
érteni - hiszen a C0N0PT sokkal többet tud, mint az 0PTNL: tetsz6leges
célfüggvény mellett lehet alkalmazni, egyenl6tlenségeket lehet vele kezelni

6 .lt!ínt enditettük, ,1 szárnításolmtazMTA SZTAKI IBM 3031 számítógépen végeztük.
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stb. - , ez a különbség azonban az általunk végzett számítások során nem volt
szembeszökő. Ennek az az oka, hogy bizonyos esetekben egy adott feladatot
egy ,,jó" algoritmus kevésbé hatékonyan old meg, mint egy egyszerűbb, és
ennél fogva kevésbé jónak tekintett eljárás. Ezzel kapcsolatban megemlítjük,
hogy a 31 egyenletből álló modellünkben [16] eredetileg semmilyen egyéni
korlát nem szerepelt a változókra vonatkozóan, mivel akkor egyértelműen
csak az OPTNL alkalmazására gondoltunk. Mint arra előbb már utaltunk,
a számítás jól sikerült. A bban az időben a CONOPT-program még egyetlen
hazai számítóközpontban sem állt rendelkezésre, lehetőségünk nyílt azonban
arra, hogy a szóban forgó modellt kísérteti célra kiküldjük Wasllingtonba. A
CONOPT-programmal való ottani futtatást személyesen A. Drud irányította.
Mint később megtudtuk, az első kisérlet sikertelen volt, mivel - korlátok
hiányában - az optimumkeresés sorá» az egyik változó nulla értéket vett fel,
és a számítás nullával való osztás miatt megállt. A sikeres futtatást ezután
megfelelő alsó korlát beépí tésé vel lehetett l.iztosltani.

(Beérkezett. l'J86. múrci-u.s 12-dn.)
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