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A többtermékes oligopol probléma stabilitásáról 

I. Bevezetés 

THEOCHARIS [1959] klasszikus dolgozata óta az egytermékes oligopol játék
Coitrnot-féle egyensúlypontjának stabilitásáról számos cikk jelent meg. Ebben a
dolgozatban néhány klasszikus eredményt általánosítunk a többtermékes eset
re. Feltesszük, hogy az ár- és költségfüggvények valamennyien lineárisak. Az
egyensúlypont létezésének bizonyítása után egy időben diszkrét dinamikus
játékot fogalmazunk meg, és megadjuk stabilitásának szükséges és elégséges
feltételét is. Majd az időben folytonos dinamikus modellt ismertetjük és ennek
stabilitását elemezzük. Látni fogjuk, hogy a stabilitási feltételek lényegesen
különböznek a két esetben. Mátrixok S-stabilitásának néhány eredményét
(ARROW és l\foMANUS, 1958) használjuk fel a folytonos modell stabilitási vizs
gálatainál.

-Ielölje n ft termelők (játékosok) számát. Legyen m a különféle termékek
száma. Az egyes termelők stratégiáit a különféle termékekből gyártott mennyi
ségek jelentik. A k-adik (I< k ~ n) termelő stratégiája tehát egy m - dimen
ziós x1, = [xk1, x1,;, ... , Xiun] vektorral írható le, ahol x1,1 jelöli az l-edik ter
mékből gyártott mennyiséget

Feltesszük, hogy költségfüggvényének alakja
m 

C,.(x1,) = ..:Eb"' x,u+c1c, (k = I, 2, ... , n),
I -l

(1)

ahol bk, 2 0, c1, 2 0. Az t-edik (I ~ t ~ m) termék egységáráról is feltesszük,
hogy az összes termelő által előállított teljes termékmennyiségek lineáris függ
vénye:

m 

p1 = .,;Ea,i Xi+ d1, 
j~l

(2)

ahol
ll

s, =~Xkj· 
k=I 

Képezz.ük az a11 együtthatókból az m x.m típusú A mátrixot. Tegyük fel a
l, övet.kezőt:

(A) Az A + AT mátrix negatív definit.

Ez a feltétel közvetlenül nehezen ellenőrizhető, azonban a következő esetben
automatikusan teljesül, amikor az a1i mátrixelemekről feltesszük, hogy

(3)
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I au I>~I au I
J,11 

és

I a11 I > ~ I a/1 I -
NI 

Ekkor (3), (4a) és (4b): alapján

2laul >~lau + ajil 
J-i'L 

(4a)

(4b)

(5)

Tehát A + AT negatív domináns diagonális elemekkel rendelkezik, azaz nega
tív definit.

A k-adik termelő kifizetőfüggvénye ekkor
m 

n1c(x) = 2..'; X1c1 p1(x) - C"(xd.
1~1

(6)

Tegyük fel továbbá a következőket:
(B) k = I, 2, ... , n esetén a k-adik játékos stratégiahalmaza D1c e Rm kor

látos, zárt, konvex. Az irodalomban a D1, stratégiahalmazokról általában azt
teszik fel, hogy

m o, = X [O, L1,-1], 
l=l

aholL," a k-adik játékosnak az l-edík termékből való kapacitását jelenti. Nyil
vánvaló, hogy az L1il számok végessége esetén a (B) feltétel automatikusan
teljesül.
A fentiekben a I' = {n; D1, ... , D12; n1, ••• , n,,} játékot definiáltuk, amelyet
többtermékes oligopol játéknak nevezünk.

Ismeretes, hogy az (A) feltétel fennállása esetén (Id. SzrnAROVS7,KY, 1978)
n1c konvex x1,-ban, így (A) és (B) teljesüléae esetén a Nikaido-Lsoda tétel (Id. 8zÉI'
és FORGÓ, 1972) alapján a játéknak létezik egyensúlypontja, azaz létezik olyan
x* = (x;r-, ... , x~)ED1 x ... XD,, vektor, hogy tetszőleges k (I ~ k ~ n) in
dex és x1JD1, mellett

n"(x'!, ... , xt,_1, xk, xt+ 1., .•• , x~)- 

Ez a klasszikus egyensúlypont-problérna statikus, nincs tekintettel a játé
kosok dinamikus viselkedésére. A következő két pontban két modellt muta
tunk be, amely még a játék dinamizmusát is figyelembe veszi.

2. A diszkrét modell 

Tegyük fel, hogy a t = 0 időpontban valamennyi játékos számára adott
valamilyen x1,(0) stratégia. Minden t > 0 időpontban az összes játékos a
következőképpen gondolkodik. Felteszi, hogy az összes többi játékos az előző
(t ~ 1)-clik időpontbeli (már ismert) stratégiáját választja ismét. Ily módon a
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k-adik játékos a

nlc(xk(t)) = ,i X1c1(t) ·fi alj(~ x,j(t - 1) + xkj(t)) + a,]- 
1= l J=I i'i'k 

(7)

függvényt maximalizálja x1<(t) szerint.
Tegyük fel a következőt:
(C) Az xdt) maximumhely D1c belsejében van. Ennek a feltételnek a jelentő

ségére még visszatérünk.
Ekkor a parciális deriváltak zérus voltából adódóan az

[Ar' 0 0 ][•,It) lA + AT ... 0 x2(t) 

0 A+ AT .,:1,1 +

['.
A 

n
[ x,(t-1)• ~rn0 x,(t-1) j 

+ (8)

A X11(t-l) r:l.n 

egyenletrendszer adódik, ahol r:1.1r = (x1q, x1r2, .•. X1cm)r, az Xf!J = bkJ - d; ele
mekkel. Egyszerű invertá.lássa.l a következő explicit lineáris difforenciaegyen
let-rendszer adódik:

o n 
B 0 

B B 

.. B l [ X 1 (t-1) l [ (A + AT )-
1

· «. l... B x2(t-l) (A+ AT)-1·et.2

... 0 x,(t-1) + (A+ A'}·>.a, , 

(9)

ahol bevezettük a
B = (I -j- A-1AT)-1 (10)

jelölést. Ismeretes a differenciaegyenletek elméletéből, hogy a Cournot-egyen
súlypont akkor és csak akkor stabilis ha a

lrOB Bl BO B 
H = . . .

. . .

. . .
BB ... 0 

(11)
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mátrix sajátértékeinek abszolút értéke l-nél kisebb. Ha bevezetjük az n-ed
rendű

C = 
[

0 1 I] 1 0 I
. .
. .
. .
1 0

(12) 

mátrixot, akkor Ha következő Kronecker-szorzat alakban is felírható:

H = ex B. ( 13) 

Legyenek {]1 a B, Y; pedig a C mátrix sajátértékei. Ismeretes a következő ered
mény (HELLMANN, 1970):

I. lemma: A H mátrix sajátértékei a {]1 Y; szorzatok.

Meghatározzuk ezután a y; számokat:

2. lemma: A C mátrix sajátértékei -1 és (n - - l). 

Bizonyítás: Induljunk ki C sajátérték-egyenletéből •

[

o l .. l][zL]1 0 I z~ 
. . = y 

. ' '

' . .

l l O z11 

r z

1 lZ,, 

Us 

(14) 

ahol z = (z1 , .•• , z,,f jelöli a sajátvektort. A (14) 
alapján

2z_; = JIZ/ 
Ni 

('i = 1, 2, ... , n), (15)

amelyet i-re összegezve adódik, hogy

11 n 
(n - l) 2z, = J'2z,, 

I I /,~ I
(16)

vazviso.,

(n - l 
11

y)2z1 = 0.
i= I

( l 7)

Köt eset lehetséges te hát:

a) y = n -- I:
11

b)2z1=0.
i=l
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Az első esetben megtaláltuk az egyik sa,játértéket. A másik esetben pedig
adjunk z; - ta (15) egyenlethez:

n 
0 = ~ Zj = (y + l)zi, (i = 1, 2, ... , n),

j-1

és minthogy van nemzérus z, komponens, szükségképpen y = - l ; amely a C 
mátrix másik sajátértékét szolgáltatja. I

Ezek után bebizonyítjuk az alfejezet fő eredményét:

(18) 

l. tétel. Az (A), (B) és (C) feltételeken kívül tegyük fel, hogy A-1Ar saját
értékei valósak. Ekkor a diszkrét dinamikus modell akkor és csak akkor sta
bilis, ha n < 3.

Bizonyítás: Kimutatjuk elóször, hogy A-1 AT mátrix valamennyi sajátér
téke egységnyi. Ennek igazolására tekintsük az

A-LATu = bu 

sajátértékegyenletet, majd szorozzuk he balról először az A mátrixszal, majd az
u* vektorral. Ekkor átrendezés után azonnal adódik, hogy

u* AT u 
Ö=---= 1, 

u* Au 

hiszen a számláló és a nevező megegyezik.

Ennek alapján B sajátértéke (1 + 1)-1 = ! ,
. 2

n -1 Ezek abszolút értéke akkor és csak akkor kisebb egynél, ha n < 3. I

' H . ' ' 'I . ( 1) '1gy . saJ aterte rei - 2 es

2

3. A folytonos modell 

A folytonos modell esetéhen a következőket tesszük fel. Legyen most is
t ? 0 valamely (folytonos) időpont. Jelölje x,, és y,, a k-adik játékos aktuális
és profit maximalizáló stratégiáját. A profitmaximalizálást most is a rögzített
x1, ••• , x,,_11 X1c + 11 ... , x,, stratégiák mellett értjük. Ekkor egyszerű deri-
válással adódik, hogy

(19)
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ahol ismét feltesszük, hogy a maximumhelyek a D" halmazok belső pontjai.
Nyilvánvalóan

rű
B B Ill [ X1 I [(A+ A7

)-

1

cx:1 l0 B X2 (A + A7)-1cx:2 
. . . + .

B ... () ~" _. (A + A7)-1cx:I! -

(20)

Feltesszük, hogy az egyes játékosok a
dx1(/ -- = r,u(Y1r/ - x,0) (Vic, l) 
clt 

differenciálegyenlet-rendszer megoldásának megfelelően folyamatosan változ
tatják. stratégiáikat, ahol r1" > 0 ('\:/le, l). Bevezetve az r1r = (r111, ••• r,,mf 
vektorokat és az R11 = diag (r1r1, ... , r""') mátrixokat a (21) differenciálegyen
let-rendszer a tömörebb

(21)

d -x,, 
dt 

R,, 

(I+ 

X11

l [ (A + A 
7
)-

1
CJ. I l(A + A T)-1 ex:,,

. R,, (A + ATJ-'«,, 
alakban írható fel.

Ismeretes, hogy az egyensúlypont a folytonos (22) modell szerint akkor és
csak akkor stabilis, ha az

[

RI lR,., 

· . . (I+ II) 

R,,., 

(22)

(23)

mátrix valamennyi sajátértékének valós része pozitív. Ismeretes (Id. ARROW
és l\1cMANUS, 1958) a követ.kezö eredmény.

3. lemma: Legyen S és T két azonos rendű négyzetes mátrix. Ha S é · T + T7 
pozitív definit mátrixok, akkor S · T valamennyi sajátórtékének a valós része
pozitív.
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Minthogy (23) első tényezője pozitív diagonális elemekkel rendelkező diago
nális mátrix, mindig pozitív definit. A lemma alkalmazásához azt kell bizto
sítanunk, hogy az I + H + I + HT = 2 I + (H + HT) mátrix pozitív definit.
Ez nyilvánvalóan akkor teljesül, ha H + HT sajátértékei (-2)-nél valameny
nyien nagyobbak. Minthogy

H +HT= Cx(B + BT),

a H + HT mátrix sajátértékei a -e, és (n - I)e1 mennyiségek, ahol e1 a
B + BT sajátértékeit jelöli. Az egyensúlypont tehát akkor és csak akkor sta
bilis, ha

-e1 > -- 2 és (n - l)e1 > - 2,
azaz

2---< e1 < 2.
I-n 

Ez a feltétel a sajátértékek kiszámítása nélkül közvetlenül csak nehezen
ellenőrizhető, ezért különösen jelentős a következő tétel.

(24)

2. tétel. Ha az (A), (B) és (C) feltételek fennállnak, valamint AAT =ATA, 
akkor az egyensúlypont mindig stabil.

Bizonyítás: Tekintsük a B + BT mátrixot:

B +BT= (I+ A-1 AT)-1 + (I+ A · (AT)-1)-1 =
= (A-1 A + A-1 AT)-1 + (AT(AT)-1 + A(AT)-1)-1 =
= [A-l(A + AT)-l +[(AT+ A) (AT)-lJ-1 =
= (A + AT)-1 · A + AT(A + A7)-1. 

Minthogy A és AT felcserélhető, ugyancsak felcserélhető A és A+ Ar, így A 
é8 (A+ AT)-1i:;. Ennek alapján

B + B7 =A· (A♦ AT)-1 +AT· (A+ AT)-1 =(A+ A7)(A + A7)-1 = I, 

igy c1 = 1, amellyel a tételt bizonyítottuk.
Befejezésül. az (A), (B) és (C) feltételek jelentőségéről lesz szó.
Az (A) feltétellel a n,r kifizetőfüggvényeknek az X1c stratégiákban való konka

vitását biztosítjuk. A kifízetőfüggvények folytonossága linearitásukból követ
kezik.

A (B) feltétel a Nikaido-Isoda tétel alkalmazásához volt szükséges.
A (C) feltételre azért volt szükségünk, hogy a (7) függvény x1c(t) szerinti

maximumhelyén a gradiens zérus legyen. Ezzel a feltétellel kapcsolatban a
következő megjegyzést tesszük:

(a) Ha a Dfi halmaz a [O, L10] intervallumok direkt sorozata, ahol az L1c1 
korlátok elég nagyok, valamint az optimális x1<(t) vektor komponensei pozitívak,
akkor a (C) fel tétel fennáll.

(b) Ha az egyensúlyi stratégiák valamennyien D" belsejébe esnek, valamint
az 1. vagy 2. tétel feltételei fennállnak, akkor megfelelő kezdeti stratégiákból
kiindulva biztosítható, hogy t > 0 esetén is D1c belsejébe essenek az optimális
X1c(t) stratégiák.

( Beérkezett: 1986. febr. 17-én.) 
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ON TH.r: 8TAHl LLTY OF THJ,; MULT LJ'HODUCT OLJGOPOLY
l'ROHLEJVJ

The paper gives conditions for the stability or tho Courno t-Nush cqu ilibriurn point of
the oligopoly gúme. The model examined g1·nondizes the clnsaicu.l results of Thcooh.uis
(1959). It is assumed that u.11 price and cost functions u,fü Iinear. Two typca of model n ro
examined; t.he problems with discrete u.nt l continuous time are sepuratoly unnlysorl . T'hr.
stabilit,y of the equilibrium points rnuy be reduced in Uie first case to t.ho cxuiuinu.tion of
linear difference equations, in the Pocond to thu.t, of linear differential equut.ions. 1 n
the study some properties of the S-stu.lJility of .nut.riccs (Arrow and lVlcMnnus, 1958) urn
exploited.

0 CTA6HJlbHOCH1 MHOronP0,11Yl{TOBOPi oru-rononr.uoa nP06JIEMbl

8 crarse om1c1,1oa10TCH YCJ108MH CTa6MJJJ,IIOCTM Tü'-lf(H paBHOBCCH,1 OJIJlíOllOJlbHOl'Í nrpu runa
Kypuoc-Haura (Cournot- Nash). Paccxarpnuacwan MOACJIL, 06061.1.(aCT IUlélCCM•!CCi<HC peay n»
rarsr Teoxapuca (Theocharis, 1959). B 1-1etí npcnno.naracrcn, 'ITO Bee (l1y1-11ct\M11 CTOMMOCTI1 11
3,ITpaT JlfülCHHb/C. AH,IJIJ13Mpy10Trn Allél runa MO){CJll,1: OTJiCJlbllO paccaarpuaa.orca npoöncau,
rne 8pCM51 MCHJ1CTCH AHC!(pCTHO H 1-1enpcp1;11:ll-lO. Ii i(CpBOM rny,1ac CTa611JJbllOTCb TO'll(M paBI-IO
BCCMH Cl30/{HTCH I( m-11-1eh1!blM /~H<)JQ)CpeHl(MélJlldföl~\ ypaBHCHH5IM, BO 8TOpOM CJ1y•1ae I( nonpocy
CTaÓHJTbHOCTH Jli ll·ICHHblX ,'.IH<p<jlCpCH!.UlaJll,Hl,IX y p,I l3HCIIHl1. np1,1 ,Hlé1Jli-13C I ICl10Jlb:3Yl0TC>i IICl{O
TOpblC CBOl1CTBa S-c-raÓHJlbHOCTH MaTpHI..( (Arrow McManus, 1958).


