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A termésátlag ingadozása:
a törvényszerűségek matematikai elemzése

Bevezetés

A termésátlag ingadozásának és a hozzá kapcsolódó bizonytalanságnak a
figyelembe vétele a gazdasági tervezés és irányítás fontos kérdése, ezért is
foglalkoznak világszerte - sokféle módszert alkalmazva - ennek vizsgálatá­
val, törvényszerűségeinek feltárásával.

A matematikai modellezési módszerek a, hozamot többé-kevésbé véletlen
mennyiségnek, valószínűségi változónak tekintik, és különböző modellek segít­
ségével az adott adattömegben rejlő törvényszerűségek feltárására törekszenek.
Ilyen irányú vizsgálatokat végeztek a [ 4-13] munkák is. A Markov-láncok
alkalmazásával [10] már nemcsak a hozamok várható alakulása, eloszlása,
hanem annak struktúrája és az egyes hozarukategóriák belső változásainak
dinamikája is modellezhetővé vált. A modellezésben további fejlődést jelentett
az átmenetvalószínűségek időbeli állandóságának, a homogenitás feltételeinek
feloldása, és az átmenetvalószínűségi mátrix változásainak magyarázó változók
függvényével történő becslése (3, 7, 10].

Ez a dolgozat továbbfejleszti az átrnenetvalószínűségek változását vizsgáló
modellt, speciális eseteként a régi modellt is megkapjuk. A módosítás lényege,
hogy a fuzzy elmélet fogalmai val a hozam változás folytonos jellegét a termelő­
egy8égek osztályok közti mozgásának modellezésében az eddigieknél jobban
figyelembe tudjuk venni. Elsősorban a matematikai háttérrel kívánunk foglal­
kozni , és csak röviden térünk ki konkrét számítások ismertetésére. Az eredmé­
nyek elemzése és a közgazdasági következtetések levonása a kutatásban részt
vevő közgazdász és mezőgazdász kollégák feladata.1

Ezúton mondunk köszönetet p/ 0/"½­ é H Mó Z"/YH/úf aki ezt a kutatási irányt
sok évvel ezelőtt elindította, azóta is összefogta, irányította és a folytonos
előrelépést segítette.

1. Fuzzy szemléletmód

A bizonytalan, elmosódott határú, pontatlanul ,,definiált" halmazokat a
köznapi szóhasználat nagyon jól ismeri és használja, például amikor ,,idős"
emberekről, ,,élenjáró" termelőkről, ,,hatékonyan" dolgozókról stb. van szó.
Valóban, ezek a tulajdonságok egy-egy adott összesség, alaphalmaz (ember­
csoport, termelőegységek) nem minden elemére egyértelműek, sőt, nem is
egyértelműsíthetők. Ez a legtöbb esetben így van [17]. A leggyakrabban mégis

j Ldílközhen elkJ;sziilt egy részletesebb, eredményeket elemzó-ősszefoglaló kutatási
jelentés [18]. 
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belekényszerítjük a dolgokat hagyományos halmazokba, például úgy, hogy ki­
választunk egyértelműen eldönthetónek tartott tulajdonságokat, vagy - mér­
hető mennyiségek esetén - önkénye" határértékekkel döntjük el, hogy mi
legyen az alacsony, a közepes vagy éppen a magas érték.

Természetesen tudjuk, hogy ez a, hagyományos logikai gondolkodásmódnak
megfelelő eljárás nem igazán helyes. Ezért elemzésekben, vizsgálatokban egyre
gyakrabban találkozni a fordított 1negkiizelítésHel: az összesség elemeinek ha­
sonlósága, illetve különbözősége alapjiín képzett csoportokat próbálják meg
több-kevesebb sikerrel azonosítani vagy elnevezni (cluateranalízis).

A fuzzy szemléletmód ett{íl alapvetően eltér. Azt viíl1:Jgálja, hogy egy bizo­
nyos, ,,pontatlanságot" iH magábun hordozó tu lajdons{LgCHoport mennyire igaz
az alaphalmaz elemeire nézve. 11:zt egy ún. tarta.lmazási függvényen (member­
ship function, Zugehörigkeitsfunktion) kercsztűl adja meg. A függvényérték
azt jelzi, hogy az adott elem mennyire tartozik az adott tulajdonságcsoport
által csak bizonytalanul körvonalazott össze8fiéghez, ,,halmazho,1". Ezt a hal­
mázhoz tartozási értéket á.ltnlú.ban Hzakértéíi vélemények alakítják. így bár ez
iH szubjektív, mégiH a valöság á.ruya.ltabh visazatükrözéséro képes. Például az
a.lábbi tartalmazási függvénnyel H ,,magaH kukoricahozamú ga;1,das{Lgok" hal­
mazát tudjuk jellemezni: ,1,,1 :r, t/h;Hls hozamot elért g,tzclaHág

:i; < 8
8 < *-- ]0
10 < X 

értékkel tartozik ebbe a csoport.ha,
Az átmenetvalóHzínCíség fogalniára épit vc tnnulmá.nyozhn.tjuk egy rendszer

átmeneteit előre meghatározott á llapotai közt és az így vissza.tu k rözött st.ru k­
túraváltozáaoknt, Ehhez csupán az állapotok megha.tározáeu, valamint az cgye«
időpontokhoz tartozó álln.pnt- és átrnenetvalószínCíségek megcdásr, (számszerű­
sítése) szükHéges. Ezért a mezögn;1,dasági termelöegységoknck a hagyornányoH
,,tól-ig" hozu.mkategóriák közti mozgását k u lönösebb mu.toma.tikai-módszert.ani
nehézség nélkül vi;1,sgálhatjuk. Korábbi szá.m itásu.i nk ná.l (17, 10, 12]) ,t mate­
matikai feladat az volt, hogy meg kel lett teremteni fLZ átmenetvalószínűségi
mátrix-sorozat függvényközelítésének és előrejelzésének a lehet{íHégét. Ezt a 3.
pontban ismertetjü k.
A fuzzy elmélet a.la.pjrin érzékenyebb, valóH{tghnz hívebb modelleket kéezít­

hetünk, esetünkben a termé:;átlag Y][­½]H]" v.i.ltozásút, visaza.t.ükrözni képes,
véges ,,:íllapottér" (fuzzy partíció) vezet.hető be. l<.:z pedig mind 11z átmenetek,
mind a struktúravál tozáH pontosabl> leírásá.t teszi lehető vé. l1;zzel a metodi káva I
a klasszikus intervallurnosztályolrnn belüli, tehát eddig érzékelhetetlen termés­
átlag-ingadozásokat iH változásként, átmenetként kezelhetjük; míg a kicsiny,
de hagyományos osztályhatárt átlépő, tehát eddig {Ltmenetként érzékelt
változásokat a nekik megfelelő jóval kisebb mértékben vehetjük figyelembe.

A továbbiakban el<>Hzör áttekintjük a szülrnéges fuzzy fogalmakat és tulaj­
donságaikat. a szükséges valószínűségszámítási fogalmak megfelelő általáno­
sításait, a fuzzy állapotok közti átmenetek értelmezését, valamint egy
sztocha...,ztikus mátrix-sorozat függvényközelítésére alkalmas eljárást. Ewtán
a búza- és kukoricahozam alakulásának vizsgálatára felállított konkrét rnodel­
lekkel foglalkozunk, végül pedig az ezekb6J nyerhető eredményekről szólunk.
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2. Fuzzy alapfogalmak, tulajdonságok

2.1. Fuzzy halmazok, műveletek

A fuzzy halmaz fogalma a klasszikus halmaz fogalmának általánosítása a
karakterisztikus függvény { 0, 1} értékkészletének kibővítése által. A fogalmat
ZADEH [16] vezette be és a rá épülő matematikai elmélet nagyon szerteágazó
(ld. például [l]). [14] bevezető jellegű összefoglalást tartalmaz.

Legyen X egy tetszőleges alaphalmaz. Az A e X részhalmaz karakteriszti­
km; függvénye, XA: X - {0, l},

( ) _ { 1 ha x E A íl X 
XA X - 

0 ha x E Á r X. 

X hagyományos részhalmazainak halmazát &(X) fogja jelölni. Ezeket éles
határú halmazoknak is nevezzük.

Definíció: A X alaphalmaz A fuzzy részhalmaza alatt az

A= {(x, µA(x))) x EX, µA: X-. [0, l]}

halmazt értjük, ahol f.lA adott függvény. µ.A-t tartalmazás függvénynek nevez­
zük. Az X halmaz fuzzy részhalmazainak halmazát@(X)-el jelöljük. A, B E@(X)
fuzzy halmazok esetén azt mondjuk, hogy az A része a B-nek (A e B), ha
f/A(x) s;: µ8(x) Vx EX.

Nyilvánvaló, hogy az A E &(X) fuzzy halmaz, valamint a µA tartalmazási
függvény egymást kölcsönösen feltételezi és meghatározza. Ezért igen gyakran
csak a tartalmazási függvényekkel dolgozunk.

A hagyományos AE§(X) részhalmazok karakterisztikus függvényei tenné­
sxetesen tartalmazási függvénynek is felfoghatóak és a hagyományos halmazok
azonosíthatóak 11 { (x, XA(x)) ) xEX}-típusú fuzzy halmazokkal. Ennek meg­
felelően az alaptér és az üres halmaz mindig fuzzy halmaz is, X, fi E j(X) és
t.arta.lmazási függvényiik:

/.lx(x) = xx(x) = l; f.l0(x) = Xo(x) = 0 V x EX.
Gyakorlati feladatban sokszor előfordulhat, hogy valódi, éles határú rész­

halmazból kiindulva képezünk fuzzy halmazt. Ekkor az eredeti részhalmaz el­
bixonyta.lanításáról, az éles határ elmosásáról, fuzzysításról beszélhetünk.

Definíció: Azt mondjuk, hogy a RE &(X) fuzzy halmaz a;,; A E &(X) valódi rész­
halmaz fuzzysítása, ha

sup p,8(x) = 1, inf 118(x) = 0,
xEA x{A 

továbbá
inf µ8(x) :?,: sup f.l8(x). 
xEA x~A 

Véges X alaphalmaz esetén ez azt jelenti, hogy :3xEA, melyre µB(x) = 1 és
::Jz~A, melyre µ8(z) = 0, valamint az A-hoz tartozó elemek legalább akkora
tartalmazási függvényértékkel bírnak, mint bármelyik A-hoz nem tartozó
elem.



.no JÚZSJ;;l<'-K0VÁC8- ~[. D0H08-Z81GJ\[()~D

Könnyen belátható, hogy egy adott AE~{X) halmaznak általában végtelen
sok fuzzysítása lehet, illetve egy fuzzy halmaz általában végtelen sok halmaz
fuzzysításának is tekinthető.

A fuzzy halmazműveletek bevezetése úgy célszerű, hogy a klasszikus hal­
mazokat a karakterisztikus függvényükkel véve figyelembe, a mű veletek ered­
ménye egybeessen a hagyományos halmazműveletek eredményével.

Egyszerűen látható, hogy A, BE&(X) esetén

XAUB = max (XA, xnl = XA + XB - XA. XB = min (I, XA + xn);
XM1B = min (XA, XB) = XA · 'XB = max (0, XA + Xa - 1) 

továbbá, ha A E &(X), akkor

XA = 1 - XA, 

ezért tLZ A, BE &(X) fuzzy halmazok egyesítéseként a

(1) 

(2)

(3)

. ,,,
,,U1110 ,

/J,A+B == µA -t- 11,a - µ,A ~ µs ,,összeg", 

µAúB = min (1, µA+ µa) ,,korlátos összeg"

tartalmazási függvénnyeldefíniáltfuzzy halmazok (AU B, A+ B, A Ú 73 E &(X)), 
illetve az U, +, U műveletek, közös részként a

(4)

(5)

(6)

µAna= min (µA, µ.B) ,,met8zet",

µAB = µA · µa ,,szorzat",

µAnB = max (0, µA+ µB - 1) ,,korlátos metszet",

az A E &(X) komplementereként a

(7) µA = l - P·A 

mű veletek adódnak .,természetes" á.ltalé.noeításként. A fentiek egyszer(\ követ­
kezménye, hogy A, BE t(X)-re

(8) /•LA+ µB = µAuB + /LAnB = fLA-1-B I- µAB= µAúD + ftAr~B;

valamint

(9) 0~A~B~AB~AílB~AUB~A+B~AÚB~X- -- - - - - - -

A fenti általánosítások közül a (7) mellett akár az (1 ), (4), akár a (2), (5),
akár a (3), (6) eleget tesz a De Morgan szabályoknak. Az elég általánosan hasz­
nált (1), (4), (7) művelethármast inkább .,halmazelméleti kiterjesztésnek"
tekinthetjük, mivel a legtöbb hagyományos halmazmű velet-tulajdonság meg­
tartására törekszik. A (2), (5), (7) művelet.hármast inkább ,,valószínűségszámí­
tási kiterjesztés", mivel itt ugyan több halmazelméleti azonosság érvényét
veszti (pl. disztributivitás), de mint látni fogjuk a valószínűségelméleti fogal­
mak fuzzy általánosításánál ez a művelethármas tűnik természetesnek.
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2.2. Fuzzy eseménsj, fuzzy események valószfoűsége

SME'l'S [15]-ben a fuzzy események, valószínűségek kérdéskörének egyik
lehetséges, axiomatikus felépítését tárgyalja. Ennek alapján, valamint a fel­
adatunk megoldása érdekében bevezetendő valószínűségszámítási fogalmak
miatt, a korábban tárgyalt műveletek közül a. (2), (5), (7) művelethármassal
fogunk dolgozni.

Az említett cikkben Smets azt is megmutatta, hogy a valószínűségi szem­
pontból elvárható összefüggések teljesítése érdekében az alábbi, szintén Zadeh
által javasolt fogalmat célszerű használni:

Definíció: Legyen (X, cfü, P) egy mértéktér. Az A E &(X) fuzzy halmaz fuzzy
esemény, ha a µA tartalmazási függvény mérhető, azaz \fyE[O, l]-re
{ x I µA(x) E [O, y)} E cfü.
Az A fuzzy esemény valószínűségét a

(10)

formula adja meg, ahol P valószínűségi mérték.
Megjegyezzük, hogy µA ekkor egy (X, cfü, P)-n értelmezett valószínűségi vál­

tozónak is felfogható, P(A) ekkor ennek a várható értéke (ami létezik, mert
0 ,S: µA~ 1). Ezért, ha x; EX (i = 1, ... , m) független kísérleti eredmények,
akkor a fuzzy esemény valószínűségét a

(11)

egyenlőség alapján becsülhetjük.
A továbbiakban rögzítsük az (X, cfü, P) mértékteret. Az A, BE @(X) fuzzy

eseményekre könnyű belátni, hogy

(12) 0 < P(A) ,S: l; P(X) = l;

(13) P(A) + P(B) = P(A + B) + P(AB). 

Definíció: Az A; E &(X) (i = 1, ... , m) fuzzy halmazrendszert fuzzy partíciónak
nevezzük, ha

(14)
m 
~ µA1(x) = 1 (\ix EX).
i=I 

Ez a fogalom a teljes eseményrendszer megfelelője, (14) pedig az ott érvényes
XA, + ... + XA,. = 1 azonosság megfelelője. A definíció következménye,
hogy B E j(X)-re

(15) P(B) = P(BA1) + P(BA2) + ... + P(BAml• 

Definíció: Azt mondjuk, hogy az A, B E@(X) fuzzy események függetlenek, ha

(16) P(AB) = P(A) · P(B). 
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Az A fuzzy esemény feltételes valószínűségét a B fuzzy esemény, mint feltétel
mellett a

(I 7) P(A [ B) = P(AB)/P(B) 

egyenlőség definiálja, feltéve, hogy P(B) > 0.
Egyszerűen belátható, hogy ekkor O :;;::; P(A [ B) :S;; 1; P(X [B) = I;

P(B[X) = P(B); valamint ha A, B független, akkor P(AjB) = P(A). (15) és
(17) egyszerű következménye, hogy fuzzy partíció esetén

(18) P(A1[B) + P(A2[B) + ... + P(AmjB) = l.

Speciálisan tehát P(A [ R) + P(Á [ B) = l is igaz.

2.3. Atrnenetek fuzzy állapotok lcözölt

Legyen { ~, [tET} egy (X, ,fü, P)-n értelmezett sztochasztikus folyamat.
A folyamat lehetséges fuzzy állapotai a.lat.t a valós számtest azon fuzzy rész­
halmazait értjük, melyeknek tart.a.lmazási fiiggvénye Borel-mérhető.
HaA E §(R) fuzzy állapot, akkor azt a { E,1 E A }-val jelölt fuzzy eseményt, amely­
re { ~, E A} E @(X),

µ{MAJ(x) = ~'·AUt(x)) E [O, l] ( \I' x EX)
a ,,[1 folyamat az A fuzzy állapotban van" kijelentéssel azonosíthatjuk.

A folyamat r időpontbeli A fuzzy állapotból ,1z s időpontbeli B fuzzy á.lla­
potba való átmenete ( 17) alapján a P( { E.,EB} [ { ~rEA}) feltételes va.lósztnűséggel
jellemezhető (r, s E 1'). 

,Jelölje R0 a folyamat lehetséges értékeinek hahnazá.t, ;1zaz legyen

R0 = U t1(X).
«r

Könnyen látható, hogy ha az A, E &(R) ('i = l, ... , N) fuzzy állapotok R0

fuzzy partfciúját adják meg, akkor a { ~1 E A,} E &(X) ('i = J, ... NJ fuzzy ese­
mények az X a laptór fuzzy partícióját alkotják, valamint (18) alapján

N

~P(ftsEAJ[{tEA;})= I.
}=I 

Tehát az átmenetek jellemzésére r,zolgál6

(HJ)

(20) Pi~·'81 = P({ts E A1} j( t,. E A,}) (i, j = l, · • • , N)
átrnenetvalószfnüségek egy

(21) p1r,s1 = (Pij'°'l)i,J I , ... ,N 

sztochasztikus mátrixba foglalhatók, éppt'.lgy, mint a hagyományos események
közöttiek. Bevezetve a

(22)

állapotvalószínt'.íségeket és ezek

(23) pr' = (pr1(1), ... , pr1(N))*
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vektorait, (17) és (15) alapján kapjuk, hogy az alábbi összefüggés is igaz:

(24) pr'= (P1r,s>)* · pr" (r, s ET).

A továbbiakban T adott időszakot jelöl, T = {Tkezctö, ... , Tzáró}-

3, Az átmenetvalószínűségi mátrix becslése exogén
változók függvényeként

Kö vet.kező lépésként az egymás utáni évek közti mozgást tükröző pu,i+u
mát.rixsorozat tulajdonságait vizsgáljuk. Megteremtettük az exogén vátozók
alapján való függvényiilesztés és ezáltal az előrejelzés lehetőségét is. Az /(Z) =
= A + B · Z lineáris mátrix-függvényben A és B jelöli a keresett paraméter­
mátrixokat, Z pedig az összes exogén változót fogja össze. Elvileg bármilyen,
:tz átmenetekre hatással bíró tényező szóba jöhet (ráfordítások, időjárási ténye­
zíík. fajtavá!Us stb.). A becslést azon feltétel mellett végezzük, hogy /(Z)
11, viz8gálati időszak adatait a.lapul véve sztochasz.tikus mátrix legyen.

3. l. Modelloáltozalolc

Az átmenetva,lószínűségi mátrix, valamint különböző exogén változók ren­
delkezésre álló idősorai alapján a P'':' In mátrixokat az alábbi függvénnyel
hecsüljü k:

(25) í_>(l,I l-l)= A+ BZ1, (1 = '1.\c,.dő• ... 'Tzáró - l)

vagy elemenként felírva:

(2G) P• (l_,l+J) - (./·' _j
lj - ·I_I 7

rz=». 
1,~1

(i, j = l, ... , N), 

ahol ,,'" a becsült, értékre u tal ;
A =- (o.,)Nxwes, 13 = (bi!JNx,-es, n, becsülendő paramétereket tartalmazó
mátrixok;
r n.z exogén változók száma;
Z1 = (z1

1, ••• , z~)* = (zt,-),xwe8 má.trix, melynek általános eleme, zl,1 a k-adik
exogéu változó j-edik osztályra vonatkozó idősorána.k /-edik, azaz al -• /. + I
átmenethez tartozó elemét jelöli, míg *-gal a transzponálást jelöljük.

A7. llu, h;1, paraméterek becslését a legkisebb négyzetek elve alapján végez­
z ii k, aza,z az

(27)
N T,-1 N

F(A, B) = ~ ~ ~ (p;Y' J) - p;J"+llf
i=ll~Tk}~I 

függvényt minimalizáljuk, ahol a becsült rnát.rixoknak teljesíteniük kell a
sztochasz.tikue mátrixokra vonatkozó feltételeket:

(28) o:::fJ½•111i<1 (i,j=l, ... ,N; t=T,,, ... ,T0-I) 
N

(29) ~p~•11·1) = l (i = 1, ... 'N; l = T,,, ... ''1.'z - I).
i=í

5
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(T"-val Tkezct6-t, T2-vel T,á,6-t, azaz a vizsgálati időszak első és utolsó évét
jelöljük.)

E feltételek jellegéből következik, hogy a számítások soronként külön-külön
végezhetők, így a becslési feladat N db kvadratikus programozási feladat (QP)
megoldására vezet.

1. változat: a teljes modell
Az i-edik sorra vonatkozó feladat általános esetben (tetszőleges z1ri exogén

változókat megengedve):

.F(a;J, ... ' a,N, bii, ... ' b;r) =
r~ii (pJ·H u - laiJ + ,i bi!,zi.1))

2 

-, min
l=fk ,~1 I k=I

(30)

r
(31) Ct;1+~buA1:2:0 (j=l, ... ,N;t=T1r,••·,Tz-l)

1,-1

(32) i (a;;+ _i b1,.z;,1) = 1 (t = T1,, ••• , r, - 1).
;=I k=I

A fenti, (30)-(32) meghatározta QP feladatnak N + r változója és
!Tl· (N + 1), tehát igen sok korlátozó feltétele van. (Itt !Tl= Tz -T1c = az
átmenetek száma.) A feltételek nagy száma a feladat megoldását a rendelke­
zésre álló számítástechnikai lehetőségek mellett nagyon költségessé teszi.

Az adott esetben a feltételek száma valamivel csökkenthető, mivel exogén
változóként csak ,,gyakoriság-típusúakat" kívánunk szerepeltetni, amelyekre
teljesül, hogy:

N

~ z/.1 = 1 (k = 1, ... , r; l = T1c, ... , Ti - 1).
j=I

Emiatt (43) teljesüléséhez elég megkövetelni, hogy

(33)

N r
~a;1 + ~b;r, = l
}= I k-i

feltétel teljesüljön. fgy a feltételek száma TN+ I.

(32.a.)

2. változat: az egyszerűsített modell
A megmaradó TN + 1 korlátozó feltétel mellett a feladat megoldása még

mindig nagyon költséges, különösen, ha tekintetbe vesszük, hogy minden szá­
mításhoz N db ilyen feladatot kell megoldani (esetünkben 15-öt).

Ezért egy olyan erősebben korlátozott modellel kísérleteztünk, amelyben az
(31.a) ai; > 0 (j = 1, ... , N) és bu,~ 0 (k = I, ... , r)

előjelkorlát előírása z~1 :2; 0 esetén biztosítja a (31) alatti feltételek teljesülését.
Az így kapott QP feladatnak - a változók előjelkorlátain kívül - egyetlen
korlátozó feltétele (32.a.).

(31.a.) alkalmazása azonban azt is feltételezi, hogy a figyelembe vett exogén
változókra jogosan tehetjük fel, hogy az átmenetvalószínűségi mátrixokra
- éppen ebben az értelemben véve - pozitív hatással vannak.
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3.2. Megoldási algoritmus

A teljes modellnek megfelelő (30), (31), (32.a) feladatot a feltételek nagy
számára való tekintettel, valamint a számítások pontosságának növelése érde­
kében [6] alapján egy feltétel nélküli regressziószámítási és egy, az eredeti QP
feladatnál kisebb méretű lineáris komplementaritási (LC) feladatra vezettük
vissza.

A (30), (31), (32.a) QP feladat megoldása ekvivalens a következő feladat
megoldásával:
Keressük azon x1, Yi, v1 és v0; értékeket, amelyekre:

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

ahol

-C ·Xi+ Yi= 0

I* · X; = 1

C* · v; - I · v0i - 2 · C* · Cxi = -2 · C* · p;
y;:2'.; 0
V;2 0

Yi. V; = o,

C= 

EN (ZT")* -

EN (Zh I I)*

EN (Z'f',-I)* _N7'X(N+r)

ahol Z1 ugyanaz, mint (26)-nál;

P. _ (p(Tk,1'k+l) p(Tk,Tt-1-l) p\T,-1,T,) p\1',-1,T,))*·
I - ll , • • • , íN , • • • ' ,1 ' ' ' ' ' 1N ' 

x1 = (a;1, .•• , a;N, b;1, .•• , b;,)*,

y; és v1 NT elemű vektorok, EN N-edrendű egységmátrix és I N + r elemű
összegző vektor. Az

(40) x1 = (C* · C)-1 · C* · p1 = R-1 · (R*)-1 · C* · p;

feltétel nélküli regressziós együtthatók ismeretében (36)-ból

X. - x·· _ _!._R-1 · D* · w 1 - l 1' 
2

(41)

ahol R a C* • C mátrix Cholesky dekompozíciójából adódó trianguláris mátrix,
azaz C* · C = R* · R,

D [
-C ] R-1 , * - ( * )=

1
* • es w; - v; , v0; • 

5*
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(41)-t (34) és (35)-be helyettesítve és bevezetve még a

* ( * ) ' ' [o] r- e Jq; = y; , !Joi es g1 = - . · x,
1 p 

jelöléseket is, a következő LO feladatot kapjuk:
(amelynek w, megoldását (41)-be helyettesítve adódnak 11 keresett x; feltételes
regressziós együt.thatók):

(42)

(43)

l

2
D . D* . W; + q, = g,

v, > O; y, 2 O; v/' · y, = 0; ?Jo,= 0.

A (30), (31.a), (32.a) egy1-;zerüsített modell egy kisméretű kvadratikus progra­
mozási feladat, melynek rnegoldáKi algoritrnmmi ismertek, ennek részletesebb
ismertetésétől eltekintünk.

4. Konkrét modellek a búza- és a kukoricahozam
alakulásának vizsgálatára

4.1. /i'u;:zv hozaanszinlek

A búza-, -illet ve kukoricatermés-átlag fuzay szí ntjei nek meg váiaaz tása.kor a
korábban kialakított ,,tól-ig" hozamkategóriákból indultunk ki, hogy eredmé­
nyeinket majd ebből a szempontból is értékelni tudjuk.
A hagyományo,; hoza.m ka.tegór-iák a követ.kezűk :

4
5 
(I

7

(I
10 
11 
12 
13 
IA
Ifi

()

I
l40l
1751 
21()1 
211.51 
zso I
:11r,1 
3f>OI
3851 
·12()1 
4r,51 
.HJO I
f>251
51101 

tilOO
1750 
2100 
2450 
280() 
3150 
:J51)0 I
385() 
4200 
4550 
4UOO
52GO 
5(;()()

()

I
2001. 
2501 
3001 
3501 
4001
-~501 
5001. 
l.i501 
0001 
li501 
7001 
7501 
8001

2000
2/íl)ll
:moo
3500 
40011
<160()
6()()0 
5500 
(\()(\()

01:iflO
70()0
7500 
8000

iii[ egjerJYzls: A I) terrnóslitlag a nem lPnnclús esete.

Ezeket az intervallum-kategóriákat az éles határpontok elmosásával fuzzy­
sítottuk, és ezzel a R0 = [O, co) félegyenes fuzzy partícióját valósttott.uk meg.
Jól látható ez az J. ábrán, ahol a tart.alrnazási függvények mellett a régi kate-
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1. kategória

x, = µ, = [ ~ nincs termeles
van termetes

0 kg/ha

2. kategoria
---,, . ···••' ....

', _ .. ··
.......~
' ',---

··· ...

0

--- ....',',,:.- ''',__
·····~·

i. kategória

H0 •(i - 2)h

15 koteoório .-···
,,,--­

··· ... ,,,,,
,,.o1;_ ,,.,,, ·-...

---"'"
H1 H1 +h/2

7. álirn: I Iarmomú11yus és [uzzusitott hozamlcateqoriák : : Xi, az i-edik kategória kuruk-
toriszt.iku» ff1g~v{>nye; - - : p.,-, az i-eJik fuzzy katogóriu turtu.lmuzéai függvénye. (Búza:
1!0 1400 kg/ha; h = :lli0 kg/ha; f/1 = 5G00 kg/ha; Kukorica: f/0 = 2000 kg/ha;

h = 500 kg/lm; H1 = 8000 kg/ha.)

góriák karakteriszt.ikus függvényei is szerepelnek. A p,,--nek megfelelő fuzzy
halmazt

F, = {(x, µ,-(x)) Ix E [O, oo)} (i = 1, ... , 15) 

fogja jelölni. Például az 5300 kg/ba-os hozam (vagy az azt elért termelőegység)
hagyományosan a 14. kategória tagja volt, míg fuzzysan tekintve 0,714-es
értékkel tartozik az Ji'14-es és 0,286-os értékkel az .F1:i-as fuzzy hozamszinthez.
Ugy is fogalmazhatunk, hogy
fi' 1. a nem-termelés szintje;
Ji'2 a H 0- h/2 érték körüli vagy kisebb;
F, az i-edik régi osztály középértéke körüli ( i = 3, ... , 14); 
fi'15 a 111 + h/2 érték körüli vagy nagyobb
hozamok fuzzy halmaza. Az ilyen termésátlagot elért termelőegységek tartoz­
nak egyhez közeli tartalmazási függvényértékkel a nekik megfelelő { ~1EF;}
fuzzy eseményekhez.

Az 1. ábrán látható függvények közül µ3, .•• , µ14 szimmetrikusak a közép­
értékükre, egymásba eltolhatóak és két kevésbé és egy jobban emelkedő, illetve
fogyó egyenesből állnak. µ2-nek csak fogyó, p.15-nek csak növekedési (illetve
konstans) szakaszai vannak.



ais JÓZSEJ<'-KOYf,CS-l\L DOBOS-ZSIGMOND

4. 2. A valószínűségek becslése

Ha ismerjük a termelőegységek adott X halmazát, valamint ezek s1(x) (xEX)
évenkénti hozamait, akkor (11) alapján az állapot-, illetve átmenetvalószínű­
ségek a

(44) P([s1 E fi';}) - ,:;;f [µ1.(s,(x))J/IXI,
xEX

valamint a
(45) P)í·s) - ~ [µr,(sr(x)) · µr,,(ss(:i;))]/~ rµr,,(sr(x))]

~x /~x
formulák alapján becsülhetők.

4.3. 'I'ermelőequséqetc

f:,z(.mítá8aink alapjául az {dla mi gazdaságol lnG2- H)84 közti gazdaságHoros
adatai szolgáltak. Mivel a termőterület mind a g,1zdaHágok között, mind az
egye:,; gazda:,;ágok idősoraiban jelentős eltéréseket ós ingadoztLf-lOlrnt mutatott,
célszerűnek tartottuk ennek figyelembevételét a modellben. A kéxenfekvő.
hagyományos ,,területtel sú lyoz ni" eljárás nem a.lku.lmazha.tó, mert serumi lyen
súlyrendszer sem képes kifejezni azt, hogy két gazdaB:'tgban két id(ípo11t között
a termelő terület például jelentősen megnő vagy lecsökken.

[18]-ban a gazdaságokat véve termelfiegy:-;égeknek n terület.vűltozáaokhól
adódó korrekciókat még ubó lagosan vettük figyelem be. Ez meglehetősen bonyo­
lultan formalizálható módosításokhoz vezetett. 1;_;gy:-;zerűbben, dc tartalmában
azonos módon vehetjük figyelembe a tcrü let.mozgások batásait., ha tcrrnelö­
egységnek az 1 ha-os területegyBégeket vá.lasz tju k.

A dolgozat további részében az X alapha,lrnaz tehát ar. J ha-os termőterület­
egy ·égek összességét fogja jelölni. Hogy a (44), (45)-hon Hzereplíi flF•,{ s1(:t))
értékeket meghntározhamrnk, minden teri.ilotegy:-;égbez termcsátlagértéket
(s1(:r)) kellett rendelni. :Ezt az alábbi módon végeztük:

a) Az összes termolóterü let é von kén ti. i nwtdozáHAnak z,L vu.ró h,Ltásút egy á.l Ian­
dó nagyságú földa.lap (7\) bevezetésé vcl szűrtük ki. (1'0 = 212 OOO ha a húzá­
nál. 'L10 = 165 OOO ha a kukoricáná l.)

b) Jelölje O az állami gazdaH{igok ÖHHzc:,;:-;égét, gEG egy konkrét g,tzdaságot,
y1(g) a /-edik évi hozamot., 'L11(g) a gazdaság t-edik évi termelő területét. Az (r, s) 
évpá,r közti átmenetnél ,L kü vot.kcző módon rendelünk termésé.t.lagot az 1 ha-os
területegységek hez :

a g gn,z la,ság termelésben maradó terü lcténok egységeihez, ÖSBZCSségében
T~~/J,0115(g) = min (71r(g), 'l's(g)) teriilethoz az r-edik évben Yr((J) nagysági'1,
az s-edik évben y_,(g) nagyságú Lcrrné:-;átlag tartozik;
a g gazdaBág terrneléBből ki vont területének egységeihez, össze88égében
T~';;J(kcnés(g) = max (0, T'(g) - 'l."(g)) területhez az r-edjk évben !Jr(g) 
nagyságú, az s-edik évben a nem-tormeléBnek megfelelően O nagy8iígC1
termésátlag tartozik;
a g gazdaság termelésbe bevont területének egységeihez, össze8ségében
1t6fekmeny(g) = max (0, Ts(g) - 7rr(g)) területhez az r-cdik évben 0, az
s-edik évben Vs(g) nagyságú termésátlag tartozik.
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e) Ha az előzőeknek megfelelően meghatároztuk a c1(x) (x 1 ha-os területegysé­
get jelöl !) termésátlagértékeket, akkor minden termelésben részt vevő egységet
figyelembe vettünk. Ez összesen

T*(r, s) = ~ [Ttermelö(g) + Tcsökkenés(g)
gEG

T nővekmény(g)] =
=~max (T'(g), T5(g)) 

gEG

területet jelent. A fennmaradó TO - T*(r, s) terület egységei nem vettek részt
a termelésben [az (r, s) évpárra nézve], ezért termésátlagukat mindkét idő­
pontban O-nak értelmezzük. Természetesen T0-t úgy választottuk meg, hogy
minden évpárra nézve legyen fennmaradó terület.

d) A vizsgálati időszakban többször előfordult, hogy egy gEG gazdaság beolvadt
egy hEG gazdaságba. Hogy cL b) pontban leírtak alkalmazásakor a beolvadás
a g gazdaságnál ne jelentős területki vonás, valamint a h-nál egyidejűleg ne
jelentős terület.bevonás útján tükröződjék vissza, a beolvadás (t, t + 1) évpár­
jánál at+ I-edik évben a beolvadó g gazdaságot is termelőnek tekintjük a
h-éva] azonos hozammal, valamint a befogadó I + 1-edik évi területét meg­
osztjuk g és h között. Legyen:

T1+I(h) = min (T1(h), T1+i(h))
T'+L(g) = max (0, 'J.11+l(h) - '1'1(h)). 

Ezeket a területrnéreteket alkalmazva az összeolvadások esetében a h gaz­
daságnál jelentkező területnövekedés a lehető legnagyobb mértékben a g gaz­
< I ctHág terü letegységeinek közvetlen átmeneteként jelentkezik.

A fent leírtaknak megfelelően (44:) és (45) szerint meghatároztuk az ,,1 ha-os
terület" fuzzy hozamsziritekhez tartozásának állapotvalószínűségeit és a
(I. t + 1) é vpárok közti átmenetvalószínűségeket. Azokban az esetekben,
ami kor a becslés alapján P( { e1E F't}) értékére nulla adódott [tehát (45) nem
n.lkn.lmazható ], az alábbi értékeket írtuk elő:

P\l,,1·11) = {1 ·i = j (" .. 't tt . 1 15)iJ
O

. . 1, rogz1 e· , J = , ... , , .
i # J 

5. Számítási eredményeinkről

a) Fuzzy hozamkategóriákat használva (44) és (45) alapján tehát becslési
eredményül átmenetvalószínűségi mátrix-sorozatot és állapotvalószínűségi
vektor-sorozatot kapunk. Ezért ily módon pontosan ugyanolyan típusú (köz­
gazdasági) vizsgálatok és következtetések adhatók, mint a hagyományos eset­
ben, a ,,tól-ig" hozamosztályoklrnl végzett korábbi számítások alapján. Meg­
ítélésiink szerint azonban jóval valósághűbben, a hozamváltozásokra érzéke­
nyebben sikerült a modell felépítése. Ennek hatása azonnal jelentkezett abban,
hogy a fuzzys számítás mátrixaiban több pozitív érték jelent meg, elhelyez­
désük is jóval egyenletesebb. Ez a 2. ábrán látható.

b) Hogy a vizsgálati időszakban végbement változásokat érzékeltessük,
a 3. és 4. ábrán a p<t.t+i) sorozatok mátrixaiban tapasztalt belső átrendeződést
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2. cíbrr1. Át111enetvalúszúiv8ég·i uuuruxok: összehrrsonlitása (11 búzate,·meli'·i:i pt'·ldója)

mutatjuk be, kiemelve egyes évpároka.t. Mindez természetesen a búza- és
kukoricatermelésben elért egyre magasabb hozamok következménye é8 egyben
számszerű jellemzése. A mátrixok tükrözik azonban az elért termelési szint
megtartásának, illetve a további hozamnövekedésnck a bizonytalanságát is,
az alacsonyabb szintekre kerülés valószínűségein keresztül. A növekedési ten­
dencia mellett tehát visszaeséseket és átcsoportosulásokat is megfigyelhettünk.

e) Amennyiben a fuzzy hozarnszintrendszerünk elemeit egyesítjük (a7. U mű­
velettel), kevesebb tagból álló, de ,,bővebb" fuzzy halmazokat jellemző hozam­
szinteket állíthatunk elő. Ezen a módon vizsgáltuk például a ,,legalább három
fuzzy hozamszintnyi" emelkedés és visszaesés valószínűségeit is. Ez utóbbi
például a kukorica F13-as hozamszintjét alapul véve az 1 ha-os termelőegység
termésátlagának a ,, 7250 kg; ha körüli" szintről az ,,57 50 kg/ha körüli vagy
kisebb" (F2 U ... U F10) szintre való visszaesésének valószínűségét fogja megadni.
A 2. pontban leírtak alapján látható, hogy az így összevont szintekre való
átmenetek valószínűségei egyszerűen a megfelelő átmenetvalószínűségi mátrix­
elemek összeadásával számíthatók ki.



A TKlL'I IJ~SiÍ'l'LAG l.'\GADüZASA 321

3

5

7

9

11

13

x > ,x .. V

t'/.ü' > r, ', ',

1/r/ 1),l'S( I>
IXY/ V,l'v ])

rxrx X )< ',[',, ,v rvV,f5<
xt- IXIX ])<V/ "'")< XX V

X X I> XI)<
)( xrx■

1962-63 ~-
I I15 15

1 3 5 7 9 11 13 15 1 3 5 7 9 11 13 15- '"
IX

3 I) '"
5

7

9
)

11 )<

1\,'I'\. rvv,; '/'.l"/.l'> I)

'" "l>< )<r/1) XL>

"
,v KNr><])<r'/11/

I> IX !)<[XIX

13 ~ ._ 197S-- 80 t--~-t--11\,-+---,~~-llll~;illl!"II
" '/ IX

15L...L..J.... .L....J. ..J.... .L....J. ..J.... .L....J._j_J......I. ...L.J 15 
1 3 s 7 g n n 15

■ l ,v V V X

·-~ '1933-84
)< X
) L"
'> ) X> DIX
> r,. "y, ])<r><
') Vt:-".!X
I) xv ,,,
~ " )(Í)<I•

1'>< '><XV 
) rv lx

')

)

3

5

7

9

11

13

15 
13579111315

3

5

7

9

11

13

,v V, 

'"

" Xr/JX
y ex V,,!'>c ) X

XIX IXIX :x > )<
1) )( t'/ lxl:>i

)< XIX l) Xt;,Y/, IXIXT>
Xix 1\. V/V,;':,

xx X xf'.'., x>
'>< XII• )(

f--1-- 1971-72
"51

I I

3

5

7

9

11

13

- 1)1

■
:>
') V f> l'li'\. 
) j') V V, l'x

', V ~ rq'./.
,~ 11/

l)<J')I

,-.,,I'><Y,, Y/. Y,l)(r,

x r x Yr'/1\.
'> x r/rx Ill])

) ...... )< "1961-82 <;;',;

)< I
3 5 7 g 11 13 15

D P;j : 0

~ 0 ""Pi1 ~ 0,2

~ 0,2 < Pij • 0,3

0 0,3 < Pij ff. 0,4

l&I 0,4 "' Pi; < 0,5

• 0,5 "'Pij 

8. ábra.. Az úti11enetvulúszfmíség-i mátrio: szerkezete egyes évpárolcban (egységnyi búzatermelő
tel'Lilet fuzzy hozamszintek közti átmenetei alapján)

<l) A 3. pontban foglalkoztunk egy sztochasztikus mátrixsorozat magyarázó
változókkal való közelítésével, amikor a becsült í><1,1+1l mátrixoktól is meg­
követeltük, hogy sztochasztikus mátrixok legyenek. Már korábbi tapasztala­
taink is rámutattak az alkalmas magyarázó változók kiválasztásának nehézsé­
geire, ezért a közelítő függvényekben most a p(t,t+i) sorozat késleltetéseivel
és az állapotvalóeeínüségí vektorokkal kísérleteztünk.

Így elsősorban a mátrix-sorozatokban végbement eltolódási-növekedési ten­
denciát tükröző függvényeket kaptunk. A 3. pontban megadott egyszerűsített
modell használatát is a p(t,t+i) sorozatnak ez a sajátossága tette lehetővé.
Ennek eredményei ebben az esetben az ellenőrző számítások tapasztalata sze­
rint is jól egybeestek a lényegesen ráfordításigényesebb teljes modell eredmé­
nyeivel.
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□ Pii = 0

0 0 • P;i ~ 0,2

~ 0.2 ._ P1J ~ 0,3

~ 0,3 < Pd ~ 0,4

lm 0,4 • P;J ~ 0,5

• 0.5 < P1J

4. ábra. Az átmenetvriló11zínűsé[li mútrix szerkezete CfJ.'}eS éopárokban. (egyHúguyi kukorica­
termelő terület f11zzy hozumezuuek kfö:ti átmenot.ei ,1lupJ(1n)

A közelítő függvények számításának lehetősége matematikailag alapot te­
remtett az átmenetvalósún(\ségi mátrix előrejelzésére is. Úgy tűnik azonban,
szakmailag megfelelő magyarázó változórendszer kialakítása még mindig
jövőbeli feladat, és a közgazdászok, mezőgazdászok tartós, együttes erőfeszíté­
sére van szükség ahhoz, hogy ez a módszer mint tervezési eszköz az elképzelt
módon, szakmailag is jól használhatóan működjön, azaz a gazdasági tervező­
munkában a benne rejlő lehetőségeket ki is lehessen aknázni.

(Beérkezett: 1986. augusztus 1 l-én.)
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i\-LATH_l~i\lATICAL ANALYRIS OF TH 1,; YJ l~LD FLUCTUATlON LAWS

In this paper th•' luws of tho yield Fluct.nat.ion are invosniguted 011 the basis of the yield
size d ist.t-ibut.io» of 1.1.gric11lt11ml firms. The categories of Firms are defined as fuzzy sets.
'I'ho transicion of fil'rns among these fuzzy cn.tcgories, i.e. the cly11a111ics of inner changes
of" thPse n1tegories is described by a fuzzy process with fuzzy transition pwbability matrix.
To estimate the relationship between the fuz:1:y transition prob,1bility matrix a!ld the
<'xog<'no11s fae;Lors two quudr-atic progruinrning models are proposed.

MATEMATv!LIEC]{v!l1 AJ-1Aflvl3 3Al{OHOMEPHOCTEvl f{0JlE6AJ-lvl5I
YPO)f{Al1I-IOCTvl

B /léllll·!OH CTé!TbC IICCJIC,[(Oll<IHl1C 3i.li(OHOMepHOCTCJJ i{OJle6a1-11151 ypm1{at'IHOCTM OCHOBb!BaCTUI
Ha pacnpeJ:(CJICHIJM CCJlbC!(OX035!ÍkTIJCHHblX npennpM5!TMl1 no ypü)l{i.lMHOCTH CCJlbX03npOAYKTOB.
]{,neropl-lH npCJ:(llJ)l•l51THl1 ll0 ypü>Kai"IHOCTH onpe,[(eJlCHbl Ki.II{ HC'ICTl(MC MHO>KCCTBa. nepexO,[(bl
rrpCl(llpB51TMH MC)Kl(Y 3TMM!1 HC4CTl{IIMH l(i.lTeropM51MM, T. e, ,[(HH3Ml11(i.l BHyTpCHHHX H3MCHCHH!1
3TIIX HClfCTKHX pa3p51,[(0B, Oll!ICbIBaeTC51 HClICTKHM npOL\CCCOM C MaTp11ueií HC4CTl{l1X Bep05!T­
HOCTCt'l nepexo,[(a . .[{Jl5! MO,[(CJIHpoBaHH51 3aBHCHMOCT!1 M3Tpl1l.{bl HClieTKl1X BCp05!THOCTeií rrepe­
XO/.(a OT BHCU1HMX qJal(TOpOB ,[(i.lHbl ,[(BC MO,[(CJlH l{Ba,[(p3Tl14HOrO nporpaMMHp0B3HM5!.


