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Inhomogén népesség a novekedési modellekben *

1. Bevezetés

A neoklasszikus névekedési elméletek valamifajta aranyszabily megfogalmaza-
sara torekednek, aminek betartdsa esetén a gazdasdg az optimadlis fejldsési palydn
haladhat. A gazdasagi palya alakuldsa ezekben a modellekben gyakorlatilag hirom
tényez6tél fiigg: a tdke alakuldsdtél, a munkaerd alakuldsdtol és végil a technikar
haladdstél. A modellekben 4ltaliban hallgatélagosan felteszik, hogy a munkaerd
(avagy ami ezzel legtobb esetben ekvivalens: a népesség) alakuldsa és a technikai
halad4s kiviilrél adott, idSbeli alakulisuk a modellek legnagyobb részében exogén
adottsig illetve 4ltaldban endogenizildsuk sem szabalyozhatésdgukat, hanem csak
attételes befolydsolhatésdgukat jelenti.

A harmadik tényezd, a téke az, amelyik feltételezetten, a felhalmozdsi (illetve,
ami a modellekben ezzel ekvivalens, a megtakar{tdsi) rdta helyes megvilasztdsdval
kontroll4lhaté, fgy a novekedési modellek megolddsai optimdlis felhalmozdsi pa-
lydkban fogalmazédnak meg. A neoklasszikus iskola alkotta meg a Megtakaritdsok
Aranyszabalydt (Golden Rule of Saving), ami egyszerii megfogalmazdsindl és jé
interpretdlhatésiganal fogva azdta viszonyitasi alapot, egyfajta sztenderdet nydjt
minden dinamikus modell szimara. igy vagy ugy az Aranyszabalyt fogalmazzak 4t
az eltérd feltevésekkel é16 kilonbozd modellek.

A cikk elsé része egy egyszerti kontrollmodell alapjdn roviden ismerteti a Meg-
takarftdsok Aranyszabalydt.

A méasodik részben bevezetem az inhomogén népesség fogalmat. A népesség
aktiv és inaktiv csoportokra bomlik, akiket eltérd jovedelemszerzési és fogyasztdsi

lehetéségek jellemeznek. Az aktiv népesség sem homogén a munkavégzés szem-
pontjabél, aminek kovetkeztében a hagyoményostol némileg eltéréen jellemezhetjik

a munkaerépiacot.

A harmadik rész az inhomogén népesség feltevése mellett az els6 részben lefrt
kontrollmodell keretein beliil elemzi az optimdlis felhalmozasi pdlydt. Beldthats,
hogy mivel az elmélet alapvetd jellegzetességeit ez a relaxdcié sem viltoztatja
meg, a megfogalmazhaté normativ megtakaritdsi palya szoros rokonsdgban 4ll az

Aranyszaballyal.

* A tanulminy részeredménye annak a kutatémunkdnak, melyet a szerz8 a Rotterdami

Egyetem Okonometriai Intézetében B.M.S. van Praag professzor vezetésével M. Pradhan-

nal egyiitt folytatott. Eztiton is szeretném segitségiiket megkdszonni, a cikkben taldlhaté
hibdkért azonban egyediil vallalom a felelésséget.
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A tanulmédnyban alkalmazott jel6lések
(az eléfordulds sorrendjében)

a brutté mennyiségeket (0ssznépesség, osszfogyasztés...) latin nagybetik, az
egy fére juté mennyiségeket és ardnyokat (egy f8re juté fogyasztas, megtakaritdsi
rata...) latin kisbetik, mig az egyéb paramétereket gorog betilk jelolik.

t 1d4

y 1d8 szerinti derivalt: dy/dt
K(t) brutté t8kedllomany
) a munkaer6illomany nagysiga (az elsé fejezetben megegyezik a népes-
ség nagysigédval)
C(t) osszfogyasztis
s(t) megtakaritdsi rata
6 linedris amortizdciés kulcs
n a népesség — illetve a munkaerd — novekedési titeme
F(K,L) termelési fuggvény (felt: line4ris homogén)
f(k) egy fbre jutd termelés az egységnyi munkaerdre juté téke fiiggvényében
c(t) egy fore juté fogyasztas — a homogén modell kontrollviltozéja
k(t) egységnyi munkaerére juté t8kedllomany — a kontrollmodell dllapotval-
tozdja
-} hasznossigi fliggvény
p diszkonttényezd
q a kontrollmodell dudlviltozéja
H{) a kontrollmodell jelenértékfi Hamilton-fiiggvénye
P(t) népesség
z a munkavégzd képesség mértéke
z a munkaer8piacra valé belépési kiiszob
G(z),9(z) a munkavégzé képesség szerinti/eloszlds-, illetve siirliségfiiggvény

PA(t) aktiv népesség

PI(t) inaktiv népesség

h(z) relativ bérstruktira

ca(z,t) az aktivak differencidlt egy fére juté fogyasatisa
cr(t) az inaktivak dtlagos egy fére juté fogyasztésa
w(t) A4tlagos bérszinvonal (az inhomogén modell kontrollvéltozéja)
i linedris tarsadalombiztositdsi jarulék
~ a munkaerd és a népesség arinya
m,n segédvaltozdk

Ul

1. A Megtakaritds Aranyszabdlya

A neoklasszikus novekedési iskola legismertebb eredménye az Gn. aranykor:
novekedés, amelyet dgy jellemezhetiink, hogy valamennyi abszolit mennyiség
(népesség, termelés, t&ke, munkaerd, fogyasztis) egyenletesen és egyforma iitemben
né, valamennyi relativ mennyiség (az egy fére juté termelés, téke, fogyasatis,
valamint a felhalmozési rita) konstans és a tdrsadalmi osszhaszon (ami valami-
lyen médon az egy fére juté fogyasztds mennyiségétdl fiigg) maximalis. Ekkor
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a felhalmozdsi rédta — konstans skalahozadék feltételezése mellett — éppen mege-
gyezik a téke részesedésével — vagyis a t8kének hatartermelékenysége alapjin jird
jovedelemhéanyaddal.

Ezt az eredményt a Solow-Swan modell alapjin szoktik levezetni. A modellben
a tSke id8beli valtozdsat lefré Ssszefiiggés:

t6kedllomany viltozdsa = beruhdzis — linearis amortizicié.

A beruhdzds, amit a felhalmoz4ds szinonimédjaként hasznalok, mivel ezek a mo-
dellek 4ltaldban eltekintenek a készletfelhalmozdstél, az adott évi termeléstl flugg:

beruhdzis = termelés — fogyasztds —
= termelés x megtakaritdsi rdta.

Léthaté, hogy a beruh4zés nagysiga ekvivalens médon szabalyozhats a fogyasztés-
sal avagy a megtakarftdsi ratdval, tehat az egyikre adott aranyszabily egyértelmten
tfogalmazhaté a mdsikra. Az adott évi tékedllomdnyt K-val, a munkaerédlloményt
L -lel, a fogyasztést C-vel, a megtakaritdsi ratdt s-sel, az amortizdciés kulcsot §-
val jeldlve, és feltéve, hogy a technikai haladdstél eltekinive az adott évi termelés
lefrhaté egy linedris homogén termelési figgvénnyel, a téke mozgasegyenletére ezt
kapjuk:

K=-6K+F(K/L)~C=—6K+sF(K,L). (1.1)

Feltéve, hogy a munkaerédllomdny megegyezik a népességgel, a népesség egyen-
letes n iitemben béviil, és kisbetfivel jelolve az egy fére jutéd mennyiségeket, a fenti
egyenlet egyszer(i transzformaciéjaval meghatdrozhaté az egy fére juté tékedllomany

dinamikus palydja:
k=—(6+n)k+ f(k)—c=—(6+n)k+sf(k). (1.2)

A gazdasig staciondrius, ha valamennyi abszolit mennyiség egyenletesen és egy-
forma - a népességnovekedéssel megegyezé — litemben né, azaz ha az egy fére juté
t8ke, termelés, fogyasztas... idében konstans. Ekkor tehdt van olyan k, hogy k = 0,

iy ~(6 +n)k+sf(k) =0. (1.3)

Beléthaté, hogy f-re kirétt meglehetésen dltalinos feltételek mellett 1étezik ilyen k
(v6. pl. RAMANATHAN, 1982). Ekkor a fenti képletbél levezethet&:

s=k(6+n)/f(k). (1.4)

Eltérs s értékek kiilonbozé staciondrius palydkat generdlnak. Solow és Swan
aranykorinak azt a palyat nevezi, amely mentén maximilis az egy fére juté fo-

8yasztas, azaz:
maa.x(l —s)f(k), (1.5)

Vagy, ami ezzel ekvivalens:

max (k) (1= k(6 + n)/1 ()] (16)
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fgy kapjuk:
fk =6+ n, (1‘7)

amit behelyettesitve (1.4)-be jutunk a felhalmoz4s Aranyszabilydhoz:
§ = kfk/f(k) . (1.8)

Ez éppen igazolja kiindulé 4llit4sunkat, hiszen linedris homogén termelési fiiggvény
esetén kfi/f(k) éppen a t8ke relatfv részesedése a megtermelt jovedelembdl.

Vegyiik észre, hogy a neoklasszikus megkozelftés nem foglalkozik azzal, hogyan
jut el a rendszer a staciondrius pélydra, csak annyit 4llit, hogy a staciondrius
palydk kozill az a legjobb, amelyet a fenti Aranyszabédly jellemez. Az optimdlis
megtakarftdsi rdtdhoz tartozé optimélis egy fére juté t8kedlloményt az (1.3) képlet
adja meg, anélkul, hogy e kozott és egy induls, adott ko érték kozott barmiféle
kapcsolat teremtédne.

Eppen ebben térnek el a Solow—Swan-féle megkozel{téstdl az optimdlis szabdlyo-
z4si (novekedési) modellek (l4sd pl: ARROW-KURZ, 1968), amelyek adott ko kiin-
dulépont figyelembevételével hatdrozzdk meg a rendszer 4ltal kovetendd optim4lis
palydt és azt vizsgéljdk, milyen kiindulépont védlasztdsa esetén vezet ez a pélya
stabil egyensiilyhoz. Errél a hosszd t4vid staciondrius megolddsrél mutathaté meg,
hogy amennyiben nincs id8beli diszkont4lds, éppen egybeesik az aranykori paly4val.
Ebben az esetben teh4t nem a staciondrius palydk kozotti valasstds a kérdés, hanem
az, hogy van-e olyan optimilis pilya, amelyik adott kiindulépont mellett éppen a
hosszii t4dvi staciondrius megolddst eredményezi.

Mint azt mdr az elébb megéllapftottuk, ekvivalens médon vélaszthatjuk kont-
rollvaltozéként a fogyasztdst avagy a megtakaritdsi rat4t, igy most az egyszeriibb
targyalisméd kedvéért az egy fére juté fogyasztdst tekintjiik kontrollvdltozénak
A Solow-Swan modellben megfogalmazott mozgdsegyenlet mellett keressiik azt az
optimdlis paly4t, amelyen a — diszkont4lt hasznosségi fiiggvénnyel mért — tarsadalmi
j6lét maximalis. fgy az aldbbi formalisan megfogalmazott kontrollfeladathoz jutunk,
ahol k az 4llapot- és ¢ a kontrollvdltozd:

ncllz:x/ooo e U (c(t)) dt (1.9)
k=—(6+n)k+ f(k) —c
IC(O) = ko .

p jeloli a diszkonttényez6t, U( ) pedig a szokédsos ”j6” tulajdonsigokkal rendelkezé
hasznosségi fiiggvényt. A feladatot a Pontrjagin maximumelv felhasznildsival, a
feladathoz tartozé jelen érték{i Hamilton-fliggvény maximdldsival és a dudlviltozé
mozgésegyenletének meghatdrozasival oldjuk meg. Belathaté, hogy jelen esetben
a szitkséges feltétel egyben elégséges is (Id. SETHI-THOMPSON, 310. o.). A
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dudlv4ltozét g-val jeldlve, (c*(t), k*(t),¢* (t)) optimdlis megolddsa a feladatnak, ha
a jelenértéki Hamilton figgvényre

H(k,c,q) = U(c) + q[—(6 + n)k'+ f (k) — c] (1.10)
teljesil, hogy:

a) OH*[8c =0

b) ¢—pg=—-0H"/0k

) k=08H"/3q (1.11)
d) tl_l'r?o k(t)g(t) =0  (transzverzalitds).

Kis 4talakit4ssal kapjuk:

a) U'(c)—¢=0
b) g=qlp+6+n— fi) (1.12)
¢) k=—(6+n)k+fk)—c.

(1.12 a)-bél g-t kifejezve § = ¢U"(c), és (1.12 b)-be behelyettesitve:
¢U"(e) =U'(c)(p+6+n— fi). (1.13)

Az (1.13) képletet dtrendezve jutunk a szabélyozé véltozé optimdlis pilydt leird
mozgisegyenlethez:
¢=(U'JU")(p+6+n— fi). (1.14)

Egy fejlddési palya teh4t optimdlis, ha a kontrollvdltozé kielégfti az (1.14) képlettel,
a hozz4 tartosé &llapotvéltozé pedig az (1.12.c) képlettel megadott differencisl-
egyenleteket, valamint az (1.11.d) transzverzalitdsi feltételt. A tovdbbiakban a

rendszer optimdlis megold4s4rél beszélve ezekre a feltételekre utalok.
A hosszd tavi staciondrius palydn teljesil, hogy mind az 4llapot-, 'mind a
kontrollviltozs idd szerinti derivéltja zérus, azaz:

i=0—p+b6+n=fi (1.15)

k=0—c=—(6+n)k+ f(k) (1.16)

A kdnnyebb elemzés érdekében érdemes a palydkat egy kétdimenziés fézisdiagramon
dbrazolni (1. 4bra).

(1.16)-bél 1athatd, hogy az egy f§re juté fogyasztds id6ben véltozatlan, ha k egy
kitiintetett k& értéket vesz fel, mig a k=0 megolddsdt az 4brin szaggatott vonallal

jeloltiik. A szaggatott gorbe és a fiiggbleges egyenes metszéspontjdban teljesiilnek a
hossz1 t4vi stacionaritas feltételei az dllapot és a kontrollvdltozdra egyardnt, ebbél
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1. dbra Az optimdlis novekedési kontrollmodell megolddsdnak fizisdiagrammja

a "pontbél” nincs elmozdulds. Ily médon a fazisteret négy tartomdnyra oszthatjuk,
amelyekben (c, k) id8beli mozgdsat nyilakkal 4brazoltuk.

Az egyes tartomdnyokra jellemz8 mozgdsok szintén az (1.15)-(1.16) képletekbél
olvashaték ki, pl: az I. fazisban k < k igy fx > p+ 6+ n,de mivel U'/U" < 0 igy
¢ > 0, azaz az egy fbre juté fogyasztds nd. Ugyanitt ¢ > —(6 + n)k + f(k) tehét
k < 0, azaz az egy fore juté tékedllomdny csokken. Hasonlé médon elemezhetjik a
tobbi tartomédnybeli dinamikus viselkedést is.

Lathaté, hogy I. és IIL fdzisbeli palydk divergensek, mig a II. és IV. tar-
tomdnybeli pélydk a rendszer egyensiilyi pontjiéba vezetnek. A transzverzalitisi
feltételnek (1. 11. d) csak ez utébbi palydk tesznek eleget, tehit az optim4lis
trajektéridk az egyensilyi pontba futnak.

Térjiink 4t ennek a hosszd t4vii egyensilyi palydnak a jellemzésére. (1.15)-bél

tudjuk, hogy
d+n=fr—0p. (1.17)
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Ezt behelyettesitve az (1.16)-ba:
¢ = (=fx +p)k+ f(K). (1.18)

Felhasznilva, hogy ¢ = f — sf, ahol s a megtakaritdsi rta, (1.18) 4talakitdsdbél
kovetkezik, hogy:

f(k) = sf (k) = (—fi + p)k + f (k) (1.19)
s = kfi/ f(k) = pk/ £ (k) .

Léthaté, hogy (1.19) zéré diszkonttényezdé (p = 0) mellett éppen a Megtakarit4s
Aranyszabélydt adja vissza. Vegyiik észre, ha a diszkonttényezd zérus, akkor az 1.
dbran k jobbra tolédik és éppen az egy fére juté fogyasztds maximumpontjin metszi
a masik gorbét. fgy tehat az aldbbi Osszefliggésre jutottunk: végtelen idShorizont
esetén az egy foére juté fogyasztds hasznossigi fliggvényének diszkontdlds nélkiili
maximalizalisa egyensilyi megolddsként éppen a Megtakaritds Aranyszabalyit
eredményezi és az Osszes staciondrius palydk kozil a maximalis egy fére juté fo-

gyasztasdt valasztja ki.

A harmadik részben a fenti modell médositott viltozatdt fogom megvizsgélni,
és megmutatom, hogy az egyensilyi pdlyat leiré mozgisegyenletek inhomogén
népesség feltételezése mellett is csak csekély mértékben médosulnak, igy a Felhal-
mozis Aranyszabalya lényegében ekkor is érvényben marad.

2. A népesség inhomogenitdsa

Ebben a fejezetben, némileg elszakadva az el6z8 rész elemzésétdl tigabb
megkozelitésben vizsgaljuk a népesség inhomogenitdsit és ennek killonbézd irdnyd
kovetkezményeit. Az eldzd fejezetben végig feltételeztiik, hogy a népesség homogén,
amelyet stabil novekedési iitem, homogén termelékenység, homogén fogyasztas jelle-
mez. A homogenitdshél kovetkezéen a munkaerd éppen megegyezett a népességgel,
azaz L(t) = P(t) implicit feltevés hiizédott meg valamennyi levezetés mogott, ahol
P(t) jeloli a népességet.

Ennek a feltevésnek egy lehetséges felolddsat jelenti annak figyelembevétele,
hogy nem minden embernek ugyanakkora a munkavégzd képessége. Feltessziik,
hogy ez a képesség jellemezhetd egy (0,1) intervallumba esd értékkel, amit z-
szel jelolink. Ez a megkozelités nincs ellentétben az inhomogenitasra vonatkozé
sz0k4sos feltevésekkel, amikor is a népességet generacick, korcsoportok, képzettségi
szint stb. szerint bontjdk. Kézenfekvd feltevés, hogy a munkavégzd képesség és a
kor avagy az iskoldzottsdgi szint szoros kapcsolatban allnak egymdssal.

Mivel a népesség minden tagja jellemezhatd ezzel a mértékkel, {gy feltételez-
het,jﬁk, hogy létezik a népességnek a (0,1) intervallumon értelmezett z szerinti
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inaktivak |-

x aktivak 1 x

2. dbra Egy hipotetikus sfiriségfiggvény: g(z) = 1/(az +b),b = a/(e* — 1)

eloszldsa, amelynek eloszlisfiggvényét G(z), sfirfségfiggvényét pedig g(z) jeloli
[lusztriciéként a 2. 4dbrén ldthaté egy ilyen lehetséges konstrudlt stirfiségfiiggvény.

Mivel g(z) sfirliségfiiggvény, kovetkezik, hogy

1

/1 g(z)dz =1, tehdt P = P/ g(z)dz. (2.1)
0 0

Feltessziik, hogy adott szint alatt az emberek be se lépnek a munkaerd piacra, azaz
a népesség megoszlik aktiv és inaktiv keres6kre. Ha ezt a bizonyos ,kiiszobot”
z-pal jeloljik, akkor az aktiv népesség nagysigit a kovetkezd mdédon tudjuk
meghatarozni:

PA = P[\l 9(z)dz, (2.2)

x
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mfg az inaktfvak sz4m4t az aldbbi képlet mutatja:

~

PI=P / Al (2.3)
0

A munkaerékindlatot az aktiv lakossdg munkavégzd képessége hatirozza meg, azaz:
1

i* = P/; zg(z)dz . (2.4)

Lathat6, hogy a modellben az inaktfvak ardnya, illetSleg a munkaerd/népesség
ardny a g(z) sfirfiségfiiggvény paramétereitdl, illetdleg T megvalasztasitél fiigg.
Ilusztraciként a mellékelt tdblizatban a fentebb 4brdzolt siriiségfiggvényiink
segftségével bemutatjuk a paraméterek és a kiilonb6z8 ardnyok osszefiiggéseit.

A t4bl4zatbél 14thatd, hogy megfelel6 paramétervilasztdssal viszonylag reilis
Osszefiiggésekhez juthatunk. Az aktfvak ardnya 55-65% koril mozog, és ezzel
nagyjib6l megegyezd a munkaerd nagysiga.

Az inhomogenitds bevezetésével megviltozik az Gsszfogyasaztis, illetve az egy
fére juté fogyasztis értelmezése is. Redlisnak tind feltételezés, hogy az aktivak
és inaktivak egy fére juté fogyasztisa eltér egymdstdl, illetve az aktivaké valami-
lyen médon fiigg munkavégzésiktsl. A probléma lehetséges megolddsdt jelenti a
megfelel§ bérrendszer és tdrsadalombiztositdsi rendszer megvélasztisa a modellben.

1. tédbldzat
Demogréafiai jellemz8k g(z) = 1/(az + b)
sfirfiségfiiggvény esetén, ahol b = 1/(e® — 1).

a) Az aktfv népesség ardnya %

a értéke 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Z értéke
0.25 68.8 67.7 66.6 65.4 64.3
0.30 63.3 62.1 60.9 59.6 58.4
0.35 57.9 56.6 55.4 54.1 52.9

b) Munkaerd/népesség arany (L/P) %

a értéke 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
7 értéke
0.25 73.9 66.6 61.0 56.4 52.7
0.30 72.4 65.1 59.4 54.8 51.1
0.35 70.7 63.3 57.6 53.1 49.3
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Azt a szokdsos feltevést, hogy bérbdl nincs megtakaritds, vagyis, hogy az egész
bér fogyasztisra keriil, tovdbbra is megtartjuk. Az osszes kifizetett bértomeg tehat
meghatirozza az osszfogyasztis szintjét, ezen beliil a tarsdalombiztositdsi rendszer
keretében torténik az tdjraelosztds; az aktivak munkabérébél levont linedris add
finanszirozza az inaktivak fogyasztdsit. Mindebbél az is kovetkezik, hogy a fo-
gyasztasra rendelkezésre 4116 termékmennyiség az aktiv népesség, illetve a munkaerd
nagysagdtdl fligg: ennek elfogyasztdsdban azonban a teljes népesség részt vesz. Ezt
a nem elhanyagolhaté koriilményt a hagyomdnyos megkozelités a P = L feltétel
miatt teljesen figyelmen kivil hagyja.

Legyen a munkavégzéstél, z-t8l fiiggd bérfiggvény h(z). Belathaté, hogy a
bérarédnyok csak abban az esetben felelnek meg a munkavégzési ardnyoknak, ha h(z)
linearis homogén. Ezt azonban nem feltétleniil koveteljiltk meg, ugyanis természetes
jelenség, hogy a bérstruktirdt a béralku az eredeti ardnyoktdl eltériti. A kifizetett
osszbér, ami éppen megegyezik az osszfogyasztdssal:

1

osszbér = C = P/; g(z)h(z)dz. (2.5)

Az aktivak egy fére juté fogyasztdsa megegyezik a linedris tarsadalombiztositdsi
jarulékkal (1) csokkentett bérikkel:

ealz) = (1 - wh(s). (2.0)

Az inaktivak kozott az igy beszedett adét szdmos elv alapjdn szét lehet osztani. A
modellben, tobb nyugat-eurépai orszig gyakorlatat kovetve, feltételezziik, hogy az
inaktivak egyenls jovedelemhez, illetve fogyasztashoz jutnak, azaz

¢y = pC/PI :ﬁ ug(x)h(z)d:c//()x g(z)dz. (2.7)

x

Vegyiik észre, hogy c; a fenn elmondottak értelmében z-t8l fiiggetlen.

A hagyomdnyos munkapiaci feltételek is médosulnak az inhomogenitds beveze-
tésével. Feltételezhetjiik, hogy a munkaerd keresletét most is a profitmaximaldsra
valé torekvés hatdrozza meg. Rogzitett tSkedllomany mellett, ha a termelési
figgvényt F(K, L)-lel jeloljik és feltessziik, hogy a termékar éppen egységnyi, a
megoldandé maximumfeladat:

mzaxF(K,P/z zg(z)dz) — /lg(z)h(z)dz, (2.8)

azaz azt a z munkavégzési szintet kell meghatarozni, ami mellett még rentabilis a
termelés. ‘

Az egyviéltozds maximalizildst elvégezve kapjuk:

OF /0L = h(z)/z. (2.9)
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ossztermeles = F(K,L (x))
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1
osszber = P-w- § g(t)h(t)dt
X

3. dbra A munkaer8piac jellemzdi inhomogén népesség esetén

A h() figgvényre kirétt megfeleld megkotések esetéﬂn a maximu.m létezik és
kizé.rélagos, Vegyiik azonban figyelembe, hogyAmodellunk .szempont_pébél csak ?z
T<z<1 megoldds relevans: ugyanis, ha z < z, a,l.(kor teljes a fogla_lkoztatottsa.g
(a munkaerépiaci korl4t tehdt nem effektiv), ha pedig z > 1, akkor nincs hatékctny
megold4s a rendszer keretein beliil. A 3. &brardl leolvashaték a munkaer8piac

Jellegzetességei.

Az 4bran a felsd vonal a brutté termelést reprezentilja z fiiggvéflyében. Ha
Z n8 L csokken, tehat a brutté termelés is csiinkken. "A“br.utféubér z novek(?désével
szintén csokken, de csokkend iitemben. A két gorbe lfozott’l k}_lloanég a maximumés
z-nél éri el. z > z-re a terméktobblet még meghaladja a bértobbletet, méshol alatta

marad. Ha 7 > z, teljes a foglalkoztatottsig.
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Amennyiben létezik munkanélkiiliség, gy az inaktivak szdma megnd, és
moédosulnak az eredeti elosztasi viszonyok. Vegyiik észre, hogy teljes foglalkozta-
tottsag esetén a hatékony foglalkoztatottségi szint felett alkalmazott munkdsoknak
(akiknek tehdt munkavégzd képessége 7 és z kozé esik) kifizetett pétlslagos bér
meghaladja az dltaluk létrehozott tobblettermék értékét.

3. Inhomogén népesség az optimdlis kontrollmodellben

Térjink vissza kiindulé modelliinkhéz és vizsgdljuk meg, hogyan alakul az op-
timdlis palya, ha az eddigi homogén népesség feltevését feloldjuk. Ezen az titon
csak az elsé lépést tesszitk meg, ugyanis tovabbra is megtartjuk az egyenletesen
novekvé népesség feltevését és a munkavégzd képesség szerinti megoszlast is idében
allanddnak tekintjiik. Azaz feltessziik, hogy g(z,t) = g(z). Ennek megfeleléen:

L(t) = P(t)/; zg(z)dz , (3.1)

és igy:
L/L=P/P=n.

fly médon a népesség és a munkaeré4llomdny idében egyformén viltozik, amibél
kovetkezik, hogy ardnyuk id8ben 4llandé, azaz L(t)/P(t) = - konstans. Ggyszintén
tovdbbra is megtartjuk az optim4lis novekedési modellek teljes foglalkoztatottsigra
vonatkozd feltevését is, azaz allokdcids problém4val nem foglalkozunk. Erre a
problémaéra az Gsszefoglald részben még roviden kitériink.

Hasonléképpen id8ben 4llandénak tekintjiik a bérstruktarat is, azonban id6ben
véltozénak a bérszinvonalat. fgy:

h(z,t) = w(t)h(z), (3.2)

ahol w(t), a bérszinvonal, veszi 4t a modellben a homogén modellbeli egy fére juté
fogyasatastél, c(t)-t6l, a kontrollvdltozd szerepét. Vegyiik észre, hogy az inhomogén
modellben lényegében w(t) hatdrozza meg az dtlagos egy fére jutd fogyasztds szintjét.

Feltéve, hogy a hasznossigi fiiggvény tovdbbra is az egy fére juté fogyasztastél
fiigg, és ez a fiiggvény egyénenként tovibbra sem eltérd U(), akkor az elsé fejezetbeli
célfiiggvény az aldbbi alakot olti:

max/(;°° e~ Pt {/01 Uler(t))g(z)dz + ‘/j Ulca(z, t))g(z)dz} dt. (3.3)

kw

ahol c; és c4 az el6z0 fejezetben elmondottakkal és a bérfiiggvény fenti dinamizalt
alakjdval 6sszhangban:

calz,t) = (1 - p)w(t)h(z) (3.4)
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cr(t) = P [ /A 1 uw(t)g(x)h(a:)dz] /PI

Ugyancsak igy 4ll el§ az Gsszfogyasatds képlete, ami éppen megegyezik a kifizetett
brutté bérekkel:

() = w(t) P() /A sl eVhla)dz. (3.5)

A rendszer mozgésegyenletének a meghatarozdsidhoz most a brutté tokedllomanyra
vonatkozé sszefliggésbdl indulunk ki:

K=-§K+F(KL)-C. (3.6)

Mivel L # P igy az egy fore illetve az egységnyr munkaerére juté téke nem egyezik
meg. L és P azonban g(z) idéfiiggetlensége miatt azonos iitemben nének: dinamikus
viselkedés szempontjibél mellékes, hogy melyik pegységnyi” tékét vizsgaljuk. Mivel
tovdbbra is szeretnénk kihasznélni F() homogenitdst, az egységnyi munkaerdre jutéd
rc'ike dinamikus palydjat vizsgiljuk, és ezt jeloljiik tovdbbra is k-val. k-ra teljesiil,
hogy

k=3(K/L)/ot = (K /L) — (L/L)k = (K/L) — nk. (3.7)

k mozgésegyenletét az aldbbi médon tudjuk meghatdrozni (3.6)-(3.7), illetve a fo-
Byasztdsra (C) vonatkozé képlet felhasznilésdval, valamint figyelembe véve, hogy
F() linedris homogén, és P/L = 1/(L/P) = 1/4:

1

k= —(6+n)k+ f(k) - (I/W)w(t)ﬁ h(z)g(z)dz . (3.8)

x

Mindezek utén az 1. fejezetben kozolt optimdlis novekedési kontrollmodell (vo.
(1-19)) a kovetkezd alakot olti:

k,w 0

00 z 7§

max/ e Pt {/ U(c;(t))g(z)dx%—/; U(cA(z,t))g(:c)dz} dt, (3.9)

0 x
: 1
b= (6 mk+ £(8) = (1/7)u(0) [ ho)o(a)da

k(O) = IC() y
ahol tovgbbra is k(t) az llapotvaltozs, azonban most w(t) a kontrollvdltozé cy(t)
és ca(z,t) figgvényeket pedig (3.4) frja le.
A feladathoz tartozé jelenértékit Hamilton-fiiggvény:

~
x

1

H(k,w,q) :/ U(cl(t)]g(x)da:-i—/: Ulcal(z,t))g(z)dz+ (3.10)

0 z

Y [—(6 + )k 1) - (/2)uld) [ h(z)g(z)dz]
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(w*, k*,¢") optim4lis megold4sa a feladatnak, ha teljesil:

a. 8H"/ow =0 (3.11)
b. §=pq— OH"*/dk
c. k=08H*/dq

d. lim k(t)q(t) =0 (transzverzalitds).

(3.11.a) kiszdmf{tdsahoz vegyiik figyelembe, hogy
AU /0w = (8U/8c)(dc/dw) = U'(c)(dc/dw), (3.12)
ahol c4 gy U'(ca) z-t8l fiiggd, mig c; fgy U'(cr)I z-t8l fiiggetlen kifejezések. Eazt

az Osszefiiggést, valamint az egy fére juté fogyasztdsok (3.4) képleteit alkalmazva
(3.11.a)-bél kapjuk:

1
9H /8w = (1 - ) /A U'(ca(2))9(2)h(z)dz+ (3.13)
1 z
4 [Pp‘/; g(z)h(:c)da:/PI} U'(c,)/(; g(z)dz—

~ (1 [ ole)hlzhdz =0,

g-ra rendezve az egyenletet adédik:

g %/A (1= w)U'(ca(z)) + U (c1)] 9(z)h(z)dz (3.14)
ahol: :
X = (1/7)fA g(z)h(z)dz .

(3.14) alapjén meghatdrozhaté ¢ id8 szerinti derivaltja is, figyelembe véve, hogy a
jobb oldalon csak c4(z,t) és c/(t) fiigg az id6t8l és id8 szerinti derivaltjuk:

a. ca(z,t) = w(t)(1— p)h(z) (3.15)

b. ér(t) = (P/PI)i(t) [u /A l h(z)g(x)d:c] .

(t) azonban z-tl fiiggetlen valtozd, tehat kiemelhetd az integraljel elé, igy ¢ id8
szerinti derivaltjdra adédik:

§=(u/n) / (1= W)h(2)U" (ca) + 7] hla)o(z)de, (3.16)
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ahol:
r = B2 (el) [ /: 1 h(:z:)g(z)dx] (P/PI).

x
Az optimum feltételek koziil (3.11.b) adja meg ¢ id8 szerinti derivaltjét, aminek
alapjén g-ra egy ij kifejezést kapunk:

g=qlp+6+n—fi). (3.17)

Ha (3.17)-be behelyettesitjik a g-ra (3.14)-b8l illetve g-ra (3.16)-bél nyert kife-
jezéseket, megkapjuk a kontrollv4ltozé optimalitdsdnak mozgdsegyenlet form4jiban
megfogalmazott feltételét:

= (Y/Z)(p+6+n— fi), (3.18)

ahol:
Y= [ 10w (ea) + 0 (cr) (e} h(o)dz
z =/§ [(1= w2h(z)U" (ca) + 'r] h(z)g(z)dz .

f‘t képlet hasonlit a homogén modellbeli kontrollvdltozdt, c(t)-t meghatdrozé kife-
Jezéshez, ami nem meglapd, hiszen, mint l4ttuk tartalmilag w(t) megegyezik c(t)-
Vel. Az Y és Z kifejezések ymagja” most is a hasznossigi figgvény elsé, illetve
Mdsodik derivaltja. A h(), illetSleg g() fiiggvények tulajdonsigai miatt — mindkettd
Szigordan pozitfiv — valamint, mivel u < 1,U" > 0,U" < 0, kovetkezik, hogy Z
SZigoruan negatfv, Y szigoruan pozitfv, tehit w el8jele ismét csak p+ 6 + n — fi
eldjelét sl fiigg, akdrcsak a homogén modellben. A stacionérius allapot, w = 0 akkor
8l fenn, ha

ptE+n=fi, (3.19)

%az a mellett a k mellett, melyre (3.19) teljesiil. A homogén népesség esetével
OSszevetve tehat azt mondhatjuk, hogy a kontrollviltozénak — amely itt is az egy
Sre juté dtlagos fogyasztist hatirozza meg — a staciondrius allapotat inhomogén
€Setben is a fenti feltétel jellemzi, azonban az ide vezetd pdlya paraméterei eltérnek
R hOmogén esetétdl.

Ezek utdn vizsgaljuk meg az 4llapotvaltozs optimalitisénak feltételeit. (3.11.¢)-
bs] kévetkezik, hogy:

b= (6 4 mk 4 )~ () ) [ Medoledd (3.20)

A hossz g tdvii egyensiilyi helyzetben teljesiilni kell, hogy:

k=0— f(k) = —(6 + n)k + 7w(t), (8.21)
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ahol ismét

1
n= /) [ dlah(a)ds.
(3.19) behelyettesitésével kapjuk:
F(R) = (fe — o)k -+ mw() (3.22)

A fézistér ismét négy részre oszthatd, és a transzverzalitdsi feltétel miatt megint
csak a stacionarius 4llapotba konvergalé palydk optimdlisak, tehat a rendszer hosszi
tdvi optimdlis megolddsat a stacionér palya tulajdonsdgai jellemzik.

Ebben a hosszi t4vi egyenstlyi megolddsban vizsgaljuk a megtakaritdsi rata
alakuldsit. Ha felhasznéljuk, hogy a megtakaritési rata kifejezhetd az egy fére jutéd

fogyasztasbodl, azaz:
ru(t) = (1- )£ (k), (3.23)

akkor azt kapjuk, hogy az inhomogén modell optimalis staciondrius allapotdt az
aldbbi felhalmozdsi rata jellemazi:

s = kfic/ f(K) — pk/ £ (k). (3.24)

Ez viszont megegyezik a homogén modell hosszii tadvi egyensiilyi dllapotat jellemzd
megtakaritasi ratdval (v6. (1.19)), azaz zéré diszkontdlds esetén a Megtakaritdsok
Aranyszabdlydnak felel meg.

4. Munkanélkiiliség a homogén és az inhomogén modellekben

Az optimilis novekedési kontrollmodellek aggregdlt makroosszefiggéseket hata-
roznak meg, implicit médon feltételezve, hogy a kapacitdsok teljes kihaszndldsa
hatékony allokdcié mellett valdsul meg. Feloldjdk a rovid tavi modellek al-
lokdcids célokat szolgdlé piaci korldtait, a kapacitds kihaszaldsit nem befolydsolja
jovedelmezdségi korlat.

Ennek a korldtnak a felolddsa természetszeriileg nagyobb mozgdsteret eredmé-
nyez. Az optimalis kontrollmodell ebbél a szempontbdl korldt nélkili optimalizaldst
jelent. Eléggé nyilvdnvalé, hogy egy korldt beépitése csak ronthat az optimalis
megolddson, ha egydltalan létezik az adott korldt mellett minden kiindulé dllapothoz
optimalis megoldds.

Anélkil, hogy a profitkorldt beépitésének kovetkezményeit részletesen ana-
litikusan megvizsgidlndm csak roviden térek ki arra, hogy a munkaerépiacon
érvényesilld profitszempont milyen korldtozdsokat eredményez a megtakaritdsi
ratara nézve a homogén, illetSleg az inhomogén modellben.

A mir emlitett kutatds soran egy dinamikus programozasi diszkrét novekedési
modell segitségével éppen az igy generalt kiilonbozé pélydkat hasonlitottuk ossze
(PRAAG-KIRALY-PRADHAN, 1987).
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Az egyszeriibb Osszehasonlithatésig érdekében a homogén modellben is az
dtlagos bérszinvonal w(t) figgvényében fejezziik ki az Osszefiiggéseket. Homogén
népesség esetén a bérstruktira is homogén. Az osszfogyasztas = Osszbér feltétel igy
homogén esetben azt jelenti, hogy:

C(t) = w(t)L*(t), (4.1)

ahol L*(t) a felhasznalt munkaerd. A munkaerd keresletét, illetve kinalatit — fel-
hasznilva a 2. fejezetbeli profitmaximalizdldsbél levezetett feltételt — az aldbbi
osszefliggések hatarozzdk meg:

kereslet: Fi (K, LP (t)) = w(t) (4.2)
kindlat: L9 (t) = P(t)
L*(t) = min(LP (t), L% (t)) .

Amennyiben L*(t) = L%, azaz a munkaer8 keresleti korlit nem effektfv, ez
azt jelenti, hogy a bérszinvonal alacsonyabb a teljes foglalkoztatottsidg melletti
hatdrtermelékenységnél, azaz w < Fy(K,L"). A munkanélkiliség és a teljes
foglalkoztatottsig esetére tehat egyiittvéve teljesiil, hogy:

w(t) < Fy (K, L' (t)), (4.3)

amikor is az egyenléség munkanélkiliség (effekt{v profitkorlat) mellett all fenn. A
w(t)-re kapott korldtot az Gssafogyasztds (4.1) képletébe helyettesitve az aldbbi
egyenlétlenséget kapjuk:

C(t) < L*(t)FL(K,L*(t)) . (4.4)

A fogyaszts+beruhizés=kibocsitds egyenléséget és a megtakaritds=beruhdzis ex
Post azonossigot felhaszndlva a megtakarftdsi rdtdra a kovetkezd korldtot irhatjuk
fel:

s > KFy /F = a t8ke részesedése (4.5)

azaz munkanélkiiliséget megengedé homogén modell esetén a megtakaritdst rdta
nem lehet kisebb, mint a téke részesedése, és azzal egyenld, ha a munkanélkuliségi
korlat effektiv.

Vizsgaljuk meg most ugyanezt az osszefliggést az inhomogén modellben. Az
Osszfogyasztds képlete (ldsd (3.5)):

1

o) = w(P() [ heala)iz. (46)

x
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A munkaerdpiaci feltételek mar ismertek a 2. fejezetbdl:
1
kereslet: LP(t) = P(t)/ zg(z)dz,ahol : w(t) = 2FL(2)/h(z)  (4.7)
) 1
kindlat: L = P(t) /A zg(z)dz

L*(t) = P(t) /. zg(z)dz,

ahol: z* = max(z, 7).

Beldthaté, hogy a keresleti korl4t csak akkor nem effektfv, ha a bérszinvonal
olyan alacsony, hogy w < ZFp(Z)/h(Z). Teh4t a bérszinvonalra osszefoglaléan az
aldbbi egyenldtlenséget kapjuk:

w(t) < z* Fy(z*) /h(z*), (4.8)

ahol az egyerilé'ség effektiv profitkorldt mellett 4ll fenn. Ennek kovetkeztében az
osszfogyasztdsra fenndll az aldbbi egyenlStlenség:
1
C(t) < Fr(=") P(t) [x'/h(x')]/ h(z)g(z)dz = nFp(z"). (4.9)

Ez a korldt még kordntsem eredményez olyan egyértelmi kovetkeztetéseket, mint a
homogén esetben. Figyelembe véve ugyanis, hogy:

1
L*(t) = P(t)/ zg(z)dz, (4.10)
ahol: z* = max(z, Z) hirom eset képzelhetd el:
a) n<L(z") (4.11)
b) 7= L")
c) n>L(z*").

Megmutathaté, hogy (4.11) barmelyik alesete eléfordulhat megfeleléen megvilasz-
tott — z-ben novekvd — bérfiiggvény mellett.

a) Legyen h(z) = z'~* X < 1. Ekkor, mivel z* < z, ezért (z*)* < z*, tehat:
1 1
n =/ (z*) 2! *g(z)dz S/ zg(z)dz = L(z"), (4.12)

azaz n < L(z*). fgy az Gsszfogyasstésra felirt egyenl6tlenségsor tovabb foly-
tathaté, és a megtakaritasi ratara szigori egyenlétlenség formdjiban kapjuk (tehat
fuggetlenil attdl, hogy éppen hatékony-e a munkaerdkorldt vagy sem!):

3 > KFy /F = a t8ke részesedése . (4.13)
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b) Az egyenldség 4ll fenn (4.11)-ben, ha a bérfiggvény éppen kifejezi a
munkateljesitményeket, azaz h(z) = z, ami éppen az el8z8 eset A = 0 esetén:

= /: [z*/z*| zg(z)dz = L(z*). (4.14)

Ez az eset tokéletesen megegyesik a homogén esettel; a megtakaritasi rita effektiv
munkaerd piaci korlt esetén megegyezik a téke részesedésével, ellenkezd esetben
meghaladja azt.

c) Legyen most h(z) = az — b, ahol a,b > 0. Ekkor:

i L aa:f*— b(ax ~bg(z)dz 2 .

azag n > L(z*). fgy a fogyasztéasra vontkozé egyenlStlenségsorozatot folytatni nem
tudjuk és a megtakarftdsi rtira egy kissé értelmezhetetlen alsé korlatot kapunk:

s=(F-C)/F >1-n(F(z")/F(z"), (4.16)

ami nem tudjuk milyen kapcsolatban 4ll a téke részesedésével.

osszefogla.léan tehat azt mondhatjuk, hogy mind homogén, mind inhomogén
€setben a munkaerépiaci korldt a megtakaritdsi rata korldtozdsit — fgy az op-
timum romlds4t — jelenti, azonban inhomogén esetben kilonbozd bérfiiggvények
Vilasztdsaval ezt a korlétot erdsiteni vagy lazitani tudjuk.

(Beérkezett: 1987. Jinius 5-én.)
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Inhomogeneous population in the growth models

The paper examines saving rates with the aid of optimum growth control models,
assuming homogeneous and inhomogeneous population. It has been found that along a
long-term optimal growth path - provided the discount rate is zero - the Golden Rule
of Saving holds. This is valid for both the homogeneous and the inhomogeneous cases,
insofar as the assumption of uniformly growing population is retained and the distribution
of population is constant over time.

The inhomogeneity of population has been interpreted as individually deviating work-
ing ability, measured along a (0, 1) scale, and the distribution of population with respect
to this variable can thus be determined. I define a corresponding wage structure and a sim-
ple social security system to finance the consumption of the population outside the labour
market, while maintaining the usual assumption of gross wages = total consumption.

I intended to determine the optimal path of capital per unit labour in both the
homogeneous and the inhomogeneous cases, in order to optimize some kind of welfare
function with the aid of per capita average consumption level as control variable. In the
inhomogeneous case the latter role was played by the variable representing wage level.
The optimality conditions derived from the present value Hamilton function were similar
in both cases, the conditions of the long-term optimal solutions only deviated in one or
two parameters.

As a détour, I studied the impact of a labour market constraint on the saving ratio,
and established that this constraint has different effects in the homogeneous and inhomo-
geneous cases. In connection with this détour I call attention to the fact that the optimal
control models - precisely because they implicitely assume an effective microallocation -
must be used as instruments of economic policy but only for the purposes of comparative
analysis. They should be considered as instruments to generate certain standard paths,
suitable for descriptive analysis. But no economic policy maker should dream of imple-
menting them with centralized instruments, else - as testified by several examples - instead
of the optimum of the welfare function at most the optimum of wasting resources can be
attained.



