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A sztochasztikusan valtozé paraméterii modellek
egy lehetséges alkalmazdsi teriilete

A viltozé paraméterli modellek becslése teriiletén az utébbi években elért
eredmények megteremtették a lehet8ségét annak, hogy az a 6konometriai modellezés
egy lépéssel kozelebb keriiljon a gazdasdgi valésighoz, lehet6vé téve ezzel a gaz-
dasdgi folyamatok valésdghtibb lefrdsit. Ennek lényege, hogy mig a hagyoményos
okonometriai modellek feltételezték a modellt meghatérozé strukturalis paraméte-
rek dllanddsigéit, addig a valtozé strukturdlis paraméterek bevezetése — éppen e
véltozds révén — jobban megfoghatévd teszi a valtozé gazdasigi Gsszefiiggéseket.
A viltozdé paraméteri modellezés alapjait WALD [17] fektette le még a negyvenes
években, de csupéin az Gtvenes, hatvanas évek kutatési eredményei tették lehetsvé e
modellek alkalmazdsanak fokozatos térhéditdsat. A hazai gazdasdgi modellez8k még
messze nem élnek a véltozdé paramétert modellek adta lehetdségekkel, ami egyrészt
annak tudhaté be, hogy a kényelmes felhasznaldst lehet6vé tevd szadmitégépes prog-
ramcsomagok még csak most kezdenek elterjedni, mésrészt pedig annak, hogy a
felhaszndlds Gkonometria-elméleti megalapozdsa Magyarorszdgon még nem tortént
meg. E‘ppen ezen kivdn szerény mértékben segiteni ezen iras, melynek fé célja egy
lehetséges alkalmazdsi teriileten — az id8sorok és keresztmetszeti adatok egyuttes
felhaszn4ldsdnak teriiletén — bemutatni, hogy mit nydjthat a gyakorlati modellezd
Szamdra a v4ltozé paraméterti modellezés.

Elsé 1épésben dttekintjik a f6bb viltozé paraméterd modelleket, majd bemu-
tatjuk egy modelltipus paramétereinek a legkisebb négyzetek médszerére alapozott
becslését. Bz utdn az id8sorok és keresztmetszeti adatok egyiittes felhasznildsanak
Mmezején 4ttekintjik e modellek egy lehetséges gyakorlati alkalmazdsi teriletét,
eljutva az idében és egyedenként v4ltozd paraméterstruktirdk modellezéséig.

1. Véiltozé paraméterli regressziés modellek

A viltozé paraméterd modellek a hagyomdnyos 6konometriai modelleknek a
Tegressziés paraméterek dllanddsidgara tett hipotézisét oldjdk fel. Ez nagyon fontos
lehet péld4ul a kévetkezd Skonometriai problémék esetén:

1. A struktdra nem stabil (id8ben), vagyis a strukturéilis paraméterek nem
éJlandéa,k, mert

a) olyan sztochasztikus hatdsok vannak a modellben, amelyeket az additiv
tezidu4lis v4ltozé nem tud figyelembe venni;

b) a modell paramétereit egy sokvéltozés sztochasztikus folyamat generélja;
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c) a modell paraméterei egy adott iddpillanatban valamilyen keresztmetszeti
minta dltal generalt valdsziniiségi valtozdk.

2. Annak ellenére, hogy a valddi struktira stabil, célszerti a valtozé paraméterti
modellezés, mert

a) specifikiciés hiba fordul el (mikor kihagyunk egy vagy tobb magyarizé
véltozét, példdul szabadsigfok problémék miatt), ekkor ugyanis a valédi paraméte-
rekre ,,rdrak6dsé” torzité hatést ilyenforman valamennyire megfoghatjuk;

b) egy vagy tobb (megfigyelhet8) helyettesitd valtozét alkalmazunk az adott
modellben szerepld (ténylegesen meg nem figyelhet8) valtozé helyett, aminek a
hatdsa ilyen dton kezelhetd;

c) nem korrekt figgvényform4t alkalmazunk, amiért az eredetileg stabil
paraméterek viltozdsnak lehetnek kitéve;

d) aggregéciés hibdt kovetiink el, ami kiszfirhetd lehet ilyen iiton.

A valtozé paramétert modelleknek a gazdasdgi modellezésben alkalmazott f8bb
tipusai a kovetkezdk:

A) Szisztematikusan vdltozd paraméterd modellek

a) Funkcionglisan v4ltozé paraméterek
v =X (B+aZ) +u, (%)
ahol y; az endogén valtozé megfigyelése a t-edik pillanatban (b= 1anee, L),

X; az exogén véltozék megfigyeléseit tartalmazé matrix t-edik sora, mérete

(K x 1),
Zy egy exogén jellegli vdltozé megfigyelése a t-edik pillanatban,
u; a szokasos tulajdonsdgokkal rendelkezd litens vdltozd,
K az exogén viltozék szdma,
valamint
E(X{uw) =0 E(Zu)=0
minden ¢-re, és «, [ ismeretlen paraméter vektorok.

Léthaté, hogy a (*) egyenlet strukturélis paraméterei fiiggvényei egy tovabbi
exogén viltozénak.

b) Bindrisan valtozé paraméterek
ve = X{(B +aDy) + u,

ahol
B 0 ha1§t<t0,
*“ 11 hato<t<T

és a ismeretlen paraméter vektor.
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Mind az a), mind a b) esetben a kellSen alkalmazott KLNM konzisztens és
hatdsos becslést nyijt a keresett paraméterekre. A b) esetben, ha tj ismeretlen,
akkor ez is becsiilhetd a KLNM becslés sztenderd hibdjdnak a minimalizdldsdval.
(E modellekrél l4sd péld4dul GOLDFELD-KELEJIAN-QUANDT [4], RAJ-ULLAH
(10]). Ennek megfelelden, mivel a sziszstematikusan véltozé paraméterti modellek
paramétereinek a becslése nem igényel iijfajta megkozelitést, a tovdibbiakban nem
foglalkozunk vele.

B) Sztochasztikus vdltozd paraméterd modellek
a) Véletlen paraméterek
ve =X, (B +et) +ue,
ahol &; egy (K X 1) méretfi valésziniiségi vektorvéltozé és E(e;) = 0, E(us) = 0,
valamint E(eju) = 0.

E modellt ~ bevezet8jikr8l — szok4s HILDRETH-HOUCK [5| modellnek is
nevezni. Kszrevehetd, hogy itt a modell (8 = f+¢;) paramétervektora egy rogzitett
ismeretlen (becsiilendd) 4tlag (8) koriil ingadozik. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy
regressziés modell paramétervektorat egy teljesen véletlen sztochasztikus folyamat
generalja. '

b) Szekvencidlis paraméterek
ye = X{(MBe—1+ (1= X)B + &) +ue,
ahol X a folyamatot meghatirozé paraméterl,
E(u) =0, E(e) =0, E(siu) =0

és
Bt =ABi—1+ (L= A)B + &,

amit fokozatos visszahelyettesitéssel a 5y kezdeti paraméterre visszavezetve adédik:

=1

Br = ABo + (1= 2)B+ Z Xlei s

r=0

Lathats, hogy e modellt alapvetéen befolydsolja a fo kezdeti paramétervektor. Ha
0 < X < 1, akkor e modellt szokds ROSENBERG-féle [11], [12] sztochasatikusan kon-
Vergens paraméter(i modellnek nevezni. Ha A = 0, akkor visszakapjuk a Hildreth—
Houck modellt, ha pedig A = 1, akkor

ye = Xi(ABe—1 + &) + ut,

) a modell szempontjébél a priori meghatdrozott paraméter; hogy milyen
€rtéket adunk neki, az nagyban fiigg a modellezett gazdasig hipotézisrendszerétsl.
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amit szokds COOLEY-PRESCOTT (1], [2] modellnek is nevezni, de az irodalomban
gyakran adaptiv paraméteri modell név alatt is szerepel. A regressziés modell
(B = ABi—1(1—2)B+e;) paramétervektora most az idS fiiggvényében egy ismeretlen
(becsiilend8) 4tlag (B) koriil ingadozik. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a modell
paramétervektordt egy elsérendfi autoregressziv sztochassztikus folyamat (AR(1))
generalja.

Lathaté, hogy a sztochasztikus valtozé paraméterti modellek alapelgondolésa,
hogy a strukturilis paraméterek egy determinisztikus és egy sztochasztikusan
valtozé részbdl tevédnek ossze. Egyértelmfi, hogy mind az a), mind a b) mo-
delleknél a KLNM konzisztens becslést nyijt a keresett paraméterekre, azonban a
bonyolult l4tens struktiira kovetkeztében e becslés nem lesz hatdsos, fgy az ALNM

alkalmazdsa v4lik szﬁkségessé.z.

A kovetkezd fejezetben a Hildreth—~Houck modell péld4jdn bemutatjuk, hogyan
allithaté elé a sztochasztikusan v4ltozé paraméterdi modellek paramétereinek
ALNM esztimdtora.

2. A Hildreth—Houck modell ALNM becslése
A modell a t-edik id8pontban a kovetkezd:

Yo = X{ (B + e) + ue,

ahol
E(Eg) = 0, E(ug) = 0,

0 hat #¢t
E ’ ) = ) )
(ezee {<af,...,af( > hat=¢

o} 0
2 2 ——
<0yy..., O >=
0 0?(

(K x K) méretll diagondlis mdtrix, valamint az e, vektor egyes elemei és u; kor-
reldlatlanok.

Vektor alakban ijrafrva a modellt, u* = (u} ..., uz) jeloléssel:
y=Xp+u", (1)
ahol

K
*
U, = ug + E Xit€ir
=1

¥ Megjegyzends, hogy mind az a), mind a b) modellek paramétereinek a
becslésére 1éteznek a maximum-likelihood médszeren, illetve a Kdlméan filteren ala-
pulé eljdrdsok is, de ezek tirgyaldsa tilnéne az frds keretein (RAJ-ULLAH [10))
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Az ALNM alkalmazdséhoz az E(u*u*') kovariancia métrixot kell el84llitani:

d¢

E(u” )—<o +Z to >y (=0 T)

amely egy (T x T) méretii diagondlis matrix.
A tovdbbiakban tehédt a 02 és a o2 variancidkat fogjuk becsiilni. Legyen az (1)

modell paramétervektorsnak KLNM becslése /3 és az ebb8l szdrmazé reziduum:’
e=y—X E .

Vildgos, hogy
e=Wy, ahol W=1-X(X'X)"'X

és ha visszahelyettesftjiik az (1) egyenletet a fenti 6sszefiiggésbe adédik, hogy
e=Wu".

A métrix jeloléseket felbontva, a reziduum vektor t-edik eleme

2¢
s *
€ = E W Uy,
Jj=1

ahol wy; a W mitrix t, j-edik eleme.

Az indulé feltételekbdl kovetkezik, hogy
T
E(e:) = E()_ wijuj) = 0.
Jj=1
A reziduum varianci4jira pedig a kovetkezd adddik:
E(e ) i E[(Z Wy _1) ] i Z E We; Wegt [E(u’]uJ )] - Zwt] 7 (2)
Jj=15'=1

ahol
K
d; =02 + Z X,?,-a? .

° Ha teljesen kovetkezetesek lennénk a jelolésben, akkor az e helyett 7*—ot kel-
lene hasznalnunk, ez azonban nincs 6sszhangban az idevédgé irodalommal, amelyben
ennél a modellnél a becsiilt reziduumot e-vel jelolik, igy ezt hasznédljuk mi is.
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Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

2 2 2
€ Wiy wir
e = W = ; :
2 2 2
er Wry Wy
2 2
2 Oy ot 51
1 X3, . Xgy 52
’ . 2
X = %, 3 y o= .
o :
1 X3p oo Xy 2
K

L4thaté; hogy az X métrix tartalmazza a szabad konstans csupa 1-esekbdl
4ll6 oszlopvektordt, amit a formuldkban szintén exogén valtozéként szerepeltetiink,
vagyis K, az exogén viltozdk szdma, gy adédik, hogy K — 1 ténylegesen exogén
valtozd szerepel plusz a konstans. Most tdjrafrva a (2) osszefiiggést

E(é) = WXq, (3)

ahol -t kell becsilni.

Az Gtlet az, hogy tekintsiik a (3) vérhaté értéket egy regressziés osszefiiggésnek,
vagyis
é=WXo+v,
ahol v ldtens viltozé és E(v) = 0.
Bevezetve a G = WX jelolést, a fenti képletre adédik, hogy

ée=Go+v. (4)

Mivel v kovariancia métrix4rél nem 4llfthatjuk, hogy skaldr tfpusi igy a (4) re-
gressziés egyenletben a o® paramétervektor becslésére az ALNM-et kellene al-
kalmazni (RAJ-ULLAH [10]). Altaldban azonban hagyoményosan megelégsziink
a variancidk konzisztens becslésével, elsésorban azért, mert a variancidk hatdsos
becslésének el64llitasi ,dra” nem fizetédne ki az (1) egyenlet strukturdlis paramé-
tereinek becslésekor. A (4) egyenletre a KLNM-et alkalmazva, a keresett variancidk
becslése:

o= (G'G) G, (5)

és igy az (1) modell § strukturalis paramétervektoranak ALNM becslése minden
tovdbbi nélkill eldllithaté. Vegyiik észre, hogy az (5) esztimatorban a o? és o?
variancidk becslésének elkillonitése nem lehetséges. Erre az (1) modell ALNM esz-
timdtordban mellesleg nincs is sziikség, és fgy itt nem okoz gondot, de bizonyos
gazdasagi elemzéseknél, ahol a variancidkat kiilon-kiilon értelmezik, mar értelmezési
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nehézségeket okozhat." A kévetkesd fejezetben megldtjuk majd, hogy megnévelt
minta informdacié esetén lehetévé vilik e két variancia becslésének szeparilésa is.
3. Egy lehetséges alkalmaz4dsi teriilet

Az idGsorok és keresztmetszetei adatok egyiittes felhasznildsinak hagyomdnyos
médja a panel-modellek alkalmazdsa (MATYAS [7], [8]). Szédmos esetben azon-
ban az egyedhatdsokat célszeribb a paraméterek valtozdsiba beépiteni, mint a
latens valtozét szétbontani egyed és rezidualis hatdsokra. Ennek megfelelden alkal-
mazhaték az egyedhatdsok kezelésére a valtozdé paramétertt modellek megfelels alak-
jal.

A) A Swamy modell
Legyen a vizsgdlandé modell most

i = Xi(f+e)+u (6)

form4jd, ahol
© az i-edik megfigyelt egyedre utalé index,s=1,..., N,

X; az exogén véltozék megfigyeléseinek értékeit tartalmazza az i-edik egyednél,
mérete T x K,

¥ az endogén valtozd megfigyeléseinek (7" x 1) méretfi vektora az i-edik egyednél,
u; a ldtens valtozdk (T x 1) méretli vektora az i-edik egyednél,

B a paramétervektor (mérete K x 1),

e; az egyedhatdsokat kifejez8 (K x 1) méretli valésziniiségi vektorviltozd,

K az exogén viltozdk szdma.

Az osszes egyedre. felfrva:
y=Xp+Xe+u, (7)

ahol

X az exogén véltozdk megfigyeléseinek értékét tartalmazé (NT X K) méretii
matrix,

y az y;-ket tartalmazé NT x 1 méretii vektor,

€ és u az €; és u; vektorokbdl felépitett (NK x 1), illetve (NT X 1) méretil
valészintiségi vektorviltozdk;

‘Az (5) esztimitorndl érdemes felfigyelni arra is, hogy ez nem feltétlenil
eredményez pozitiv becslést a szérdsokra. Negativ szérds becslés esetén az egész
modell-specifikicié djragondoldsa vilhat sziikségessé.
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X 0
g 4
0 XN
Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezd hipotézisek:

E(E;) :0, E(u,-) :0,
2 3 o)
TYLE ) o ﬂu{IT L=y
E(u'ut’) {0 i#i’,
b ) A =y
E(E,E"f = {0 1?(: i’ y
és €;, u; korreldlatlan valésziniiségi vektorvaltozdk.

Az igy lefrt modellt P. A.SwWAMY [14], [15], [16] 4llitotta fel el8sz6r. Konnyen
észrevehetd, hogy a modell nem més, mint a Hildreth-Houck modell egy — a dezag-
gregdlt adatbdzishoz adaptalt — vltozata. A kiilonbség egyrészt az, hogy itt — mivel
nem csupan egy iddsor ll rendelkezésiinkre — lehet6vé vilik az e vektorvaltozé
kovariancia métrixdnak a diagonalitdsira vonatkozé hipotézis elhagydsa, mdsrészt
pedig az, hogy az u; ldtens viltozé o2 variancidja minden egyednél eltérd lehet.

Ahhoz, hogy a (7) modell paramétervektordnak hatdsos ALNM becslését
el6allithassuk, sziikség van az

E|(Xe + u)(Re+u)]=

kovariancia métrix becslésére.

Tudjuk, hogy
2 0

ahol .. = X;AX! + o2, Ir .
~ Legyen €; a KLNM becslésbél szdrmazé reziduum vektor

0 2NN

e =y - X;b,

ahol E, az i-edik egyed idésordbdl, vagyis a (6) egyenletbsl szamitott KLNM
paraméterbecslés.

Ekkor
eje;

ut e

a 03‘- variancidnak torzitatlan becslése.

32
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A A mitrix becslése pedig (MATYAS [7)):
S 1%~ ‘g oot
A=y~ ﬁ;oui(xixi) )

ahol

B

i 4

~

B

-
R

N N

S=Y AB- 5.

=1 1 1

és B a (6) formuldbdl szarmazé KLNM paraméterbecslés.

Lé4thatd, hogy a fenti kovariancia méatrix becslése soran maximélisan tdmasz-
kodtunk az id6sorok és keresztmetszeti adatok egytittes meglétébdl adédé tobbletin-

formdciéra. igy érthet6vé vélik, hogy az eredeti — sima id8soros vizsgalatokra kidol-
gozott — Hildreth-Houck modellben az E(e,e}) kovariancia métrix diagonalitdsdnak
a hipotézise pétolja a hidnyzé minta informéciét.

Szintén a (7) modell £ kovariancia métrixdnak becslésére rendelkezésre 4116
tobbletinformdcid tette lehetévé, hogy az eredeti Hildreth—-Houck modellnél latott-
n4l egyszertibben becsiiljiik e kovariancia mdtrixot. A kovetkezd pontban bemuta-
tandé modellnél azonban erre mdr, sajnos, nem lesz lehetdség.

B) A Hsiao modell

Legyen a vizsgdlandé modell most
v = Xif + Xiei + Xid + s, (8)
ahol
A az id8hatdsokat kifejezd (KT x 1) méretfi valészinfiségi vektorviltozd,
X} 0
Xy = s
0 Xy
és a tobbi jelolés valtozatlan.

Az Osszes egyedre felirva a (8) modellt

y=Xﬂ+)?e+)~(/\+u, (9)
ahol .
X =
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A tovdbbiakban a kovetkezd hipotézisekkel éliink:

E(w;) =0, E(\)=0, E(&)=0;

BT g e
E(u;u,’-;):{a"l =1

B gt
SN ) A =gt
E(s‘ei')_{o i#’i"

A L=t

ahol A¢ a A vektor t-edik szubvektora. Tovdbbi feltételezzitk, hogy &, ) és u
valésziniiségi vektorvéltozék paronként korreldlatlanok és hogy az A, valamint A
kovariancia métrixok diagonilisak, ahol a megfeleld diagondlis elemeket oy, és oi-val
jeloljiik.

Az gy definiélt (8) modell hasznélatdt C. HSIAO [6] ajdnlotta elészor. Lithatd,
hogy e modell egy szabilyos Hildreth-Houck modell és egy specidlis Swamy modell
otvozete, ahol a A kovariancia métrix diagondlis. Az A és A kovariancia métrixokra
vonatkozé diagonalitdsi feltétel elengedhetetlennek tfinik ahhoz, hogy a meglevd
minta informaciébél becsiilni lehessen &ket. A (9) modell ALNM esztim4toranak
az eld4llitdsdhoz a

S E[(Xe S L u)()"(/e 05, G u)’|
~ ~t
=X(In @ A)X' +X(Ir @ AX + UiINT

kovariancia métrixot kell becsiilni. A becslés menete hasonlé a Hildreth-Houck
modellnél litottakhoz, igy a levezetés egyes technikai fogésait felesleges részleteiben
elemezni.

frjuk fel a (9) modell it-edik elemét:

K
Vit = Z Bri Xie + ufy

k=1
ahol
Bri = Br + €xi
K
ujy = Z Akt Xkit + i -
k=1
Legyen

K
*2
Dy = E(u;?) = Y XZan + 02,
k=1
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vagy vektor alakban
D,' = X{a,

ahol
X; az X; elemeit tartalmazza a négyzetre emelve

o = (a1 +02,00,...,ar), (itt a vektor els8 eleme, hasonléan a Hildreth—
Houck modellnél litottakhoz, a szabad konstans miatt tér el a tobbi elemtdl szer-
kezetében).

Jeloljiik €;-vel a KLNM becslésbdl szdrmazé reziduum vektort (hasonléan, mint
a Swamy modellnél):
& =y — X,

ahol ﬁ. a ff; paramétervektor KLNM becslése.

Tovébbad jeloljiik é;-vel a fenti reziduum vektor elemeinek a négyzeteit tartal-
mazé vektort. Ekkor '

E(e;) =W, D; = G;a, (10)
ahol a W mitrix az (I — X;(X!/X:)~'X!) métrix elemeit tartalmazza a négyzeten
és G,‘ = W,' X." .

A Hildreth-Houck modellnél 1itott Gtletnek megfelelsen tekintsiik a (10) for-
muldt egy regressziés osszefiiggésnek, fgy az o paramétervektor KLNM becslése

konnyen adédik:
a=(G'G)"'G'e,

ahol G a G; és e az e;-ket tartalmazé vektor.

Hasonlé médon eljarva, de nem egy adott egyedre, hanem egy adott idépontra
végezve a vizsgilatot, megkaphaté a ox variancidk konzisztens becslése is. (Ez
gyakorlatilag azt jelenti, hogy megfigyeléseinket nem egyedenként, hanem idépon-
tonként csoportositjuk.)

Léittuk a Hildreth-Houck modellnél, hogy ott a 02 variancia szeparélt becslése
nem volt lehetséges. Most ez a tobblet minta-informéciébél adédéan lehetévé vilik

T
02 =) @u&u/NT
1=1t=1
ahol €;; az €, vektor t-edik eleme, valamint
& = (v — XiBe)i

és .
Bt = (Xt'Xt)_lxtyt )

mikozben y; és X; az adott valtozé Osszes egyedének a t-edik idéponthoz tartozé
megfigyeléseit tartalmazza.
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Az frds végére érve a szerz8 reméli, hogy sikerilt rdmutatni a viltozd

paraméteri modellek alapelgondoldsinak lényegére és bemutatni az id8sorok és
keresztmetszeti adatok egyiittes felhasznildsdnak egy alternativ modellezési form4-

jét.

(Beérkezett: 1987. mdjus 6-dn.)
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A Possible Field of Application for Models with
Stochastically Varying Parameters

The use of models with stochastically varying parameters in econometric analysis
allowed derestricting the structural parameters from being constant. This step — important
from the viewpoint of modelling - raises several new questions and problems both for
modelling and methodology. The purpose of the paper is partly to show the major models
with varying parameters — used in econometric analysis — and partly to highlight through a
concrete application what the actual content of this approach is. The application presented
offeres a more complex and more refined alternative procedure for the combined use of
time series and cross-section data than do the panel models.



