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A nulla-egyes hatizsdk feladat optimalis
célfiiggvényértéke egy felsé korldtjanak élesitése

1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkezd P° nulla-egyes hatizsik feladatot (K P01)
z" =maxz=Zp,-z,- (1)
i=1

ZwﬂiSM’ (2)
i=1
e}, i=1,...,n, (3)

ahol az ¢ tdrgyhoz tartozé haszon, ill. sily p;, ill. w;. A célunk, hogy a tirgyaknak
egy olyan részhalmazdt vélasszuk ki (a megfelel§ z; = 1 értékaddsok segitségével),
hogy ezéltal maximalizdljuk a teljes z hasznot, mikézben az M silykorldtot nem
sértjik meg. '

A probléma latszélagos egyszeriisége ellenére mindmdig nem tudjuk, hogy meg
lehet-e azt oldani polinomidlis algoritmussal, és tekintve, hogy a feladat NP-teljes,
ezért nem is valészini, hogy ilyen eljards létezzék.

A KPO1 feladat egzakt megold$ algoritmusai kozott igen elterjedtek és

hatékonyak a korldtozds és szétvilasztds kilonbozd véaltozatai. fgy tobbek kozdtt
az (1), (3], (4], 5], [7], [8], [9] dolgozatok kézolnek ilyen médszert.

Most némileg leegyszeriisitve osszefoglaljuk a korldtozds és szétvélasztds elvén
alapulé algoritmusokat. A P° feladatbdl kiindulva a szétvélasztdsi eljirds a
részfeladatok egy P!, P% ... halmazdt &llitja eld, példdul az z; véltozé valamely
értéken valé rogaitésével. Az algoritmus a P optimdlis megolddsidhoz egy
LB, als6 korlitot is meghatdroz (LB, < z*) amely nem mds, mint P° egy
megengedett megolddsanak célfiiggvényértéke. Tovabba minden P* részfeladat op-
tim4lis célfiiggvényértékéhez meghatdroz egy U B' felss korldtot. Természetesen ha
UB' < LB,, akkor a P' feladatot elhagyhatjuk.

Ebbél a ténybél adédik, hogy az algoritmus hatékonysdga igen erésen fiigg
a korldt jésdgatél. Azonban pontosabb korlat a sziikséges tobbletszamitdsok mi-
att nagyobb gépidét igényel, ami anndl inkdbb kritikussa valik, minél gyakrabban
szamitjuk ki a korldtot.
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A jelen dolgozatban egy 1j fels korldtot adunk meg a K P01 feladathoz, mely
valéban tobb szdmitdst igényel. Az eredmény f6 elénye azonban az, hogy ezt a meg-
Javitott korldtot csak egyszer, UB® meghatdrozisénél kell kiszdmitani. A tov4bbi

P* feladatok esetében U B* mir valamely gyorsabb médszerrel is elé4llithaté. fgy a
kis szdmit4si tobbletet a korlit pontossdgdban mutatkozs javulds kompenzalja.

A megjavitott UB° érték f5 elénye a kovetkez8képpen értheté meg. Tegyiik
fel, hogy az eljérds sordn taldltunk egy olyan megengedett megolddst, hogy mér
LB, = UB° is teljesiil. Ekkor bizonyosak lehetiink abban, hogy a taldlt pont
optimélis. Habdr az LB, = UB? feltétel ellenbrzése tovabbi gépidst igényel, ezzel
kapcsolatban az [5| dolgozat j6 eredményekrsl sz4mol be.

2. Néhény felsd korldt rovid dttekintése
Csak azokat a fels8 korldtokat ismertetjiik, amelyek szorosan osszefiiggnek az
dltalunk megjavitott korldttal. Teljes korkép talilhaté a témardl [6]-ban.

Tegyiik fel, hogy P°-ban gy rendestiik a trgyakat,hogy pi/wi > pit1/wit1,
1=1,...,n— 1. Tovdbb4 az 4ltalinossig megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy p; és
w; pozitiv egész, w; < M,1 =1,...,n, és

n
Ew.' > M.
=1

A felsé korldtok késdbbi definicidinak egyszerfisitése érdekében bevezetiink egy 1j,
mesterséges tirgyat a p,4; = 0 és w,4; = M adatokkal.

A P° feladathoz tartozé egyik legelsé felsé korlatot 1957-ben DANTZIG kézolte
[2]. Ez
UBD—ZP; [(M - sz )Pt/ Wt1] (4)
1=1 tz=1

ahol k azt a legnagyobb egészet jeloli, amelyre még

k
Zw, <M
i=1

igaz, és |a| az a legnagyobb egész sz4m, amelyik nem nagyobb, mint o.

1977-ben MARTELLO és TOTH [5] megtaldltdk a Dantzig-féle felsd korldt egy
javitdsdt. A javitds alapgondolata az, hogy P° optimilis megolddsiban vagy
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ZTrpy1 = 0 vagy x4 = 1. A két esetet kiilon-kiilon vizsgélva egy B; és B korldthoz
jutunk, ahol

ZP. [(M - Zw; )42/ Wtz ], (5)
1=
k+1 k+1

Zpl = (Z Wy = Pk/wa (6)

fgy Martello és Toth felsé korlatja
UBYr = max{B,, B} (7)

lesz. Martello és Toth megmutattik, hogy UBf, < UBY, azaz a korlatjuk jobb.

UB{, 1 egy tovébbi javitdsit HUDSON [6] adta meg 1977-ben. Kszrevette, hogy
B;-ben a korrekcidndl tigy vettilk, mintha az egész

k+1

Zwi - M
1=1

tdlsily a k targybdl szérmazott volna. Mivel k-rél azt tudjuk csak, hogy a hozzd
tartozé érték a legkisebb a p;/w;,7 = 1,... k szdmok koziil, ezért a tilsily wy-n4l
nagyobb lehet. fgy elképzelhetd, hogy a korrekciét ali- és ezért a felsé korldtot
ttlbecsiljik.

Az zx4) = 1 esetben Hudson az 1,..., k tirgyakra és az M — wy, ; megmaradé
silykorldtra Dantzig otletét alkalmazza. Jelolje k azt a legnagyobb egészet, amire
még

k
Zw <M —weyy
i=1

teljesiil. Ekkor azt nyerjik, hogy

~ ~

k k
Ba=ZPi+Pk+1+l(M—wk+1 ‘Zwi)P;H/w;HJ- (8)

s=1 =1
[6]-ban megmutatjik, hogy Bs < B; mindig teljesil. fgy Hudson felss korldtja
UBY; = max{B, B3} (9)

amire

UBY <UBSYr
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3. A felsd korlit egy élesitése

A mi javitdsunk is egy hasonldé gondolaton alapszik, mint ahogy Hudson Bj-at
meghatdrozta. Eszrevehet,jiik, hogy B; kiszdmitdsdnal a megmaradé

k
-2
$=1

silyt, ami az zx; = O értékad4s miatt keletkezett, mind a k+2 tdrgyhoz rendeltiik,
holott eléfordulhat, hogy

k
M‘—ng > We42 -
=1

Ekkor, mivel a k + 2 tdrgyhoz ta.rto{zik a legnagyobb p;/w; érték a k+ 2,...,n
targyak kozott, felsé becslésként sziilségteleniil nagy értéket adunk meg.

Amit a‘tovdbbiakban csinlni akarunk, az nem mds, mint a Dantzig-féle korlat
meghatirozdsa az 1,2,...,k, k+2,...,n targyakra és az M osszsilyra. A kovetkezd
tétel irja le a korldt élesitését.

Tétel: Legyen k (1 <k < n+ 1) az a legkisebb egész, amelyre

Tovabba legyen

Z pi+ (M - Z w;)py/w (10)

v;tk—'rl |¢k+1
és
UB) 5 = max{By, B3} . (11)
Ekkor
UB)p < UBS;.
Bizonyitéds: Elegendé csak a By < B, egyenlStlenséget megmutatni az

UB{}B < UB(}, reldcié bizonyitdsdhoz. Természetesen k > k + 2.
Ha k = k + 2, akkor (5) és (10) osszehasonlitisa mutatja, hogy Bs = B;.

Tekintsiik most a k > k + 3 esetet. Ekkor

B, = Zpi Z pi + (M Z wt)Pic/wk (12)

t=k+2
t¢k+1
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fgy (5) és (12) Gsszevetésébdl adédik, hogy By < B, bizonyitisihoz elegendd
|

csak a | | jelen beliili részeket tekinteni. Azonban

k k-1

Y m+ (M- D wi)pp/wg =
1=k+2 i=1
1#k+1

k

= D wipi/wi + (M- w;)pg/wg <
i=k+2

{
1
-

1
L

=i

i
i#
k k-1

D WiPksa/whia + (M — Y wi)pki2/wisz =

1=k+2

IA

t=1
t1£k+1
k
={M ~ E Wi )Ph+2/ Wkt 2
i1=1

ami a kfvént eredményt bizonyfitja.

A kovetkezdkben egy példén illusztraljuk a kiilonbozd korldtokat.

Példa: Tekintsik az aldbbi feladatot

max z =15z; + 14z, + 1423 + 18z, + 9z5 + 32z
1221 + 1425 + 1523 + 24z4 + 1225 + 6z < 60

z; €{0,1},i=1,...,6.

Ekkor "k B
k=3.k=2 k=17

By =15+ 14 + 14 + |57/4] = 57
By = [15+ 14+ 14 + 18 — 14/3] = 56
By =15+ 14 + 18 + |28/3] = 56
B4=15+14+14+‘9+3+[0J = 55.

Il

I

fgy a felss korldtok a kovetkezsk

UB}, = 15+ 14+ 14 + |57/4] = 57
UBY,r = max{B, B3} = 57

UB};, = max{B,Bs} = 57

UB) g = max{ByBs} = 56.
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fgy tehat lsthaté, hogy teljesiil az

UBL > UBYr > UBL > UBY,
reldcié.

(Beérkezett: 1987 janudr 14-én.)
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An Improved Upper Bound for the 0-1 Knapsack Problem

After giving a very brief idea of branch-and-bound algorithms for the K P01, we
present Dantzig’s upper bound for this problem as well as some improvements of this
bound, obtained in the last years. Finally we present a further improvement with demon-
stration and example.



