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Egy adaptiv kvadratikus jaték stabilitdsdrol

1. Bevezetés

A dinamikus jatékok stabilitdsa napjaink jatékelméleti kutatdsainak egyik
kozponti kérdéskore. Konkrét jatékok stabilitdsdval szdmos szerzd foglalkozott.
Péld4dul THEOCHARIS (1959), OKUGUCHI (1970, 1976), SzEP — FORGO (1985),
OKUGUCHI — SZIDAROVSZKY (1986a, b) munk4it emlithetjik meg. Ujabban mér
vannak olyan kutatdsok is, ahol feloldjdk azt a Cournot-t4l szirmazé feltételezést,
hogy minden jdtékos a jelenlegi stratégidk megtartasat feltételezi a kovetkezd pil-
lanatban a t6bbi jdtékos részérél. Ezek a modellek alkalmas adaptiv feltételezésekkel
élnek, a feltételezések még az oligopol probléma esetén sem egyértelmiiek. Példaul
az OKUGUCHI — SZIDAROVSZKY (1986b) dolgozatban a tobbi jatékos stratégidi
osszegérol tételeztek fel adaptiv elvirdsokat, mig a SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI
(1986a) cikkben magukrél a stratégidkrdl tételeztek fel hasonlé adaptiv elvirisokat.
Mind a két tipusi feltételrendszer esetén sikeriilt a jaték stabilitdsdt bizonyitani,
annak ellenére, hogy az egyes jitékosok elvardsai egymdsnak ellent is mondhatnak.
Jelen dolgozatunkban olyan 4ltaldnos kvadratikus dinamikus problémaét vizsgalunk
meg, amely specidlis esetként magdban foglal tobb specidlis jatékrél kordbban
vizsgalt modellt, i{gy példaul a fenti dinamikus oligopol problémakat is. Specidlis
kvadratikus modellt vizsgdl a SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI (1986b) tanulmdiny,
azonban nem vizsgdl adaptiv viselkedést, hanem megmarad a Cournot-tél szérmazé
leegyszeriisitett feltételezések mellett. Jelen dolgozatunkban ezt a modellt is rea-
lisztikusabbd tesszik.

Tekintsik a kovetkezd kvadratikus jatékot:
r =:FV;SI)-")SAI;¢H1---)VQN’

ahol (A) az Sk(k = 1,2,..., N) stratégiahalmazok véges dimenziés euklideszi terek
konvex, korldtos, zart részhalmazai;
(B) a pk(k = 1,2,.., N) kifizetéfiggvény
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alakd, ahol
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Skong

valamint az Agg) + A((J'f))T matrix negativ definit.
Ismeretes (Id. példdul SZEP — FORGO, 1985), hogy az (A) és (B) feltételek
mellett a I' jatéknak létezik legaldbb egy egyensilypontja.

A (2) kifizetéfiggvény-alakban azt tettiik fel, hogy az egyes jitékosok ki-
fizetfliggvényei nem kozvetlenill fiiggnek a tobbi jatékos stratégiavilasztdsatol,
hanem kozvetlenil csak azok linedris kombin4ciéitél. Ilyen a helyzet példdul
az oligopol jdték esetén 1is, amikor az &rfliggvényekben csak a tobbi jatékos
ossztermelése — azaz stratégidinak osszege — szerepel. Az itteni feltételezés
természetesen nem jelenti az 4ltaldnossidg megszoritdsat, hiszen az ny = N — 1,

hal>késl+1=m; (3)

I, hal<késl=m,vagy
R
O kiilonben

esetben kozvetleniil a stratégiavektorok jelennek meg a kifizetéfiggvényekben.

Jelen dolgozatunkban az imént megfogalmazott kvadratikus jaték olyan di-
namikus modelljét fogalmazzuk meg és vizsgdljuk, amikor az egyes (mondjuk a
k-adik) jatékosoknak adaptiv varakozdsuk van az sg(l = 1,2,...,n,) vektorokat
illet8en. Az si; vektorok 4ltaldban konkrét kozgazdasigi jelentéssel birnak. Példaul
— mint ldtni fogjuk — az oligopol probléma esetén s, a k-t61 killonbozé jatékosok
osszkindlatét jelenti, vagy egyszeriien az [ - edik (k # l) jdtékos kindlata.

A kovetkezd paragrafusban a dinamikus modell matematikai formalizmusat
adjuk meg, majd a 3. paragrafusban a modell stabilitdsat vizsgdljuk meg. Konkrét
oligopolisztikus problémékkal foglalkozunk a dolgozat befejezéseként.

2. Az adaptiv dinamikus modell

Tegyik fel, hogy az egyes jatékosok minden ¢ > 0 idépillanatban a hozzajuk
tartozé sx; vektorokat illetéen az s,cEl elvaridsokkal rendelkeznek, ahol ezekrdl az

elvirésokrél a !
(%SE( = My - (sk1 — s1)) (4)

adaptiv feltételezésekkel élnek. A jobb oldalon sy, jelenti a ténylegesen megval6sulé
sk értéket, sf, pedig az erre vonatkozd elvardst. igy az Sk — sf, kulonbség az

elvards hibdjit mutatja. A (4) relacié pedig gy interpretalhaté, hogy ennek a
tévedésnek az ardnydban viltoztatja meg minden jatékos az sy, vektorra vonatkozd
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elvirdst. Az egyes jatékosoknak a sajit stratégidra vonatkozé dinamizmuséit pedig
a kovetkez6képpen modellezhetjiik.

Feltessziik, hogy egyes jitékosok stratégidikat a vdrhaté margindlis profit
ardnydban idomftjék. Ez az illeszkedési elv matematikailag a

d k KT o (k k)T k
7= Ky (A(()O) i A((Jo) )zk + E(Ar[n, + AI(O) )ski + bé ) (5)
=1

differencidlegyenlettel frhaté le. Egy mdésik illeszkedési elv ast feltételezi, hogy a
Jatékosok stratégidikat a profitmaximaliz4lé és az aktudlis stratégidjuk kiilonbségé-
vel ardnyosan viltoztatjdk meg. Kimutathaté (Id. SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI,
1986a), hogy ez utébbi dinamizmus is az (5) alakra frhaté 4t alkalmas feltételek
mellett.

Megjegyezziik, hogy az (5) jobb oldalin a v4rhaté margindlis profit a oy kifizetd
figgvény z, szerinti gradiens vektora.

Tekintsiik vdltozénak az z,,...,zy stratégiavektorokon kivil az s¥,..., s¥ |
g sg‘nN vektorokat is, és jeloljiik az ezen vektorokat ebban a sorrendben tartal-

mazé Gsszevont vektort z-vel. Ekkor, felhasznélva az sy vektorok definfciéjit, a (4)
és (5) reldcidk Gsszevontan a kovetkezd alakba frhaték:

d
7l S -Hz+d, (6)
ahol d konstans vektor,
K,
Ky

M,

8= o (7)

Mlnl
My,
\ MN"N

a H métrix szerkezetét pedig (8) mutatja.
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3. Stabilitdsi kritériumok

Az elébbiekben lefrt dinamikus jatékot stabilisnak mondjuk, ha a neki megfelel6
linedris differencidlegyenletrendszer aszimptotikusan stabilis. Ennek - mint is-
meretes — az a feltétele, hogy az S - H matrix sajdtértékeinek a valds része negativ
legyen.

A fentieken kivil tegyik még fel a kovetkezdket:

(C) a K és Myy(1 < k < N,1 < | < ny) métrixok valamennyien pozitiv
definitek;
(D) a (6) differencidlegyenletrendszer trajektoridjinak (zi,...,zn) része az S; X
... x Sy halmaz bels6 pontja tetszéleges t > 0 esetén.

A (D) feltétel technikai jellegi. Mint azt SZEP-FORGO (1985) kimutatja,
alkalmas buntetéfiiggvények bevezetésével elérhetd, hogy a trajektoria minden ¢t > 0
esetén Sy X ... x Sy belsejében maradjon.

J4tékok stabilitdsa kozgazdasigi szempontbél azt jelenti, hogy t — co esetén
az (z1(t),...,zn(t)) stratégiavektorok a jiték egyetlen egyensilypontjshoz kon-
vergdlnak. Ez a tulajdonsdg nemcsak kvalitative jellemzi az egyensiilypontokat,
hanem numerikus meghatdrozdsukra is médszert ad.

A (C) feltétel alapjin az S mdtrix pozitiv definit, igy a (6) differencidlegyenlet-
rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a H métrix H-stabilis (Id. CARLSON, 1968).
Ennek pedig — mint ismeretes — az az elégséges feltétele, hogy a H + HT mitrix
negativ definit legyen. A tovdbbiakban ennek a feltételét vizsgaljuk meg. Min-
denekel6tt vezessuk be a kovetkezd jeloléseket:

(1) ()T
Ay + Agg
s (9)
(N) (N)T
Ay '+ Ago
()T (1) (1) (1)
Ay, +A, By ... By
Y= : : : )
(1)T (1) (1) (1)
AOnl i n, 0 Bn12 Bn.lN
N N (N)T (N)
B‘u] B(1.N)—1 Ay, +AY
"VN = 4 : 4 ) (10)
(N) (N) (N)T | A (N)
B, o B wey Ao,y tAno

Tegytk fel, hogy:
(E) 4U + Eiv:l VTV, métrix negativ definit.

Dolgozatunk f6 eredménye a kovetkezd tétel:
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Tétel: Az (A) -(E) feltételek mellett a dinamikus jaték stabilis.

Bizonyitds: Az el8zdek alapjdn elegendd azt beldtnunk, hogy a tett feltételek
mellett a H + H? métrix negativ definit. Ennek beldt4sa érdekében tekintsik e
matrix sajitértékegyenletét. Minthogy a fenti jelolések alapjin

2u vf ... V%
vV, -21
H+HT=| ' (11)
: ddots
VN -21
sajatértékegyenlete igy is felirhaté:
N
2Uu+ ) Vi =)u
k=1
Viu = 2u = Ag(k = 1,2,...,N). (12)

Bebizonyitjuk, hogy a tett feltételek mellett A < 0. Ha A = 2, akkor nincs mit
bizonyftanunk. Ellenkez8 esetben a (12) m4sodik egyenletébdl

1
A+2

Vg = Uk U, (13)

amelyet (12) elsd egyenletébe helyettesitve a
1 &
2U + —— R Vi - = 14
( +/\+2§1v,cv,c Al)u =0 (14)

reldcié adédik. Kimutatjuk el8szor, hogy u # o. Ellenkezé esetben ugyanis (13)
alapjdn vx =0 (k= 1,2,..., N) adédna, és ebbdl zérus sajitvektort kapnink, ami
nem lehet. fgy u # 0. Szorozzuk be balrél a (14) egyenléséget az uT vektorral,
majd osszuk el mindkét oldalt az uTu > 0 szdmmal. Ekkor az

|
uTUu
a=

ulTu ’

= uT(zllcvzl v{vk)u
ulTu

B

jelolésekkel a

1
YIRS PR 16
B+ Tt . {10}

egyenlet adédik a A sajétértékekre. Atrendezéssel

A - A(2a-2)-(4a+pB) =0 (17)
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amelybdl
A=a-1++(a-1)%+4a+ b, (18)
Ez akkor és csak akkor negativ, ha
+V(e-1)2+4a+f<1-a (19)
Minthogy a (B) feltétel alapjén o < 0, ez az egyenldtlenség ekvivalens a
4a+8<0 (20)

reldciéval, amely biztosan teljesiil az (E) feltétel kovetkeztében.

Megjegyzés: A tétel lehetdséget ad arra, hogy a H + HY métrix negativ
definitségét egy sokkal kisebb méretdi mdtrix negativ definitségén keresztill iga-
zoljuk. A (B) feltétel alapjdn 4U negatfv definit, a VTV, szorzatok pedig pozitivak
(szemi)definitek, gy az (E) feltétel akkor teljesiil, ha a 4U tag (definit értelemben)
domindl az osszegben. Ennek eldontésében pedig az U és Vi métrixok konkrét
struktirdjinak ismerete sziikséges. Péld4ul az oligopol probléma esetén speciilis
struktdrdjuk alapjdn kozvetleniil ellendrizhetd stabilitdsi kritériumokat nyerhetink.
Ezekkel foglalkozunk a kovetkezd paragrafusban.

4. Dinamikus oligopol modellek

A tobbtermékes oligopol problémit SZIDAROVSZKY (1978) vezette be. Tegyiik
fel, hogy N termeld M kiilonb6z6 terméket 4llit el8, és kozds piacon egyiitt értékestti.
Jelolje x,‘cm) a k-adik termeld &ltal az m-edik termékbél el8allitott mennyiséget,
ekkor a k-adik termeld stratégidja az z, = (:c:cl), _— xLM)) vektorral jellemezhetd.
Tegyiik fel, hogy az egyes termékek egységara az Ssszes termékeknek a piacra kiildott
mennyiségétSl fiigg. Linearit4st feltételezve az irvektor

N
p(xlv'-':xN):A'ZIk+b (21)
k=1

alakban frhaté fel. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a k-adik termeld koltségfiiggvénye

kvadratikus:
ck(zk) = :chzk = b{zk + ¢k (22)

ekkor kifizetSfiiggvénye pedig:

N
ok(z1,...,28) = 27 (A - Z zx +b) — (zF Brzk + b7z + ), (23)
k=1
ahol A By b,bx,c adott konstans méatrix, vektor, vagy valdés szam.

A (23) kifizetSfiiggvénnyel rendelkezd jaték stabilitdsdt viszgéljuk meg a tovib-
biakban kétféle adaptiv feltételrendszer mellett.
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Az elsé modellben feltessziik, hogy az egyes jitékosoknak adaptiv elvardsaik
vannak kozvetleniil a tobbi jétékos stratégidit illetden. Ha zf; jeldli a k-adik jatékos
elvardsit az z; stratégidt (I # k) illet8en, akkor ez az elv a

d
ax,’f, = Mkl . (:L’k ] zf‘,) (24)

dinamizmussal frhaté le. Kimutathaté, hogy ebben az esetben is (6) tipust diffe-
rencidlegyenlet-rendszer adédik ahol most

A+ AT — (B, +B7)
T ibus (28]
A+ AT — (By +BY})
AT 1 I AT
ks v Vi = i (26)
b I 1.4"
Tekintsiik ezutn azt a speciélis esetet, amikor A szimmetrikus, valamint a By (1 <

k < N) mitrixok zérus értékiiek. Jelolje o az A métrix sajétértékeit. Fenndll a
kovetkezd (SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI, 1986a) 4llités:

Ha N = 2, akkor
-8~ VB<ca<-3+v8 (27)

esetén, ha N = 3, akkor
1 1
5(—-3—\/5)<a<§(—3+\/5—>) (28)

esetén a jaték stabilis, ha pedig N > 4, nincs olyan «, amelyre H + HT negatfv
definit lenne.

A misodik modell azon az észrevételen alapszik, hogy a (23) kifizetéfiggvény
nem fiigg kiilon az z;(l # k) stratégidktdl, hanem csak azok s = E#k zy Osszegétol.
Ekkor ugyanis

‘pk(Il,...,.’I:N) = xf(Azk + Ask + b) - (Isz.’Ek -+ bTIk ~+ Ck), (29)

Ha azt feltételezziik, hogy az egyes jatékosoknak adaptiv elvirasaik vannak az s
vektorokat illetden, akkor ezt a
LA T e (30
o Tl (sk = sk) (30)

differencidlegyenletet reprezentdlja. Egyszerii szamitas mutatja, hogy ebben az e-
setben is (25) alakd az U métrix, valamint most

Vi= (AT T 00V = (Ee. . TAT). (31)
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Tekintsiik ezut4n azt a specidlis esetet, amikor a By mitrixok azonosak (Bx = B).
Kimutathaté (OKUGUCHI — SZIDAROVSZKY, 1986b), hogy amennyiben az

(A+(N-11) - (A+(N-1)D)7T +4(A+ AT -B -BT)
és az
(A-1I)- (A-0)T =4A+AT -B-BT) (32)

métrix negativ definit, akkor a jaték sziikségképpen stabilis. Tegyiik fel végiil, hogy
A szimmetrikus, és B = 0. Jelolje most is a az A métrix sajatértékét. A (32)
matrixok sajdtértékei akkor és csak akkor negativak, ha

(+N—-1)?+8a<0 (33)

és
(a—1)?+8a<0 (34)

Ez a két egyenlStlenség pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha

—(N+3)-vV8(N+1)<acx< —(N+3)+\/8(N+.1) (35)
és
-3 -vV8<a< -3+ (36)

Ezeknek a teljesiilési feltételei pedig
-3-v8<a<-3++8. (37)

és
-3-V8<a<—(N+3)+V8(N+1) (38)

A kétféle modell nyilvdnvaléan azonos stabilitdsi eredményt ad N = 2 esetén,
hiszen ekkor s; = z; és s, = z, azaz a két modell azonos. A mdsodik modell
N = 3 esetére tadgabb intervallumot ad a-ra, mint az els6 modell. Az elsd modell
mar N = 4 esetére sem ad lehetséges intervallumot a-ra, mig a mdsodik modell
egészen addig ad lehetséges intervallumot, amig

—3-V8<a<—(N+3)+V8(N+1)

azaz N < 13. Ebben az értelemben tehdt a mdsodik modell stabilisabbnak
tekinthetd.

(Beérkezett: 1987. mdrcius 80-dn.)
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On The Stability of an Adaptive Quadratic Game

The stability of N-person games with quadratic pay-off functions is examined under
the assumption that the individual players have adaptive expectations about the changes
in the other players’ strategies and/or the linear combinations thereof. In the study some
results of the stability theory of differential equation systems are utilized. As a concrete
application the oligopoly problem is examined.



