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MÁTYÁS LÁSZLÓ

Dinamikus panelmodellek becslése

Áz idősorok és keresatmetsseti adatok együttes felhas1málásának -- as input és
az output információt növelő szerepe következtében - rendkívül fontos helye van
;ui ökonometriai vi1Bgálatokban. A panelmodellek lehetővé tessik a1 !gy előállított
adatbázisra épülő ökonometriai modellek specifikálását és becslését (MÁTYÁS
l 41). A hagyományos paaelmodellek re kidolgosott ( és a statisztikai-ökonometriai
számítógépes programcsomagokban fellelhető) paraméterbecslési djárMok asonban
dinamikus modellek esetén (mikor a magyará16 válto1ók kömött késleltetett en
dogének is sserepelnek] nem mindig eredményesnek toraítatlan, illetve konsisstena
becslést. Tekintettel kell lenni különösen arra, hogy a konsissteucia vizsgálata
valamivel kiterjedtebb elemsést igényel, mint a hag yomanyos idősoros modelleknél,
mivel a.z egyes váltosők megfigyeléseinek ssáma két ssempontböl is tarthat a
végtelen be: egyrészt a megfigyelt egyedek saáma ( ami a. sstochassuikua határértékek
saámít-ásá.nál a nagy sl!á.mok törvényének alkalma1ását teszi lehetővé), másrésst a
megfigyelt idősor hosesa egyaránt a végtelenbe tarthat.

Írásom f6 célja bemutatni, hogy a panelrnodellek ssokásos paraméterbecslési
eljárásai mikor konsisssensek és mikor nem, különös tekintettel arra a1 esetre,
amikor a megfigyelt idősorok végesek, hissen á.ltalában nagyszámú egyed rövid
idősorainak a megfigyelései állnak rendelk esésiinkre. Nem kerülnek terítékre a
továbbiakban speciálisan dinamikus panelmodellekre kidolgosott olyan becslési
eljárások, mint például a. megfelel6 instrumentális válto1ók _módszerei: egyrészt,
mivel e1 jelentősen megnövelné as írás terjedelmét; másrés1t, mivel e1e11 módszerek
feladatorientálta.k, lgy általánO!l8ágban bessélni róluk nem lenne célravesető; s végül
hanuadszor, mivel a már említett sd.mftógépes programcsomagok nem tartal
mazzák e1e11 eljárásokat, (gy gyakorlati sserepűk -- jelenleg még - kicsi.

Aa íráe első réasében röviden emlékestetűnk a. pa.nelmodellekre, illetve a
paramétereinek becslésére B1olgáló eljárásokra. E1utá11 megnénük egy egysserűsf
tett - exogén válto16kat nem tartalmaaó - modell főbb paraméter esztimátoraina.k
as■imptotikus és ,,féJ•-a.s1imptotikus tulajdonsága.it (mikor a. megfigyelt idősor
hossza véges), megállapítva, mely es1timá.torok kon1is1tensek. A továbbiakbu a 
tnegfigyelt váltosők sta.ciona.ritását feltételesve, újravissgáljuk a. fenti ea1timátorok
konzisztenciáját. Végül bebisonyítj uk, hogy a.1 eddig tett Ö881ea főbb megálla.pftá
sunk érvényben marad a.s exogén vá.ltosókat magában foglaló általános modellben u. 
Sajnálat06 módon a. téma tárgyalása nélkülö1hetetlenné tea1 s■ámOB 1úlyoe képlet
és levesetés aJkalmaaá.sát, ami ,u,onba.n elkerülhetetlen, mivel esek as iroda.lom
ban nem találhatók meg (~ így itt referenciaként nolgálhatnak). illetve ha meg
ia találhatók, hibásak (mint például TROGNON [11], SE\IESTRE-TIWGN'ON [9j,
NICKELL [6] iráaaiban).
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1. A panelmodellek

Legyen a kiinduló modell
y=Xf3+u, (1)

ahol - és a továbbiakban mindig -

y - as endogén változó megfigyeléseinek (NT x 1) méretű vektora,

X - az exogén magyarázó változók megfigyeléseinek (NT x K) méretű mátrixa,

u - a látens változók ( NT x l) méretű vektora,

K - a magyarázó változók száma,

N - a megfigyelt egyedek száma,

T - a megfigyelt idősor hossza,

tehát
!,' I I

y= 
'!/IT 

'!/NI 

'!/NT 

Ha az egyedspecifikus hatásokat állandó hatásként építjük be az ( 1) modellbe,
akkor a modell formája:

y = X {3 + Zcr + u, ( la)

ahol

Z = IN® Lr a vakváltosók (NT x N) méretű mátrixa

IN - a1 (N x N) méretű egységmátrix,

Lr - a (T x 1) méretű csupa egyesekből álló vektor,

o - as egyedhatásokat kifejező (N x l) méret ű paramétervektor és

E(u) = 0, E(uu') = a2 I NT . 

Ha as egyedspecifikus hatásokat véletlen hatásként építjük be az ( 1) modellbe,
akkor a modell formája:

y = Xf3 +µ®Lr+ v, 

ahol

µ - u egyedhat.ásokat kifejező (N x 1) méretű valószínűségi vektorváltozó,

v - a látens váltosók (NT x 1) méretű vektora, valamint:

( 1 b) 
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a) A µ; és tltt valós1ín1lségi változók függetlenek minden i-re és t-re;

b) E(µ,) = O, E(vst) = O;

e)
ha i=i', t=t' 
különben;
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d)

{
al ha i=i'E(µ;µ;,)= i- 
0 különben.

Belátható (MÁTYÁS [4]), hogy a1 (la) és (lb) modell paramétereinek főbb
esatimátorai kifejezhetők a >.-típusú esatimétor segitségével:

vagy

ahol

és

ahol

Jr a csupa 1-esekböl álló (TxT) méretű mátrix. Ha,\= 0, akkor 'fi,. a1 (la) modell
paramétereinek állandó hatású (úgyneve1ett intra, vagy within) esstirnétora; ha
,\ ::::: 1, akkor a1 (la), (lb) modellek paramétereinek KLNM es1timátorát nyújtja a 
P>., valamint ha A = (6; /óJ+Tó;), akkor a1 (la}, ( lb) modellek ALNM e81timátora.

Fő figyelmünk a továbbiakban as (lb) modell >.-típusú esaeimétoraira fog
irányulni. Az állandó hatású (la) modellt csupán néhány problémával fogjuk
érinteni, mivel a dinamikus megkőselítés Hempontjából sokkal kevesebb nehéHég
forrása.

2. A ,\-típmú eestimátorok dinamikus modellekben

A1 írás további rénében feltétele11ük1 hogy a1 ( lb} modell csupán egyetlen
rnagyará1ó váltosót tartalmai és as a késleltetett endogén váltoső, A1 utolsó fe
ieaetben be fogjuk látni, hogy ,u így egys1erűsitett modellre tett megálla.pftásaink
érvényben maradnak a.z exogén válto16k.at tartalmaső modellben i&. A modell tehát:

Yt = PYt-J " (2}
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ahoi
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Yt =
1/Nl 

1/NT 

, Yt-1 =
YI,T-1

'!/NO 

YN,T-1 

Vegyik séare, liogy itt as y váltoa6 t indexe a s1okásostól eltérően annak
megkilönböatetéeére uolgál, hogy as ll vektorváltoz6 egyidejd vagy ésleltetett
énékeivel van-e dolgunk.

Egyuer6en beláthaió, hogy a (2) modell magyarasó l:a láten11 válto1ói nem
függetlenek, (gy a .\4.fpuú eutimátorok ( végea mintában) nem tonftatlanok.

Nhzük, mi a helJNt nem v"ea mintában! Gyakorlati ssempontból két esetnek
van jelent& saerepe: 

1. mikor N 6..x és T .... oo (a továbbiakban teljeaen animptoeiius eset);

2. mikor N - oo, chi T áx {lll-11Aimptotiiu11 e11et).

Vegyik el6uör a j,. esetim6.ton a Ul-uzimptotiku11 esetben:

lim l /).... lim 1 [·,.I , B ] - 1P NT -' ... P NT lft-Jllt-1 + (A - l)y,_1 nllt-1 x
N-oo N-+oo 

X [Vc-111• + (A - l)11~-1Bn11c] .

Visuahel,-ksltve a fenti formulába a (2) öss1cfüggést:

plim N
1
Ti,. = /J+ plim NlT [Vt-11/c-1 + (A - l)ll~-tBnYc-iJ-l X

N-+oo N-oo 

>< [Vc-1U + {l - l)11:-1Bnu] .

r.,.wmultfl öeapont.o.f&nk most a tonft6 ténye116re, é11 viHgáljuk meg Al! egyes
taaol fál--e.uim)>tohku laa"nrt'lteit.
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A) A plimN--+oo N
1Ty:_1u határérték kiuámítá.sáho1 figy,eiembe kell venni, 

hogy a1 Yt, illetve a1 y vektor u i-edik egyednél a {2) modell végs6 formáját fel 
haeanálva a követkea6 format ölti:

Yit = /31 1-/JJ "j-113rYio + 1-/J ~ + L..r=O tJi,j-r

/3T 1-/ir '°T-1 prYiO + 1-/J µ; + L..r=O tJi,T-r

( ~ ) /3y;o + µ; + vo 
Yi,t-1 = : .

T-1 1-/J,.._1 • T-11 r/3 Y;o + l-/J µ; + 1:.-=0 f3 v;,T-r-1

Mivel pedig

(
V;1)

u; =µ,Lr+ .. . , 
V;T 

így

a.hol y0 a. Yio keadeti értékeket tartalmaső (N X 1) méretti való81int1ségi vek 
torválto16.

Vegyük figyelembe, hogy as !Ii, t-1 és a1 u; valóslindségi vektorválto16k egyes
elemei függetlenek minden i-re (i = 1, ... , N) éti uonos eloeslásűak; !gy a nagy
••ámok törvényének megfelelően (láad a Hincain tételt)

. 1 , 1 E( I ) phm NY,-1u = N Y,-1u
N--+oo

E(µ'µ)= NE(µ~), (E(µi) = ... = E(µN}) 

E(y~µ) = NE(y;oJJ;), (E(y10µ;) = ... = E(l'NoJJN))

T-1 1 _ pT 
Í:: /3T E(ywµ;) = l-PE(11t0~)
r=O
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és végül
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T-ll-/f' 1
"--E(µ;µ;)=-IT- 1 - pl - ... - pT-JIE(µ;µ;) =
L.,, 1-fJ 1-fJ
T=l

1 1- {JT 1 T = 1 _ fJ (T - 1 _ fJ )E(µ.µ1) = (l _ .8)2 (T - T{J - 1 + fJ )E(µ;µ.).

Öusege1ve tehát

B) A plimN-oo ,/Tv',_1J11-1 hatá~rt6k kiasánútásánál vegyük figyelembe as
J/i,1-1 val6e1fod.eégi vektorválto16 A) pontban látott kifejtését, amiből könnyen
adódik, hogy

l-{JT-1 T-l 
!lö1-JJ/i,c-1 = (pT-lJ/iO + l _ fJ l'i + L /Jr11iT-r-d1 + · · • + 1110, 

r=O

és lgy a nagy 111ámok törvényének figyelembevételével

. 1 I 1 T-1 l 2 T-1 2/Jr(l - pr)
p~m NTJ/1-11/1-1 = rlL fJ E(yíO) + L 1- fJ E(JJiOl-'i)+
N 00 r=O r=I

T-lj-lL L p2r = 1 + (1 + /J'J) + ... + (1 + /J2 + ... + p'l(T-:1)) =

1= 1 - pl 11 - /J:I + 1 - {J4 + ... + 1 - p:l(T-l)j =

1 l-fJ'J(T-1)=--IT-1- .82(---)1 =1-pl 1-pl

= _1 _IT - 1 - T /J'J + p2T I
1-pl 1-pl '
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a keresett határérték :

. 1 1 1 - p2T . 2 1 2 1 - {3T 1 - 132T J~1:, NTift-1Yt-1 = T 1 - /P E(Y,:o) + T 1 - /3[ 1 - p - 1- /P jE(y;oµ)+

C) A plimN-.oo N1TY:-1Bnl/t-l határérték kiuámftáaánil u eddigiek fi 
gyelembevételével könnyen ad6dik, hogy

T-li-ll-/3.-
2+ L 1:--R V,T-r-d ] . 1 - ,,

i=l r=O

Elv'ae■ve a n'ay■etre emeláat éa u eddig ismertetett technikai fogúok adta
egy11eru(táaeket1 ad6dik, hogy

. 1 I B 1 1 [( T):I ( :I )J~ NTtlt-1 nl/C-1 = 7'2 (l _ P)'l 1 - /3 E lliO +

T T - 1 - T fJ + pT 
+ 2(1 - fJ )( /J )E(1Ji01'í)+1-

T 1 T/J /JT 1 _ pT-1 1 _ a2(T-1) ]
( - - + ):I :I+ [T-1- 2/3---+/J2_:.__P__ I 2+ .1-/J u,,. 1-/3 1-/P u •. 

D) A■ eddigiek figyelembevételével via■onylag egyuer6en adódik, hogy 

. 1 1 1 - pT T - 1 - T fJ + pT &~ NTll'.-1Bnu = T 1 - /J E(11i0µ;) + T(l - fJ)2 u!+

T - 1 - T fJ + /JT 2

+ 7'2(1 - /3)2 "··
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A fél-assnnpeorikue hatá.rertékekMl könnyen adódnu a telJesen aasímptotikus
határértékek. Ehii.es azonban meg kell fontoíiu a kovetke».őket: ha fl > 1 és '1.' --t 001

akkor a t.oBitás határértéke sérus lest. Ennek belátása egyszerű: osssuk el a torsítő
ténye1óben mind a e1ámlál6t (A. és D), mind a nevesőt (B és C) t/'1 -vel, Ekkor
T -+ co esetén a ssá.mláló O-hoz, míg ., 11eve16 +oo-hes tart, fa határértékek tu
lajdonaágairól lásd például SZÉP ! IOI kőnyvének 2. fejezetét) l:s tg a. tonitá.B
határértéke valóban zérus. Ebb6l as a rendkivűl fontos megállapítás következik,
hogy T -+ oo esetén (ha /3 > 1) az öss1es .\-tfpusú esst.imátor konsisstens becslést
fog nyúj~ani a dinamikus modell pa.raméterére.1 Ssimulaciős vingálatoli kimutattá
(MÁTYÁS )5!), hogy gyakorlatilag (átlagosan) T > 9-10 esetén a KLNM, a1 ALNM,
és as intra esstimátorok numerikusan megegyeznek és tondtásuk elhanyagolhatóa
kicsi. 1 A teljesen assimptotikue határérték vasgálatáhos tehát elegendő a /3 < l
eset figyelembe vétele (a továbbiakban - ha ett61 eltérő nem kerül említésre - a fenti
okok miatt csupán /3 < 1 esetet. VRegáljuk). 3 Az A és D határértékekb6I, ha /3 < 1
és T -+ oo as adódik, hogy
1.

I• 1 I 1 2
p rm Nf"t-1" =--fJ(11'; 

N, T--+oo 1 -

2.

3. 

4. 
r I , B I :i

pim NTYt-1 ,.u =-1 p"11; 
N,T--+oo - 

és ebből

Megjegy1end6, hogy a tc!nylegea p1daaági elemsésekuél a fJ > 1 eset csak viesonylag
ritkán fordul elő, mivel egy explosív modellt eredményei é1 a gasdaaági folyamatok csak
nagyon ritkán rohamosan növekvl'í jellegflek.

2
A viugálatok 11erint, ha 1 < /J < 2, akkor T > 15 - 13 esetén, ha f3 > 2, akkor

T > 6 - 1 -tein állja meg a helyét as a numerikus ekvivalenciára ée a tonítáe mértékére
tett mepllapítá.a.

:s
A /J = 1 határeaet gyakorlati jelent&ége kicsi, viuont 11ámoa elméleti nehésség

fotráa lehet, fc est u Netet itt aem viugá.ljuk.



Látható, hogy ~a ,.\ = 0 , aüo:r a iii,. (a., mt~) ~timitor <M'!'looptotil:ruwi
w-nfta.ti.an. E1 1.1.l!lnyit jelent, hogy ,l'Wl.d u á.Jludó, mind a véletilelll hat,á.gú m.odell
i.1i&l N és T --+ oo ooeten a1 intra effllEit.imftor .:.on11nst.t-t!'M boc.slést lllfllijt a keresett
jpa,ramétem!I (&.mi trivif.li&11u:.k tWk, 1.men. ;u !lludó htá.86 modellnél Memmi oh:
sine, a t.oroftún-s., a. véletlen baU.sá modeVnl ped.ig u intra ~tim,ítornál l'.ib!m.a
JOtt merol<'iíea vetútlia kiikt..tjs, u egyed:ha.t:úobt {MÁTYÁS !-ti), melyet a tonitú
lao!"'donói). .\1 ALNM e&1timáto1r IP',. , ~ ::::: ,o,-!/ (u; + T o-;}l &i,mtén fu.on•wteu
~loot nyájt a (2) modell p&raméte1-&111 miwi ha. ). = a!/(or; + 1'u;) és T--+ oc ,
ak:lror ,\ --+ O, vagyis d:ltor u ALNM ~stimáwr t&ri. • konr;,wzteu m.tra ea
timátodu."I és !gy m ea. ts 'lu:..uw:tens. Terméa:et.efl.en a KLNM esi,thnátor 111;cm
~otu,i.or.terui (p,. , J. = l ), ami a (2) modetl m~·)"llrú.6 6s Ute!IUI vil.1.oroi kósőtti
u.p,coo!t.tnak a. kö,,et!:ei.ménye.

Terjünli. vi.Mu a íéi-&t:tini.ptotikua eset vilsgáiatáho11. Lá.ttü, hogy a fél
uaimptotikus ha.1-i.rértékei erősen függnek u E(i,?t1) éti E(Y.oi-',) várlu,l.ó érték.étlil,
V&gyie a' ke1deti ért.nhebe t.eU h.ipotéaillekt6l. Al&.posahb uemlél&dés után kitdnil
aa ia, hogy a P>. ee1timá.tor T véges eMJtén tonltottair,, ha. Á = l éa Á. = o~/(u;+T11!}
vagyis a (2) modell paraméi.erének KLNM, ALNM. éa intra eutim•ton ia l.on.ltott.
Lényegeg tovibbá. 11.nn&k megáll&pft.w ia, hogy ha a! = O éa u mtnL eastimátort
vuegáljuk (ami nem máa £gy moet, mint a (2) modell á.lfandó ha.lhú váltoulának
para.méter ecstimáton.), a.i.kor esen: l!!Cltimátor is tonitot,t. E1 ela6 Dt'kifutá.sra
nagyon furcai.n11.k tdni.k, mivel 1,1os6lc.g t,g)' ,nand6 hal.úú modell..uél még, ha. T
v'see ill, nince 11emmi ok a tonltAara..

4) Különböa6 A:udeti trtik feltételek 

A1 elem1é1 folyt.atWho1 6s ahho1, hogy többet tudjunk mondani a Á-típusú
ea1timátorok fél-u1imptotil::u1 tulajdond.gair61, aa y;o ke1deti értékre néhány
hipoté1iat !tell tenni. A■ iroda.lomban (ANDERSON-HSIAO !1], SEVESTRE
TaoaNON !8)) álta.lJ.han 1.1 alábbi négy hipoté1ia valamelyík~vel n1okáa ~lni:

1. y;0 kon1tan,, vagyia nem n.lónindaégi váltoll6. Es gyakorla.tila.g a1t jelenti,
hogy a fejl6d.N egy tökéleteaen iamert keadeti pontról indul el pályáján.

2. y,0 =a;+ v.o , a.hol a, konstans & t1;0 "valódi• lál.ellll válto116, amely független
µ;-tői. Ea &lilt jelenti, hogy u egyedhatá.e a ltiindul6 pontban nem val.6.sfoiségi
válto16. Ekhor a t ::::: 0 id6pontban a, a l.énylegea egyedhatilt fejezi ki, a 
t t- O id&pontban pedig a.µ; valóoafnde~i váltos6 ~rtékei a pil.!&na..tnyi eltérést
mutatják eaen egy&dhl.l.út.ól. Ennek megfdel6en a,: = E(µ,,), vacy múUnt
E(µ,, - Oj) = o.

3. ViO = &, + "'° I ahol a; va.1681fnliségi vá.ltos6, de fiuetle111 µ.~l & íennáll
u E(µ,,) = E(S;) = O egyenl&ég. Például oi l.ehd a t = 0 id6poa.t;ba.D az i 
duaggre-gÁciódl kis.ibb deu.ggregá.ci.6b6I uárm.uó bcalás.

4 . .!liO =kii-',·+ .l:2v.o, uol ii ea k1 a folya.m&t.oe; meglv.i.&.úoz6 p;uaaét.erek.
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A fenti 1., 2. és 3. hipotézisek lényeges megszoritásokat feltételeznek az Yio
kesdeti értéket illetően, melyek szerint e kezdeti érték eltérően viselkedik, mint az en
drogén változó előrehaladott értékei. A gazdasági elemzéseknél ezen hipotézisekkel
nem mindig célsserű élni, mivel a valóságtól néha teljesen elrugaszkodottak lehetnek.
Előnyük viszont, hogy E(y;0µi) = 0 és így az ALNM esztimátor (A = o-;/(o-;+To-;))
még a fél-aszimptotikus esetben is konzisztens lesz.

A 4. hipotézis értelmezéséhes tegyünk egy kis kitérőt. Tegyük fel, hogy Yit 

stacioner astochasstikus folyamat, amely az ,,idők kezdete" óta tart és az idők
végtelenségéig fog tartani. (vagyis T-+ oo). Ekkor

00

J.'i """"QT Yio = 1 _ p + L-, P v;, - , 
T=O 

és ebből
2 2 

2)- (1µ (JV 

E(Y;o - (1- f3)2 + 1 - 132 

(12
E(y,oµ;) = 1 !: /3 . 

Visssat érve a 4. hipotésishes, ha itt k 1 = .......L1 _ a és k2 = 1 , akkor éppen
,, y{l-/P)

a fenti stacioner sstochaastikue folyamatot modelleztük! Visszahelyettesítve ezen
várható értékeket a P). esztimátor fél-asaimptcrikus határértékeibe, megkaphatjuk
a A-típusú eeztimátorok torzítását, ha y,1 stacioner sztochasztikus folyamat és T 
véges.

A)
2. 1 / (J µ

plun NTy,_ 1 u = -
N~oo l-/3

B)
1 ~2 2 r . / V µ (111e_}:::, NTYt- 1Yt-1 = (t _ /3)2 + ~

C) 

I. l I B 
P 1m -NTY1-1 nYt 
N-oo 

(12 
I= __ µ _-+

( l - fi) 2

(12
V 

Tf I fi)' 

Dl
(J. 

'
,,,.
• I

·,r, f ...,
'

a ,.•
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Ebből

l 2 2r 'ti f:J !( er,,. u., } k.- .. U:::, NT/JJ.. = + (1 - fJ)2 + 1 - /P +

(>. l){ er; "~ 2/J(l - //T) 2)]_1 (J)
+ - (1- /J)2 + T(l - fJ)2 - T'-1(1 - ,8)2(1 - fJl) u., X

112 (12 2(1 ,Q'1'1
X [-,_.- + (). -1)(-L + u~T(l - ,8) - u. - P J )! ,

1-/J 1-/J T2(1-fJ)2)

A fenti képlet segitségével ssámos ,,fel.adat-orientált,• konsisstens becslést tudunk
előállitani, ha T véges; (lásd például CHOWDHARY [3!), de mivel e1d: egyedi
megoldások, itt nem fogunk rájuk kitérni. Megviasgálva a főbb esstimátorok által
nyújtott paraméterbecsléseket, megnézhetjük, hogy e1ek értéke hol helye1kedik el
a1 elméleti paraméterhez képest. (1. ábra.)

...

1. ábra. 

b) Az intra eutimátor lorz(tásának oka az állandó hatáaú modell nil 

A1 1. fejer.etben láttuk, hogy a1 intra esstimator (fi,., ). = 0) a kövt:tke1ő:

,... I )- I ( I )/3intra = {X W,.X X W,.y 1

illetve dinamikus esetben a (2) modellre alkalmasva:

Egyszerűen belátható (MÁTYÁS [4]), hogy ugyanest a1 esatimátort nyerjük, ha a (2)
modellt balról W,. -nel bessorosva transsformáljuk és erre a KLNM-et alkalma.11uk.
A transzformált (2) modell a kővetkeső:

(4)
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Mivel W,. = INT - (IN®"¥-) , u (/N ® -¥-}u tényes6 felírható a követkes6keppen
(m08t u = v): ·

E!":1 vu..
E::1 vu

(a vektor mérete :(NT x 1)).

E!":1 "NT 

Figyelembe véve u S,it-1 d.ltos6 reduUUát a 2. fejesetben ,uekintett v~s6
formára (ée hogy m()jlt u = v):

~T-1 M '("'T-1 '("'i-1 1-,;
L.,f'a0 I' S,10 + L.,j•l L.,f'•O 1- VtT-r-1

'("'T-1 /lf' '("'T-1 '("'i-l !.=.£..
L.,f'aO I' 1/10 + L.,jsl L.,raO -i=-, lltT-f'-1

'("'T-1 /lf' '("'T-1 '("'/-1 !.=.£...
"-'"=O I' 1/NO + L.,jal L.,r•O 1-/J VN,T-f'-l 

.
'("'T-l /lf' 't""1'-l '("'i-l !::.£..
.!Jr-=O I' SINO+ L.,J•l L.,,..o T=J VN,T-f'-1 

Látható tehát., hogy v~• T eaetében &I (5) modell magyará16 és látens dlt.016i
nem fiiggedenek, ami a fe1Wp6 tonfU.a ob. Ha a1onban T -. oo, akkorE:: 1 11,1 -+ 0 és fgy a tondtú 1éruuá v&lik.

e) Kouú,te,a, ..\-t<p••• u.timdtor t1ige, T udi•

A m-auimptot.ikua hat.árirtékek tanubúnyo■'-1.b61 kitünik, hogy lennie kell
olyaa kit.intektt ..\-nak (a t.oribbiakban ).•), melynek értéUre v~u T esetéhen a
tonitú 1éru, lai. A tonft6 ~nye16 1d,mlál6j,t. Letyik egyen16vé nullával:

.\I l 1 - pT ( ) ( 2 1 2)! A 2T 1-/J E S,.ol'i, + A a,.+ rq• - Ta.= 0,

alaoi
1 T - 1 - T/J - pT 

A= T (1 - fJ)2
Kbbll köaa,,._ ad.6dik a ..\•-n.
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illetve a (3) képletb6l, ha stacioner idősorra ] van dolgunk ,
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Vegyük és■re, hogy ha T -+ oo, akkor Á$ = 0 és fgy a ,81.esst.imát.or u intra
es■timátorra redukál6dik, valamint, ha E(Yioµ;) = O, akkor,\• = u~/(Tu! + o-~)
és igy a P>.• aa ALNM ea■timátorr" redukálódik. A Pl• es■t.imá.tor függ u 
ismeretlen paraméterekt61, a gyakorlatban teh!t. caa.k úgy haud.lhat6, ha els6
lépésben előállítjuk as ismeretlen paraméterek valamiljen kon■iutens becslését,
majd ennek felhas■náláaával újrabecsüljük {J-t a p1• eutimátor segfuégével. S1i 
muláci6s vi■sgálatok kimutatták (MÁTYÁS 15]), hogy a p,.. ea1timátor nem nyújt
jobb becslést a■ ismeretlen paraméterekre, mint a másik kétlépcsl'>a ent.imátor, a
becsült kovariancia mátrixot felhas1nál6 ALNM es■timát.or. E jelenség okának a
felderítése még további kutatásokat igényel.

,. As exogén vAltozókat ls magában foglaló dlnamikUB modell

A■ eddigiek során a (2) egyuerűsiteU modell viasgálata sori.n jutottunk el
s■ámos fontos követke■tet.ésig. Moat belátjuk, hogy főbb eredményeink érvényben
maradnak a■ exogén magyanb6 válto16kat magában foglaló modellben is. Írjuk fel
t1jra a■ (lb) modell it-edik elemét, ha a magyará16 vá.lto16k köaött k - 1 darab
exogén és egy késleltetett endogén válto16 sserepek

K 

Y,c = fJ1Y,c-1 + L /J1cX1ct1 + µ; + v;e =
k=:l 

K t-1 l _ /J' t-1 

= /J!Y;o + L p,. L p;xkil-r + µ; l _ /J: +L /Jt-1/Jrv;e-r.
lc=:l r=O r=O

Ila most a■ ÖN1ekeveré1 elkerülésére a (2) egy&1er4sftett modellt •-gal jelöljük,
Vagyis

1 - pt 1-1
Yit = /J!Y,o + 1-'i l _ /Jl + L fir tlit-r

I r=U

(ahol fJ1 a késleltetett endogén válto16 paramétere és a1 l-es index a többi magya
rá16 válto16 paraméterétöl való megkülönbö■tetésére 111olgál), akkor

ahol y10 = y;o. A■ elemső modell tehát mátrix formában fi,,lfrva a követkes6: 

YI= /J1Yt-l + X{J + U 1 (5)
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ahol fJ = (IJ., ... ,f3K)- Belátható (MÁTYÁS [4j, !5]), hogy az (5) modell
paramétereinek A-típusú esseimatora úgy állítható elő, hogy a modellt balról
bessorosva a (Wn + vIB,.) transzformációs operátorral transsformáljuk és erre
;i iranssfonnált modellre alkalmassuk a KLNM-et (a Wn és Bn operátorokat már
definiáltuk as 1. Iejesetben]. A mátrixok particiőnkénti mversének felhasenélésaval
adódik, hogy

- I"" ,"7~ i-11"" M,._,~1 R ["" M,..._,,_ 1-l"f ';;~Pu= Yt-1•11.1Yt-1 Yt-1 Yt = ,-,1 + Yt-t Yt-1 Y1-1mu

.... _.._, - l ,.,., .....
j3,. = (X'_..Y)- X'(Yt - /JuYt-1) -=

= P - (Pu - ,8 l )( X' x)- l K' Yt- l + (X' x)-1 Xu 1
ahol a Yt, Yt-1, u, X 
operátorral transsfonnált
M = INT - X(X1.t)-1X'. 

Tegyük fel, hogy as X mátrix valtosói tisztán exogén jellegűek, ebből követ
kesik, hogy plimN-.oo X'u/N = 0 ami maga után vonja, hogy

ve.ktorok, illetve mátrix jelölik a (Wn + v'\Bn]
Yt , 'l/t-1 , u , X vektorokat, illetve mátrixot él

plim vMu/N = plim f/,,_1u/N.
N-+oo N-oo 

Foglaljuk egybe as 11;,_ 1 (t = 1, ... , T; i = 1, ... , N) válto16kat as y,_ 1 vek
torba, éa jelöljük y';_1-gyel a [W,. + JIB,.J operátorral történt tran111fonnálás utái,
As X váltosóinak exogenitáaáb6l követkesik as ia, hogy

l. ,.. ~/N 1· ~• ~;p rm Sit- 1 U = p rm Y,-1 U N. 
N ...... oo N-oo 

Ö11e1ege1ve tehát adódik a1 eredmény

plim (P>. - /J) = plim (P1>. - fi) X plim ( X' x)-1X'Yt- 1 1
N-oo N-oo N-+oo 

ahol /Ji.>. a (2) egy111eri1aitett modell paraméterének Á-típusú esstimátora. Beláttuk
§gy, hogy u exogén váltos6bt tartalmaaó dinamikus véletlen hatá!lú modellben al 

(lb) a paraméterek Á--tipuaú eastimátorainak tonitáaa arányos a■ egy111erlL8(tett
(2) modellbeliekkel éa amikor a fél-uaimptotikus tonitá.s sérus as egy111er6titett
modellben, akkor. sérua u exogén váltosókat b,rtalmas6 modellben ui. Hasoulé
módon, huonl6 eredményre jutunk tennéasetesen, ha N éa T is tart a végtelenbe.
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A fentiekböl következik, hogy ha ,u egjrí!!!ile~ített modellben valamiljen A 
típusú esstimatort asaimptot.ikuaan, illetve fél.-as11i..mptoti.kusan ítornítaUa.mrrn.k talál
tuk, akkor esen esstimátor asaimptotikusan, illetve fél-assimptotikusan ton1ítaUan
lesz al'. exogén változókat tartalmasó modellben is, Degenerált eseteból elte
kintve (mikor (X1 x)-1X't1t- i = O} as á.llitáa komplementere is igu, vagyis amikor
az egyszerűsített modell paraméterének ,\-típusú es1timátora asillimJ,>totiltusan,
,,agy fél-assimptotikusan tornftott, aUor as exogén vá.ltosóbt tarlalmaro modell
paramétereinek ,\-típusú esstimétora ia assimptctikusa» vagy fél-assimptotikuean
toniltott lesa,

Álta.iá.noMá.gban az is elmondható, hogy mivel töbl:myire

as exogén váltosók eserepeltetése csökkenti a paraméterbecslések t.ordtásának
mértékét.

Gyakorlati jelentősége kicsi, a teljeSBég kedvéért asonban mindenképpen 111ük- 
11éges néhány szó erejéig érinteni a11t a.11 esetet, amikor N fix és 1' -> oo. Ekkor as
animptotikus határérték s1ámításánál nem támas11kodhatunk a nagy sJlámok törvé
nyére, vissont felha.s1n.Uha.tjuk a.1 autoregressaív modellek assimptotikus tulajdon
ságaira vonatkosó ismereteinket. E1ek segitségével belátható (TROGNON I 11 I), hogy
a .BiA esarimétor csak akkor konaiastene, ha A = 0 vagy A = o;/(o-; + To;), vagyis
mind a.a egynen'lsltett, mind a.1 exogén válto1ókat tartalma.116 modellben a ft'ibb A-
típusú esstimátorok kösül csupán a.1 ALNM és as intra eredményes N 6x és T---> oo
esetén aasimptcrikuean toniltatlan becslést.

Ai írás végére néhány rövid gyakorlati éssrevétel kívánko1ik. Először is mi
tekinthető nagy, illetve kis N-nek és T-nek.? Nagy N-nek egyértelműen vélhető as
a.1 eset, amikor N > 25. T-vel már nem ilyen egys1erfi a helyaet. Ha /)1 < 1 és
N nagy, akkor T > 10 - 16 már nagynak tekinthető, ellenben, ha N kicsi, akkor
T > 20 - 25 tekinthető nagynak. /)1 > l-nél N -tői függetlenül már T > 6 - 7
nagynak tekinthető.

Felmerülhet tová.bbá a kérdés, hogy mi a teendő, ha több kon1i.B1tens et11timátor
közül áll módunkban válas1ta11i. Ekkor célsserű (ha lehetséges) .ti ALNM-et vá.la8*
tani, mivel ea általában hatásos.

Végül egy elméletileg alá nem támas1tott gyakorlati tapas111talat: ha lehet6iiég
adódik a1 instrumentális válto16k alb.lma1ására, ha.s1nálatubt célnerdjól megfon
tolni, mivel ritkán fi1etik vieua bonyolultságuk árát.

(Beirkudt: 1987. áprilú S-án.) 
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Estimation of Dynamic Panel Models
Panel models are the moat wide1pread lnstrumeute for using time 1erle1 and crose

section data. Unfortunately, in a dynamic case the traditional parameter eatimate, do not
poaea the usual good properties. The purpose of thi1 writing ia to show what propertles
particular estimaton poueu ln thl1 cue, with speclal regard to the small sample proper
tiea. Ueing the re1ult1 of Monte-Carlo analyHI guldelines are given for practice, i.e. what
kind of models and e1timaton are worth while and expedient to use in a particular case.


